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lèlee ,  appliquées  à  un  corps  à  «de,  soit  que  ce 
oorps  soit  entièrement  libre,  ou  qu'il  soit  retenu 
par  un  point  ou  par  uu  aie  fixe,         n^  67  et  06 


CBAPITRK IV.  ÙnuidértMmê  géméraUê  tur  Us 
€ùfpêpe§mu  tiêurlés  tautmdegrufnié,^  sa. 

Ihi  considère  la  putmtêtÊr-  comme  une  force  con- 

staole,  en  grandeur  et  en  direction,  dans  toute 

rétendue  d'un  même  corps,  n^  69 

Définition  du  paid^^  de  la  dinêiU;  équations  qui 

existent  entre  le  poids,  la  masse,  le  ▼olome  d'un 

oorps,  et  la  grandeur  de  la  gravité,  n»  00 

Béfinitinn  du  grumÊitéf  rapport  de  son  poids 4  ee- 

lui  d'un  même  Tolume  d'eau,  à  la  température 

de  la  glace  fondante  ;  densités  de  l'air  et  du  mer- 

cure*  ■*  •  •  ■i''^l*  ••  ~       w  ^  ~ 

»  J«  ;  ;,      •  ••  •        ,    •     ■  *  •  •  • 

Les  poids  serrent  de  terme  de  comparai|iAc«ix  aOr  '  T  c--|L.*  jl  era^ité  d' 

ties  forces;  ils  fournissent  là  mesure  la^nlus*  !*•  1    îLrll.^ 
.   j   ,  •  «i-.  S  !••  ttuelB^oqne, 

commode  de  la  masse,  «•  (Jj^q.  j£A«i;i.ft««  ^.  né^ 

lléfinition  du  Mnfrf  de  graitùé;  règle  pi«tiqiid*poux  ^ 

en  déterminer  la  position  dans  Tintérieuf  d^«* 

corps  solide,  l^i^^fy 

l'après  lesquelles  on  calcule  les  coordon»- 
du  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps, 

dont  les  centres  de  gravité  sont  déjà  connus  ;  cas 

où  les  masses  des  corps.sont  infiniment  petites  ; 

ce  qn'on  entend   par  les^  centres  de  gravité 

d'un  volume,  d'une  surface,   et    d'une  ligne, 

po«  04  et  00- 
Iqnetion  qui  a  lieu  entre  les  distances  mutuelles 

des  centres  de  gravité  de  difiérens  corps,  et 

leors  distances  an  centre  de  gravité  du  système 

e^tier^  n*  00 

WtQ^néîé  curieuse  de  l'équilibre  d'un  point  maté- 
riel entièrement  libre  ^  n«  07 
Snaméntion  de  différons  cas  où  le  centre  de  gra- 
vité est  immédiatement  connu,                   n»  08 

CHAIITRE  \.  Détermination  des  centres  de  gra- 
vite'^ page  37 

)  I«r.  CoÊtraeéê  ffntoHè  dos  iùfne»  eourbes,  ^kid, 
CooHoonées  dn  centre  de  gravité  d'une  ligne  qnet- 
applicnlion  k  la  ligne  droite^       n*  "00 


Cm  d'one  UDOii>e  fibne;  eppliealioM  eu  etNie,  et^ 
eux  trois  sections  coniques,  n»>  70  et  71 

Equation  de  la  oyekllde;  énoooédeees  diverses  pn> 
piétés;  coordonnées  d« centre  de  gravité  d'un, 
arc  quelodnqtte  de  cette  courbe,      ■•'VS  et-TS 
Règle  pour  déterminer  l'eire d'une  swface  derévo* 
lution,  quand  le  centre  de  gravité  deea  oe«sbe 
générîtrioe  est  ecnnu  sans  anonn  ealoiilf  ii*74 
$  n.  CmUtraêdegraoMdm^omrfaÊm^         page  40 
Ceordoonées  du  centre  de  gravité  d'une  sarfice 
quelcMMltte;  eus  où  la  lurface  est  planer     n^  75 
Applîealioo  eu  centre  de  gravité  d'un  âiiangle^  dé- 
temilnation  de  ce -peint,  saiM  le  ssoanw  dn  cal- 
cul intégnl  ;  comment  on  en  déduit  les  centres 
de  gfivilé  du  seoteur  et  du  segmeni  eaMMloires, 

oM  70, 77  el  78 
On  indique,  comme  exemple^  les  oentees  de  gra- 
¥ité  des  trots  sections  oooiqùes  ;  on  ealeule  eom* 
plètement  le»  deux  ooordonnées  du  œatva  de 
grovité  d'une  portion  quelconque  d»  l'sirede  la 
cjr49loIde,  nM90ot80 

Centre  de  gravité  de  la  tone  d'une  surface  de  révo- 
lution; application  aux  surfaces  cenceveei  con- 
vexe engendrées  par  la  oyolèlde ,  n^  81  et  88 
Règle  pour  déterminer  le  volume  d'un  solide  4e  ré- 
volution, quand  le  centre  de  gravité  de  l'aire  gé- 
nératrice est  connu  sans  aucun  calcul;  ex- 
tension de  cette  règle  à  d'autres  sortes  de  corps, 

no*  88  et  84 
Volume  d'un  prisme  on  d'un  cylindre  tronqué, 

n*86 

->$  ms  Os^aifir^  M^gramU  des  edfnwes  eê  des  corps, 

•      V  •    ■  î  ••  5  •  page  40 

une  pyramide  ou  d'un  cène 

n«80 
tfÉewmilafien  4u  centrede  gravité  d'une  pyramide 
***  tHBn|Vai]QB,  sans  le  secours  du  calcul  intégral  ; 
;\  foiMéUt  «on  en  déduit  les  centres  de  gra- 
vité d'un  secteur  et  d'im  segment  spbériques, 

noi87et88 

Centre  de  gravité  d'un  corps  symétrique  autour  d'un 

axe,  et)  en  particulier,  d'une  portion  d'ellipsoïde, 

no  80 
Centre  de  gravité  d'un  solide  de  révolution,  et,  en 
particulier,  des  solides  concave  et  convexe  en- 
gendrés par  la  oycloide,  n«  00 
Ixpressioni  ditflfses,en  intégrales  triples,  des  oooiw 
données  du  centre  de  gravité  d'un  corps  quel- 
conque i-  application  i  une  portion  de  sphère  hé- 
térogène,                                        no*  01  et  08 
Elément  différentiel  d'un  volume  exprimé  au  moyen 
des  difTéientleUcs  dm  ceordeanéw  fUkitas, 

0^03 

CHAPITRE  VI.  Csdemide  l'ofUruHiam  dtê  corps, 

page  61 

$  1er.  Fenmilsf  rslaMM»  d  tm  ciffff  9««l0on9ife  si  à 
la  sphère  cm  pafHcMUêr,  Md. 

Espressions  générales  en  hitégnftes  triples,  des 
trois  composantes  rectangulaires  de  fattfectien 


IT 


XAIU  BIS  MâTlIUS. 


neraër  parmi  corps -rar'mi  point  ml 

omMoIM 

RMttnthm  do  ooi  trots  intëgnlos  triplas,  aux  dtff^ 
raticos  partiallas  d*oiio  sonlo  intëgralai       n*  90 

Vu»  difficulté  qui  a  déjà  été  signaléo  dans  la  oolcul 
das  coordonnées  du  centra  da  grtirité  d^nn  corps 
qndconqna  (n*  91),  conduit  à  exsminar  la  con- 
stitution intina  des  corps  naturels.  Définitions 
das  nlsMas  et  desistfanlst;  ce  qu'on  doit  enten- 
dra par  la  densité  d*nn  corps  en  un  point  quel- 
aonque;  définition  de  Tinfsroolis  msysii  des  mo- 
lécules an  même  point  j  on  etplique  comment 
les  formules  relatires  aux  niasses  des  corps,  aux 
coordonnées  des  centres  de  gmirité,  et  aux  at- 
tractions an  raison  inirerse  dncarré  des  distances, 
penfont  être  appliquées  sans  erreur  sensible, 
aux  corpa  naturels,  n»*  97  et  98 

L^attraction  d'un  corpa  sur  un  point  matériel  très 
éloigné,  est  à  très  peu  pris  la  même  que  si  la 
maue  entière  de  ce  corps  était  réunie  à  son  cen- 
tre de  grafité  ;  attraction  mutuelle  de  deux  sphè- 
res homogènes,  n*  99 

Théorème  relatif  aux  attractions  des  corps  sphéri- 
ques  sur  des  points  matériels  extérieurs  ou  inté- 
rieurs, n**  100  et  lOi 


DémoMlnitioB  dbneta  da  Vé^âMhm  d*M  pant 
matériel,  situé  dans  nu  espace  terminé  par  oaa 
couche  sphérique,  w 


g  n.  FgnmiiêM  r^laHMê  àPM^oidê,  page  M 

Transformation  des  formules  générales  du  n«  N, 
principalement  ntile  dans  le  cas  où  le  point  at- 
tiré fait  partie  da  corps  attirant,  wfi  101 

Application  à  rellipsolde  homogène  :  les  formules 
reUtifcs  à  son  attraction  sur  un  point  intérieor, 
se  réduisent  à  des  intégrales  simples,  celculablss 
au  moyen  des  tables  des  fonctions  elliptiques; 
extensions  du  théorème  du  n*  103,  à  une  cou^ 
elliptique,  n»*  104  et  106 

Les  intégrales  s'effectuent  sous  forme  finie,  dansls 
cas  de  rellipsolde  de  réfolution  ;  caa  particulier 
d'un  ellipsoïde  très  peu  applati,  b«  100 

Théorème  remarquable,  au  moyen  duquel  on  lait 
dépendre  l'attraction  d*nn  ellipsoïde  sur  un  point 
extérieur,  de  Tattraction  d'un  autre  dlipsoida 
sur  un  point  intérieur  :  ce  théorème  est  indépen- 
dant de  la  loi  de  ^attraction  en  fonction  de  k 
distance;  application  an  cas  particulier  de  deu 
sphères  concentriques,  n—  107, 106  et  100 
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DYNAMIQUE, 


PREMIERE    PARTIE. 


CHAPITRE  l«r.  Dm  moiieemcnl  rectUignê  H  de 
ia  meture  dee  forces,  page  03 

S  1  w  mhmUe  du  mouvemeni  reetiUffne ,  ibid. 

Définition  et  équation  du  moufcment  uniforme , 

n»  110 

ReoMrque  sur  la  mesure  du  temps;  luTariabilité 
éujmÊT  tiékmif  aa  durée  compsvée  à  celle  du 
iêÊurmeyem,  a«  111 


Définition  de  la  iritesse  dans  la  mouTcment  uni- 
forme, et  ensuite  dans  le  mouirement  varié, 

n*  113 
En  quoi  consiste  Vinertie  de  la  matière ,      no  lit 
Eipression  de  la  fitesse  dans  un  moufcment  quel- 
conque ;  expremion  de  respace  parcouru  dans 
un  temps  infiniment  petit,  abstraction  faite  de 
la  ritesse  acquise ,  n*  1 14 

at  équation  du  neuf cment  «M^armé- 


TAILB  DIS  HATIÈnS. 


MtHiré  ott  rHÊÊié'g%  fono  qui- le  pro- 
dnit  ett  nom  fêrcê  «sMlonlt;  c«  taowrwuni  est 
ctlni.  d«s  corps  pesant  dans  le  Tide  ;  dtni  un 
même  lien  y  r^océlëration  ett  la  même  pour  tout 
ett  eorpt  ;  ta  gnmdeor  à  rObterratoire  de  Paris, 

no  115 
•  Oa  démontre  que  let  grandenrt  det  forœt  qui  agit- 
tcnt  tncoettivement  tur  un  même  point  m^ë- 
riel,  tout  entre  ellet  comme  let  vitettet  infini- 
ment petitet  qu*eliet  Jui  impriment  dant  un 
même  tempt  infiniment  petit ,  n»  110 

f^uoA  il  t*agit  de  foroet  oonttantet ,  leurt  intenti- 
tét  tont  entrer  ellet  comme  let  fitettet  qu'ellet 
produitent  dant  l'unité'  de  tempt;  exemple  du 
rapport  det  forcée ,  conclu  de  celui  det  vitettet 
obtenréet;  exemple  in  verte  du  rapport  detvi- 
tettet,  couda  de  celui  det  forces ,  n»  1 17 

latoretle  la  force  dant  un  mouirement  Tarie  quel- 
conque ,  toit  au  moyen  de  la  TÎtette  qu^elle  pro- 
duit,  toit  au  moyen  de  respace  qu^elle  fait  par- 
conrir,  pendant  un  tempt  infiniment  petit,  n»  118 

férmulesgénéraletdumourementTarié,    n»  119 

(  n.  Mèêurêê  dêê  fvrçu,  i»  a^ani  égari'aus  moê- 

page  67 

de  rexprettion /bret  tPitmUt^  n»  ISO 

Ce  qn*on  doit  entendre  par  det  points  matériels 
égaux  en  mette  ;  deux  foroet  qui  agitteot  sur 
deux  points  différens ,  tont  entre  elles  comme 
leurs  masses  multipliées  par  les  Titesses  pro- 
dnites  par  ces  forces ,  dans  un  même  instant, 

n»  121 

Définition  de  la  foroê  wuirie^f  sa  Taleur  dans  un 
mouvement  quelconque  ;  elle  te  change  en  une 
frutiu»,  quand  lemouTement  est  détruit, 

n»  123 

De  Fîdentîté  du  mouTcment  des  corps  pesans  en 
chaque  lieu  de  la  terre ,  on  conclut  la  propor- 
tionnalité du  poids  à  la  masse ,  n»  183 

^aand  la  force  motrice  est  donnée,  on  en  déduit  la 
/âfM  aeeéUratrieê,  en  divisant  par  la  masse  du 
mobile  ;  on  prend ,  pour  exemples ,  la  résistance 
f  un  milieu ,  et  un  poids  donné ,  appliqué  suc- 
cessivement à  des  masses  différentes ,     n»*  124 

et  126 

DéfioitioDS  de  la  çuonfifé  de  mouvement,  et  de  la 
ptroucssiM  ou  SMfwIfMfi;  décomposition  d'une 
percussion  en  deux  autres;  application  au  cot», 

no  126 

Coédition  de  Téquivalence  de  deux  percussions  ; 
principe  de  Téquilibre  dans  le  choc ,  d'après  le- 
quel deux  corps  dénués  d'élasticité ,  qui  vont  à 
h  rencontre  l'un  de  l'autre,  se  réduisent  au 
tupofi  quand  les  vitesses  sont  en  raison  inverse 
dM  masses,  n»  127 

Conment  on  peut  comparer  un  poids  et  une  per- 

n»  128 


CHAPITRE  IL  Exempte  du  tnouvement  rectUi- 


IquatwDS  différentielles  du  monvemenireoliKgne  ; 
l'intégration  n'est  possible ,  sous  forme  finie . 
que  quand  la  force  aocélératriee  est  oonstante, 
ou  donnée  en  fonotion  d'une  seule  des  trois,  va- 
riables,' le  temps,  la  vitesse,  l'espace  parcouru, 

no  129 

Mouvement  vertioal  d'un  corps  pesant  dans  le  vide, 

no  180 

Mouvement  de  ce  corps  sur  un  plan  incliné,  n»  121 

Mouvement  vertical  d'un  corps  pesant  dans  un 
milieu  rétittant  :  lortqu'il  tombe  d'une  grande 
hauteur,  ta  vitette  approche  de  plut  en  plut 
d'être  conttante  ;  moyen  de  déterminer  le  eeefi- 
eiemi  de  la  rétistance,  pur  l'observation  du  temps 
total  de  l'élévation  et  de  la  chute  successives  du 
mobile ,  no«  182 ,  188, 184  et  186 

Exemple  de  l'utage  det  «oiKltMi«]MrftoiMfWsdant 
let  problémet  de  dynamique^  no  186 

Mouvement  d'un  corpt  attiré  vert  un  centre  ûxe , 
toit  en  raiton  directe  de  la  distance,  toit  en»rair 
ton  inverte  du  carré  de  la  dittance,       no«  187 

et  188 

Mouvement  d'un  corpt  attiré  vertdenx  oentret  fixet  ; 
cat  où  cet  deux  centret  tont  ceux  de  la  lune 
et  de  la  terre  ;  diminution  de  la  vitette  d'un  pro- 
jectile, produite  par  sa  petanteur  vert  le  corpt 
d'où  il  ett  parti ,  quand  il  ett  parvenu  à  une 
grande  dittance  de  ce  corpt ,  no*  139 ,  140 ,  141 , 

142  et  143 

CHAPITRE    III.   Du  mouvement   eurvUiçne  , 

page  79 
§  l«r  Formuiee  générahe  du  mouvement ,         %bii. 

La  détermination  du  mouvement  curviligne  d'un 
point  matériel  te  réduit  à  celle  det  mouvement 
rectiliguet  de  tet  troit  projectiont  tur  let  axet 
det  ooordonnéet,  no  144 

Bxprettion  de  la  vitette  du  mobile  :  ta  direction 
ett  tangente  à  la  trefeetoiref  let  vitettet  det 
troit  projectiont  tont  ce  qu'on  appelle  let  tom- 
poemUes  de  la  vitette  du  mobile  |  la  compétition 
et  la  décompotition  det  vitettet  te  font  suivant 
let  mêmet  règlet  que  la  compotition  et  la  dé- 
compotition det  forcet ,  no  146 

Quelle  que  toit  la  variation  de  vitette  d'un  point 
matériel ,  en  grandeur  et  en  direction ,  pendant 
un  tempt  infiniment  petit,  il  y  a  tot^ourt  une 
certaine  direction  pour  laquelle  l'augmentation 
de  vitette  ett  la  plut  grande,  et  perpendiculaire- 
ment à  laquelle  let  compotantet  de  la  vitette  ne 
tont  ni  augmentéet ,  ni  diminuéet,  no  146 

Cette  direction  déterminée  est  ce  qu'on  entend  par 
la  directiun  de  la  force  qui  agit  sur  un  point  ma- 
tériel en  mouvement  ;  en  partant  de  cette  défi- 
nition ,  on  démontre  que  l'accroissement  de  la 
composante  de  la  vitette  tuivaut  une  direotion 
quelconque,  pendant  un  inatant,ett  unique- 
ment dû  à  la  force  qui  agit  tuivant  cette  direc- 
tion, et  le  même  que  si  les  autres  forces  n'exis- 
taient pas,  no  147 


Tl 


TABU  MS  làtliEtBSi 


CoiMliTOlioB  de  W  Anjeetoir»  par  p«lali|  qui  të^ 
mite  dn  prinoipe  préoédeat,  et  McramittiMi 
de  le  Tîtetee  et  de  la  poiition  do  aMbile  à  eha- 
ifoeioaleal  sur  cette  ceorbe,  n»  148 

IqnatioBa  difliireatiellea  dn  monteoMiit  earvili- 
goe^  lott  quand  Torigine  des  ooordonnéea  est 
tlie  I  aoit  qwad  elle  etten  movreneet,  bm  149 

et  150 

EqualMM  diMrwHiellee  do  mmiTeanDt  d^m  peint 
nwtériel  eer  QDefuifaoe  en  lur  une  coorbe  don- 
née |  expreiaîen  de  la  force  aceéléralrice  anivent 
le  tengente  à  la  trajectoire,         n*«  161  et  168 

S  n.  ^OM^aneaa  primciftilêê  dff  formmiêêprM' 
dêHiêê,  page  86 

InCégralea  premiétet  dea  éqeationa  différentiellea 
dn  mouvement  ennrîligoe ,  qni  ont  lieu  quand 
la  force  est  conakamment  dirigée  yiern  un  oeotre 
fixe,  n«15t 

PHmo^fê d§ê air9» ,  oompriadana  cea  intégrales, 

no*  164  et  166 

Bémens  différentiels  do  Taire  et  de  la  longueur 
d'une  courbe ,  rapportés  aux  coordonnées  po* 
hires  ;  composantes  de  la  vitesse  d*on  mobile 
leletivea  à  ces  coordonnées}  définition  de  la  vi- 
tease  ois^fula^ ,  n*  166 

Intégrale  premièie  des  équations  du  mouTement , 
qui  donne  dans  un  cas  très  général ,  le  oairé  de 
la  iritease  du  mobile,  indépendamment  de  la 
courbe  décrite;  cette  -viiease  est  wnstante, 
quand  le  mobile ,  entièrement  libre ,  ou  obligé 
de  se  mouvoir  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe 
donnée,  n^est  sollicité  par  aucune  force  accélé- 
ratrice; Tintégrale  a  lieu  toutea  les  fois  que  le 
mobile  est  soumis  à  des  foroes  dirigées  vers  dea 
oentres  ûxeê  et  dont  les  intensités  sont  des  fono- 
tîona  de  la  distance  à  ces  points,  n**  167  et  168 

Bipression  de  la  vitesse  d'un  corps  peaant  aur  une 
coorbe  quelconque ,  en  fonction  de  la  bauteur 
dont  le  mobile  est  tombé;  conséquences  immé- 
diates qui  s'en  déduisent ,  n^  169 

Fropriété  du  mouvement  d'un  point  metériel  à  la- 
quelle on  a  donné  le  nom  de  pHmoipt  de  ia  meâa 
dnaaelien^  n»  160 

Su  vertu  de  ce  principe,  un  point  matériel  obligé 
de  ae  mouvoir  sur  une  surface  donnée ,  et  qui 
n'eat  aollicité  par  aucune  force  accélératrice, 
décrit,  en  général ,  la  ligne  le  plus  courte  d'un 
point  à  un  autre;  en  formant  Téquation  diffé- 
rentielle de  la  trajectoire ,  on  prouve  que  cette 
ligne  la  plus  courte  a  partout  son  plan  oscnla- 
teur,  normal  à  la  surface  donnée ,  n»  161 

$111.  Dijfrêêêion  sur  le  mouvement  delahmièrê, 

page  90 

Ibins  le  syatéme  de  VèmiMêion,  les  lois  générales 
de  la  rifraoiiom  et  de  la  ràflêwitm  ae  déduisent 
ferilement  du  principe  de  la  moindre  action , 

n»'  169,  168  et  164 

Equations  différentielles  du  mouvement  d^un  rayon 


de  iumiéfe,  6  aeii  pt^ny  d'kn  «Mm 

amtrei  oeoséqueneee  de  eei  équetione  leletHe- 
ment  à  deui  eaa  difféaena  de  tdfieiiiou  ,.et  à  la 
réfraction;  diteeliett  d^in  nyeo  qni  e  tsevané 
deos  snrfaeea  parallélea;  phénomène  de  la  éi^ 
ftnim,  n<M  166, 166  et  191 

La  eompoaition  de  In  vitease  propre  de  la  Inmière 
eveo  oeUe  de  la  teire,  qui  prodoit  le  phénomène 
de  reisirntfan^  u*a  oependent  aoeone  inflnenee 
appréciable  anr  la  grandeur  de  la  rénpaetion; 
dena  le  vide,  In  vîlesae  de  la  loaaière ,  dlreete 
on  réfléohte ,  eat  la  même,  aoit  qu'elle  nens 
vienne  du  adeil ,  dea  étoilea ,  ou  dea  planètes; 
grandeur  de  oetle  vtteaae;  diminution  qu'elle 
n  d&  éprouver  en  vertu  de  la  peaanteur  des  rayons 
lumineua  ven  le  soleil ,  t^  118 

CHAPITRB IV.  H^  fa /^rve  ciMlr0^«  pi^fil 

Définition  de  la  /ôrcf  cêfÊinf mg9;  détermination  de 
cette  force  motrice,  par  la  considération  de  k 
vitesse  normale  détruite  à  cbaqne  peaaage  dn 
mobile ,  d'un  élément  de  aa  trajectoire  à  Télé- 
ment  suivent  ;  Pangle  de  contingence  étant  in- 
finiment petit ,  ce  passege  ne  produit  âocnne 
diminution  dena  la  viteaae  auivant  In  tangente; 
détermination  complète  en  grandeur  et  en  di> 
raction ,  de  la  pression  exercée  sur  la  trajec* 
toira ,  en  vertu  de  la  force  centrifuge  ni  des 
forces  donnéea  qni  agiaaent  aur  le  mobile,  n^AlOI 

04  176 

Calcul  des  trois  composantea  de  cette  même  pres- 
sion, d'après  lea  éqnationa  différentiellee  de 
mouvement,  n»  171 

Conséquences  que  l'ondédnitde  la  valeur  deeetta 
preasion  et  de  sa  direction ,  lorsque  le  mobile 
eat  asanjetti  à  se  mouvoir  aur  une  aurfaoe  do»- 
née,  et  qnand  il  est  entièrement  libre ,  n»*  179 

et  179 

Détermination  de  la  fotoe  centrifuge,  d'apaéa  la 
considération  dn  mouvement  oiroulaire  y  n«  174 

Comparaison  de  la  force  centrifuge  dans  le  oeeole 
à  la  pesanteur;  tension  d'un  fil  obargé  d*nn 
poids,  et  tournant  autour  d'nn  point  SoMj  n»  176 

Diminution  de  la  pesenteur,  à  l'équateur  et  aur  les 
différons  parallélea,  produite  par  la  force  wn- 
trifuge  qui  résulte  de  la  rotation  de  la  terre  ; 
variation  totale  de  la  pesanteur,  due  li  cette 
cause  et  à  l'aplatissement  do  sphéroïde  terres- 
tre ,  no*  176,  177  et  178 

CHAPITRE  V.  ExempUê  du  mouvepteiU  d'un 
poimi  matériel  sur  une  eourhe  au  mut  urne  «ht- 
fa€e  ionnce,  pa§e  101 


§  l«r.  OiciUaiûmê  dupêuduie  timpU, 

Définition  du  psndnis  gûmplêf  on  fera  voir  per  la 
suite  qu'il  y  a  toujours  un  pendule  simple  dont 
le  mouvement  est  le  même ,  dans  le  vfde  ou 
dans  l'air,  que  celui  d'un  pendule  donné,  a*  179 


TABU  DBS  lâTliAlS. 


vil 


Faniirift  jifiinliglto  ém  «■w—wt  d»  pee^e 
•iaiilAcUiMlevide,  n»  180 

Cm.  oq  ealte  Cwa«to  t^ialéfrt  aott»  fomft  fim^t 

••  IBI 

ÛMdMMttllalîoMlrètpfltilti»  o»  183 

4Hr  ttaa  ooarbe  quelconque ,  les  oicillatioDs  infi- 
niment petites  d'nn  point  matériel  poMnt ,  ont 
9mm  dttréa  de  gnuMiew  lima  et  iadéptsdtnftA  de 
le  gnadenr  de  leur  emplitode ,  wfi  183 

Gorrection  qnHi  font  faire  à  la  durée  def  eioilla- 
tioM  trét  petites  d*nn  pendule  simple,  pour  en 
eeoolmv  la  durée  de  ses  oseilletions  infiniment 
pelitee,  n»  184 

lédoelion  en  série  du  temps  d^une  oscillation  de 
gnndeiir  quelconque,  n«  18S 

leniemeat  du  pendule  simple  dans  Tair,  lorsque 
le  résistance  est  supposée  proportionnelle  à  la 
vitesse  :  les  amplitudes  successives  des  oscilla- 
tions tris  petites,  décroissent  en  progression 
féoméirique;  leur  durée  n*est  pas  sensiblement 
•Hévée  parle  résistance  du  milieu,  n««i86et  187 

Bsufement  du  pendule  simple  dans  Tair,  quand 
la  résistance  est  supposée  proportiennelle  au 
earré  de  le  Titesse  ;  loi  du  décroissement  des 
amplitudes  successives  ;  dans  le  cas  des  petites 
esdilatione,  on  démontre  que  la  durée  d'une 
demi-Mcilletion  ascendante  «t  autant  diminuée, 
que  celle  de  resoillation  descendante  qui  pré- 
cède a  été  augmentée,  n**  188, 180  et  100 

Gsirection  dans  la  longueur  du  pendule  et  dans  la 
derée  des  petites  oscillations ,  qu'on  appelle  la 
réJmiiJÊm  au  vUê  ;  augmentation  qu'on  doit  faire 
subir  à  cette  correction ,  à  raison  de  l'état  de 
mouvement  de  Pair,  tfi  ,101 

le  dniqno  lieu  de  la  terre ,  la  mesure  de  la  pesan- 
teur est  proportionnelle  à  la  longueur  du  pen- 
dule à  secondes  ;  valeurs  de  ces  deux  quantités 
à  rObservetoire  de  Paris;  les  expériences  du 
pendule  prouvent  qu'en  chaque  lieu  de  sa  sur- 
Ime ,  rettraction  de  la  terre  est  la  même  sur  les 
matiéree  de  le  nature  la  plus  différente,  n«  102 

ftleur  de  le  pesanteur  et  de  la  longueur  du  pen- 
dule Il  secondes ,  en  fonctions  de  la  latitude  ; 
retard  dHme  horloge  réglée  à  Paris  sur  le  temps 
sidéral ,  et  ensuite  transportée  li  l'équateuri 

no  103 

{  DL  Jfeuemml  êwr  la  eye/oids  ^  page  111 

Utemps  de  in  chute  d'un  point  matériel  pesant  sur 
la  efdolde ,  est  indépendant  de  Télévation  du 
peint  de  dépait  au-dessus  du  point  le  plus  bas , 
soit  que  le  mouvement  ait  lieu  dans  )e  vide ,  ou 
qu*U  ait  lien  dans  l'air,  quand  on  suppose  la 
ifiiiiam  II  proportionnelle  à  la  vitesse ,  n**  104 

et  105 
HndoleeyeleiAa,  n«  106 

le  vide,  le  cydofde  est  la  seule  courbe  iautû- 

n«  107 

Issbemhe  de  le  4raeky«loeArsne  dans  le  vide  ;  for- 
reUtivea  au  ces  on  la  ligne  de  la  phu  viiê 


Mre^tfteée  sur  use  êutftee 
demée  f  iwmales  relativee  an  eas  oàse  longueur 
serait  donnée ,  qui  serviront  à  résoudre,  dans  la 
suite,  un  autre  peeUdose  de  le  mémo  nature , 

iy>«108,  100,800et201 

On  trouve  pour  la  brachystocrone  propeement  dite, 

l'équation  d\um  eyoloide  eituée  dans  un  pleft 

vertioal  ;  oae  où  le  point  de  dépéri  et  le  point 

d'airivée  appertiemMut  à  une  osème  verticale , 

n»  008 

$  m.  Jtfbneansnl  sur  mu  smfacê  tUnmée,  page  1 17 

Equations  différentielles  du  mouvement  du  pen- 
dule simple  qui  ne  se  meut  pss  dans  un  plan 
fixe,  n*  303 

Formules  différentielles  relatives  eux  eMsBoliiiM 
eensguef  du  pendule  sioiple  dans  le  vidoi  no«  304 

et  306 

Cas  des  petites  oscillations  |  cas  où  le  pendule  dé- 
crit uniformément  la  surface  d'un  cône  droit  h 
base  circulaire;  la  courbe  décrite  par  la  projec- 
tion horitontale  du  mobile ,  est  toujours  une 
ellipse  dont  le  centre  est  le  point  de  suspension, 

no*  200  et  307 

CHAPITRE  VI.  Exemptes  du  mouvement  d'un 
mohUe  entièrement  libre,  page  120 

La  trajeetoire  d'un  point  motériel  pemat  dans  le 
vide,  est  une  parabole;  amplitude  du  jet;  vitesse 
en  nu  point  quelconque,  up  306 

La  vitesse  initiale  éUnt  donnée,  trouver  sa  direc- 
tion, peur  que  le  projectile  atteigne  un  but 
donné}  courbe  eu  delà  de  laquelle  le  projectile 
ne  peut  arriver,  n*  800 

Squat  ions  du  mouvement  d'un  projectile  dans  l'air; 
construction ,  par  points ,  de  la  trajectoire  ;  cal- 
cul du  temps;  eiprmsion  delà  vitesse  eofun 
point  quelconque ,  no<  310 ,  31 1  et  313 

Quand  le  mobile  s'est  élevé  à  une  grande  hauteur, 
son  mouvement,  en  retombant,  approche  de 
plus  en  plus  d'être  verticel  et  uniforme  ;  dé- 
termination de  l'e«3fBiptf»li  f ertioale  de  la  bran- 
che descendante,  n*  313 

L^eutre  branche  de  la  trajectoire  a  aussi  une  asymp* 
tote  ;  direction  de  cette  droite  ;  et  sa  diatanco 
au  point  de  départ  du  mobile,  n®  314 

Equation  de  la  trajectoire,  dans  le  cas  d'un  petit 
angle  de  projection  ;  calcul  de  la  portée  hoii- 
lontale  et  du  temps  du  trajet,  d'après  Is  gran- 
deur de  la  vitesse  initiale;  différentes  valeurs 
de  la  portée  et  delà  vitesse  qui  sont  données  par 
l'observation;  incertitude  sur  la  grandeur  du 
coefficient  de  la  résistance;  moyens  de  le  déter- 
miner par  l'expérience ,  no«  31S  et  3 1 6 

$  U.  Mouvement  dee  plamites,  page  120 

Lois  de  Xépisr,  n»  317 

Equations  fournies  par  les  deux  premières  de  ci'« 

lois,  no  318 

Définition  de  quelques  termes  employés  en  Astro- 


Tin 


TABU  OBI  MATlIUS. 


nomie;  durée  de  Vuùnêe  MhàU  et  de  ramiée 
éqtriMKitiê;  grandeor  de  la  fféoêÊëkm  eniinelle 
des  ëquiiuaea ,  no  S19 

Iiprestiom  des  deux  coordonnées  polaires  de  la 
planète  et  du  temps ,  en  fonctions  de  renwali's 
•setÊiiHqwê  ,  n»  tSO 

Méthode  poor  réduire  le  rayon  Teetenr  et  Téqua- 
tion  du  centre  en  séries  ordonnées  suit ant  les 
eosinns  et  les  sîons  des  multiples  du  «sys»  mon* 
•smanl^  n»  ttl 

Formules  qni  déterminent  en  un  point  queloonqne 
de  Tellipse  décrite  par  une  planète ,  la  grandeor 
et  la  direction  de  sa  vitesse ,  n»  S22 

Position  d^une  planète  par  rapport  à  un  plan  <iuel- 
conque;  sa  knfUudt  et  sa  UtHimdê,  son  osesn- 
«ta»  droite  et  sa  iéeimaiêonf  obliquité  de  Té- 
diptiques  sa  diminution  annuelle;  grandeur  et 
période  de  la  nnialjdn,  n»  S23 

On  conclut  des  trois  lois  de  Kepler,  que  la  force 
fjui  retient  les  planètes  vers  leurs  orbites  est 
constamment  dirigée  vers  le  centre  du  soleil; 
qu'elle  varie  pour  chaque  planète ,  suivant  la 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  ce  point  ; 
qu*à  Funité  de  distance,  la  force  accélératrice 
est  la  même  pour  toutes  les  planètes  :  ces  lois 
s^étendent  aux  comètes  et  aux  mouvemens  des 
satellites  autour  de  leurs  planètes  respectives, 
et  aux  mouvemens  relatifs  des  étoiles  doubles , 

no*  834,  S26  et  Z9Ô 

Equations  différentielles  du  mouvement  d^une 
planète  dans  un  milieu  résistant  :  on  complète 
le  nombre  des  constantes  arbitraires  que  doivent 
renfermer  leurs  intégrales  trouvées  précédem- 
ment, pour  le  cas  où  Ton  néglige  la  résistsnce, 

DM  827  et  228 

Méthode  de  la  eariafion  dé»  eomstantês  aMirairês, 
poor  rintégration  des  équations  différentielles , 

no«  220  et  230 

Application  de  cette  méthode  aux  équations  du 
mouvement  d^une  planète  ou  d'une  comète  dans 
un  milieu  résistant;  pourquoi  la  résistance  de 
Vétkêr  peut  être  appréciable  dans  le  mouvement 
d'une  comète  et  insensible  dans  le  mouvement 
d'une  planète ,  n»*  231,  232  et  233 

§  m.  Mouvemmtt  éPunpomi  matiriêi  somme  à  uns 
forcé  eontralê  ,  page  13ff 

Equations  du  mouvement  d^un  point  matériel  at- 
tiré vers  un  centre  fixe ,  par  une  force  donnée 
en  fonction  de  la  distance  à  ce  centre ,     n»  234 

Cas  où  la  force  est  proportionnelle  à  la  distance, 

no  236 

Cas  où  la  force  est  en  raison  inverse  du  cnbe  de  la 
distance,  no  236 

Cas  où  la  force  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  ;  la  trajectoire  peut  être  alors  une  des 
trois  sections  coniques;  circonstances  qui  dé- 


terminant ehacnne  des.tnMeouilMs,n«o  9tt 

etm 

Ixamen  spécial  dn  nonvement  parabolique;  ea 

quoi  consiste  le  problème  astronomique  de  la 

déterminstion  compléta  de  l'oririta  d'onaoomèle, 

no*M»et24Ù 


CHAPITRE  VIL  ùigrutmn  mtr  foKraelsaii 
wonéOê,  page  141 


Loi  de  rattracMon  môooroottê ,  n*  241 

Force  motrice  résultant  de  Tattraction  motoelle  do 
soleil  et  d'une  planète;  invariabilité  du  pouvoir 
attractif,  n*  SU 

Force  accélératrice  d'une  planète  dans  son  mouve- 
ment autour  du  soleil;  correction  qu'on  doit 
faire  à  la  troisième  loi  do  Kepler  ;  petitasae  des 
masses  des  planètes  par  rapport  à  la  masse  dn 
soleil,  n*  24S 

Bnoncé  des  différentes  sortes  de  perturbations  da 
mouvement  elliptique  des  planètes ,  prodnitss 
par  leur  attraction  mutuelle  :  ces  effets  obsertés 
font  connaître  les  masses  des  planètes  perturbs- 
trices,  en  prenant  oelle  du  soleil  pour  unité; 
invariabilité  des  grands  axes;  le  mouvement  de 
la  lune  s^accélère  de  siècle  en  siècle ,       n»  244 

Autre  moyen  de  déterminer  les  masses  des  planè- 
tes accompagnées  de  satellites ,  n*  246 

Calcul  des  forces  provenant  de  Taction  du  soleil  et 
de  la  lune,  pour  soulever  les  eaux  de  la  mer; 
masse  de  la  lune  conclue  du  /fus  lunaire  oom- 
paré  au  fius  solaire;  diminution  de  la  pesanteur 
à  la  surface  de  la  terre,  produite  par  Taction  de 
la  lune ,  no*  246  et  247 

A  la  distance  de  la  lune  à  la  terre,  la  pesanteur 
terrestre  est  à  très  peu  près  égale  à  la  force  qui 
retient  ce  satellite  dans  son  orbite ,         n»  848 

Détermination  de  la  masse  de  la  terre  ;  parmliago 
du  soleil  ;  sa  densité  ;  sa  distance  à  la  terre;  dé- 
termination exacte  du  grand  axe  de  Torbite  d'une 
planète  dont  la  masse  est  connue,  no  240  et  260 

Déviation  du  fil  à  plomb  produite  par  lesattractions 
locales,  no  261 

Balance  de  tortiom,  propre  à  mesurer  les  forces 
très  petites;  espérience  de  Copomdiêh;  densité 
moyenne  de  la  terre ,  no«  262  et  863 

StabilUi  de  Téquilibre  des  mers,  résultant  de  ce 
que  cette  densité  est  plus  grsnde  que  celle  de 
Teau  ;  accroissement  des  densités  des  cooohcs 
de  la  terre ,  en  allant  de  sa  surface  au  centre  ; 
inégalité  du  mouvement  de  la  lune ,  due  à  la 
non-sphéricité  de  la  terre  ;  influence  des  attrao* 
tiens  locales  sur  la*longueur  du  pendule  à  ae- 
condes,  no  864 

Réduction  au  niveau  des  mers,  de  la  longueur  du 
pendule ,  observée  à  une  élévation  donnée , 

no  866 


TABiK  DIS  liLTlitRES. 


IX 


LIVRE  TROISIÈME 


STATIQUE , 


SECONDE    PARTIE. 


CflÂPmiE  !«-.  De  Véquilibre  d^w  corps  ioUéte, 

page  152 

Kcnarqae  sur  la  eomprestibilité  et  le  changement 
de  forme  du  corps  que  Ton  Ta  considérer,  n®  266 

Transformation  d'un  système  deforces  quelconqueS| 
appliquées  à  un  corps  solide ,  en  trois  groupes 
de  forces,  le  premier  composé  de  forces  perpen- 
diculaires à  un  plan  donné,  le  deuxième,  de 
forces  parallèles  et  comprises  dans  ce  plan ,  et 
le  troisième,  de  forces  dirigées  suivant  une 
droite  perpendiculaire  aux  précédentes  et  tracée 
dans  ce  même  plan,  no«  267,  268  et  260 

Iqnations  nécessaires  et  suffisantes  pout  l'équilibre 
d*nn  corps  solide  entièrement  libre ,        n»  260 

Ces  équations  sont  encore  nécessaires  pourPéqui- 
libre  de  tout  antre  système  qui  ne  renferme  au- 
eon  obstacle  fixe,  n«  261 

Cas  particuliers  des  forces  parallèles  et  des  forces 
qui  sont  toutes  comprises  dans  un  plan,  no  262 

Condition  pour  que  des  forces  données  aient  une 
fésoltante  unique;  équations  de  cette  résul- 
tante; sa  grandeur  et  sa  direction  ;  dans  tous  les 
cas,  les  forces  données  peuvent  se  réduire  à  deux, 
d'une  infinité  de  manières  différentes ,  n<>«  263 

et  264 

Iquations  d^équilibre  de  deux  corps  solides  qui 
s'appuient  l'un  contre  Tautre ,  n*  266 

Iquations  d'équilibre  d'un  corps  solide  retenu  par 
des  obstacles  fixes ,  dans  les  principaux  cas  qui 
peuTent  se  présenter,  n**  2(MI 

Transformation  de  l'équation  d'équilibre  relative  à 
on  axe  fixe ,  n»  267 

Equilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné , 

no  268 


flesure  du  frotttm§tU  à  Tinstant  où  l'équilibre  va 
se  rompre,  n°  269 

Charges  des  différons  pieds  d'une  table  horisontale 
qui  supporte  un  poids  donné  ;  à  quoi  tient  l'in- 
détermination apparente  du  problème ,    n^  270 

CHAPITRE  II.  ThéorU  dei  numem^    page  161 

Les  forces  étant  représentées  par  des  lignes  droi- 
tes ,  leurs  momens  sont  représentés  par  des  aires 
planes  :  le  théorème  du  n»  46,  relatif  au  moment 
de  la  résultante  de  deux  forces,  est  alors  une 
proposition  de  Géométrie  dont  on  donne  la  dé- 
monstration,  no  271 

Le  moment  de  la  projection  d'une  force  sur  un 
plan  est  la  projection  du  moment  de  cette  force 
sur  ce  même  plan,  n^  278 

Ce  qu^on  entend  par  le  moment  d'un  système  de 
forces  par  rapport  à  un  axe  ;  les  momens  d'un 
même  système  par  rapport  à  deux  axes  situés 
dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre,  sont  égaux 
et  de  signe  contraire  ;  il  en  est  de  même  à  l'é- 
gard des  momens  par  rapport  à  un  même  axe, 
de  deux  systèmes  de  forces  égales  et  contraires, 

n»  273 

Expressions  des  momens  d'un  système  de  forces 
par  rapport  aux  trois  axes  des  coordonnées  posi- 
tivetf  de  leurs  points  d^opplication  ;  comment  on 
détermine  les  signes  des  termes  de  ces  formules, 

no  274 

Valeurs  des  cosinus  des  angles  relatifs  à  la  direc- 
tion de  la  normale  au  plan  qui  contient  une 
droite  et  un  point  donné,  no  276 

Formules  relatives  aux  projections  d'un  système 
d'aires  planes  sur  différons  plans  ;  identité  do  ces 


fomnlei  et  de  oellet  qui  répondent  ans  projec- 
tione  dee  lignes  drottef  nir  d^antret  droilet, 

nos  876  et  277 

Plan  et  grandeur  de  Paire  mmima  ;  propriété  carao- 
téristtqne  de  ce  plan ,  n»*  278 ,  279  et  280 

Fh»priétés  des  nomeni ,  dédnîtei  de  oelles  des  aires 
|danes  ;  identité  de  la  eamp^êHùm  des  momens 
et  de  la  composition  des  forces,  résultant  de 
celle  des  projections  des  airei  pladerel'des  f  hk 
jeotions  des  lignes  dsnilM ,  ■•  281 

MaimêmipHmcipaià^ua  système  de  forces  ;  nonirel 
énoncé  des  conditions  d*éqntlibre  de  ce  système  ; 
conditions  pour  que  denz  systèmes  de  forces 
soient  équivalons ,  n«  282 

Variation  du  moment  principal,  produite  par  le 
déplacement  du  centre  des  momens  ;  momens 
principaux  «amma;  comment  on  en  déduit  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  Texis- 

.    tence  d'une  résultante  unique ,     n9»  283  et  284 

CHAPITRE  m.  EaempUi  de  VéfuHihft  <^sm 
cor|w  flexible ,  page  1 68 

$  I«r.  EqmUhre  du  polygone  fimtcuknre ,         ibid. 

Dans  Tétat  d^équilibre  du  polygone ,  il  faut  que 
chaque  côté  soit  tiré,  suivant  ses  prolongemens, 
par  des  forces  égales  et  contraires  ;  équations 
nécessaires  pour  Téquilibre  des  forces  appliquées 
au  polygone,  n»  286 

Construction  de  la  figure  du  polygone  en  équilibre  ; 
calcul  des  tênsione  de  ses  côtés  ;  cas  on  ses  points 
extrêmes  sont  supposés  fises,        n»*  286  et  287 

Les  extensions  des  côtés  du  polygone  sont  propor- 
tionnelles aux  tensions  qu'ils  éprouvent ,  n*  288 

Quand  un  des  nœnds  du  polygone  est  remplacé  par 
un  anneau ,  la  force  appliquée  en  ce  point  doit 
partager  en  deux  parties  égales  Tangle  des  deux 
côtés  adjacens ,  n^  280 

Condition  relative  aux  directions  des  forces  qui 
doivent  avoir  lieu  dans  tons  les  systèmes  de 
points  matériels  en  équilibre,  et  dont  la  précé- 
dente est  un  cas  particulier,  no  200 

Equilibre  d'un  polygone  chargé  de  poids  ;  pressions 
éprouvées  par  les  points  fixes  auxquels  il  est 
attaché,  n»  201 

Remarque  analogue  à  celle  du  n^  270,  sur  les  ten- 
sions des  cordons  qui  supportent  un  poids  donné  : 
quel  que  soit  le  nombre  de  ces  cordons ,  leurs 
tensions  et  les  charges  des  points  fixes  peuvent 
se  déduire  de  la  mesure  des  allongemens,  n*'  202 


$  II.  Equilibré  d'un  fil  flexible  , 


page  172 


Equations  d'équilibre  d'un  fil  pesant ,  d'abord  au 
nombre  de  trois ,  et  qui  se  réduisent  ensuite  à 
deux,  n<*  203 

bitégralesde  ces  équations  sous  forme  finie;  équa- 
tion de  la  chaînette  i  expression  de  la  tension  en 
un  point  quelconque,  n»  204 

Calool  de  la  tension  au  point  le  pins  bas ,  et  des 


charges  que  supportent  les  deux  pointa  de  sus- 
pension, n»  2841 

Parmi  toutes  les  conrbes  iefénmHree,  la  cliat- 
nette  est  celle  qui  a  son  centre  de  gravité  le  plue 
bas,  efi  286 

Cas  où  les  forces  verticales  qui  agissent  sur  len 
élémens  du  fil  sont  proportionnelles  à  leurs  pro- 
jections horitontales  ;  la  courbe  d'équilibre  est 
if  ors  une  pardbale  ^cafeul  de  la  tension  au  poiat 
le  plus  baa,  itdes  ehaigns  des  points  extrêmes, 
qui  peut  être  utile  dans  la  construction  des  eào- 
mmedefer,  no  207 

Equations  d'équilibre  d'un  fil  sollicité  par  des  for- 
ces quelconques ,  n»  28B 

Cas  d'un  fil  pesant  suspendu  verticalement  li  un 
point  fixe  et  chargé  d'un  poids  à  son  extrémité 
inférieure V  calcul  de  son  allongement  total, 

n*20t 

Expression  de  la  tension  dans  le  cas  général;  ta 
courbe  est  déterminée  par  deux  équations  diffé- 
ventielies  secondes  ;  valeur  du  rayon  de  oourbure 
d'après  la  direction  de  la  Ungente  en  chaque 
point,  no  200 

Application  des  formules  précédentes  au  cas  d'un 
fil  tendu  sur  la  surface  d'un  corps  solide,  par  des 
forces  appliquées  à  ses  extrémités,  et  qui  «ont 
les  seules  qui  le  sollicitent  ;  la  tension  est  la 
même  dans  toute  sa  longueur ^  dans  son  état 
d'équilibre  stable ,  le  fil  trace  sur  la  surface  la 
ligne  la  plus  courte  d'un  point  4  un  autre  ;  la 
pression  exercée  en  chacun  des  points  de  la  aur^ 
face  est  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure 
de  cette  ligne ,  et  proportionnelle  à  la  tension , 

no»  301  et  202 

Ces  résultats  sont  modifiés  par  le  frottement  dn  fil 
contre  la  surface  du  corps  solide;  calcul  du 
frottement  d'un  fil  sur  la  gorge  d'une  ponlie 
fixe,  n»  203 

On  vérifie  les  six  équations  générales  de  l'équili- 
bre du  n*  201,  dans  le  cas  de  l'équilibre  d'un  fil 
flexible  ;  usage  de  ces  équations  pour  déterminer 
les  coordonnées  des  points  extrêmes ,  quand  ils 
sont  libres,  ou  les  pressions  qu'ils  éprouvent , 
lorsqu'ils  sont  fixes  et  donnés  de  position, 

no«304et206 

$  m.  ÈqmUbre  éPumê  verge  UaeHqme,       paga  182 

Condition  pour  qu'une  verge  soit  élastique  par 
flexion;  diflérens  effets  que  eti^  parties  éprou- 
vent lorsqu'on  Ta  écartée  de  sa  position  d'équi* 
libre  ;  définition  de  la  lame  èlaetique  ,        vfi  306 

Hypothèses  relatives  aux  forces  qui  résultent  de 
l'extension  ou  contraction  des  filets  longitudi- 
naux et  de  la  grandeur  de  leur  courbure  ;  valeur 
de  la  force  totale  de  contraction  d'un  élément 
de  la  lame  ;  valeur  du  mmnani  d'élaeiiciti,  n»  307 

Dans  la  courbe  élastique  proprement  dite,  la  ten- 
sion est  constante  et  n'influe  pas  sur  U  courbure 
de  la  lame;   équation  différentielle  de  cette 
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DM  308  et  309 

Gm  oè  !•  Umo  ost  horisonUle,  encattrée  par  qd 
hmaà^  ti  chargée  d*iiD  fiàê  donaé  à  toa  autra 
aKlrémîtë  ^  calcul  de  la  flexion  totale  ;  oompaani- 
•on  de  TexteDsion  et  de  la  flexion  d*une  lame , 
qui  peoTent  être  produites  par  un  même  poids , 

no  310 

Cas  où  la  lame  est  nu  ressort  t ertical  posé  sur  un 
plan  horîxontali  et  chargé  d'un  poids  k  son  ex- 
trémité supérieure  ;  examen  détaillé  des  diffé- 
rentes formes  que  ce  ressort  pourra  prendre, 

no'SlletSU 

Ce  qu^on  entend  par  la  forc$  d*un  ressort  ;  calcul 
de  cette  force  diaprés  PesCension  o«  diaprés  h 
flexion  dn  reMort,  psodoîlespav  us  ppliis  donné; 

no  318 

Ixiension  des  résultats  précédens  au  cas  d^une 
verge  élastique,  droite  ou  courbe,  qui  n*a  pas 
été  tordne  sur  elle-même  ;  ce  qu'on  entend  alors 
par  le  fUêi  moyen;  valeur  du  moment  d'élasticité, 

no  314 

formule  qui  donne  la  flexion  d'une  Terge  droite,  an 
moyen  de  la  force  de  ce  ressort  j  calcul  de  oetle 
force  dans  diff'érentes  hypothèses  sur  le  contonr 
de  la  aection  normale  ;  comparaison  de  la  force 
d'un  ressort  creux  à  colle  d'un  sesaott  plein, 

no  316 

Tslanr  de  la  différentielle  de  la  tension  en  un  point 
qnelc«nqae  d'une  verge  élastique  dont  tous  les 
points  sont  sollicités  perdes  forces  quelconques; 
«ne  verge  tirée,  par  une  extrémité,  augmente  de 
vahoM  en  même  tempo  qu'elle  s'allonge,  no  316 

tqsations  générales  del'écfuilibred'nne  verge  Mas- 
tique, en  ayant  égard  à  la  torsion ,  no  317 

le  moment  de  la  torsion  est  constant  dans  toute 
la  longueur  de  la  verge;  sa  valeur,  d'après  les 
forces  qui  agissent  à  l'une  des  extrémités,  no  318 

lédnctions  des  trois  équations  générales  &  une 
leole,  quand  le  filet  moyen  est  une  courbe 
plane;  équations  relatives  aux  forces  particuliè- 
res qui  agissent  aux  deux  extrémités  de  la  verge, 

ntt819 

du  de  la  verge  uniformément  pesante  ;  détermina- 
tion de  sa  figure  ;  calcul  de  sa  flexion  et  des  char- 
gea des  poinU  d'appui ,  no«  320, 321  et  32d 

Gss  on  la  charge  totale  de  la  verge  est  inégalement 
répartie  entre  ses  différena  points  ;  formule  de 
Lagnnge ,  pour  exprimer  en  série  de  quantités 
périodiques  les  valeurs  d'une  fonction  donnée , 
dans  une  étendue  aussi  donnée  des  valeurs  de  la 
variable ,  no  838 

Béftcrminatton  de  la  flgnre  d'une  verge  chargée 
d*vnpoida  suspendu  à  son  milieu;  calcul  de  sa 
flexion  et  des  charges  de  ses  points  d^appui, 

no  334 

flémonttration  d«  la  formule  précédemment  citée 
(v*  888);  antres  formules  de  la  même  nature, 

noi386et386 


Usage  des  formiifai  dt  ee  genre  peur  la  soauaalion 

des  séries ,  m^  887 

Formule  de  Fourier,    déduite  des  précédentes  ^ 

n*888 

CHAPITRE  IV.  Principe  des  nieises  virtuelUi^ 

page  800 

Vérification  de  ce  principe  dans  le  cas  de  denx  for- 
ces appliquées  à  une  momfiê,  un  ttsml,  «m  eiît, 
un  Uviêr,  no«388et830 

Equation  générale  de  l'équilibre  d'un  système  quel- 
conque de  points  matériels,  qui  résulte  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  ;  cette  équation  n'a 
lieu  que  pour  les  mouvemena  infiniment  petits , 
eompatibles  avec  les  conditions  du  système,  el 
dont  les  mouvemens  contraires  sont  également 
possibles  ;  elle  a  déjà  été  démontrée  no  39,  dans 
le  cas  d'un  point  matériel  isolé  ,  no  381 

notions  relatives  aux  tensions  et  aux  contractions 
qui  ont  lieu  entre  les  liens  physiques  des  points 
d'un  système  en  équilibre  ;  manière  de  représeur 
ter  ces  forces  intérieures  ;  manière  de  représeu'* 
ter  les  variations  de  distance  des  points  du  sys- 
tème; équation  qui  a  lieu  entre  la  varbtion 
totale  et  les  variations  partielles  de  chaque  dis- 
tance, no«338et388 

Démonstration  très  générale  du  principe  des  vites- 
ses virtuelles ,  no*  334  et  836 

On  fait  voir  que  la  proposition  directe  étant  prou- 
vée, la  proposition  inverse  en  est  une  consé- 
quence immédiete  i  n*  988 

Ce  principe  a  aussi  lieu  dans  l'équilibre  des  fluides, 
ainsi  qu'on  le  fera  voir  par  la  suite  ;  autre  dé- 
monatration  de  ce  principe,  fondée  sur  U  oonai- 
dération  des  moufles  y  n»*  387,  888  et  839 

On  peut  déduire  du  principe  4ea  vitesses  virtuelles 
les  règles  du  parallélogramme  des  foreeeei  de  la 
composition  des  forces  pareUèles  ;  oeoMaent  on 
en  conclut  les  éqnatiena  d'équilibre  d'un  eerps 
solide  précédemment  tconvéee ,  n»  840 

Transformation  de  l'équation  générale  des  wiletses 
virtuelles  I  règle  ponr  en  diéduire  tentes  lef 
équations  d'équilibre  4'nn  système  de  peints 
metériela ,  dont  les  Ueiaena  sont  exprimées  par 
des  équations  entM  lewe  eoerdoanées ,  n^  841 

et  848 

flto  déterminera,  en  même  tenpt,  en  gnadenr  et 
en  diraetien,  leo  forées  intérieures  qtk  rëenttent 
de  ces  liaisons  ;  le  principe  des  vitesses  vietuel- 
les  est  nécessaire  pour  faire  oonnaUre ,  relative- 
ment à  denx  %n  plusieurs  points  liés  par  une 
même  équation,  les  rapports  de  grande»  de  ees 
forces,  dont  la  remarque  dn  n»  890  ne  détermoe 
que  les  directions ,  n(»  848  et  344 

Application  des  formules  précédentes  è  l'exemple 
du  polygene  funionlaire ,  no  346 

propriété  de  nuuneiMn  ou  de  miBMNNn  qui  a  lien 
dans  Téquililibre  d'un  système  de  poinU  maté- 
riels soumb  à  leurs  attractions  ou  répoliions 


1 
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matnellef,  en  fonotions  det  distencet,  et  à  d'ao- 
tretforcee  semblables,  dirigées  Tert  des  centres 

no340 


Bistinotion  entre  Téquilibre  ttailê  et  l'équilibre 
tfifteiileiié  ,  Qo  S47 


Propriété  da  centre  de  gravité  d*nn  système  de 
corps  pesans  dans  ces  deux  états  d*équUibra, 

n«M8 

Exemple  do  la  stabilité  et  de  la  non^tabilîté  de  ce 
système,  n«  S48 


LIVRE  QUATRIÈME. 


DYNAMIQUE, 


SECONDE    PARTIE, 


CHAPITRE  l».  Frmeipe  générai  de  la  Dynamt- 
Ç^*  page  dl4 

Ittoneé  de  ce  principe,  dont  l'auteur  est  D'Alem- 
bert,  et  d'après  lequel  on  ramène  toutes  les  ques- 
tions de  Dynamique  à  de  simples  problèmes  de 
Statique,  n^  860 

Autre  énoncé  dn  mémo  principe,  dont  TaTantage  est 
de  conduire  immédiatement  à  des  équations  en- 
tre les  données  et  les  inconnues  de  cbaque  pro- 
blème, n^aôl 

Bn  vertu  de  ce  principe,  les  tensions  des  liens 
physiques  d'un  système  de  points  matériels ,  et 
les  pressions  exercées  sur  des  surfaces  ou  des 
courbes  données,  se  déterminent  dans  Tétat  de 
mouvement,  par  les  mêmes  règles  que  dans  Té- 
tât d'équilibre  ;  les  forces  motrices  qui  agissent 
sur  lesmobiies  se  décomposant  en /bresfiisnfuif^ 
qui  produisent  ces  tensions  ou  pressions ,  et  en 
d'autres  forces  qui  font  varier  les  vitesses  des 
mobiles  \  exemples  de  ce  doubla  effet  des  forces 
données ,  n»  362 

Extension  du  principe  général  de  la  Dynamique  aux 
pêreuÊêions  considérées  comme  des  forces  mo- 
trices qui  ont  lieu  pendant  un  temps  très  court 
et  produisent  des  changemens  brusques  de  vites- 
ses ;  influence  que  peut  avoir  le  frottement  pen- 
dant l'action  de  ces  forces ,  n»  363 

Application  du  principe  général  au  mouvement  de 


deux  corps  pesans  posés  sur  des  plana  iaoUnés 

.  et  liés  par  un  fil  inextensible  ;  tension  de  oe  fil , 

détermination  des  vitesses  initiales,  ii9»  854 

et  866 
Houvement  d'une  chaîne  pesante  posée  sur  dens 
plans  inclinés  )  dans  quel  cas  la  chaîne  demeu- 
rera en  équilibre ,  n»  868 

Houvement  rectiligne  de  deux  points  matériels  sou- 
mis à  leurs  répulsion  ou  attraction  mutuelles, 

no  869 

Iios  formules  de  oe  mouvement  s'étendent  à  deux 
corps  solides  dont  tous  les  points  ont  des  vitesses 
parallèles  à  une  même  droite;  mouvement  du 
boulet  et  du  canon  pendant  que  le  boulet  est 
dans  Vam§  de  la  pièce  ;  hypothèses  sur  lesquelles 
la  loi  de  la  force  de  la  poudre  est  fondée;  onlcnl 
numérique  de  la  force  de  la  poudre,  d'apréa  la 
vitesse  du  boulet  à  la  bouche  du  canon  ;  remer- 
que  de  Lagrange  sur  ce  problème,  n««  368  et  869 

Application  du  principe  de  D'Alembert  au  cas  le  plus 
simple  du  choc  des  corps  ;  données  physiques 
de  la  question,  et  hypothèses  nécessaires  à  sa  so- 
lution ,  n»  360 

Choc  de  deux  corps  mous  ou  dénués  d^élasticité  , 
définition  de  la/brce  virs;  perte  de  force  vive 
qui  a  toujours  lieu  dans  ce  choc ,  n«>  36 1 

Choc  de  deux  corps  parfaitement  élastiques  ;  con- 
servation de  la  somme  des  forces  vives  ;  choc 
d'une  série  de  billes  en  repos  par  une  bille  en 
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moiiTemeDt  ;  let  loii  précédentes  du  cboo  des 
corps  sphériquesi  mous  ou  élastiques,  sont  con- 
firmées par  Texpérience ,  n«»  362  et  863 

Coosenration  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
dans  le  choc  de  deux  corps  sphériques,      n»  864 

Théorie  imparfaite  de  la  résistance  des  milieux, 
dans  laquelle  cette  résistance  est  assimilée  à  une 
suite  de  chocs  du  mobile  contre  les  molécules  du 
fluide  qu^il  traverse  ;  expression  de  la  résistance 
sur  une  surface  plane  et  sur  chaque  élément  d^une 
surface  courbe  ;  calcul  de  la  résistance  sur  une 
surface  de  révolution,  et,  en  particulier,  sur 
une  sphère ,  no»  366  et  866 

lie  coefficient  de  la  résistance  relative  au  mouve- 
ment des  projectiles  dans  l'air,  qui  résulterait  de 
cette  théorie,  n>st  pas  d'accord  avec  Tobscrva- 
tion  ;  valeur  de  ce  coefficient,  que  Ton  a  déduite 
de  l'expérience  ;  en  quoi  consiste  réellement  la 
résistance  desflaides;  elle  n'a  encore  étédétermi- 
née,  d'après  les  lois  de  la  Mécanique  (no  Iftl), 
que  dans  le  cas  des  petites  oscillations  d'un  pen- 
dule y  no  307 

CHAPITRE  II.  Détermination  des  momens  d'i- 
nertie et  des  asee  principauM,  page  226 

lotégimles  définies  qui  se  présenteront  diras  les 
équations  du  mouvement  des  corps  solides,  dont 
les  masses  seront  décomposées,  pour  plus  de 
ainplieité,  en  âémens  infiniment  petits  (  no  98]  ; 
définition  des  wumêne  ^inertie  et  des  axes  prin- 
dpaiu ,  no  868 

Caleul  du  moment  dMnertie  d'nn  parallélipipède 
rectangle,  Taxe  étant  une  de  ses  arêtes,    no  369 

Qsleal  du  moment  d'inertie  de  l'ellipsoïde,  par  rap- 
port à  l'un  de  ses  axes  de  figure ,  no  370 

Isment  d'inertie  d'une  sphère  composée  de  oon- 
ches  concentriques  de  différentes  densités,  no  87 1 

Ln  intégrales  triples  d'où  dépendent ,  en  général, 
les  momens  d'inertie,  se  réduisent  à  des  intégra- 
les simples  dans  le  cas  d'un  solide  de  révolution; 
application  à  la  sphère,  au  cène  et  au  cylindre , 

noi  872  et  873 

Connaissent  le  moment  d'inertie  d'un  corps  quel- 
conque par  rapport  li  no  axe  passant  par  sou 
centre  de  gravité ,  on  en  déduit  le  moment  d'i- 
nertie du  même  corps  par  rapport  à  un  axe  pa- 
rallèle au  premier ,  no  374 

Connaissant  les  momens  d'inertie  par  rapport  aux 
trois  axes  principaux  qui  se  coupent  en  un  point, 
on  en  conclut  le  moment  d'inertie  relatif  à  un 
axe  quelconque  passant  par  ce  point ,        no  376 

Propriétés  des  momens  dUnertie  principaux,  ou  qui 
répondent  aux  axes  principaux ,  no  376 

avant  de  démontrer  l'existence  des  axes  principaux, 
et  d'en  déterminer  la  directiou,  on  rappelle  d'a- 
bord les  formules  générales  de  la  transformation 
des  coordonnées ,  n*  377 

Les  neufs  coefficiens  qui  entrent  dans  ces  formules 
sont  des  fonctions  de  trois  angles  indépeudans 


entre  eux;  définition  de  ces  trois  angles;  sens 
déterminé  suivant  lequel  ils  deyront  être  comp- 
tés, et  comment  ils  pourront  croître  dans  le  mou- 
vement d'un  corps  solide  ;  valeurs  des  neuf  coef- 
ficiens en  fonctions  de  ces  trois  angles  ;  moyen 
d'obtenir  ces  valeurs ,  no«  878  et  379 

On  démontre  qu'il  existe  toujours  trois  axes  prin- 
cipaux rectangulaires  qui  se  coupent,  en  cha-« 
que  point  d'un  corps  quelconque,  et  l'on  donne 
les  formules  propres  à  les  déterminer  ,      n®  880 

Il  n'y  a  qu'on  seul  système  de  trois  axes  princi- 
paux, quand  les  trois  momens  d'inertie  qui  s'y 
rapportent  sont  inégaux  ;  leur  nombre  est  infini, 
lorsque  deux  de  ses  momens  sont  égaux  ;  si  les 
momens  d'inertie  relatifs  à  trois  axes  principaux, 
qui  se  coupent  en  un  point,  sont  égaux^  toutes 
les  droites  passant  par  ce  point  sont  des  axes 
principaux,  auxquels  répondent  des  momens  d'i- 
nertie égaux ,  no  881 

Détermination  des  points  singuliers,  qui  jouissent 
de  cette  dernière  propriété  ;  application  à  l'ellip- 
soïde et  au  parallélipipède ,  no*  382  et  883 

CHAPITRE  m.  Du  mouvement  d'un  corps  so- 
lide autour  «Tflifi  axe  fixe,  page  236 

$  h*.  Mouvement  de  rotation  uniforme,         iàid. 

Définition  de  la  vitesse  angutaire  commune  à  tous 
les  points  d'nn  système  de  forme  invariable, 
tournant  autour  d'un  axe  fixe ,  no  884 

Détermination  de  cette  vitesse,  lonque  les  points 
du  système  ont  éprouvé  simultanément  des  per- 
cussions qui  leur  auraient  imprimé,  s'ils  étaient 
libres,  des  vitesses  données ,  no  885 

Cas  où  le  système  se  change  en  un  corps  solide, 
frappé  par  un  ou  plusieun  autres  corps  qui  lui 
restent  attachés  après  le  choc,  no  386 

Comment  on  peut  déterminer  la  percnssion  que 
l'axe  éprouve  à  l'instant  du  choc;  conditions  n^ 
cessaires  pour  que  l'axe  n'éprouve  aucune  per- 
cussion;  définition   du  centre  de  percussion, 

no«387et388 

Pressions  exercées  sur  l'axe  pendant  le  mouvement 
de  rotation,  et  dues  aux  forces  centrifuges  de 
tous  les  points  du  corps  ;  propriété  générale  des 
axes  principaux  dans  le  mouvement  uniforme  de 
rotation  ;  propriété  particulière  des  axes  princi- 
paux qui  passent  par  les  centres  de  gravité  du 
mobile,  no«889et890 

$  IL  Mouvement  de  rotation  varié,  page  240 

Equation  différentielle  de  ce  mouvement;  différen- 
tielle de  la  vitesse  angulaire  ;  on  en  déduit  la  vi- 
tesse constante  provenant  d'une  percussion,  que 
l'on  a  précédemment  donnée ,        no«  391  et  392 

Calcul  des  pressions  Iota  les  exercées  sur  l'axe  à  un 
instant  quelconque ,  no  393 

Mouvement  d'un  pendule  composé,  dans  le  vide  ; 
réduction  du  pendule  composé  au  pendule  sim- 
ple ,  no*  394  et  39fi 
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Péfioltton  dû  emirê  ^ûêêOMomf  vénproeité  dn 
Oflntre  d'otciUstion  et  du  cenlrt  de  iiiipeMion  ; 
Riétbode  fondée  sur  cette  réciprocité,  pour  déter- 
nûner  le  longueur  du  pendule  f  impie,  oorreipon- 
daot  à  un  pendule  donné  ;  on  feit  voir  que  peur 
un  même  corps,  il  y  a  une  infinité  d*aiet  euteur 
desquels  les  petites  oscillations  ont  la  même  du- 
rée,  DO*  800, 307,  008 

Mouvement  d'un  pendule  composé,  dans  un  milieu 
résistant  ;  la  loogucur  du  pendule  simple  qui  a 
le  même  mouTement,  ne  dépend  pas  de  la  résis- 
tance ,  n»  800 

Mouvement  d*un  treuil  et  de  deux  corps  pesans , 
suspendu  au  cylindre  et  à  la  roue  ;  application  à 
la  machine  d*Atkêod  ,  w**  4/00  et  401 

Pêmàêdê  d»  RoHnsf  usage  de  ce  pendule  pour  dé- 
terminer lea  vitesses  initiales  des  projectiles  de 
Tartillerie  ,  d»*  4021  et  403 

CHAPITRE  IV.  Du  mouvement  ifim  earpe  eoUde 
mttitmr  d'un  point  fixe,  page  840 

$  Vr,  FormtJêê  préUmimatrûâ ,  Oid. 

Le  mouveinent  de  rotation  d'an  système  de  forme 
invwiable,  autour  d*uo  point  fiie,  a  lieu  autour 
d'une  droite  variable  d'un  instant  à  l'autre,  que 
Ton  appelle  ose  mstanÉani  de  rotation,     n»  404 

Détermination  de  la  direction  de  cet  axe,  soit  par  rap- 
port à  des  droites  fixes  dans  l'intérieur  du  corps^ 
soit  par  rapport  &  des  droites  fixes  dans  l'espace, 

D*405 

Ixpression  de  la  vitesse  augulaire  d»  rotation  du 
corps  autour  de  l'axe  instantané  ;  décomposition 
de  cette  vitesse  en  trois  autres,  autour  de  trois 
axes  rectangulaites,  fixes  ou  mobiles;  la  compo- 
sition et  la  décomposition  des  vitesses  de  rotS' 
tion  se  font  suivant  les  mêmes  règles  que  celle 
des  vitesses  de  translation ,  n<»  400  et  407 

Composante  de  la  vitesse  absolue  (f  un  point  quel- 
conque du  corps,  par  rapport  à  trois  axes  fixes 
dans  son  intérieur  ;  composantes  de  la  force  ac- 
célératrice, par  rapport  aux  mêmes  axes,  n*  408 

Momens  des  quantités  de  mouvement  de  tous  lea 
points  du  corps  à  un  instant  quelconque,  par 
rapport  à  trois  axes  passant  par  le  point  fixe  ; 
cas  ou  ces  trois  droites  sont  les  axes  principaux 
qui  se  coupent  en  ce  point  ;  signe  de  chacun  de 
ces  momens,  d'après  le  sens  de  la  rotation  autour 
de  l'axe  correspondant  ;  moment  principal  de  ces 
mêmes  quantités  de  mouvement,  et  direction  de 
son  axe ,  n»  400 

Squations  différentielles  qui  ont  lieu  entre  lea  troia 
angles  du  n»  878 ,  d'où  dépend  la  position  du 
mobile  à  chaque  instant ,  et  les  trois  composan- 
tes de  sa  vitesse  angulaire  par  rapport  fc  ses  trois 
axes  principaux ,  no  410 

Autres  formules  qui  pourront  être  utiles  dans  la 
fuite,  n»  411 

$  II.  E^atianê  diffàremtieUeê  dn  mouvement  de  ro- 
tation autour  d'un  point  fixe ,  page  264 


Cet  éqnatteiw,  eu  noaibre  de  Irais,  a^obtienaent 
très  facileoMnt,  au  moyeu  des  fonginles  db 
n*  406  et  du  principe  de  D'Alembert  ;  on  les  té^ 
dnit  à  leur  forme  la  plus  simple,  en  rapportant 
les  composantes  de  la  force  accélératrice  d*on' 
peint  quelconque  du  mobile,  à  ses  trois  axes 
principaux;  le  problème  général  du  mouvement 
de  rotation  dépend  de  six  équations  dn  preasier 
ordre ,  savoir,  celles  qu'on  vient  de  former,  et 
celle  du  no  410  ;  cas  où  la  pesanteur  est  le  seule 
force  qui  agit  sur  les  pointa  du  mobile,  tto«  412 

et  418 

Quand  ce  mobile  n'est  soumis  à  aucune  force  mo- 
trice, ou  bien,  quand  il  s'agit  d'un  corps  pesant, 
et  que  le  point  fixe  est  son  ceatfe  de  gravité,  on 
parvient  à  intégrer  les  six  équations  du  mouve- 
ment de  rotation ,  et  à  faire  dépendre  les  ineon- 
aues,  de  deux  fonctions  elliptiques;  dans  ce 
mouvement,  produit  par  des  percussions  ini- 
tiales, les  momens  des  quantités  du  mouvement 
de  tous  les  points  du  corps ,  par  rapport  à  des 
axes  passant  parle  point  fixe,  sont  constans; 
leur  moment  principal  ei  sa  direction  sont  in- 
variablea ,  et  cette  considération  facilite  l'inté- 
gntion  des  équations  du  problème,  n««  414, 

415,  410  et  417 

Déterminatien  oonplète  des  constantes  arbitraires, 
contenues  dans  les  intégrales  de  ces  équations , 
en  supposant, pour  fixer  les  idées,  que  le  mo- 
bile a  été  fraf^,  à  l'origine  du  mouvement, 
par  un  autre  corps  qui  y  est  resté  attaché ,  no  418 

Diveraes  propriétés  générales  du  mouvement  de 
rotation  d'un  corps  qui  n'est  soumis  à  aucune 
force  motrice ,  .no  410 

Déterasination  de  ce  mouvement ,  plue  simple  que 
la  précédente,  mais  seulement  approchée ,  lecs- 
qne  l'axe  instantané  de  rotation  s'écarte  een- 
stamment  très  peu  de  l'un  des  trois  axes  princi-  . 
peux  du  mobile,  et  qui  se  coupent  au  point  fixes 
on  ratronve  la  propriété  des  axes  prinoipeux  déjà . 
démontrée  dans  le  no  380  ;  on  fait  voir,  de  plus,  ' 
que  le  mouveosent  est  eUhle  autour  dea  axet  du 
plus  grand  et  du  plus  petit  moment  d'inertie , 
et  seulement  instantané  autour  du  premier  axe 
principal;  détermination  des  constantes  arbi- 
traires dans  le  cas  de  la  stabilité ,  n**  480,  481 

et  488 

Le  mouvement  de  rotation  produit  par  des  percoa- 
sions  initiales,  devient  plus  simple,  cpiand  le 
mobile  est  un  solide  de  révolution ,  et  que  son 
axe  de  figure  passe  par  le  point  fixe  ;  les  incon- 
nues se  déterminent  alora  sans  le  secours  des 
fonctions  elliptiques  ,  no  488 

Autre  démonstration  de  la  stabilité  du  mouvement 
autour  de  deux  des  axes  principaux,        no  484 

%  m.  MmAm  d'un  cas  parftpufier  dm  moweomoot 
do  rotation  éPun  eorpe  peeant ,  page  808 

Le  mobile  est  un  solide  de  révolution  dont  l'axe 
de  figure  passe  par  le  point  fixe  ;  en  appelle 


TABLE  DBS  MATIÈBBS. 
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éfftmiêur  U  tection  àe  oe  corps  faite  par  ce 
point  et  perpendioulairc  à  cette  droite  j  le  mou- 
veaient  parallèle  à  Tëquateur  est  uniforme}  Tin- 
tersection  de  L'équateur  et  du  plan  horiiontal 
passant  par  le  point  fixe,  s^appellera  la  ligne  des 
mcmdê;  Âëfinttion  du  nœud  tucêndani,  et  distinc- 
tion de  son  mouvement  dtrscl  et  de  sou  roonve- 
nent  fHrfrûdê  sur  le  plan  boritontal ,  m»*  426 

et  426 

Bans  ce  cas  |  les  six  équations  du  mouTemeut  de 
rotation  sHatégrent ,  et  les  inconnues  du  pro- 
Uâase  s^expriment  exactement  par  des  fonctions 
elliptiques;  détermination  des  constantes  arbi- 
traires, contenues  dans  les  intégrales ,  n^'  427 

et  428 

Cas  on  le  mobile  se  réduit  à  nn  point  matériel, 
dont  la  distance  au  point  fixe  est  constante  ;  on 
retrouve  alors  les  formules  du  n»  201,  relatives 
an  pendule  simple ,  no  422 

Lorsque  Taxe  défigurée  été  écarté  delà  verticale, 
et  qu'après  avoir  imprimé  au  mobile  une  vitesse 
de  rotation  autour  de  cette  droite  inclinée ,  il  est 
ensuite  abandonné  à  lui-même,  on  démontre 
que  le  mouvement  du  nœud  ascendant  sera  di- 
rect on  rétrograde,  scion  que  le  centre  de  gra- 
vité du  corps  sera  situé  au-dessus  ou  aunlessous 
du  plan  borixontal ,  passant  par  le  point  fixe  \ 
quand  la  vitesse  de  rotation  est  nulle,  le  mou- 
vement du  oorps  se  réduit  à  celui  d^un  pendule 
composé,  n**  430 

On  applique  les  formules  du  numéro  précédent , 
an  cas  où  Taxe  de  rotation  a  été,  primitivement, 
très  peu  écarté  de  la  verticale,  et  Ton  détermine 
de  cette  manière  les  valeurs  approchées  des  an- 
gles d^ott  dépend  la  position  du  mobile  à  un  in- 
stant quelconque ,  n»  431 
On  applique  les  mêmes  formules  su  cas  où  Tincli- 
naison  de  Péquateur  demeure  à  peu  près  inva* 
riable;  il  faut  pour  cela  que  la  vitesse  de  rota- 
tion soit  très  rapide  \  on  détermine ,  dans  cette 
hypotbèse,  les  petites  variations  de  rinclinaison 
de  Téquateur,  et  le  mouvement  de  la  ligne  des 
nœuds,  qui  est  très  lent  par  rapport  au  mouve- 
ment de  rotation,  et  à  peu  près  uniforme;  ce 
cas  est  celui  de  la  machine  de  Bohmenbêrgêr, 

n"*  432 

(SAFITRE  V.  Du  mowfemetU  â^un  cêtps  tolitU 
iniiénaÊent  Ubrt,  page  267 

Béeomposition  de  ce  mouvement  en  deux  autres , 
Tan  de  roiatiom  autour  d'un  point  du  corps,  Tau- 
Ire  de  translaÉion  ,  commun  à  tous  ses  points  ; 
cas  où  le  aecond  mouvement  estrévolutif,  et  où 
chaque  révolution  s'achève  dans  le  même  temps 
que  chaque  rotation  j  ce  cas  a  lieu  dans  le  mou- 
vement des  satellites  ,  et ,  en  particulier,  dans 
le  mouvement  de  la  lune ,  qui  tourne ,  en  con- 
séquenoo ,  constamment  la  même  face  vers  la 
ierre,  n«*  433 


Détermination  de  U  vitesse  que  prend  le  centre 
d'un  oorpa  solide^  sur  lequel  on  exerce  une  on 
plusieurs  percussions  déterminées  ;  réciproque- 
ment ,  cette  vitesse  fait  connaître  la  directiou  et 
l'intensité  de  Is  percussion ,  soit  que  le  corps 
qui  a  frappé  celui  que  l'on  considère  y  soit  resté 
attaché,  ou  qu'il  s'en  soit  séparé  après  le  choc , 

n«'  434  et  436 

Comment  on  pensiait  déterminer  le  mouvement 
initial  de  rotation  autour  d'un  point  quelconque 
du  mobile,  si  Ton  connatsssit,  en  grandeur  et 
en  direction,  la  vitesse  initiale  de  ce  point; 
quand  ce  point  est  le  centre  de  gravité ,  cette 
eonnaissance  est  inutile,  et  le  mouvement  de 
rotation  initial  est  le  même  que  si  le  centre  de 
gravité  demeurait  en  repos,  n»  436 

Détermination  de  l'axe  instantané  initial  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité,  et  de  la  vitesse  angu- 
laire autour  de  cet  axe  ;  cas  où  cette  droite  est 
un  des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  an 
centre  de  gravité ,  n^  437 

Equations  différentielles  du  mouvement  du  centre 
de  gravité;  comment  on  formerait  celles  du 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point , 

no  438 

Ces  deux  systèmes  d'équations  différentielles,  ainsi 
que  les  deux  mouveroens  cerrespondans ,  sont 
indépendans  l'un  de  l'autre ,  dans  le  cas  d'un 
corps  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur  ; 
détermination  complète  dn  mouvement  d'uu 
ellipsoïde  pesant ,  frappé  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'un  de  ses  trois  axes  de  figure,  n*  439 

La  même  indéiiendonce  u  lieu  dans  le  cas  d'une 
sphère  composée  de  couches  concentriques  et 
dont  tous  les  points  sont  soumis  à  des  attractions 
dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  mobiles  ;  quand 
le  mobile  s'écarte  de  la  forme  sphérique ,  ces  at- 
tractions influent  sur  son  mouvement  de  rota- 
tion  ;  perturbations  du  mouvement  de  la  terre 
autour  de  son  centre  de  gravité ,  ducs  à  sa  non- 
sphéricité ,  et  produites  par  les  actions  dn  soleil 
et  de  la  lune;  ces  forces,  qui  donnent  lieu  à  la 
prècêstion  dês  équinoxês  et  à  la  nutation  de  Taxe 
de  la  terre,  n'ont  cependant  aucune  influence 
sensible  sur  la  direction  de  cet  axo  dans  Tinté» 
rieur  du  globe ,  ni  sur  la  durée  de  sa  rotation 
autour  de  cette  droite  mobile  dans  l'espace, 

n««440et44l 

L'invariabilité  du  jour  sidéral  et  dn  jour  moyen  est 
confirmée  par  les  éclipses  que  les  Chaldètni  ont 
observées  ;  calcul  qui  fait  voir  que  la  durée  du 
jour  moyen  n'a  pas  varié  d'un  centième  de  se- 
conde en  2600  ans ,  no*  442  et  443 

Examen  des  différens  effets  qui  peuvent  être  pro- 
duits par  le  frottement  de  la  surface  d'un  pro- 
jectile contre  Tair  dans  lequel  il  se  meut ,  et  par 
la  résistance  proprement  dite  de  ce  fluide , 

n»>  444,  446  et  446 
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CHAPITRE  VI.  Du  mowpement  d^mn  emrpi  solide 
peêani  iur  un  plan  donné ,  page  876 

$  I«r.  CoM  OÙ  ton  n^a  pao  igard  on  frottement,  ihid. 

On  supposera  que  le  mobile  touche  le  plan  donné 
par  un  seul  point  de  sa  surface ,  pendant  tonte 
la  durée  du  mouvement  ;  équations  différentiel- 
les du  mouvement  du  centre  de  gravité  et  du 
mouvement  de  rotation  au|pur  de  ce  point , 

n?  447 

Equation  résultante  du  contact  du  mobile  avec  le 
plan  donné,  qui  peut  être  file  ou  avoir  un  mou- 
vement donné  i  distinction  enlre  le  cas  où  le 
point  de  contact  se  déplace  à  la  surface  du  mo- 
bile,  et  le  cas  où  ce  point  est  constamment  Tex- 
trémité  d'une  pointe ,  comme  dans  le  Jeu  de  la 


toupie , 


no  448 


Cas  où  le  plan  donné  est  fixe  et  boritontal  ;  on  in- 
dique ,  comme  exemples,  les  petites  oscillations 
d*un  ellipsoïde  homogène  ou  d'une  sphère  hété- 
rogène; on  obtient  deux  intégrales  premières 
des  équations  différentielles  du  n»  447,  qui  s^uf- 
firont  pour  la  solution  rigoureuse  du  problème, 
au  moyen  des  fonctions  elliptiques ,  quand  le 
mobile  est  un  solide  de  révolution ,        n<»  449 

et  450 

■ouvement  d'un  solide  de  révolution ,  terminé  par 
une  pointe ,  et  qui  s'appuie ,  par  son  extrémité , 
sur  un  plan  dont  les  oscillations  sont  connues , 

no  461 

Quand  le  mobile  a  une  vitesse  de  rotation  très  ra- 
pide par  rapport  aux  divers  mouvemens  du  plan 
donné,  on  réduit  lea  équations  différentielles  du 
problème  à  la  forme  linéaire ,  par  la  transforma- 
tion dont  Lagrange  a  fait  usage  dans  le  cas  de  la 
Ubrotion  de  la  lune  ,  n»*  462  et  463 

Intégration  de  cef  équations  linéaires  ;  leura  inté- 
grales font  voir  que  les  oscillations  du  plan  sur 
lequel  le  corps  s'appuie ,  s'affaiblissent  dans  le 
mouvement  de  son  axe  de  figure ,  et  deviennent 
insensibles  quand  la  rotation  autour  do  cette 
droite  est  suffisamment  rapide  ;  moyen  fondé  sur 
ce  résultat ,  qui  a  été  proposé  pour  obtenir  à  la 
mer  un  horison  artificiel  propre  anx  observations 
astronomiques ,  no«  464  et  466 

$  II.  Cae  où  fon  a  égard  au  frottement,     page  282 

Lots  du  frottement  d'un  corps  en  mouvement,  don- 
nées par  l'expérience ,  no  466 

■ouvement  d'un  corps  glissant  sur  un  plan  fixe 
borisontal,  et  entraîné  par  un  poids  donné, 

nos  467  et  468 

Intégrale  de  l'équation  de  ce  mouvement ,  dans  le 
cas  où  l'on  fait  abstraction  de  la  résistance  de 
l'air;  détermination  du  coefficient  du  frotte- 
ment par  deux  moyens  différons  ;  quand  ce  coef- 
ficient est  connu,  et  que  l'on  incline  le  plan, 
on  détermine  immédiatement  le  mouvement  du 
même  corps  sur  ce  plan ,  no«  469  et  460 

Conséquence  de  cette  proposition ,  que  le  frotte- 


ment est  indépendant  de  l'étendue  de  la  surface 
frottante  et  proportionnel  à  la  pression  totale  ; 
en  quoi  cette  loi  du  frottement  consiste  réelle- 
nent  ;  examen  de  oe  qui  arriverait  si  la  matière 
de  la  surface  frottante  n'était  pas  partout  la 
même,  '      n»  401 

Double  mouvement  d'un  corps  qui  glisse  sur  un 
plan  borisontal ,  et  qui  tourne  en  même  temps 
autour  d'un  axe  vertical ,  no  462  et  40S 

Enoncé  des  différons  cas  que  peut  présenter  le 
mouvement  d'un  corps  solide  qui  roule  sur  un 
plan  ;  frottement  de  ûpremidre  et  de  la  eeeeude 
espèce,  no  464 

Mouvement  d'une  sphère  qui  roule  sur  un  plan  ho- 
rixonUl,  n»  466 

CHAPITRE  VII.  Du  ekoe  des  corps  de  forme 
quelconque,  page  890 

En  quoi  consiste  le  problème  du  cboe  des  corps, 
dans  le  cas  le  plus  général ,  no  400 

Equations  fournies  par  le  principe  de  D'Alen- 
bert ,  dans  le  cas  de  deux  corps  de  forme  quel- 
conque et  entièrement  libres,        no*  467  et  408 

Indétermination  du  problème ,  quand  on  n'a  pas 
égard  à  la  compressibilité  des  mobiles  j  équa- 
tion nécessaire  à  sa  solution ,  et  qui  résulte  de 
cette  compressibilité ,  quelque  petite  qu'elle 
soit ,  no  400 

Modification  des  formules  du  n^  408 ,  provenant 
du  degré  d'élasticité  des  mobiles  ;  le  problème 
est  complètement  résolu  dans  les  deux  cas  des 
corps  entièrement  dénués  d'élasticité,  et  des 
corps  parfaitement  élastiques  ,  no  470 

Le  choc  de  deux  corps  n'altère  pas  les  vitesses  de 
leura  centras  de  gravité,  parallèlement  au  plan 
tangent  &  leura  surfaces,  mené  par  leur  point  de 
contact,  non  plus  que  les  momens  de  leurs 
quantités  de  mouvement ,  rapportés  li  leur  ner^ 
maie  commune ,  n«  471 

Quand  cette  nommle  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité de  l'un  des  deux  corps  ,  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  ce  point  est  le  même  avant  et 
après  le  choc  ;  cas  où  cette  droite  passe  par  les 
deux  centres  de  gravité  ;  cas  on  ces  points  se 
mouvaient ,  en  outre ,  sur  cette  normale  avant 
le  choc ,  no  472  et  47S 

Choc  de  deux  corps  élastiques  égaux  en  masse; 
choc  d'nn  corps  parfaitement  élsstique ,  contra 
un  obstacle  fixe  ;  égalité  de  l'angle  de  réflexion  ; 
cette  égalité  n'a  plus  lieu ,  quand  on  a  égard 
au  frottement  du  mobile  contre  le  plan  fixe , 

no*  474  et  476 

On  explique  comment  on  peut  tenir  compte  du 
frottement  d'un  mobile  contre  un  autre ,  pen- 
dant la  durée  du  choc  de  ces  ceux  mobiles,  n**  470 

Influence  du  frottement  -et  de  la  rotation  dans  le 
choc  d'une  sphère  contre  un  plan  flxe ,  tel  que 
le  choc  d'un  boulet  contre  le  terrain  ;  examen 
des  divenes  circonstances  qui  peuvent  se  pré- 
senter ,  no«  477  et  478 
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Appliottioiiilet  f ormulef  général«s  à  on  exempte 
où  U  normale  eomnrane  ans  deux  mobiles  ne 
passe  pis  par  leor  centre  de  grairKé  ;  calcul  de 
la  quantité  de  monTOraeni  imprimée  à  chacun 
d*enz ,  et  qui  mesure  Tintensité  du  choc,  n^  479 

lodifioation  des  formules  générales,  dans  les  diffé- 
rens  cas  où  les  deux  corps  qui  se  choquent  ne 
sont  pas  entièrement  libres ,  n^  480 

Extension  de  ces  formules  au  cas  d^un  nombre 
qnelconqne  de  mobiles  qui  se  choquent  stmol- 
tanément.  Exemple  relatif  à  une  sphère  en  repos, 
«bo4|née  par  deux  autres  sphères  en  mouvement, 

no*  481  et  483 

COAPITRE  VIII.  Baeempks  du  mouvement  d'un 
torpê  flexible,  page  301 

S  I«r  Vihrutian  ^umê  €9rdê  flêsible ,  Oid» 

Bjpothèses  que  Ton  fait  sur  cette  cerde  ;  équations 
différentielles  de  son  mouToment ,  n»  483 

Bédnotion  de  ces  équations  à  la  forme  litféaire , 
dans  le  cas  des  vibrations  très  petites  j  les  Tîbra- 
tions  iramêverêuiês  et  les  vibrations  hngitudi' 
maUê  coexistent  dans  une  même  corde,  et  sont 
indépendantes  les  unes  des  autres;  ces  deux 
sortes  de  roouvemens  dépendent  d^une  équation 
de  même  forme,  aux  différences  partielles  du 
second  ordre  ,  n»  484 

Intégration  de  cette  équation  sous  (orme  finie , 

no  485 

Détermination  des  deux  fonctions  arbitraires  con- 
tenues dans  cette  Intégrale ,  pour  toute  la  lon- 
gueur de  la  corde ,  et  pour  toutes  les  valeurs 
du  temps,  d'après  la  figure  initiale  de  la  corde 
vibrant  transversalement ,  et  les  vitesses  initia- 
les de  tous  ses  points ,  no  480 

Construction  géométrique  de  la  figure  de  cette 
corde  à  an  instant  quelconque ,  no  487 

Lsis  des  vibrations  transversales  qui  résultent  de 
cette  construction ,  et  qui  ont  été  confirméea 
par  l'expérience ,  soit  par  rapport  à  la  tension 
de  la  corde,  soit  par  rapport  à  son  poids  et  à  sa 
longueur  ;  Télévation  du  tan  est  mesurée  par 
le  nombre  des  Tibrations  dans  Tunité  de 
temps ,  no  488 

Oi§cêmti$iMÙi  des  lignes  employées  dans  la  con- 
struction précédente  (  restriction  qa^on  doit  ap- 
porter a  la  discontinuité  de  la  courbe  qui  repré- 
sente la  figure  initiale  de  la  corde  ;  cette 
condition  restrictive  subsiste  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement,  et  fournit  une  des  équa- 
tions nécessaires  au  problème ,  dans  le  cas  d'une 
oorde  composée  de  deux  parties  de  matières  dif- 
férentes, n*»  489 

Antre  solution  du  problème  des  cordes  vibrantes , 
dans  laquelle  Tordonnée  courante  de  la  corde  est 
exprimée  par  une  série  de  quantités  périodiques, 

no  490 

Gss  particuliers  où  le  ton  d^une  corde  s'élève  an- 
dessus  du  ton  fondamonial,  et  répond  à  une  par- 


tie aliquote  de  sa  hmgnenr  |  nmmiê  do  vtbrationê 
qui  ont  Iten  dans  ces  sortes  do  cas,  no  491 

Lois  des  TÎbratîoBS  longitudinales  d'une  eordelieif 
due,  n»  49B 

Rapport  très  simple  entre  leur  nombre  et  celui  des 
vibrations  transTersales  ûo  la  même  corde , 

no  493 

$  n.  VûrtOionê  longùHdùttOês  tPmto  ttrgo  élaoti' 
^^*  page  308 

Hypothèses  que  Ton  fait  sur  cette  verge  ;  son  mou- 
vement longitudinal  dépend  delà  même  équation 
aux  différences  partielles  que  celui  de  U  corde 
tendue ,  et  ne  diffère  de  celui-ci  que  par  les  con« 
ditions  relatives  aux  extrémités  de  la  verge, 

no«  494  et  496 

Sdntion  du  problème,  analogue  à  celle  du  no  490; 
lois  des  vibrations  dans  les  différons  cas  relatifs 
aux  extrémités  ;  élévation  du  ton  fondamental , 
à  raison  des  noeuds  de  vibrations ,  no  490 

Cas  où  la  verge  s'étend  indéfiniment  ;  propagation 
des  ondes  sonores  dans  une  barre  homogène , 
cylindrique  ou  prismatique;  conditions  pour 
qu'une  onde  sonore  ne  se  partage  pas  en  deux 
autres  ;  comment  la  vitesse  constante  de  cette 
propagation  se  conclura  du  ton  longitudinal 
d'une  verge  élastique  de  la  même  matière  que  la 
barre ,  no«  497  et  498 

Cas  où  la  barre  est  terminée  d'un  côté$  réflexion 
du  son  &  cette  extrémité  ;  les  lois  de  la  propaga- 
tion et  de  la  réflexion  du  son  dans  un  canal  cylin- 
drique rempli  d'air,  d'un  gai  quelconque,  ou 
d'un  liquide ,  sont  les  mêmes  que  dans  une  barre 
solide^  celles  des  Tibrations  des  verges  élastiques 
conviennent  aussi  aux  sons  des  fidioê,  et  dea 
tuyaux  dWguêê,  sauf  les  modifications  relatives 
à  l'embouchure ,  no  499 

§  m.  Choc  hngiiudinai  dos  vorgos  élootiquos , 

page  313 

Comment  on  pourra  appliquer  les  formules  du 
n®  490  au  choc  longitudinal  des  Terges  élasti- 
ques ;  ce  phénomène  consiste  dans  ï'oction ,  à 
distance  insensible,  des  points  eitrèroes  des  deux 
verges  ;  les  vitesses  de  ces  points  varieront  très 
rapidement ,  et  seront  inconnues  pendant  la  du- 
rée du  choc ,  no  ffOO 

Conditions  pour  que  les  deux  serges  se  séparent 
après  s'être  rencontrées ,  et  que  le  choc  se  ter- 
mine, no«  601  et  602 

Équations  communes  à  tous  les  pointa  des  deux 
verges ,  excepté  les  points  extrêmes  par  lesquels 
elles  se  choquent ,  no  602 

Application  des  formules  du  n<*  490  au  choc  de  deux 
verges  entièrement  libres  ;  sommation  des  séries 
périodiques  qu'elles  renferment;  on  vérifie 
qu'elles  représentent  l'état  initial  des  deux 
verges,  no«  603  et  604 

Les  deux  Tcrges  de  même  matière  et  de  même  dia- 
mètre se  séparent  dans  le  seul  cas  où  elles  ont 
une  même  longueur  ;  durée  de  ce  choc;- échange 
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te  tKmiw  prîaittiTM  ;  om  où  Tune  dw  d«ax 
Tcrgcs  est  compoiét  de  pliuitiiri  parties,  dont 
une  se  sépere  des  antres  après  le  cboe,  n*  MS 
Gboo  d'une  verge  dont  rextrëmité  est  fixe ,  par  me 
Terge  entièrement  libre;  réflexion  de  eelle^ei 
ateo  nne  titesse  égale  et  contraire  à  la  TMesse 
primitive,  quelles  que  soient  les  longueurs  des 
deux  verges  ;  durée  du  choc ,     n»*  806  et  607 

$  IV.  DigrMiùm  tur  Us  mtigraUt  d$s  iguatimê 
mui  différenees  parHeUêê ,  page  818 

Le  Bombre  des  fonctions  arbltraireê  que  renferme 
Tintégrale  complète  d'une  équation  aux  diffé- 
lenoes  partielles ,  peut  être  moindre  que  le  nom- 
bre qui  marque  Tordre  de  cette  équation;  il  peut 
ebanger  avec  la  variable  par  rapport  à  laquelle 
la  série  est  ordonnée;  touus  les  fonctions  arbi- 
tnûres  peuvent  disparaître,  et  se  trouver  rem- 
placées par  des  séries  infinies  do  constantes 
arbitraires  ;  dans  co  cas  singulier,  Tintégrale 
complète  est  exprimée  par  la  somme  d*un  nom- 
bre Ultmilé  d'intégrales  particulières ,    n-  608 

et  609 
Sxemples  très  simples  de  ces  diverses  transforma- 
tions, n*  810  et  611 
Les  séries  qui  se  présentent  dans  cet  exemple ,  et 
rintégrale  de  Téquation  donnée ,  peuvent  s'ex- 
primer sous  forme  finie,  an  moyen  d'une  inté- 
grale définie ,  n«  612 
Valeur  d'une  intégrale  définie  qu'on  a  souvent  oc- 
easion  d'employer,  n«  618 
Application  de  ces  considérations  générales  aux 
équations  linéaires  relatives  à  des  problèmes  de 
Physique  et  de  Mécanique;  leurs  intégrales  com- 
plètes s'expriment,  généralement,  par  des  séries 
d'exponentielles  ou  de  sinus  et  cosinus ,  dont  les 
exposans  ou  les  arcs  sont  proportionnels  ou 
temps;  par  la  manière  dont  elles  sont  obteuuee , 
on  est  ceKain  que  ces  expressions  en  séries ,  des 
inconnues  d'un  problème,  en  renferment  la  solu- 
tion la  plus  générale  ;  il  y  a  un  procédé  uniforme 
pour  déterminer  dans  chaque  cas  les  coefficiens 
de  ces  séries ,  d'après  l'état  initial  du  système; 
après  cette  détermination ,  si  l'on  fait  le  temps 
égal  à  séro  dans  ces  séries ,  on  obtient  des  séries 
particulières  qui  représentent  les  fonctions  arbi- 
traires relatives  à  cet  étal  initial,  mais  seulement 
dans  l'étendue  du  système,  n»*  614,  616,  616 

et  617 
Toute  solution  d'un  problème  dans  laquelle  on  n'a 
pas  vérifié ,  à  posteriori,  l'exactitude  de  ces  der- 
nières séries,  ou  démontré,  à  priori,  la  généra- 
lité de  l'intégrale  en  série  dont  on  a  fait  usage , 
doit  être  regardée  comme  insuffisante,     n^  618 

§  V.  Vibraiioms  trasksvmrsaUs  d^uns  tsrgs  élasii' 
fUê,  page  324 

On  énonce  les  diverses  sortes  de  vibrations  dont 
une  verge  élastique  est  susceptible,  et  entre  les- 
quelles l'analyse  a  fait  connaître  des  rapports 
que  l'expérience  a  confirmés ,  n»  619 


ftquation  do  mouvement  transversal,  et  eonditioRs 
relatives  aux  ettrémités ,  ii«  680 

Calcul  du  coefficient  que  renferme  cette  équation , 
dans  dtiférentes  hypothèses  sur  la  section  trans- 
verssie  de  la  verge ,  n'*  681 

Intégrale  en  série  de  cette  équation  I  w*  689 

Détermination  des  coefficiens  de  cette  série,  dia- 
prés l'état  initial  delà  verge,  par  le  procédé  in- 
diqué dans  le  n»  610  ;  formules  ilu  n»  617  ,  rela- 
tivetf  à  l'état  initial  de  la  verge;  cas  où  elle  doit 
prendre  un  mouvement  de  translation  ou  de  r<K 
tation ,  no*  688  et  684 

On  démontre,  dans  le  cas  de  la  verge  libre  par  ses 
deux  bouts ,  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
transcendante  qui  sert  à  déterminer  les  coeffi- 
ciens du  temps  sous  les  sinus  et  cosinus  contenus 
dans  l'intégrale  en  série ,  no  686 

Condition  pour  que  la  verge  exécute  des  vibrations 
isodhrones  ;  les  différens  tons  que  la  verge  libre 
peut  faire  entendre ,  dépendent  des  raciues  de 
l'équation  précédente;  toutea  choses  d'ailleurs 
égales ,  ils  varient  avec  la  figure  de  la  sectiou 
transversale,  et  leur  élévation  est  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  longueur;  déterminaUen 
desnomiif  ds  vibraHom  qui  leur  correspondent, 

no«  680  et  687 

Vibrations  isochrones  d'une  verge  sneasirès  par 
une  extrémité ,  et  libre  à  l'autre  bout,      no  688 

Calcul  du  nombre  de  vibrations  correspondant  au 
ton  fondamental  et  aux  tons  plus  élevés ,  dans  le 
cas  de  cette  dernière  verge  élastique ,  et  dans  le 
cas  de  la  verge  libre  aux  deux  extrémités, 

no  689 
Comparaison  des  nombres  de  vibrations  transver- 
sales et  longitudinales  d'une  même  verge,  n9  680 

CHAPITRE  IX.  Équations  et  pnfpriétes  géné- 
rales du  mouvement  d'un  système  de  corps , 

page  888 

§  1er.  Équations  génèralss  du  mou9sntsntf     ibid» 

Combinaison  do  principe  deD'Alembert  et  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles ,  n*  631 

Elle  conduit  à  une  formule  générale,  d'où  l'on  dé- 
duira, par  un  procédé  uniforme,  toutes  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  d'un  système 
de  points  matériels ,  dont  la  lioison  mutuelle  est 
exprimée  par  des  équations  données  ;  ce  procédé 
fera  aussi  connaître  les  tensions  des  liens  physi- 
ques ,  et  les  pressions  sur  des  surfaces  ou  sur  des 
courbes  données ,  qui  auront  lieu  pendant  le 
mouvement,  no  638 

On  indique  l'usage  de  la  méthode  fondée  sur  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires  pour  la  résolu- 
tion des  équations  précédentes ,  no  688 
Cas  où  l'une  des  équations,  qui  expriment  la  liaison 
des  points  du  système ,  est  une  suite  d'une  on  de 
plusieurs  autres  de  ces  équations  :  exemple  d'un 
problème  indéterminé,  quand  on  fait  abstraction 
de  l'extensibilité  des  liens  physiques ,  et  détec- 
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niDé,  quAod  oo  y  a  égard,  qockpiQ  p«tit«  qu'elle 
■oit,  no«  534  et  635 

Formule  tnalogue  k  celle  du  »<*  533 ,  et  relative 
aux  chaagemens  brusques  de  viteMe ,  n»  530 
Cooiidémtion  eueaticlle  à  laquelle  il  fiudra  avoir 
égard  daoa  les  usaget  qu'eu  fera  de  cette  formule; 
comment  on  tiendra  compte,  dana  cette  formule, 
de  Teffet  du  froitoment  pendant  la  durée  des 
changemens  brusquet;  ce  serait  une  erreur  d'y 
introduire  les  effets  des  forcés  moUouMrss,  qui 
y  août  déjà  compria  implicitement,    w^  537 

et  538 
iqualiona  différentielles  du  mouvement  de  trans- 
lation d'un  système  entièrement  libre,  qui  sont 
celles  de  son  centre  de  granité ,  n»  530 

iquatîoBs  différenliellea  du  mouvement  de  rotation 
du  même  système;  allas  conservent  la  même 
forme,  soit  que  le  centre  du  mouvement  soit  un 
point  ÛMj  ou  quUl  soit  le  centre  de  gravité  du 
système,  no«  540  et  541 

Los  sommes  des  quantités  de  mouvement  de  tous 
les  points  d'un'système  libre,  suivant  trois  axes 
rectangulaires  ,  et  leurs  momens  par  rapport  à 
ees  axes ,  ne  varient  pas  dans  les  changemens 
brusques  de  vitesse  ^  équations  du  mouvement 
initial  de  tianalation  et  de  rotation  du  système  ; 
comment  ou  peut  les  déduire  des  équations  de 
cemouvementàuu  instant  quelconque,  n««  542 

et  543 
On  retrouve,  d'une  autre  manière ,  les  formules  du 
vfi  409,  relatives  aux  vitesses  de  rotation;  la 
similitude  de  la  composition  de  ces  vitesses  # 
de  la  oompoaitiou  des  vitesses  de  tmnslatiqm , 
peot  conduire  à  Tanalogie  entre  la  composition 
des  momens  et  celle  des  forces ,  n<*  544 

J  IL  Lois   géniraiss  dès  fStUss    oscUlaiUms ,, 

page  342 
Béveloppemena  en  aériea  des  coordonnées  des 
pointa  du  système,  et  des  expressiona  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées ,  fi9  545 

formation  dea  équations  différentielles  Unéaires  et 
du  second  ordre ,  d'où  dépendent  les  valeurs  ap- 
pochéeadea  inconnues  du  problème,  auxquelles 
valeurs  on  s'arrête  toujours  dans  les  questions 
de  ce  genre  \  le  nombre  de  ces  équations,  égal  à 
celui  dea  inconnues  indépendantes  entre  «lies, 
peut  s'élever  depuis  un  jusqu'à  trois  fois  le  nom- 
bre des  mobiles;  quand  les  mobiles  sont  des 
points  flaatériels  en  nonabre  infini ,  les  équations 
différentielles  se  changent  en  équations  aux  dif- 
férences partielles ,  n«  546 
latégratioB  générale  de  ces  équations  différen- 
tielles ;  conséquences  qui  s'en  déduisent  ;  prûi- 
tifs  iê  la  C99Mist9ucê  dss  fsUtss  osoiUoHsns , 

no  547  et  54B 

Cas  où  les  oscillations  ont  lieu  dans  un  milieu  ré- 

■iatant ,  n«  540 

Btemples  de  la  coexistence  des  petites  osoiliaiiens; 

application  du  principe  précédent  au  mouvement 

d'un  point  pesant  sur  un  ellipsoïde ,        n»  550 


Autre  tiiéorème  général ,  diatinct  du  précédent ,  et 
qu'on  peut  appeler  fHsmps  de  la  supsrposMon 
dêspsHtsmou99mênsf  applications  nombreuses 
de  ce  principe,  •••  651  et  552 

§  ni.  Prindpss  de  la  conservation  du  wumvsmoni 
du  centré  dé  gravité  et  do  la  conservation  des 
aires,  page  849 

Loi  générale  de  Végalité  de  faction  à  la  réaction. 

Principe  de  la  eoneorvationdumouvement  du  emtre 
de  gravité  j  fondé  sur  cette  loi  dé  la  nature;  pou- 
séquences  diverses  de  ce  principe^  W»  564 

Dans  le  mouvemeut  d'un  système  de  points  qui  ne 
sont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  les  mo- 
mens de  leurs  quantités  da  mouvement  sont 
constans,  par  rapport  à  trois  axes  qui  se  coupent, 
soit  en  un  point  fixe ,  soit  au  centre  de  gra? ité 
du  système ,  soit  en  un  point  animé  d'un  mou- 
vement flediligne  et  uniforme;  le  même  théo- 
rème a  encore  lieu ,  par  rapport  fc  un  point  ffxe , 
quand  les  mobiles  sout,  eu  outre,  sollicités  par 
des  forces  dirigées  vers  ce  point,  n*»  555 ,  556 

et  557 

Détermination  du  moment  principal  de  ces  quan- 
tités de  mouvement,  et  de  la  direction  do  son 
axe,  !!•  6f» 

Dans  le  monvement  de  rotation  de  la  terre ,  ce  mo- 
ment principal  est  indépendant  du  refroidisse- 
ment du  globe,  des  explosions  volcaniques ,  du 
souffle  des  vents ,  etc.  ;  conséquence  qui  eu  ré- 
sulte relativement  k  la  durée  du  jour ,    n»  659 

Asitre  énoncé  des  théorèmes  précédons;  principe 
de  la  conservation  des  aires  ,  n»  560 

Théorème  du  plan  invariable,  dana  toute  sa  géné- 
ralité ,  no  661 

Usage  de  ce  plan  et  d'une  droite  invariable  dont  il 
est  accompagné  dans  le  système  solaire,  n*  662 

Formules  pour  déterminer  ce  plan  à  un  instant 
quelconqpie,  «n  ayant  égard  au  mouvement  de 
translation  et  au  mouvement  de  rotation  des 
corps  célestes  ;  les  termes  qui  proviennent  du 
mouvement  de  rotation  dépendent  de  la  consti- 
tution intérieure  de  ces  corps ,  et  demeureront 
toujours  inconnus  ;  on  fait  voir  qu'en  négligeant 
la  partie  variable  de  ces  ternes,  il  a'aa  réeulteta 
aucune  erreur  que  les  observations  puissent  ja- 
mais rendre  sensible,  B«  663 

Fornwles  du  plan  invariable ,  rapportées  au  oentre 
du  soleil ,  no  664 


$  IV.  Principes  des  forées  vives  et  dohwmndsv 
action,  page  357 

Équation  et  énoneé  du  priueipe  dea  fioroea  vives, 

••666 

Cooséquenoes  immédiaiea  de  ce  principe ,    no  566 

Calcul  des  forces  vives  dues  aux  forces  qui  émanent 

dea  centres  fixes,  aux  attractions  et  répulsiaus 

mutuelles  des  corps  du  système,  et  à  leurs  poids, 

no  667 
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TABU  DES  lATIÈRlS. 


Yarialion  des  fbrcei  trites  cNies  aui  prestions  coo» 
ire  dM  turfftOM  mobiles,  et  avz  froitemens;  fc 
régtrd  de  eea  forcei ,  le  ibéeréme  du  n»  696  n^a 
pliw  lieu;  on  fait  ▼oir  que  lea  frottement  et  les 
résistances  des  milieux  produisent  toujours  des 
dUninutions  de  force  vÎTe,  qui  finissent  par 
anéantir  le  mouvement  du  système,  quand  ces 
pertet  ne  sont  pas  réparées  par  d'autres  forces, 

n«06Set66O 

Comment  la  force  vive  absolue  d'un  système  se  dé- 
duit de  h  force  Tive  due  aux  vitesses  de  ses  dif- 
férentea  parties  dans  leur  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité  ;  application  de  l'é- 
quation générale  du  principe  des  forces  vives  au 
système  solaire  ;  usage  de  cette  équation  pour 
reconnaître  si  l'action  dea  comètes  a  une  influence 
sensible  sur  lea  mouvemens  des  autres  corps  cé- 
lestes, no  670 

U  proposition  reUtive  à  la  stabilité  de  l'équilibre 
^'on  a  supposée  dans  le  n«  847 ,  est  maintenant 


démontrée,  à  l'aide  du  principe  diss  forcée  vi- 
ves, n»  671 

iquatiott  relative  aux  cbangemens  brusques  de  vi* 
tesse,  et  analogue  à  l'équation  du  principe  des 
forces  vives  ;  vérification  de  cette  équation  dans 
le  mouvement  initial  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe  y  n»  678 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  démontre  qu'il  j 
a  toujours  perte  de  force  vive  dans  le  choc  des 
corps  dénués  d'élasticité ,  augmentation  dans  lei 
explosions  qui  séparent  les  parties  des  corps,  et 
invariabilité  dans  le  choc  des  corps  parfaitement 
élastiques,  n»  678 

inoncé  général  du  principe  de  la  moindre  action; 
ce  principe ,  en  cela  différent  des  précédons ,  no 
fait  connaître  aucune  intégrale  dea  équations 
différentielles  du  mouvement  ;  résumé  des  inté- 
grales qui  sont  fournies  par  les  principes  de  la 
conservation  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité, de  la  conservation  des  airea  et  des  forces 
vives,  «o  674 
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LIVRE  CINQUIÈME. 


HTDROSTATIQDE. 


CBASTTKEl^.  IfotiantpnîiminatnSj  page  866 

Objet  de  VBffdr^iiaH^;  comment  on  j  consi- 
dérera les  fluides ,  B9  676 

Distinction  entre  les  liquides ,  les  fluides  aérifor- 
mes  et  les  vapeurs ,  n»  676 

Propriété  caractéristique  des  fluides,  que  l'on  pren- 
dra pour  une  donnée  de  l'expérience,  et  qui  ser- 
vira de  base  à  l'Bydrostatique ,  n»  677 

Explication  détaillée  de  cette  propriété  ;  définition 
de  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface , 

tto«  678  et  670 

Démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
dans  l'équilibre  d'un  liquide ,  n»  680 

exercée  par  un  fluide  élastique ,     n»  681 


CHAPITRE  II.  EquaUoui  généraUt  de  féquiti^ 
hre  de»  fluides ,  page  870 

Pormation  des  équations  générales,  qui  sont  m 
nombre  de  trois  ,  entre  la  pression  intérieure  et 
les  forces  données ,  n<>»  688  et  688 

Condition  à  laquelle  ces  forces  doivent  satisfaire, 
pour  que  l'équilibre  soit  possible;  équation  dif- 
férentielle de  la  surface  libre  d'un  fluide,  n<»  684 

Propriété  de  oette  surface  ;  définition  des  surfaces 
et  des  couches  de  niveau ,  n**  686 

Équilibre  d'un  liquide  homogène  soumis  a  des  at- 
traotions  dirigées  vers  des  centres  fixes ,  n»  686 

Condition  relative  aux  surfaces  de  niveau  d'un  li- 
quide hétérogène  ou  d'un  fluide  élastique,  n»  687 


TABLB  i)ES  KATIÈRE9. 
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Lois  de  1&  deofité  et  de  U  prestioa  dans  un  fluide 
élastique  en  équilibre ,  n»  688 

Cas  où  les  forces  qui  agissent  sur  les  points  d'un 
fluide  sont  leurs  actions  mutuelles;  parmi  ces 
forces ,  on  ne  doit  pas  tenir  compte  de  celles 
qn^on  appelle  proprement  forcu  moUcuhirês, 
et  qui  produisent  la  pression  à  laquelle  on  a  déjà 
eo  égard  dans  les  équations  générales  de  VEj^ 
drostatique;  ces  équations  sont  nieessmrês  et 
ntffisanieê.  pour  Téquilibre  des  fluides,     n»  689 

ligure  constante  d*un  fluide  qui  tourne  autour 
d^on  axe  fixe, .ou  équilibre  des  forces  qui  le  sol- 
licitent et  des  forces  centrifuges  pioTenant  de  la 
rotation^  no  600 

figure  d*un  liquide  pesant  ,.Q0Btenn  dans  un  vase 
qui  tourne  d*un  axe  vertical ,  n»  601 

La  figure  elliptique  de  révolutionsatisfait  à  Téquili- 
bre  d*un  liquide  homogène,  tournant  autour 
d'un  axe  fae  et  soumis  à  Tattraction  mutuelle 
de  ses  points  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance y  pourvu  que  la  vitesse  de  rotation  ne  dé- 
passe pas  une  certaine  limite;  en  deçà  de  cette 
limite  U  y  a  toujours  deux  aplatissemens  de  l'el- 
lipsoide,  qui  répondent  aune  vitesse  donnée; 
au  delà,  la  figure  elliptique  est  impossible  ;  mais 
ce  n'est  que  quand  on  suppose  l'aplatissement 
très  petit,  qu'il  est  démontré  que  la  figure  el- 
liptique loit  la  seule  qui  convienne  à  l'équilibre, 

no  692 
application  dea  formule»  du  numéro  précédent; 
cas  on  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  l'at- 
tnction  totale,  qui  a  lieu  à  Téquateur,  est  une 
très  petite  fraction,  comme  dans  le  mouvement 
de  rotation  de  la  terre ,  no  603 

IKfféreoce  essentielle  entre  les  couches  de  niveau 
dans  un  fluide  soumis  à  l'action  nnitnelle  de  ses 
différens  peints,  et  dans  un  fluide  dont  les  points 
sent  sollicités  par  des  forces  dirigées  vers  des 
centres  fixes  et  donnés ,  n»  604 

Equilibre  d'un  fluide  dont  les  points  s'ottirent  pro- 
portionneUement  à  leurs  distances  mutuelles , 

no  606 

eBAPITREm.  De  f  équilibre  de*  fluide» pesons, 

page  380 

Equilibre  d'un  liquide  homogène  contenu  dans  un 
vase;  U  pression  sur  le  fond  du  vase  est  indé- 
pendante de  sa  forme ,  no  606 

Equilibre  de  plusieurs  liquides  superposés  ;  valeur 
de  la  pression  sur  le  fond  du  vase  ,  no  607 

Lois  de  l'équilibre  des  liquides  contenus  dans  des 
vases  communiquans ,  no  608 

Saumération  des  applications  principales  dont  ces 
lois  sont  susceptibles;  s^hon^prsssêhjfdrauU' 
quê  ,  haromàire ,  pompé ,  no  600 

Phsssion  exercée  par  un  liquide  sur  une  paroi  plane 
inelinée  ;  le  centre  de  pression  est  toujours  plus 
bas  que  le  centre  de  gravité ,  no  000 

Exemple!  de  la  détermination  du  centre  de  pression, 

no  601 


Pression  exercée  sur  un  corps  plongé  dans  un  li- 
quide; les  pressions  horizontales  se  détruisent; 
résultante  des  pressions  verticales , 

no«  002,  603,  004 

Perte  de  poids  d'un  corps  pesé  dans  un  fluide;  dé- 
termination de  la  pesanteur  spécifique,  au  moyen 
de  la  balance  hydrostatique ,  n»  OO^ 

Pression  exercée  par  un  liquide  sur  la  surfkce  en- 
tière du  vase  qui  le  contient  ;  principe  des  mo- 
chùiês  à  réactian  ,  no  600 

CHAPITRE  IV.  DeUtquilihre  et  du  mouvement 
des  corps  flottons  s  page  387 

Conditions,  de  l'équilibre  d'un  corps  flottant;  pro- 
blème de  géométrie  auqpel  se  réduit  la  détermi- 
nation des  positions  d'équilibre  d'un  corps  ho- 
mogène, no  607 

Solution  complète  de  ce  problème,  dans  le  cas 
d'un  prisme  triangulaire  couché  horiiontale- 
ment,  n<»'  008  et  600 

Cas  où  la  base  de  ce  prisme  est  un  triangle  isocèle; 
cas  où  elle  est  un  triangle  équilatéral , 

nos  610  et  611 

Équilibre  d'un  prisme,  d'un  cylindre  et  d'un  solide 
de  révolution,  dans  une  situation  verticale;  usage 
de%  pèse-Uquêurs  ,  no  618 

Eègle  du  mitacentrû  pour  s'assurer,  dans  un  cas 
particulier  de  la  sUbilité  de  l'équilibre  d'un 
corps  flotUnt,  »*  •!* 

Application  du  principe  des  forces  vives  «u  mou- 
vement d'un  corps  flottant  de  forme  quelcftnque, 
très  peu  écarté  d'une  position  d'équilibre  :  con- 
dition générale  de  la  stabilité  de  cet  équilibre, 

no«  614,  616,  616  et  617 

Détermination  des  petites  oscillations  d'un  corps 
flottant ,  symétrique  par  rapport  à  une  section 
verticale;  oscillations  verticales  du  centre  de 
gravité;  oscillations  du  corps  autour  d'un  axe 
passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  à  cette 
section,  n®"  618  et  610 

CHAPITRE  y.  De  la  mesure  des  hauteurs  par 
^observation  du  baromètre,  page  306 

La  pression  barométrique  est  égale  au  poids  de  la 
colonne  d'air  supérieure;  sa  diminution  fera 
connaître  la  hauteur  verticale  de  l'élévation, 

no  620 

Basse  totale  de  l'atmosphère  comparée  à  celle  de 
la  terre  ;  limite  de  la  hauteur  de  l'atmosphère  f 
décroissement  de  la  température  à  mesure  qu'on 
s'élève  au-dessus  de  la  terre ,  n**  <^I 

Manomètre;  usage  qu'on  pourrait  faire  de  cet  in- 
strument pour  comparer  les  intensités  de  la  pe-. 
senteur  à  différentes  latitudes ,  no  622 

A  température  égale,  la  densité  d'un  fluide  élasti- 
que est  proportionnelle  à  la  pression  qu'il 
éprouve,  ce  qui  constitue  la  loi  deMariotte,. 
•^  '  no  683 

Usage  de  cette  loi  pour  calculer  l'élévaUon  de  l'eai» 


uu 


TABLfi  DES  VATIÈRES. 


dam  vm»  pompe ,  quand  il  te  trouve  d«  Tair  aa- 
deisoni  du  ptiton ,  no  6d4 

DilatatioQ  égale  et  nniforme  de  ions  lea  gai  par  les 
vapeurs,  pour  des  degrés  égaux  de  température , 
mesorés  sous  une  pression  constante  par  le  ther- 
nomètro  à  air;  coeiBoient  de  la  dilatation  pour 
chaque  degré  ;  ce  coefficient,  common  à  tous  les 
fluides  élsstiques ,  n'est  pas  rigourettsement 
constant ,  qoand  la  température  est  mesurée  psr 
an  thermomètre  à  mercure  ;  équation  qni  donne 
la  pression  en  fonction  de  la  densité  et  de  la  tem- 
pérature; calcul  du  rapport  de  la  pression  à  la 
densité,  dans  Tair  parfaitement  sec  et  dans  Pair 
au  flwijrtatimi  d^humidité ,  pour  la  température 
séro,  B«*  626  et  626 

Equation  d^équilihre  d'une  colonne  verticale  de 
Patmosphére  ;  loi  de  la  pression  et  de  la  densité; 
on  vérifie  que  le  poids  total  de  la  colonno  est 
équivalent  à  la  pression  inférieure,  n»  627 

■onvement  d'un  balJon  qui  s'élève  dons  Tair, 

no  628 

Formule  pour  la  mesure  des  hauteurs  par  Tobser- 
vation  du  haromètre  ;  le  coefficient  constant  de 
cette  formule  s'accorde  avec  la  moyenne  d^un 
grand  nombre  de  hauteurs  mesurées  trigonomé- 
Iriquement,  no  620 

Hodification  qu'on  doit  faire  subir  &  cette  formule, 
d'après  la  remarque  du  no  2fi5 ,  quand  on  vent  la 
faire  servir  k  calculer  la  hauteur  d'un  lieu  an- 
dessus  du  niveau  delà  mer  ;  exemple  de  ce  cal- 
cul ^  no  630 

Formule  moins  exacte,  mais  plus  simple  que  la 
précédente ,  et  qui  suffit  aux  usages  ordinaires; 
comment  on  peut  substituer  k  robservstion  du 
baromètre,  celle  du  degré  de  rébullition  de  l'ean 
à  différentes  hauteurs ,  no  631 

Remarques  relatives  à  la  densité  et  à  la  force  élas- 
tique ou  tension  des  vspeurs;  formule  qui  donne 
la  densilé  de  l'air  mouillé  ;  d'après  la  tension  do 
la  vapeur  qu'il  renferme,  et  la  densité  de  l'air 
parfaitement  sec ,  no  632 

Comparaison  de  l'atmosphère  aqueuse  qni  te  for- 
merait, si  notre  atmosphère  n'existait  pas,  à  la 
quantité  de  vapeur  d'eau  que  notre  atmosphère 
peut  contenir ,  n*  633 

CHAPITRE  VI.  De  la  fin-ce  eltuUqm  et  de  la 
chaleur  dee^az,  page  407 

Cas  où  l'on  a  besoin  de  connaître  les  variations  de 
k  pieiaion  et  de  la  températore  d'un  gaa,  pro- 


duites par  oeHes  de  la  densité ,  sans  qne  la  quan- 
tité de  chaleur  varie,  no  634 

Définition  de  la  chaleur  spécifique ,  soit  à  volume 
constant,  soit  fc  pression  constante;  équation 
aux  différences  partielles  d'où  dépend  la  quan- 
tité de  chaleur  en  fonction  de  la  pression  et  de  la 
densité,  no  636 

Expérience  propre  à  déterminer  l'accroissement  de 
température  d'un  gai ,  correspondant  fc  une  pe- 
tite condensation  sans  perte  de  chaleur  ;  calcul 
numérique  de  cet  accroissement  de  températore, 
qui  pont  aussi  se  déduire  de  la  vitease  du  aon , 

no  630 

Gomment  cet  accroissement  de  tempéMtnre  est  lié 
au  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques  du  gai; 
valeurs  différentes  de  ce  rapport,  données  par 
l'expérienee  \  on  le  regarde  comme  indépendant 
de  la  températuie  et  de  la  pression  dans  l'air  at- 
mosphérique, noo  637  et  63B 

bitégration  de  l'équation  dn  no  636 ,  dans  Thypo- 
thése  de  ce  rapport  constant;  lois  de  la  pression 
et  de  la  température  en  fonctions  de  la  densité , 
quand  la  quantité  de  chaleur  est  invariable, 

no  630 

Sipression  de  la  quantité  de  chaleur  en  fonction  de 
la  température  et  de  la  densité,  dans  l'hypothèse 
que  la  chaleur  spécifique  dn  gat  est  indépen- 
dante de  la  température  mesurée  paV  un  thermo- 
mètre à  air;  chaleur  spécifique  en  fonction  de  la 
pression  ;  application  à  l'air  atmosphérique  ; 
rapport  des  quantités  de  chaleur  perdue ,  ))ar 
un  même  volume  d'air,  sous  différentes  pfe|- 
sions;  ce  rapport  est  oonfirmé  par  l'eipérience, 

n«  640 

Application  des  formules  précédentes  à  la  vapeur 
d'eau  ;  remarque  relative  aux  machines  ii  vapeur 
à  hautes  pressions ,  no>  641  et  642 

Houvement  du  piston  dans  une  maehine  fc  vapeur  ;. 
état  de  la  vapeur  à  un  instant  quelconque; 
calcul  de  la  farce  vive  produite  par  la  <^nte  eu 
l'élévation  dn  piston  ;  dHemtê  de  la  vapeur , 

no  648 

La  force  élastique  du  mélange  de  plusieurs  gaa  eit 
ét^ale  k  la  somme  des  forces  élastiques  de  ces 
fluides;  équation  qui  détermine  la  chaleur  spé- 
cifique du  mélange ,  d'après  celles  des  gax  mé- 
langés, en  proportion  donnée;  le  repport  des 
chaleurs  spécifiques  &  pression  constante  et  à 
vohime  constant ,  ne  peut  pas  être  indépendant 
de  la  pression  dans  les  gai  mélangés ,  no«  644  et 
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LIVRE  SIXIEME. 


HYDRODINAraQUE. 


CHAPITRE  I**".  Équations  géntraUi  du  mou- 
itement  de»  fluidei ,  page  41d 

Objet  de  Vh^dnâynamiquê^  obtenratton  relative  à 
la  propriété  caractéristique  des  fluides ,  sur  la- 
-quelle  sont  fondées  les  équations  générales  de 
réqutlilyre  des  fluides  ;  comparaison  entre  cette 
propriété  et  la  loi  de  MariûHê;  on  admettra, 
dans  ce  traité ,  que  cette  propriété  a  lieu  dans 
Tétat  de  mouvement ,  no  040 

fitpresaiens  des  composantes  de  la  vitesse  dn 
flnide,  en  un  point  et  fc  un  instant  quelconques; 
•ooroissemens  infiniment  petits  de  ces  coropo» 
aantes  pour  un  même  point  du  fluide;  accrois^ 
sèment  de  la  densité,  et,  généralement,  d^une 
fonction  quelconque  du  temps  et  des  trois  coor- 
données considérées  comme  des  fonctions  du 


len^i 


no  047 


iquationa  différentielles  du  mouvement  des  fluides 
qui  ee  déduisent  de  celles  de  leur  équilibre,  par 
le  principe  de  D^Alembert|  équation  relative  à  la 
surface  libre  d^un  fluide  en  mouvement ,  no  048 

^alriéme  équation  du  mouvement  des  fluides  ;  sa 
décomposition  en  deux  autres,  dans  le  cas  des 
liquides  ;  valeur  de  la  pression  en  fonction  de  la 
température  et  de  la  densité ,  dans  le  cas  des 
fluides  élastiques ,  no*  040  et  000 

Dens  un  liquide  en  mouvement  dont  la  tempéra- 
tare  varie  d'un  point  à  un  autre  et  avec  le  temps, 
la  distribution  de  la  obaleur  dépend  de  la  même 
équation  qne  dans  un  corps  solide  hétérogène  ; 
dans  un  flnide  élastique,  cette  équation  doit 
être  remplacée  par  une  autre,  dont  on  indique  la 
formation,  n*  051 

On  explique  pourquoi  la  quatrième  équation  du 
BBouvement  des  fluides  s'appelle  équaiùm  d»  ta 
omUmatif  exemples  de  mouvemens  dans  les- 
quels elle  n'a  pas  lieu ,  n»  002 

Conditions  relatives  à  la  superficie  des  fluides,  que 
l'on  a  coutume  d'ajouter  aux  équations  de  leur 
mouvement,  dans  les  différons  problèmes  d'hy- 
drodynamique, no  058 

léduction  des  équations  du  mouvement  des  fluides 
à  un  moindre  nombre  et  à  une  forme  plus  sim- 
ple, dans  un  cas  très  étendu ,  no  054 

On  démontre,  an  gènàrid,  que  si  la  condition  né- 
cessaire pour  que  cette  réduction  ait  lieu ,  se  vé- 
rifie à  l'origine  du  mouvement ,  elle  sera  satis- 
faite pendant  toute  sa  durée ,  no  056 


Houveesent  d'un  liquide  qui  tourne,  sans  changer 
de  figure,  autour  d'un  axe  fixe;  on  retrouve, 
d'après  les  équations  générales  de  Thydrodyna- 
mtque,  l'équation  de  la  surface  qu'on  avait  dé- 
duite précédemment  (ri*  500]  de  l'équilibre  des 
forces  centrifuges ,  jointes  aux  forces  motrices 
des  points  du  fluide,  no  050 

CHAPITRE  II.  De    la  propagation  du  son, 

page  421 

indication  des  ouvrages  où  l'on  trouvera  les  pria- 
cipaux  résultats  qui  ont  été  déduits,  jusqu'à  pré- 
sent, des  équations  générales  du  mouvement  des 
fluides,  no  057 

iquation  générale  aux  différences  partielles ,  d'où 
dépend  la  théorie  du  son ,  dans  la  supposition  du 
no  054 ,  qui  convient  aux  deux  cas  particuliers 
qu'on  va  considérer,  no  05B 

Cas  où  l'air  est  contenu  dans  un  tuyau  cylindrique; 
le  mouvement  est  le  même  que  suivant  la  lon- 
gueur d'une  verge  élastique  ;  comment  les  diffé- 
rons tons  d'un  instrument  à  vent  peuvent  servir 
k  déterminer  le  rapport  des  chaleurs  spécifiques 
à  volume  constant  et  sous  une  pression  constante, 
pour  les  différons  gas  que  l'on  fait  vibrer  dans 
cet  instrument ,  no  050 

Propagation  du  son  à  l'air  libre,  dans  le  cas  on  le 
mouvement  est  semblable  en  tous  sens  autour 
du  centre  de  l'ébranlement;  intégration,  sons 
forme  finie ,  de  l'équation  relative  à  ce  mouve- 
ment; détermination  des  deux  fonctions  arbi- 
traires qu'elle  renferme ,  no«  000  et  001 

La  vitesse  de  cette  propagation  est  la  même  que 
dans  un  tuyau  cylindrique  ;  intensité  dn  son  à 
une  grande  distance  du  lieu  de  l'ébranlement  ; 
elle  dépend ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  de 
la  densité  de  l'oir  on  cet  endroit;  à  quoi  l'on  doit 
attribuer ,  suivant  Euler,  la  différence  d'une  syl- 
labe il  nue  autre ,  chantées  aveo  la  même  force 
et  sur  le  même  ton ,  no  002 

Coexistence  des  sons  dans  un  air  ébranlé  simulta- 
nément en  plusieurs  endroits ,  no  003 

Réflexion  du  son  sur  un  plan  fixe ,  qui  s'étend  in- 
définiment en  tous  sens ,  no  004 

Calcul  numérique  de  la  vitesse  du  son  dans  l'air  ; 
comparaison  du  résultat  de  ce  calcul  k  celui  de 
l'observation,  no  006 

Différence  entre  les  formules  de  la  vitesse  du  son, 
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données  par  Ifewton  et  par  Laplaee;  caute  de  la 

propagation  du  ton  dana  les  Tapenra  au  momuiiii 

dedenaitë,  n»  666 

Vitease  de  la  propagation  dn  ton  dans  Veau,  n«  667 

CHAPITRE  m.  Du  mauvemeni  deifluiéeê  dans 
une  hypothèêe  parHeuUére  ,  page  42D 

On  ezpUqne  en  qaoiconsiite  cette  hypothèse,  qni 
ne  peut  conduire  qu^à  une  folutîon  approxima- 
tive ;  elle  est  connue  août  la  dénomination  d'Jby- 
poikiêê  du  pandUlitmê  du  trauekêMg  elle  réduit 
le  problème  &  la  détermination  de  deux  incon- 
nuea ,  savoir,  la  pression  et  la  vitesse  de  chaque 
tranche,  n»  668 

Formules  qui  feront  connaître  ces  deux  inconnues , 
en  on  point  quelconque  du  vase  d'où  le  liquide 
a^écoule  par  un  orifice  horitontal ,  lorsque  Ton 
connattra  la  vitesse  qui  a  lieu  à  cet  orifice, 

Qoa  669  et  670 

Équations  différentielles  d^où  dépend  cette  vitesse 
et  la  hauteur  du  niveau  du  liquide  au*dessus  de 
Torifice,  n»  671 

Solution  complète  du  problème ,  et  calcul  de  la  di- 
peuêê  du  fluide,  dans  le  cas  où  le  niveau  du  li- 
quide est  entretenu  à  une  hauteur  constante , 

Qo  672 

Cas  ou  le  niveau  est  variable  ^  application  au  mou- 
vement de  Teau  qui  sort  d*un  cylindre ,  par  un 
orifice  horiiontal,  n^  673  et  674 

Examen  particulier  du  cas  où  Torifice  est  très  pe- 
tit ;  théorème  relatif  à  la  vitesse  du  fluide  à  cet 
orifice ,  horisontal  ou  incliné ,    no*  676  et  676 

La  dépense  observée  s*écarie  beaucoup  de  celle  qui 
résulterait  de  ce  théorème ,  dans  le  cas  de  Tori- 
fice  en  mûics  paroi;  explication  qu^on  donne  de 
cette  différence  \  couiraetûm  de  la  veine  fluide; 
augmentation  de  la  dépense  produite  par  un  aju- 
iagê,  no  677 

HoHvement  d*un  fluide  élastique  qui  sort  d^un  vase 
par  un  orifice ,  dans  Thypothèse  du  parallélisme 
des  tranches;  vitesse  de  l'écoulement;  cas  où 
Torifice  est  très  petit ,  no*  678  et  679 

ADDmON 

RêUaif  à  PutcLge  du  principo  deg  forcés  vivo»  dans 
lé  caicul  dès  maekmês  on  mouvement. 

Objet  de  cette  addHûm  ,  n?  680 

Définition  des  forces  mouvantes  et  des  forces  rèsis^ 
tantes;  équation  différentielle  suffisante  pour 
déterminer  le  mouvement  d^une  machine;  trans- 
formation de  cette  équation ,  dons  laquelle  ces 
deux  sortes  de  forces  sont  distinguées  Tune  de 
Tautre,  n»*  681  et  682 

Equation  dn  principe  des  forces  vives,  sous  la  forme 
où  on  remploie  dans  le  calcul  des  machines  en 


mouvement;  définition  de  la  guanHti  do 
èUmentaire,  du  travail  moteur  et  du  travail  ri- 
eistani,  n»  68S 

Quantité  de  travail  due  à  la  chute  ou  k  l'élévation 
d'un  poids;  tonte  djfnaarique;  mesures  d'une 
quantité  de  travail  et  d*une  force  vive  quelcon- 
ques ,  en  unités  dynamiques ,  no  684 

Équations  qui  ont  lieu  quand  une  machine  part  du 
repos  et  quand  elle  est  parvenue  à  un  état  per- 
manent; considération  du  frottement  et  des  au> 
très  résistances;  effet  général  d^une  machine, 

no  68S 

Définition  et  usage  dn  volant  dans  les  machines , 

no  686 

Effets  nuisibles  des  chocs  et  des  changenens  brus* 
ques  de  vitesse  dans  les  machines ,  d»  687 

La  diminution  graduelle  de  la  force  vive ,  due  aux 
frottemens  et  aux  résistances  des  milieux,  peut 
aussi  être  produite  par  la  communication  d^nne 
partie  du  mouvementaux  supports  de  la  machine  ; 
exemple  de  cet  effet;  ces  diverses  causes  détrui- 
sent  totalement  la  force  vive,  et  finissent  par  ré* 
duire  les  machines  au  repos ,  quand  les  forces 
mouvantes  ont  cessé  d^agir ,  o*  688 

Notion  relative  à  la  quantité  de  travail  d'un  homme 
ou  d'un  animal  marchant  et  portant  ou  traînant 
un  fardeau ,  sur  une  routo  hêritontaJe  ou  incli- 
née, no  689 

Distinction  des  vitesses  communes  et  des  vitesses 
relatives  des  différens  points  d^une  machine  en 
mouvement,  n9  690 

Transformation  de  la  formule  générale  dn  n9  639, 
dans  laquelle  on  distingue  entre  elles  les  diffé- 
rentes sortes  de  forces  qui  agissent  sur  les  points 
d'un  système  quelconque,  n»  691 

Application  de  cette  formule  transformée  aux  cas 
où  l'on  prend  successivement  pour  les  déplaœ- 
mens  de  ces. points,  ceux  qui  résultent  de  leurs 
vitesses  absolues,  et  ceux  qui  résultent  de  leurs 
vitesses  relatives,  no*  692  et  693 

Equation  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  relati- 
ves des  points  d^une  machine;  équation  résul- 
tante de  la  combinaison  de  celle  des  forces  vives 
dues  aux  vitesses  absolues,  et  de  celle  des  forces 
vives  dues  aux  vitesses  relatives  ;  autre  équation 
qui  se  déduit  de  la  précédente  dans  un  cas  parti- 
culier ,  et  qu'on  peut  regarder  comme  évidente 
en  elle-même  ,  n»>  694  et  696 

Application  de  cette  dernière  équation  au  chocd^un 
corps  solide  contre  un  plan;  et  k  la  pression  d'un 
corps  pesant  contre  un  plan  animé  d'une  vitesse 
donnée,  no  696 

Usage  de  cette  même  équation,  pour  déterminer  U 
pression  d'une  veine  fluide  en  mouvement  contre 
un  plan  incliné  ou  perpendiculaire  à  sa  direction, 
en  mouvement  ou  en  repos,  no  697 
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AVERTISSEMENT. 


Cet  ouvrage  pouvant  servir  à  l'enseignement ,  j'ai  dû  entrer  souvent 
dans  des  détails  minutieux,  et  suivre,  pour  l'exposition  des  matières, 
l'ordre  le  plus  propre  à  en  faciliter  l'intelligence.  La  marche  que  j'ai 
adoptée  est  celle  que  l'on  suit  maintenant  dans  les  cours  de  Mécanique  de 
l'École  Polytechnique.  On  s'en  formera  une  idée  précise ,  en  parcourant 
la  table  analytique  des  matières  à  la  fin  de  ce  volume.  Je  me  suis 
aussi  attaché  à  multiplier  les 'exemples  nécessaires  pour  éclaircir  les 
théories  générales;  ceux  que  j'ai  choisis  ont  été  pris,  surtout,  dans 
l'Astronomie  et  la  Physique,  et  quelques-uns  dans  l'Artillerie. 

Sa  destination  principale  est  de  servir  d'introduction  à  un  Traité  de 
Physique  mathématique ,  dont  la  Nouvelle  théorie  de  l'Action  capillaire, 
que  j'ai  publiée  il  y  a  un  an ,  est  déjà  une  partie;  les  autres  parties  se 
composeront  des  diflférens  Mémoires  que  j'ai  écrits,  soit  sur  l'équilibre 
et  le  mouvement  des  corps  élastiques  et  des  fluides ,  soit  sur  les  fluides 
impondérables ,  et  que  je  me  propose  de  réunir  et  de  rendre  aussi  com- 
plets qu'il  me  sera  donné  de  le  faire. 

On  trouvera ,  à  la  fin  de  l'ouvrage ,  une  addition  relative  à  l'usage  du 
principe  des  forces  vives  dans  le  calcul  des  machines  en  mouvement. 


TRAITÉ 


DE  MÉCANIQUE. 


•asa±taïntaaaamÈBaaaasaBaâ3BaàaaiKaa 


aB9 


INTRODUCTION. 


1.  La  matièn  est  tout  ce  qal  peut  afiTecter  noi 
sens  d^onc  manière  quelconque. 

iei  corps  sont  des  portions  de  matière  limitées 
en  tons  sens ,  et  qui  ont ,  par  conséquent ,  une 
formé  et  un  vokano  déterminés.  On  apelle  masMO 
d*on  corps,  la  quantité  do  matière  dont  il  est 
composé. 

Un  point  maiériêl  est  un  corps  infiniment  petit 
dans  toutes  ses  dimensions  ;  en  sorte  que  la  lon- 
gueur de  tonte  ligne  comprise  dans  son  intérieur , 
est  infiniment  petite,  c^est-i>dire ,  moindre  que 
toute  longueur  qn^on  puisse  assigner.  On  peut 
regarder  un  corps  de  dimensions  finies,  comme 
an  assemblage  d^nne  infinité  de  points  matériels  , 
et  sa  masse  comme  la  somme  de  toutes  leurs 
masses  infiniment  petites. 

2.  Un  corps  est  en  mowêmêntf  lorsque  ce  corps 
ou  ses  parties  occupent  successivement  différons 
lieui  dans  Tespace.  Mais  Vêspaeo  étant  infini  et 
partout  identique,  nous  ne  pouvons  juger  de  Tétat 
de  mouvement  ou  de  repos  d\m  corps ,  qu^en  le 
comparant  à  d^autres  corps  ou  à  nons-méraes  ;  et , 
pour  cette  raison ,  tous  les  mouvemens  que  nous 
observons  sont  nécessairement  des  mouvemens 
relatifs. 

Tous  les  corps  sont  mohiie»;  mais  la  matière  ne 
se  meut  jamais  spontanément;  car  il  n*y  aurait 
pas  de  raison  pour  qu^un  point  matériel  se  dirigeât 
plutôt  d^un  côté  que  de  Tautre  ;  et ,  en  effet ,  si 
noua  considérons  un  corps  à  Tinstant  où  il  passe 
de  Vétat  de  repos  à  Tétat  de  mouvement ,  nous 
reconnaissons  toujours  que  ce  changement  est  dû 
à  Taction  d^une  cause  étrangère  ou  sans  laquelle 
nous  concevons  que  ce  corps  pourrait  d*o illeurs 
esistcr. 

Oo  donne,  en  général,  le  nom  de  force  à  la  cause 
quelconque  qui  met  un  corps  en  mouvement ,  ou 
seulement  qui  tend  à  le  mouvoir,  lorsque  son  effet 
est  fuspendo  ou  empêché  p«r  une  outre  cause. 


8.  Lorsque  plusieurs  forces  sont  appliquées  à  la 
(bis  &  un  même  eorps ,  elles  se  modifient  récipro- 
quement ,  en  tertu  de  la  liaison  qui  eitste  entre 
sel  parties,  et  qui  les  empêche  de  prendre  le  moa- 
▼entent  que  tend  fc  imprimer  à  chacune  d*eltes,  la 
force  à  laquelle  elle  est  soumise.  Il  peut  même 
arrÎTor  qiie  ces  forces  se  détruisent  complètement, 
(de  sorte  que  le  corps  ne  prenne  aucun  mouTe- 
ment  :  on  appelle  iqtnUftro  cet  état  particulier 
d'un  mobile  qui  reste  en  repos  quoiqu'il  soit 
•ollieité  par  plusieurs  forces^  ou  autrement ,  on  dit 
que  ses  forces  se  font  éqùiHiro, 

La  JUéoamùfu»  est  la  science  qui  traite  de  Téqui- 
libre  et  du  mou?ement  des  corps.  La  partie  dont 
le  but  est ,  en  général ,  de  découvrir  les  conditions 
de  réquilibre,  se  nomme  SttUiqHO.  On  appelle 
iDynmm^ne  Tautre  partie,  qui  a  pour  objet  de 
déterminer  le  moufement  que  prend  un  mobile, 
quand  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  ne  se 
font  pas  équilibre. 

Les  géomètres  étant  parvenus,  comme  on  le 
verra  dans  la  suite ,  a  réduire  toutes  les  questions 
de  mouvement  &  de  simples  problèmes  d'équilibre, 
il  serait  naturel  d'exposer  d'abord  la  Statique 
entière  et  ensuite  la  Dynamique  ;  mais,  pour  faci- 
liter rintelligence  des  matières ,  il  a  para  préfé- 
rable, dans  renseignement,  de  s'occuper  de  la 
partie  la  plus  simple  de  la  Dynamique,  avant  de 
considérer  les  questions  générales  de  l'équilibre. 
C'est  cet  ordre  que  je  suivrai  dans  cet  ouvrage.' 

4.  Il  y  aura  trois  choses  à  considérer  dans  une 
fbrce  agissant  sur  un  point  matériel  *:  la  position 
de  ce  point ,  l'intensité  de  la  force  et  sa  direction , 
c'est-à-dire,  l'espace  rectiligue  qu'elle  tend  à 
faire  parcourir  à  son  point  d'application.  Toute- 
fois ,  on  no  doit  pas  confondre  un  point  matériel 
avec  ce  qu'on  appelle  un  pokH  en  Géométrie ,  où 
ce  mot  désigne  l'eitrémlté  d'une  ligne ,  ou  l'inter- 
section de  deux  lignes  qui  se  coupent  ;  Teipace 
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qae  parcourt  on  point  matérid  n*est  pas  non  pins 

une  ligne  privée  de  deux  dimensiona;  mait  ce 
corps  étant  infiniment  petit  en  tons  sens ,  et  la 
largeur  et  répaissenr  de  respace  que  la  force  tend 
h  lui  faire  décrire,  ëUnt  aussi  infiniment  petites, 
on  déterminera  sa  position  et  la  directicn  de  cette 
force,  de  la  même  manière  que  Ton  détermine  la 
position  d*un  point  et  la  direction  d'une  droite  en 
Géométrie. 

Ainsi,  d*abord,  la  position  dans  Tespaoe,  du 
point  d'application  d'une  force,  se  déterminera ,  en 
général,  an  moyen  4e  ses  trois  coordonnées  paral- 
lèles aux  intersections  de  trois  plans  rectangu- 
laires; ce  qui,  comme  on  sait,  ne  laissera  aucune 
indécision,  quand  on  aura  égard ,  en  même  temps, 
au  signe  et  à  la  grandeur  de  chaque  coordonnée. 
Quelquefois  aussi,  nous  emploierons  les  coordon- 
nées polaires ,  savoir  :  le  rayon  vecteur  du  point 
donné,  ou  sa  distonce  à  leur  origine,  Tangle  que 
fait  ce  rayon  avec  une  droite  fiie  menée  par  cette 
origine,  et  Tangle  compris  entre  le  plan  de  ces 
deux  droites  et  un  plan  fixe  passant  par  la  aeconde. 

6.  Les  forces  ne  peuvent  se  mesurer  qu'en  pre- 
nant pour  imité  une  force  convenue,  et  en  expri- 
mant par  des  nombres  les  rapporU  des  autres 
forces  à  cette  unité;  ce  qui  exige  que  Ton  défi- 
nisse, d'une  manière  précise,  ce  que  Ton  doit 
entendre  par  une  force  égale  à  une  autre,  et  par 
une  force  double,  triple,  quadruple,...  d'une 
autre,  indépendamment  de  la  nature  particulière 
de  ces  diverses  causes  de  mouvement. 

Deux  forces  sont  égalée  lorsqu'éUnt  appliquées 
en  sens  contraire  l'uneMe  l'autre ,  k  un  même 
point  matériel  ou  à  deni  points  liés  par  une  droite 
qui  ne  peut  changer  de  longueur,  elles  se  font 
équilibre. 

Si,  après  avoir  reconnu  que  deux  forces  sont 
égales,  on  les  applique  dans  la  même  direction  à 
un  même  point,  on  aura  une  force  doublé  /  si  l'on 
féunit  ainsi  trois  forces  égales,  on  aura  une  force 
tripU;  si  l'on  en  réunit  quatre,  on  aura  une  force 
guadmpléf  et  ainsi  de  suite. 

Lors  donc  que  nous  dirons  qu'une  force,  appli- 
«piée  à  un  point  matériel ,  est  un  certain  multiple 
d'une  antre  force,  il  faudra  entendre  que  la  pre- 
mière peut  être  regardée  comme  formée  d'un  cer- 
tain nombre  de  forces  reconnues  égales  à  la  se- 
conde, et  agissant  dans  une  même  direction.  C'est 
de  cette  manière  que  les  forces  deviennent,  quelle 
que  soit  leur  nature  particulière,  des  quantités 
mesurables  que  l'on  peut  exprimer  par  des  nom- 
bres, comme  toutes  les  antres  sortes  de  quantités 
en  les  rapporUnt  à  une  unité  de  leur  espèce.  On 
peut  aussi  représenter  leurs  intensités  par  des  li- 
gnes proportionnelles  à  ces  nombres,  que  l'on  porte 
sur  leurs  directions,  à  partir  du  point  où  elles  sont 
appliquées  ;  ce  qui  a  l'avanUge  de  simplifier  l'é- 
noncé des  théorèmes.  < 

e.  Les  poinU  d'application  des  forces  et  leurs 
intensités  étant  ainsi  déterminés,  il  ne  nous  reste 


plus  qu'à  nous  occuper  de  leurs  directions. 
Soit  M  (fig.  Ire),  le  point  d'application  d'une 
force;  représentons  sa  direction  par  la  droite  MD, 
de  manière  «|iie  cette  force  tende  à  faire  avancer 
le  point  M ,  de  H  vers  D  ;  par  le  point  M  menons 
trois  axes  rectangulaires  MA ,  IB ,  HC ,  qui  seront, 
en  général ,  parallèles  aux  ases  des  coordonnées , 
et  dirigés  dans  le  sens  des  coordonnées  pMÎtives; 
désignons  par  « ,  C ,  > ,  les  angles  aigus  ou  obtos 
que  la  direction  MD  foit  avec  ces  axes ,  de  sorte 
qu'on  ait 


AMD  = 


=  C,    CMD  =  >; 


Je  dis  que  cette  direction  sera  complètement  dé* 
terminée  quand  ces  trois  angles  seront  donnés. 

En  effet,  en  ayant  seulement  égard  aux  deux  an- 
gles «  et  C,  il  faudra  que  la  ligne  MD  se  trouve  à  la 
fois  sur  deux  cènes  droits ,  dont  le  sommet  com- 
mun est  au  point  M ,  et  qui  ont  pour  axes  les 
droites  MA  et  MB.  Il  faudra  donc  que  «  et  C  soient 
tels,  que  ces  deux  cônes  puissent  se  eonper;  ce 
qui  aura  lieu  alors  suivant  deux  arrêtes  situées 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  AMB, 
et  qui  feront,  avec  l'oxeMC ,  deux  angles  supplé- 
mens  l'un  de  l'autre.  La  droite  MD  pourra  -  donc 
«ncore  avoir  deux  positions  différentes  ;  mais  l'an- 
gle y  étant  aussi  donné ,  on  saura  s'il  est  aigu  on 
obtus ,  et  l'on  pourra  choisir  entre  ces  deux  posi- 
tions celle  qui  convient  k  la  direction  de  la  force. 

Cette  construction  montre,  en  outre,  que  les  an* 
gles  A ,  C ,  7 ,  ne  peuvent  pas  être  pris  tous  les 
trois  au  hasard.  11  existe  effectivement  entre  les 
cosinus  des  angles  qu'une  même  droite  MD  fait 
avec  trois  axes  rectangulaires ,  une  équatiou 


cos*  «  -f"  <^**  ^  +  ces*  >  =  1, 


(i) 


que  l'on  démontre  en  prenant  sur  la  droite  MD ,  à 
partir  du  point  M,  une  ligne  égale  à  l'unité,  et 
formant  un  parallélépipède  rectangle,  dont  cette 
ligne  soit  la  diagonale ,  et  qui  ait  ses  trois  côtés 
odjacens  sur  les  trois  axes  MA,  MB ,  MG.  Ces  trois 
côtés  seront  les  cosinus  des  ongles  « ,  C ,  ^  ;  et  la 
somme  de  leurs  carrés  devant  être  égale  au  carré 
de  la  diagonale ,  d'après  un  théorème  connu ,  U 
en  résultera  l'équation  qu'on  vient  d'écrire. 

7.  On  adoptera ,  dons  ce  traité,  la  division  de  la 
circonférence  en  360o ,  du  degré  en  60  minutes  et 
de  la  minute  en  00  secondes.  La  lettre  «■  sera  coa- 
stamment  employée  à  représenter  la  demi-circon- 
férence ,  dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité  ;  de  sorte 
que  l'on  aura 

«  =  3,1416920... 

Le  quart  de  la  circonférence  répond  &  l'ongle 
droit  ou  à  l'angle  de  324000^';  il  s'ensuit  que  la 
longueur  de  l'arc  correspondant  à  un  angle  d'un 
nombre  quelconque  n  de  secondes ,  sera  le  qua- 
trième terme   d'une  proportion,   dont  les   trois 
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premicn  feront  1/9  « ,  »  et  824000".  En  désignant 
cette  longueur  par  « ,  il  en  résultera 


206264,8...  ' 

Le  logarithme  ordinaire  de  ce  diviseur  constant  est 

6,3144251. 

Dans  les  calculs  numériques,  ce  sont  les  arcs 
ainsi  calculés  qu^on  de^ra  employer  à  la  place  des 
angles  qui  ne  seront  pas  compris  sous  les  signes 
trigonométriques  sin,  cos,  tang. 

Pour  qu'on  pnisse,  au  moyen  des  angles  «,  C,  y, 
représenter  la  direction  d'une  force  dans  tontes 
les  positions  possibles  autour  de  son  point  d^appli- 
cation ,  il  faudra  et  il  suflira  quUls  s'étendent  de- 
puis téro  jusqu'à  180'*  inclusivement.  Si,  par 
exemple ,  Taxe  HG  est  au»dessus  du  plan  de  deux 
autres  axes  MA  et  HB  ,  Tangle  y  devra  être  plus 
petit  ou  plus  grand  que  00^  ,  selon  que  la  droite 
MD  sera  située  au-dessus  ou  au-dessous  de  ce 
plan  ;  il  sera  xéro  quand  la  direction  MD  coïncidera 
avec  HC,  et  égal  à  180^  quand  HD  coïncidera  avec 
la  prolongement  MC  de  HC.  Les  cosinus  de  »,  C,  ^, 
pourront  donc  être  positifs  ou  négatifs  ',  mais  leurs 
sinus  seront  toujours  positifs ,  puisque  ces  angles 
ne  dépasseront  jamais  180». 

En  général,  si  nous  considérons  le  prolongement 
XD'  de  la  droite  quelconque  IID,  il  est  évident  que 
les  angles  qu'il  fait  avec  les  trois  axes  sont  supplé- 
nens  de  «,  C ,  ^.  En  faisant  donc 

Ain)'r=«',  BMD'  =C',  CMD'=yS 
noua  aurons 

COS«'= — COS«,  COS  C'== — COS  c,  COS  y'=— COS  y\ 

d'où  il  suit  que  les  directions  de  deux  forces  qui  agis- 
sent en  sens  contraire  sur  un  même  point  H,  Tune 
suivant  MD ,  Fautre  suivant  MB',  se  distingueront 
l'une  de  l'autre  par  les  signes  des  cosinus  des  an- 
gles qui  leur  correspondent. 

8.  Au  lieu  des  trois  angles  « ,  C ,  y ,  liés  entre 
eux  par  Téquation  (1) ,  on  pourra  n'employer  que 
deux  angles  indépendans  l'un  de  l'autre ,  pour  dé- 
terminer la  direction  d^ine  force. 

En  effet,  soit  ME  la  projection  de  MD  sur  le  plan 
AMB  ;  appelons  l  l'angle  que  fait  cette  projection 
avec  l'axe  MA ,  de  sorte  qu'on  ait 

AME  =  ^ 

Lorsque  cet  angle  X  sera  doimé ,  il  fera  connaître 
la  position  du  plan  CME ,  et  l'angle  y  achèvera  en- 
suite de  déterminer  celle  de  la  droite  MD  comprise 
dans  ce  plan.  Il  faudra  que  l'angle  X  soit  compté , 
à  partir  de  MA ,  dans  un  sens  convenu  ,  et  qu'il 
puisse  s'étendre  depuis  xéro  jusqu'à  360»  j  l'an- 
gle y  ne  s'étendra  toujours  que  depuis  xéro  jus- 
qu'à 180». 

La  projection  sur  le  plan  AMB  do  la  diagonale  du 
parallélépipède  précédemment  indiqué  (n»  0)  sera 


le  cosinus  de  Tangle  0MB,  oti  égale  à  sin.  y.  Si 
l'on  projette  de  nouveau  cette  projection  sur  Taxe 
MA ,  cette  seconde  projection  se  déduira  de  la  pre- 
mière, en  la  multipliant  por  cos  l\  elle  coïncidera, 
d'ailleurs ,  avec  la  projection  de  la  diagonale  du 
parallélépipède  sur  ce  même  axe  MA,  et  sera, 
conséquemment,  égale  à  cos  «j  par  conséquent, 
on  aura 

cos  «  =  sin  >  ces  9, 

On  trouvera  de  même 

cos  C  =  sin^sinX} 

et  ces  deux  formules  serviront  à  transformer  les 
équations  où  l'on  aura  fait  usage  des  angles  « ,  ^  * 
y^  en  d'autres  où  l'on  n'emploiera  plus  que  y  et  X. 
On  vérifie  immédiatement  qu'elles  satisfont  à  l'é- 
quation (1). 

9.  Il  existe  une  autre  équation  qui  comprend, 
comme  cas  particulier,  cette  équation  (1),  et  qui 
nous  sera  souvent  utile. 

Pour  la  former,  soient  s,  y,  b,  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  (fig.  2]  rapportées  aux 
trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Os.  Appelons  r 
son  rayon  vecteur  OM ,  et  «,  C,  ^,  les  angles  ai- 
gus ou  obtus  que  fait  ce  rayon  avec  les  trois  axes , 
de  sorte  qu'on  ait ,  par  exemple , 

sOM  =y' 

Si  l'on  abaisse  du  point  M  une  perpendiculaire  MH 
sur  l'axe  Oz,  la  droite  ON  sera  l'ordonnée  m, 
et  dans  le  triangle  rectangle  MON ,  on  aura 

m 

js  =zr  COS  y; 

oo  trouvera  de  même 

y  =  r  cos  C ,     s  =  f  cos  A. 

Soit  M'  un  autre  point ,  et  désignons  par  x\  }f,  %', 
r',  «',  C,  y\  ses  coordonnées ,  son  rayon  vecteur  et 
les  angles  relatifs  à  cette  droite  ;  nous  aurons  aussi 

«'=r'cos«',   y'  =  r'cosC',    a'«=r'cos>'. 

Appelons  ti  la  distance  MM'  ;  on  aura ,  comme  on 
sait, 

«.  =  (*'-*>  -H  (y'  -y>  +  (i»'  -*)»  i 

m 

et  si  l'on  représente  par  •  l'angle  MOM',  on  aura 
en  même  temps 

iit  =ri  -|-r'»  —  2fT'  cosi, 

dans  le  triangle  dont  r,  t*,  u,  sont  les  trois  cètés. 
A  cause  de 

,«-|-yi  ^i(«r=r>  ,     *'■  +y'*  -t-s'>  =r'>  , 
la  première  valeur  de  u*  est  la  même  chose  que 
««  =  r«  -I-  W»  —  2  (  **  '  +  yy  '  +  ««  '  )  i 

en  la  comparant  à  la  seconde ,  on  en  conclura 
rr' cos  I  =  XX '-{- ^  '  4- as  '  j 
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«I  si  Von  tubstitm  dans  ooCte  équation  les  talenn 
pnSoédeniea  Ae»,  y,  m,  g',  y',  m\  il  en  résultera 

CCS  4Zâoef  «  COt  «'-l-COS  C  ces  C-|-COS  y  C08  y^  {  (2) 

«e  qoMl  t*agisaait  de  trouver. 

Lonque  les  deux  droites  OH  et  01'  ootocident , 

les  angles  m,',  C,  y\  lont  les  mêmes  que  «,  C,  y^  et 

cette  formule  se  réduit  à  Téquation  (1).  Quand  ces 

deux  droites  sont  perpendiculaires  Tune  à  Tautre , 

•on  a  f  =  00«,  et  par  conséquent 

ces  •  cos  •'  -f"  <^*  ^  cos  C  -|-  cos  y  cos  ^  '  =  0. 

En  mettant  dans  les  valeurs  de  s,  y,  m,  celles  de 
cos  •  et  CAS  C|  qu^on  a  trouvées  dans  le  numéro 
jirécédent ,  on  aura 

jr  =  r  sin  ^  cos  1^,  y  =r  r  sin  ^  stn  ^,  Mz=rcosy; 

fonsiries  dana  lesqudles  les  trois  variables  r,  y^  l, 
sont  les  irais  coordonnées  polaires  dn  point  M, 
telles  quelles  ont  été  définies  dans  le  n«  4 ,  et  qui 
serviront,  par  conséquent,  à  transformer  les  coor- 
données rectangulaires  en  coordonnées  polaires. 

M.  La  considération  des  projections  dont  on  s*est 
'Servi  dans  le  n*  8,  sera  souvent  employée  dans  cet 
•onvrage;  il  convient  donc  d*exposer  ici  leurs  pre- 
eaiers  principes. 

La  ftafêcimm  d'une  droite  sur  une  autre  droite 
•est  la  partie  de  celle-ci  qui  est  comprise  entre  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  deux  ex- 
trémités de  la  droite  projetée.  Ainsi,  les  diffé- 
rences jp'  —  s,  y'  ~'  y»  ^  —  '#  ^^  coordonnées 
extrêmes  sont  les  projections  de  la  droite  HH'  sur 
les  axes  des  m,  y,  9;  et  diaprés  la  première  valeur 
de  V*  ,  la  somme  des  carrés  des  projections  d^une 
même  droite  sur  les  trois  axes  rectangulaires  est 
égale  au  carré  de  cette  droite.  Si  la  droite  projetée 
ci  odle  sor  laquelle  on  la  projette  sont  dans  un 
même  plan,  la  projection  est  égale  et  parallèle  à  la 
bnac  d'an  triangle  rectangle,  dont  la  droite  pro- 
jetée est  rhypoténose  ;  en  sorte  que  si  Ton  désigne 
pnr  I  la  longueur  de  cette  droite ,  par  x  celle  de  sa 
prajedioay  ci  pars  Fangle  de  ces  deux  droites, 


x  =  icoss 
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d*ane  surface  plane  sor  nn  autre 
de  ce  plan  terminée  par  la  pru- 
de la  sntface  projetée ,  c*est-è- 
qne  forment  les  pieds  des  per- 
abeissées  de  tous  les  points  de  ce 
réqMifon  précédente  subsiste  encore, 
'i  la  place  de  /  Taire  de  la  smface  pro- 
lien de  X  Taire  de  sa  projection  ^ 
Tindînaison  d^nn  plan  sur  Tanlrc, 
•■  peai  aiHsi  prendre  Tangle  oom- 
perpeodlienlaires  m  ces  deux  plans, 
ieamfoamss  Tair  de  la  surface  projetée 
«se  larganr  infiaimeoi  petite  et  per- 
n  nnierfectÎMi  de  son  plan  et  de  ce- 
mm  y  ffojeUe  ;  la  projection  de 


cbaqne  élément  sera  «gale  à  cet  élément  auHs* 
plié  par  le  cosinus  de  leur  inclinaison  mutuelle  ; 
par  conséquent,  cette  inclinaison  étant  U  mémo  ci 
égale  à  t  pour  tous  les  étémens ,  la  somme  de  leurs 
projections  ,  ou  x ,  sera  égale  à  leur  somme  ^  ou  à 
Taire  totale/  multipliée  par  cos  i;  ce  qu^il  s^agis- 
sait  de  prouver.  On  conclut  de  là  que  le  carré  de 
Taire  d*uno  surrace  plane  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangu- 
laires, en  prenant  pour  Tindinaison  sur  chaque 
plan  Tangte  que  fait  la  normale  k  la  surface  don- 
née avec  les  perpendiculaires  à  ce  plan,  et  ayant 
égard  à  Téqnation  (1). 

11.  lorsque  dans  une  question,  on  considérera 
un  système  de  forces  parallèles ,  on  pourra  suppo- 
ser que  Tnn  des  trois  axes  rectangulaires  HA , 
HB,  HG,  (fig.  In  ),  leur  est  aussi  parallèle.  Alors 
deux  des  trois  angles  «,  C,  y,  les  deux  derniers ,  par 
exemple,  seront  droits  pour  toutes  ces  forces;  et 
Téqnation  (1)  se  réduira  à 

cos»  «  s=  1  ; 

d^où  Ton  tire  «  =  0  ou  •  r=  180«. 

De  cette  manière ,  la  direction  de  cbaqne  fetee 
serait  fixée,  en  disant  qn*elle  fait  avec  Taxe  HA  un 
angle  nul  ou  un  angle  de  180«  ;  mais  dans  ce  cas 
particulier,  il  sera  plus  simple  de  déterminer  cette 
direction  par  le  signe  de  la  force,  en  regardant 
comme  positives  les  forces  qui  agissent  dans  un 
sens ,  et  comme  négatives  celles  qni  agissent  dans 
le  sens  opposé. 

Au  reste ,  le  ces  des  forces  parallèles  sera  le  seul 
où  nous  considérerons  des  forces  positives  et  dm 
forces  négatives  ;  dans  tous  les  autres  cas ,  les  quan- 
tités qui  représenteront  les  grandeurs  des  forces, 
dans  le  calcul,  seront  positives  «  et  la  variation  de 
signe  ne  tombera  que  sur  les  cosinus  des  anglea  qne 
leurs  directions  font  avec  des  axes  fiscs. 

Id.  Ce  qui  précède  renferme  les  définitions  pr^ 
liminaires,  et  des  détails  sufiissnssnr  la  détermina* 
tion  des  grandeurs  et  des  directions  des  forées; 
mais,  dans  cet  ouvrage,  j^mploierai  exclusive- 
ment la  méthode  des  infimiatênt  fêHtê;  c^est  pour- 
quoi il  est  nécessaire  de  rappeler,  dans  cette  intro*' 
duction  ,  les  principes  de  TAnalyse  infinitéaimale , 
et  parmi  les  formules  qui  s^en  déduisent  le  plus 
Immédiatement,  celles  dont  nous  pourrans  avoir 
besoin  par  la  suite. 

Un  imfmimêmt  pêtU  est  une  grandeur  moindre  qne 
tonte  grandeur  donnée  de  la  même  nature. 

On  est  conduit  nécessairement  à  Tidée  des  infi* 
aiment  petits ,  lorsque  Ton  considéra  les  variations 
successives  d*nne  grandeur  soumise  à  la  loi  de  con- 
tinuité. Ainsi ,  le  temps  croit  par  dea  degrés  moin- 
dres qu^aucnn  intervalle  qn^on  puisse  assigner, 
<|uelque petit  qn*il  soit.  Les  espaces  parcourus  par  les 
différens  points  d^nn  corps ,  croissent  aussi  par  des 
infiniment  petits  ;  car  chaque  point  ne  peut  alte^ 
d\ine  position  fc  une  autre ,  sans  traverser  toutes 
les  positions  intermédiaires  ;  et  Ton  ne  saurait 


IHTROillJGnOll. 


•igMT  ooeqm  dtstuioe  9  ausit  petite  qat  Ton  f oa- 
dra ,  entre  deux  poeitiou  nioceitives.  Lee  infini- 
nient  petitt  ont  donc  une  esUtence  réelle,  et  ne 
sont  pas  seolement  an  moyen  d'investigation  ima- 
giné par  les  géomitres. 

Un  infiniment  petit  peut  être  double,  triple, 
quadruple, d'un  autre:  les  quantités  infini- 
ment petites  ont  entre  elles  des  rapports  quelcon- 
ques, dont  la  détermination  ett  un  objet  essentiel 
du  TAnalyse  infinitésimale. 

8i  u  et  6  sont  des  infiniment  petits ,  et  que  le 
rapport  de  6  k  «  soit  aussi  infiniment  petit ,  h  est  ce 
qn^on  appelle  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 
Ptar  exemple ,  la  corde  d'un  arc  de  cercle  étant  sup- 
posée infiniment  petite,  le  sinus  verse  du  même 
aie  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  puis- 
que le  rapport  du  sinus  verse  à  la  corde  est  toujours 
le  même  que  celui  de  la  corde  au  diamètre ,  et  de- 
vient ,  par  conséquent,  infiniment  petit  en  même 
temps  que  le  second  rapport. 

De  même,  ft  étant  déjà  un  infiniment  petit  du 
second  ordre ,  si  Ton  suppose  que  le  rapport  de  e  fc 
ê  soit  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  appel- 
lera e  un  infiniment  petit  du  troisième  ordres  et 
ainsi  de  suite. 

n  suit  de  Ik  qu'un  produit  composé  d'un  nombre 
■  de  facteurs  infiniment  petits  du  premier  ordre, 
devra  être  rangé  dans  la  classe  des  infiniment  petits 
du  Perdre  n. 

l'aire  d'une  surface  infiniment  petite  dsus  tou- 
tes ses  dimeasions  est  au  moins  un  infiniment  petit 
du  second  ordre  ;  car  elle  est  moindre  que  le  carré 
de  la  droite  la  plus  longue  qu'on  puisse  mener  d*un 
point  à  un  autre  de  son  contour,  laquelle  droite  est 
infiniment  petite,  par  hypothèse.  On  verra  de  même 
qu^utt  volume  dont  toutes  les  dimensions  sont  in- 
finiment petites ,  est  au  moins  un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre ,  puisqu'il  est  moindre  que  le 
cube  de  la  plus  longue  droite  menée  d'un  point  à 
no  autre  de  sa  superficie. 

Gela  posé ,  le  principe  fondamental  de  l'Analyse 
infinitésimale  consiste  en  ce  que  deux  quantités 
finies  I  qui  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que  d'un 
infiniment  petit,  doivent  être  regardées  comme 
égales,  puisqu'on  ne  saurait  assigner  entre  elles 
aucune  inégalité,  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

n  en  sera  de  mémo  à  l'égard  de  deux  quantités 
Mainsent  petites  du  premier  ordre ,  dont  la  diffé- 
rence est  infiniment  petite  du  second  ordre ,  et , 
généraknscBi,  à  l'égard  de  deux  infinement  petits 
dNin  ordre  quelconque,  qui  ne  différât  l'un  de 
Feutre  que  d'un  infiniment  petit  d'un  ordre  supé- 
rieur :  on  les  considérera  comme  des  quantités  ri- 
goureusement égales ,  et  leur  rapport ,  comme  égal 
àFwiité. 

f{a  +  li^i»+h  )-F(u 


On  énonce  eneore  ces  principes  d'une  antre  ma- 
nière ,  en  disant  qu'il  est  permis  de  négliger  dan» 
un  calcul ,  sans  crainte  d'altérer  aucunement  les 
résultats ,  soit  les  infiniment  petits  ajoutés  à  des- 
quantités finies ,  soit  les  quantités  infiniment  pe- 
tites d'un  ordre  quelconque ,  ajoutées  &  des  quon- 
tités  d'un  ordre  inférieur. 

13.  La  agérmUMê  iat  d'une  variable  indépen- 
dente  s,  est  l'accroissement  infiniment  petit  qu'on 
attribue  à  cette  variable  f  la  différentielle  dy  d'nne 
fonction  y  de  s>  est  l'aocveissement  correspondant 
de  cette  fonclieni  réduit  eu  même  ordre  de  gran- 
deur que  celui  de  la  variable  indépendante,  par  lu 
suppression  des  infiniment  petits  d'un  ordre  supé- 
rieur ;  d'où  il  résulte  que  cette  différentielle  dy  est 
toujours  de  la  forme  J^ds  ;  X  étant  une  autre  fonc- 
tion de  jr.  Pour  quelques  valeurs  particulières  des, 
il  peut  arriver  que  le  coefficient  différentiel  %  de- 
vienne infini,  ce  qui  rendra  la  différentielle  Hds 
indéterminée  \  mais  cette  circonstanœ  ne  se  pré- 
sentera pas  dans  la  Hécanîqne. 

$oient/jr  une  fonction  donnée  de  s  ^  eune  oou- 
stante  arbitraire,  et  F^r  «)-  e  l'intégrale  complète  ou 
imdépmê  ànfstds.  Soient  encore  a  et  &  deux  con- 
stantes données.  En  déterminant  la  constante  ede 
manière  que  cette  intégrale  soit  nulle  ou  com- 
mence qusnd  «  =  u,  et  faisant  ensuite  jr=(,  le 
résultat  ¥6  *-  ¥a  sera  ce  qu'on  appelle  l'intégrale 
défmê  ,  prise  depuis  s  =  a  jusqu'à  s^ = è.  Je  la  dé- 


signerai par 


J*J'^' 


suivant  la  notation  très 


commode  que  Fourrier  a  proposée  et  j'écrirai ,  en 
conséquence , 


^h^U=f^  fmitB. 


Si  l'on  donne  successivement  à  m  une  infinité  de 
valeurs,  croissantes  depuis  a  jusqu'à  h  par  des  dif- 
férences infiniment  petites,  et  que  l'on  prenne  ces 
différences  égales  ou  inégales ,  pour  les  valeurs  de 
d*,  il  est  facile  de  faire  voir  que  la  somme  détentes 
les  valeurs  de  la  différentielle  fstd»  sera  égale  à 
l'intégrale  définie  Fè  —  Fo. 

En  effet,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un 
ordre  supérieur  au  premier,  en  a ,  d'après  la  défi- 
nition de  la  différentielle , 

F(*  +  dj?)  —  F*  =/jrd(r. 

Si  donc  on  représente  par  Xi,^t,^s,.  .../■.un 
nombre  infini  de  quantités  infiniment  petites ,  telles 
que  Ton  ait. 

et  que  l'on  prenne  successivement ,  pour  s  tidat , 
les  couples  de  valeurs  «et/i.n-|*^i^^^s.<>  + 
ii-f-^t  eli'i.  .  .  .è«-t»et#..  il  eu  lésultera 

)=/-(o-|-/,)*«» 


Fè  — F(è  — *.  j  =/(*  —  i.  ) 


•"  t 
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ëqofttîoBfl  dont  h  loiimo  Mt 

Fe-ra=/a/.  +/(«+'»)  ^«  +/C«+^  +  *«  )  ^ 

+/C*-^-)^-î 

ce  qui  renfeime  le  théorème  quMl  t*tgUtaît  de  dé- 
oiontror. 

Lorsque  la  fonction /«  deviendra  infinie  entre  lei 
deux  limites  a  et  A ,  cette  démonstration  n^aura  plus 
lieu,  et  le  théorème  sera  en  défaut.  Dans  ce  cas 
d^exception ,  que  nous  ne  rencontrerons  pas  dans  la 
enile,  Tintégrale  définie  n'a  plus  aucun  rapport  avec 
la  somme  des  Taleurs  de  la  difiFérentielle ,  et  elle 
peut  même  être  négatiVe,  lorsque  toutes  ces  Ta- 
leurs sont  positives ,  ou  positive ,  quand  elles  sont 
toutes  négatitres.  Pour  faire  reparaître  le  théorème, 
il  faut  alors  empêcher  que  fs  ne  devienne  infinie 
entre  s  c=  a  et  «  =  A^  en  faisant  passer  la  Tariable 
s  de  Tune  à  Tautre  de  ces  limites,  par  une  série  de 
Taleurs  imaginaires  (1). 

Le  théorème  précédent  s*étend  sans  difficulté  aux 
intégrales  multiples.  Ainsi,  par  exemple,  %ïf{s,y) 
est  une  fonction  donnée  de  deux  Tariables  indépen- 
dantes M  et  y;  que  Ton  donne  successivement  à  ces 
Tariables  des  séries  de  valeurs  croissantes  par  des 
différences  infiniment  petites  ;  et  que  Ton  prenne 
en  même  temps  pour  ds^  les  différences  entre  les 
Taleurs  consécutives  de  â;^  et  pour  dy,  celles  des 
Taleurs  consécutÎTes  de  y,  la  somme  de  toutes  les 

Taleurs  def{s,  y)  dxdy,  sera  Tintégrale/ //(s^  y) 

dsdy,  prise  entre  des  limites  convenables. 

14.  Lorsque  la  fonctionyjr  renfermera  une  quan- 
tité •  considérée  comme  une  constante  dans  Tinté- 

gration ,  k  Tsleur  de  Tiotrégrale  /  fxdstera  elle- 
même  une  fonction  de  •.  Il  y  a  des  questions  dans 
lesquelles  cette  intégrale  n'étant  pas  connue  sous 
forme  finie,  on  aura  besoin,  néanmoins,  de  déter- 
miner sa  différentielle  par  rapport  k  «.  Or,  cette 
opération  présentera  deux  cas  différons ,  selon  que 
les  limites  a  et  h  seront  indépendontes  des  «,  ou 
qu^elles  en  dépendront  d'une  manière  quelconque. 
Dans  le  premier  cas,  il  suffira  dedifférentier/jr 
par  rapport  k  •  sous  le  signe  fj  en  sorte  que  Ton 
aura 


d. 


S  ^'^ 


=/ 


dfs 


dat. 


En  effet ,  d'après  le  théorème  du  numéro  précédent, 
le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  coeffi- 
cient différentiel  par  rapport  à  «  de  la  somme  des 
Taleurs  de  fxdae,  comprises  depuis  s  =  a  jusqu'à 
M  =  h;  tandis  que  son  second  membre  est  la  somme 
des  Taleurs ,  entre  les  mêmes  limites ,  du  coefficient 

U)  VoyêM,  sur  ce  point,  le  Journal  de  VÉeoU 
'^^Uthniquê,  1 8*  cahier,  page  3ao. 


sonmie 


différentiel  àtftda  relatif  à  «  ;  et  il  est  évident  que 
ces  deux  sommes  sont  identiques. 
Dans  le  second  cas,  lorsque  «  se  change  en  «-f-da, 

db 
la  limiteft  devient  A  -f"  —  <f«>  et  pour  cette  raison,  la 

dm 

des  valeurs  defxdr ,  ou  l'intégrale  /    fsds 

se  trouTe  augmentée  de  la  fêlefar  àe  fieds  qui  re- 

db 
pond  kMs=sb  etdlrs=  —  dm,  c'est-à-dire ,  dejh, 

dm 
db 

—  <U;  en  même  temps  la  limite  o  se  change  en  a  -^ 
dm 

da 

—  ^,  ce  qui  diminue  cette  intégrale  de  la  Talenr 
dm 

da 
dfifs,  correspondante  à«=:aetiiff  =— lU^ou 

dm 
da 
de  fa,^^dm:  donc ,  à  cause  de  la  Tariation  simul- 
dm 

tanée  des  deux  limites  a  et  6^  produite  par  cdle 
de  «^  l'intégrale  se  trouTera  augmentée  de  la  diffé- 
rentielle 

et  son  coefficient  différentiel  par  rapport  b.  m,  d» 
ce  coefficient  de  dm.  Por  conséquent,  en  l'ojoutaBt 
au  second  membre  de  l'équation  précédente ,  on 
aura 


i,r^fmdx 


/^^  dfs  db  ^         da    ^ 


dm  •/  a    du  '    dm"*  dm 

pour  la  Taleur  complète  du  coefficient  différentiel 
fsds. 


f. 


Quand  m  n'entrera  pas  dans  fs  ,  que  cette  quan- 
tité sera  l'une  des  deux  limites  b  ou  a,  et  que  ces 
deux  limites  ne  dépendront  pas  l'une  de  l'antre , 
cette  expression  se  réduira  à 


ifjsi. 


db 


=  yi ,    ou 


d,  r  fsds 


da 


=  -/ii 


ce  qui  est ,  d'ailleun,  évident  en  soi-même. 

Des  remarques  semblables  s'appliqueront  aux  in- 
tégrales multiples  ,  dont  les  coefficiens  différentiels 
par  rapport  à  une  quantité  qu'on  a  d'abord  regar- 
dée comme  constante,  s'obtiendront  aussi  en  diffé- 
rentiant  sous  les  signes  d'intégration ,  et  en  ajou- 
tant au  résultat  des  termes  dépendans  des  Tariations 
des  limites ,  (fuand  elles  dépendront  de  cette  quan- 
tité doTenue  Tariable. 

16.  Le  calcul  intégral  fournit  des  règles  pour  dé- 
terminer exactement  ou  par  approximation ,  les  Ta- 


niT&ODticnoR. 


leurs  finnériqiiM  det  intégrales  définies,  simples 
on  mnltîples;  en  sorte  qn'on  problème  est  censé 
résoin,  lorsqu'on  est  perrenoi  exprimer  les  incon- 
nues par  des  intégrales  de  cette  nature.  On  dit  alors 
que  le  problème  est  réduit  aux  ^/uadraiureê ,  parce 
que,  d^une  part ,  une  intégrale  multiple  n'est  autre 
chose  qu'une  intégrale  simple  plusieurs  fois  répé- 
tée, et  que,  d'un  autre  côté ,  une  intégrale  /    fxdg 

peut  toujours  être  représentée  par  le  carré  égal  à 
l'aire  d'une  courbe  plane,  dsns  laquelle  x  eifx 
sont  les  coordonnées  d^un  point  quelconque ,  et  a 
et  6  les  abscisses  des  points  extrêmes. 

Parmi  les  différentes  formules  dont  on  fait  usage 
pour  calculer  les  valeurs  approchées  de  cette  inté- 


grale /  Jmig, 


nous  citerons  la  suiTinte ,  qui  sup- 

dfgf 

pose  que  les  fonctions  /s  et  —  ne  doTiennent 

dx 

point  infinies  entre  les  limites  a  et  è. 

Conservons  tontes  les  notations  précédentes,  et 

faisons  de  plus 


4/*        ri 


*>i=r*,etc. 


ds* 


Supposons  que  les  différences  #  i .  t  » ,  #9 ,  etc. ,  ne 
sont  pas  infiniment  petites ,  mais  seulement  très 
petites  ;  prenons-les  égales ,  et  représentons  par  I 
leur  grandeur  commune.  Nous  aurons,  d'après  le 
théorème  de  Taylor, 


zla  +  tfa  +  l/Z  i*f  a  +  etc. , 

:F(«+  l)   +  if{a  +  l)  +  V2t*f  (a  +  0  +  •*«.» 

f{a  +  2t)  +  îf{a  +  2S)+  Ifii^f  {a  +21)  +  etc., 


+  l/2hf  (a  +  nl-^  l)  +  etc. 


Donc,  en  supposant  nl=  b  -^a,  et  faisant  la 
sonune  de  ces  équations ,  on  aura 

Fè— F«=«/(a+a)  -I-  1/2I«  yf  (o  +  O) 

+1/B|a  2/"  {a+tX)+etc.  ; 

I  étant  uu  nombre  entier  ou  zéro,  et  les  caractéris- 
tiqnes  2  indiquant  des  sommes  qui  s'étendent  aux 
a  valeurs  de  s  comprises  depuis  t  =  o  jusqu'à  t  = 
•  —  1.  En  prenant  successitement/jr  et  j*x,px 
et/'jf  ^  etc^  au  lieu  de  Fj;  tifx  ,  ou  aura  de  même 

fh^fa = np  (o-Hi)-|-iya  ^  s/"  (a+a)+etc., 

/'*-/a=:«/*"(a  +  si)  +  etc.,  etc. 

Cela  posé ,  si  l'on  veut  négliger  les  puissances  de  l 
iopérieures  au  carré  dans  la  valeur  de  Fè  —  Fa,  on 
pourra  prendre,  d'après  les  dernières  équations, 

1/2  *•  2/(«+«)=l/^l{yi-/a)-l/4^  C/'ô-A), 

1/Bl»  X/"(fl+iX)=l/6^  {fh  -/fl), 

pour  les  valeurs  de  ses  deux  derniers  termes.  Sa 
valeur  entière  deviendra  donc 

n-Fa=  «/(a-H  a)  -I-  1/2^  (/i— /a) 

-  l/l2^C^4-/'fl), 
00 ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

J*f*d*=i  [l/Sfa  +/(«  +  *)+/(«+2*)... 

.  . .  +/(«+«J■-i.)+l/a/>]_l/l8^  {fh-f'a). 

Cette  formule  sera  d'autant  plus  exacte,  que  la 

1 
différence  1^  ou  *-  (6  —  a),  sera  plus  petite ,  et  que 

11 

les  ^eurs  éefx  varieront  moins  rapidement  entre 
les  limites  a  et  è.  Le  pins  souTcnt  on  pourra  négli- 


ger le  terme  dépendant  de  1%  ;  la  formule  ne  renfer 
mera  alors  que  des  valeurs  àtfx  qui  pourront  être 
données  en  nombres ,  sans  que  la  forme  de  cette 
fonction  soit  connue. 

16.  Dans  la  théorie  des  infiniment  petits ,  on  con- 
sidère les  courbes  comme  des  polygones  d'un  nom- 
bre infini  de  cétés  infiniment  petits.  Cela  suppose 
que  la  corde  d'un  arc  infiniment  petit  est  égale  à 
cet  arc ,  ou  que  le  rapport  de  leurs  longueurs  peut 
être  pris  pour  l'unité  ;  c'est  effectivement  ce  que 
l'on  peut  démontrer  de  la  manière  suivante. 

Soit  MmnCW  (fig.  3)  un  arc  de  courbe  infiniment 
petit;  tirons  les  cordes  Hm,  mnC,  m'H',  et  prolon- 
geons la  troisième ,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  le 
prolongement  HT  de  la  première ,  en  un  point  K. 
L'arc  mm'  est  plus  grand  que  la  corde  mwl^  et  moin- 
dre que  la  ligne  brisée  mKm'  j  il  suffira  donc  de 
prouver  que  cette  ligne  et  cette  corde,  infiniment 
petites ,  ne  diffèrent  que  d'un  infiniment  petit  d'un 
ordre  supérieur,  et  que  l'on  peut  prendre  le  rapport 
de  l'une  à  l'autre  pour  l'unité  :  cela  sera  vrai ,  à 
fortiori,  à  l'égard  de  l'arc  mmf  et  de  sa  corde. 

Or,  s'il  n'y  a  dans  l'étendue  de  l'arc  Hmm'M' 
aucun  point  singulier  où  la  direction  de  la  courbe 
change  brusquement ,  les  cordes  qui  vont  d'un  de 
ses  points  à  un  autre  comprendront  des  angles  infi- 
niment peu  différens  de  deux  droits.  L'angle  TKM', 
supplément  de  MKM' ,  sera  donc  infiniment  petit; 
je  le  désignerai  par  l\  et  en  faisant,  en  outre, 


mK  =  a,      m'K  :=  5 ,      mm' =  e, 

on  aura ,  dans  le  triangle  mKm',  l'équation 

c*  =  a*  -f  ^'  +  ^"^  ^^^  ^1 
que  l'on  peut  changer  en  celle-ci  : 

e*  =s  (a  -f-  ^)*  —  4^  sin*  Ifi  t, 
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en  abserrant  qae 

COI  ^  s=  1  —  2  lin*  1/8  1. 
Noos  toroM  éono 


(a  +  4). 


4ab 


(«+»)' 


■in*  1/8  X, 


pour  le  carré  da  rapport  de  la  corde  wmf  k  la  ligne 
brisée  mlLmf.  On  a  d*aiilenrt 


(« 


Âab  ^        ^    fa  —  5\* 


ce  qui  pronye  que  le  coefficient  de  ain*  1/B  ^ne 
peut  pas  devenir  infini,  pnisquMl  est  toujours 
moindre  que  l'unité.  En  négligeant  Tinfiniment 
petit  du  second  ordre ,  on  aura  donc  Tunité  pour 
le  rapport  de  o  à  a  +  ^  î  ^  9^'"^  s'agissait  de  dé- 
montrer. 

17.  Une  courbe  étant  considérée  comme  un  poly- 
gone infinitésimal ,  les  tangentes  seront  les  pro- 
longemens  de  ses  côtés  infiniment  petits;  au 
point  H ,  où  le  côté  est  Hm  ,  la  tagente  sera  la 
droite  indéfinie  T'HmT. 

8i  Ton  désigne  par  9,  y,  m,  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  du  point  H,  celles  du  point  m  seront 
.  m  4-  ds,  y  -{-  ây  g  %  ^  ds.  ^ïk  appelant  de  Téié- 
ment  de  la  courbe ,  c'est-à-dire ,  son  côté  lÊm,  les 
différentielles  dg,dy,  cla^  seront  ses  projections 
sur  les  axes  des  s^y,  m\  par  conséquent ,  si  Ton 
représente  par  «|  C,  y,  les  trois  angles  que  fait  la 
direction  de  U  droite  HT  avec  des  paraliéles  à  ces 
axes,  menées  par  le  point  H,  on  aura 


COSfli: 


dx 

--— ,  cos  C  1 

da  ' 


(») 


et  en  même  temps 

dg*  +  dy*  +  dâ»  ssz  de* 


En  prenant ,  sur  la  courbe  que  l'on  considère , 
un  point  fixe  G  ,  et  yupposant  que  ê  soit  l'arc  CM 
compté  de  cette  origine ,  cet  arc  pourra  être  la 
variable  indépendante  dont  s,  y,  m,  seront  des 
fonctions  données  par  les  équations  de  la  courbe. 
Dans  ce  cas ,  d!»  sera  positif;  mais  djp,  dy,  dM,  et 
par  suite  cos  «,  cos  C,  cos  ^,  pourront  être  positifs 
ou  négatifs.  Les  angles  •,  C,  ^,  se  rapporteront 
toujours  an  prolongement  mT  du  côté  Hm,  ou  à  la 
partie  HmT  delà  tangente;  les  angles  relatifs  à 
l'autre  partie  HT'  seront  les  supplémens  de  •,  C,  y, 
(no  7). 

La  direction  de  la  tangente  au  point  H  étant  dé- 
terminée par  les  équations  (1) ,  on  en  peut  con- 
clure l*équation  du  plan  normal  en  ce  même  point; 
mais  on  obtient  directement  cette  équation  par  la 
considération  suivante. 

Soit  k  le  rayon  d'une  sphère  qui  a  son  centre  au 
point  H;  son  équation  sera 


(»'-')*+(y'  -y)'  +  (''-')'=* 


'  j 


y,  ^,  %*,  désignant  les  eoofdonnéefl  coorantes. 
L'équation  de  la  sphère  du  même  rayon,  qui  a  son 
oentre  au  poîni  as ,  se  déduira  i*f  celle-là ,  en  y 
mettant  w  +  dg,y  +  dy,  s  4-  <U^  à  la  place  de 
s,  y,  M\  en  retraachant  cea  équations  l'une  de 
l'autre,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  se- 
cond ordre,  il  vient 

(#'-*)iir  +  (y'-y)dy  +  (a'-.a)da=:0; 

équation  qui  appartiendra  à  l'intersection  des 
deux  surfaces  sphériques.  €omme  elle  est  Téqna- 
tion  d'un  plan  dont  m',  y^,  m',  sont  les  coordonnées 
courantes,  ce  sera  celle  du  plan  de  cette  courbe , 
et ,  par  conséquent ,  l'équation  demandée  du  plan 
normal ,  puisque  les  deux  sphères  se  coupent  sui- 
vant un  cercle  perpendiculaire  à  la  droite  TT'  qui 
passe  par  leurs  centres  H  et  as. 

En  la  divisant  par    ds,  et  ayant  égard  aux  for- 
mules (1) ,  cette  équation  devient 

(«'— jr)  cos  •  4"  (y  ' — y)  c®»  C  +(  a' — a)  cos  >  r=  0. 

$i  doue 

«(«'-»)  +  J(y'_y)  +  c(*'-.)  =  0 

représente  l'équation  d'un  plan  mené  par  le  poiot 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  m,  et  perpendicu- 
laire à  la  droite  dont  la  direction  est  déterminée 
par  les  angles  •»  C,  y ,  il  faudra  qu'elle  s'accorde 
avec  la  précédente  ;  ce  qui  exigera  qu'on  ait 

a:=Acos«,      ô  =  AcosC,       e  =  Aoo8y, 

h  étant  un  facteur  indéterminé.  En  vertu  de  l'équa* 
tion  (1)  du  n°  6,  on  en  conclura  d'ailleurs 

at  4.  (t  4.  c>  es  A»  ; 

ce  qui  fait  connaître  la  valeur  de  h,  abstracUoe 
faite  du  signe.  Oo  aura  ensuite 

cos  •  =  -J-i    cos  C  =  -.,    cos  >  =  ~;  (8) 

ce  qui  coïncide  aveo  les  formules  connues  d'après 
lesquelles  on  détermine  la  direction  de  la  perpen- 
diculaire à  un  plan  donné.  Le  signe  de  h  reste 
indéterminé,  parce  que  les  angles  •,  C,  y,  peuvent 
se  rapporter  à  l'une  ou  à  l'autre  des  parties  de 
cette  droite  qui  sont  situées  des  deux  côtés  du  plan. 
18.  On  appelle  angle  de  amiingtnee  Tangle  infi- 
niment petit  compris  entre  deux  tangentes  consé- 
cutives. Ainsi  Hm  et  mm'  (fig.  4) ,  étant  deux  côtés 
consécutifs  de  la  courbe,  cet  angle ,  au  point  H, 
est  le  supplément  de  Hmm',  ou  l'angle  TaU,  sons 
lequel  la  tangente  HmT  est  coupée  par  la  tangente 
suivante  mm^t.  Je  le  représenterai  par  Ij  en  suppo- 
sant que  les  angles  »,  C,  y^  se  rapportent  toujours 
à  la  direction  de  HT,  et  désignant  par  «',  C,  y',  ce 
qu^ils  deviennent  relativement  à  la  direction  de 
mtj  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (2)  du  n»  9, 

sin>  ^=:1— (cos  a  cos  a.'4-oost  cos  C4-cos7.cos>')*. 


IISTRODUCTION. 


11 


D*tpré8  le  théorème  de  Taylor,  ou  aura  aussi 


Or,  si  Ton  substitue  ces  yaleurs  dans  celles  de 
do*  i,  et  qu'on  ait  égard  à  l'éqiintiua 

cos»  «  +  cos*  C  +  coss  >  =  1, 


et  à  sa  différentielle 

on  voit  que  les  quantités  fitiles  et  les  infiniment 
petits  du  premier  ordre  se  détruisent  ;  en  sorte 
qu'en  négli gréant  les  infioinicnt  petits  des  ordres 
supérieurs  an  second,  il  Tient 


sin«*  =  — (cos*rf»  .cos«4.cosCd>  .  ces  C  +  cos  >  i^  .cosy). 


En  différentiant  Téqnation  précédente,  on  c,  d*ail- 
lenrs, 

cos  •  <l».  cos  «  4-  cos  C  rf».  cos  C  -f  ces  7.  c^ .  cos> 
+  (d  cos  •)•  +  (d,  cosQ»  +  (d.  cos>)«  =0; 

ce  qui  change  la  Taleur  de  sin»  len  celle-ci  : 

sin»  i  =  {d.  ODS  *)»  +  (d.  cos  C)»  +  (d.  coa  y)»  ^ 

bquelle  sera  aussi  la  valeur  de  !•  ,  à  eause  que 
Tare  infiniment  petit  ^est  égal  à  son  sinus. 


Les  différentielles  de  cos  1»,  cos  C,  cos  y,  se  dé- 
duiront des  formules  (1)  du  numéro  précédent.  En 
ne  spécifiant  pat  la  yariabte  indépendante,  on  aura 

de»  d*  m  —  dxdsd»  s 


d,  cos  «  = 


de» 


_   'hf 


et  comme  on  a 

de*  =  dx*  «|-  dy*  4*  dis*  , 
dêd»  s  =zdsd*  s  +  dyd^  f  +  djsd^  s, 

ilen  résultera 
dz 


''•^®'*~^^*^**""^*y)+5^  (<««d«  jr^  dsd^M^l 


on  aura  de  même 


d.  cos  C  =  -r^  {dxd»  y  —  dyd»  «)  +  ^  {djsd^  y  —  dyd^  m)  , 


di* 


dx  dy 

d.  cosy  =—  (dffd»  M^dMd»  s)  +  -^  (dy*  m  —  dsd*  y)  j 

or,  en  faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  Taleurs,  on  trouve,  après  quelques  réductions,  que 
Tespression  de  sin>  ^  ou  de  i* ,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

*■  =  -jjj-  [  (dff*  y  —  dyd»  s)*  +  {dsd^  s  —  dted*  s)* 

-)-  (dyd>  M  —  dsds  y)*  ]. 

en  représentant  par  p  celle  de  «lO ,  (a  projection 
de  p  sur  Hm  sera  1/8  dêf  en  sorte  que  Ton  aura 

1/d  df  =  p  cos  MmO  ; 

et  puisque  cet  angle  HmO  est  la  moitié  du  supplé- 
ment de  ^ou  égal  à  1/2  ir-^  1/2^,  il  en  résultera 

1/8  df  s  psin  1/2^^=  1/2  p  ^, 

en  prenant  Tare  iy2^à  la  place  de  son  sinus. 

Cela  étant,  si  le  rayon  de  eourànrê  p  était  connu 
d^une  autre  manière,  on  aurait 


Le  eereU  oêOilatmir  est  celui  qui  a  deui  côtés 
consécutifs  communs  atcc  la  courbe.  Au  point  H, 
ce  cercle  est  donc  celui  qui  passe  par  les  trois 
points  H,  m^  m',  dont  le  centre  se  trouve  à  Tin- 
tersection  0  des  deux  perpendiculaires  élevées 
sor  les  milieux  de  X»  et  mm'  dans  le  plan  de  ces 
deux  éiémens  consécutifs ,  et  qui  a  pour  rayon  la 
droite  mO.  Si  ces  deux  éiémens  sont  supposés 
égaux ,  cette  droite  divisera  Fangle  Mmm'  en  deux 
parties  égales  :  nous  ferons  cette  hypothèse  sans 
crtindre  d'altérer  la  valeur  de  mO;  car  il  est  aisé 
de  voir  f|ae  le  rapport  numérique  des  deux  côtés 
infiniment  petits  Hm  et  eim'  n'influe  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  sur  la  grandeur  de  ce 
rayon  qoi  est,  par  conséquent,  la  même,  soit  qu'on 
prenne  ces  deux  côtés  consécutifs  égaux,  ou  qu'ils 
soient  inégaux. 

La  longueur  des  côtés  Xm  et  mm'  étant  de,  et 


1  = 


dff 


pour  la  valeur  de  l'angle  de  contingenoe  ;  et  réci . 
proquement,  d'après  la  valeur  précédente  de  />  , 
celle  p  sera 


dêi 


"^ 

^  ""    l  (drd*  y  —  dyd»w)*  +  [dzd»  s  —  dxd^  «)•    +  (dydi  e  —  dad>  y)«  J  »/» 
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19.  Pour  acherer  de  connaître  la  nature  intime  f 
de  la  courbe  au  point  quelconque  H,  il  faut  encore  | 
déterminer  aonplo»  oseulatnHr,  c'est-i-dire  le  plan 
des  deux  côtés  consécutifs  Mm  et  mm'. 

Ce  plan  passant  par  le  point  H ,  on  pourra  repré- 
senter son  éqiution  par 

^,  ^,  s'j  étant  les  coordonnées  courantes.  A  cause 
qu'il  doit  aussi  passer  par  les  points  m  et  m',  les 
différentielles  première  et  seconde  de  cette  équa- 
tion ,  satoir  : 

Adr'    +   B<^'    +   Cdj'  =  0, 
Aii«'4-Bd«y'4-Cd^s'=0, 

devront  être  satisfaites  comme  Téquation  même , 
en  j  faisant  y  =9^  y'=y^  «'  =  s;  en  sorte 
que  Ton  aura 

Adv    +  Bc^   4.   Cde  =  0 , 
Ad*tf4.Bd>y4-Ci>j(=0. 

Les  Taleurs  de  A,  B,  G,  qui  remplissent  ces  deux 
conditions  sont ,  comme  il  est  aisé  de  le  Térifieri 

G  =3  D  (ddrd*  y  —  dyd>  s\ 
B  =  D  (dKd>  9  —  dsd^  m\ 
A  =  D  (dyd*  m  —  dlsd*  y); 

D  étant  un  facteur  indéterminé.  En  les  substituant 
dans  réquation  du  plan  osculateur,  et  supprimant 
ce  facteur  commun  à  tous  ses  termes,  elle  devient 

(js*— jb)  {dgd*y^dyd^s)  +  (y'--y)  {dMd^s-'dsd^M) 
-J-  (jp  '  —  «)  {dyd*M  —  dMd*y)  =  0. 

Si  Ton  appelle  x,  fi,  r,  les  angles  que  fait  la  nor- 
male au  plan  osculateur ,  ayec  des  parallèles  aux  | 


axes  des  s,  ff,  m,  menées  par  le  point  ■ ,  on  aura, 
d'après  les  équations  (2)  du  n»  17  , 

cos  X  =  ---  («^*  «  —  ^*^  y)  I 
cosM="r  (dsd*  m  —  dxd^  m)  ,    \    (3) 
cos  f  =—  (dxd«  y  —  dyd»  m) , 

A 

en  désignant  par  h*  la  somme  des  carrés  des  trois 
numérateurs. 

On  déterminera  aussi  Tangle  infiniment  petit 
compris  entre  deux  normales  consécutives,  et  qui 
sera  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs, 
comme  on  a  déterminé  tout  à  Theure  l'angle  de 
deux  tangentes.  En  le  désignant  par  i ,  ou  aura , 
par  un  calcul  semblable  à  celui  du  numéro  pré- 
cédent. 

#■  =  (d.  cos  x)»  +  (d.  cos  /»)•  +  (d.  cos  r)« 

20.  Le  centre  do  courbure  0  se  trouve  à  la  fois 
sur  le  plan  osculateur  et  sur  l'intersection  des 
deux  plans  normaux  consécutifs;  ce  qui  fournit  le 
moyen  de  déterminer  ses  coordonnées  d''après  les 
équations  de  ces  trois  plans ,  qui  sont  maintenant 
connues. 

L'équation  du  plan  normal  en  M  étant  (  d9  17) 

(.•-»)ir  +  (,'-y)  <ly  +  (»'-»)  rfs  =  0, 

celle  du  plan  consécutif  s^en  déduira  en  y  mettant 
X  -f-  d^r^  y  +  dy^  s  -f-  ds,  au  lieu  de  »,  y,  ';  psr 
conséquent ,  la  différentielle  de  l'équation  du  pre- 
mier de  ces  deux  plans ,  prise  par  rapport  à  x,  y,  i, 
savoir  : 


(«•-»)*»+{,'-,)*  y +  (s' 

appartiendra  à  leur  intersection. 
On  tire  de  ces  deux  équations 


— js)d>  s  =df* , 


{a?  ~  s)  {dxd*  y  —  dyd*  s)  =  (s'  —  x)  {dyd»  x  —  dzdf  y)  —  ds*  dy, 
(y*  —  y)  (dyd»  *  —  djrd»  y)  =  (1'  —  «)  (dsd^  x  —  dxd»  *)  —  dt*  dx; 


et  au  moyen  de  l'équation  du  plan  osculateur,  on 
en  conclut 

Mf^M=:JL[dy{dyd^M^dMd»y) 

—  dx  {d%d^x  —  djpd^x)] , 

en  désignant ,  pour  abréger ,  par  p  la  même  expres- 
sion que  dans  le  n»  18.  On  aura  de  même 

y»  — y  =  ^  [d*  (dxd'y  —  dyd>«) 


P* 


—  d%  {dyd»»  —  dxdiy)] , 
x^-^x  =  ~[ds  {dtd^x  —  dxd^M) 

—  dy  {dxd^y  —  dyd»x)]  -, 
ce  qui  fait  connaître  les  trois  coordonnées  x\  y', 
»'  du  centre  de  courbure  0,  et,  par  conséquent, 
le  sens  de  la  courbure  dont  le  rayon  osculateur  ne 
détermine  une  la  grandeur. 


En  ajoutant  les  carrés  de  ces  valeurs  de  s'  —  x^ 
y  —  y^  fi'  —  x^  et  réduisant,  on  a 

(s'-*).  +(y'_y>  +  (x'-,).  =,.  ; 

d'où  il  résulte  que  la  quantité  p  est  la  distance  du 
point  G  au  point  11 ,  ou  le  rayon  de  courbure  MO , 
comme  on  le  savait  déjà. 

21.  Les  formules  des  cinq  numéros  précédeos 
renferment  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  direction  et 
à  la  courbure  d'une  ligne  quelconque ,  plane  on  à 
double  courbure.  Relativement  à  une  surface  quel- 
conque, on  a  aussi  a  considérer  la  courbure  et  la 
direction  de  son  plan  tangent;  quant  à  sa  cour^ 
bure,  je  renverrai  au  Mémoire  que  j'ai  inséré  sur 
ce  sujet  dans  le  21»  cahier  du  Journal  de  PÉeolê 
Polytechnique  ,  et  je  ne  m'occuperai  ici  que  de  ce 
qui  concerne  le  plan  tangent  et  la  normale. 

En  un  point  M ,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y, 


V 
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3j  rëquttîon  dn  plan  tangent  peut  être  représen- 
tée par 

s^j  fj  j^,  étant  les  coordonnées  courantes.  Ce  plan 
dem  aussi  passer  par  tout  autre  point  H'  de  la 
surface ,  infiniment  voisin  de  M  ;  il  faudra  donc 
qu^on  satisfasse  à  cette  éqaation ,  au  moyen  de 
jr'  =  j?  -f-  dx,  y  =  y  «4-  dy,  s'  =  s  -f-  dz,  ou  à  sa 
différentielle  relative  à  s^,  %f,  %\  en  y  mettant 
s,  y,  %,  à  la  place  de  ces  variables.  Par  consé- 
quent ,  on  aura 

Adr  -f-  Bdy  4-  C<2is  =  0. 

L*équation  de  la  surface  donnera 

d%  =  fax  -f-  qdy  \ 

p  et  9  désignant  des  fonctions  connues  de  a^  y,  i. 
L'équation  précédente  devient  dono 

(A  +pC)  Af+(B  +  5C)  i/y  =  0; 

et  comme  elle  doit  subsister  pour  toutes  les  direc- 
tions de  la  droite  MIL',  c*est-à-dire ,  pour  tous  les 
rapports  qu^on  peut  établir  entre  dx  et  dy,  il  fau- 
dra égaler  séparément  à  xéro  les  coefiiciens  de  ces 
différentielles  ;  d*où  il  résultera 

A  +  |)G  =  0,      B-|-9C  =  0. 

Je  tire  de  là  les  valeurs  de  A  et  B,  je  les  substitue 
dans  Téquation  du  plan  tangent ,  et  je  supprime  le 
facteur  commun  C  ;  il  vient 

a'  — s— ^(x'  — flr)-g(y'-y)  =  0. 

SI  a,  h,  c,  sont  les  angles  que  fait  la  normale  au 
point  M|  avec  les  prolongemens  des  coordonnées  x, 
y.  M,  on  aura  diaprés  les  équations  (2)  du  n*>  17, 


ooa  a  = 


CM  5  =  — 


g 

Kl  +/>■  +  «■ 
1 


(4) 


e  := 


l/l  +  p.  +  S' 


Le  radical  sera  positif  ou  négatif  dans  ces  trois 
formules,  selon  que  la  partie  de  la  normale  qu^on 
voudra  considérer,  fera  un  angle  c  aigu  ou  obtus 
avec  la  droite  menée  par  le  point  11 ,  suivant  la  di- 
rection des  M  positives. 

Sn  appelant  «  Télément  de  la  surface  dont  la 
projection  sur  le  plan  des  jt  et  y  est  dxdy^  on  aura 

lijdy  s=  ±  «  cos  o , 

selon  que  o  sera  aigu  ou  obtus  ;  car  cet  élément 
infiniment  petit  en  tout  sens ,  est  compris  dans  le 
plan  tangent  dont  Tinclinaison  sur  le  plan  des  x 
et  y  est  Tangle  e  ou  son  supplément  ;  et  le 
tbcoréaie  du  u9  10  convient  également  à  la  pro- 


jection d^une  surface  plane  infiniment  petite.  Dia- 
prés cela  on  aura 

m  =  dxdy   l/l  +  p*  +  g»  , 

en  regardant  toujours  le  radical  comme  une  quan- 
tité positive. 

Soit  L  une  fonction  donnée  de  x,  y,  s;  repré- 
sentons par 

L  =  0, 

Téquation  de  la  surface  que  Ton  considère  ;  en  la 
différentiant  successivement  par  rapport  à  j;  et  à  y^ 
on  aura 


dl 


dL 


dl 


dl 


Je  tire  de  là  les  valeurs  de  p  et  q,  et  je  les  sub- 
stitue dans  Téquation  du  plan  tangent  qui  prend 
la  forme 

En  même  temps ,  les  formules  (4)  deviennent 
dl  dl  dl 


En  faisant ,  pour  abréger, 


2d.  Je  placerai  ici  une  remarque  qui  sera  utile 
pour  vérifier  ou  déduire  les  unes  des  autres  les 
formules  analogues  qui  répondent  à  différons  axes. 

Supposons  que  dans  une  question  tout  soit 
semblable  à  Tégard  des  trois  aies  des  coordon- 
nées X,  y,  s.  Si  Ton  a  une  équation  X  =  0,  relative 
à  Taxe  des  x,  il  en  existera  une  semblable  Y  ==  0 , 
qui  répondra  à  Taxe  des  y,  et  une  troisième  Z=0, 
relative  à  Taxe  des  s;  et  ces  deux  autres  équations 
T  =  0  et  Z  =  0  ,  se  déduiront  de  X  =r  0,  par  de 
simples  cbangemens  de  lettres.  Or,  voici  comment 
ces  permutations  devront  s^effectuer. 

On  mettra  dans  X  toutes  les  quantités  relatives 
à  Taxe  des  x,  à  la  place  des  quantités  analogues 
qui  répondent  à  Taxe  des  y,  puis  celles-ci  à  la  place 
de  celles  qui  répondent  à  Taxe  des  i ,  et  enfin ,  ces 
dernières  quantités  à  la  place  des  premières ,  qui 
répondaient  à  Taxe  des  x.  Par  cette  permutation 
tournante,  on  déduira  Z  de  X;  par  une  seconde 
permutation  de  la  même  nature,  effectuée  sur  Z, 
on  obtiendra  T  ;  et  par  une  troisième  permutation 
tournante ,  effectuée  sur  Y,  on  retrouverait  X. 

S'il  s'agit ,  par  exemple ,  des  équations  (3)  dn 
no  19,  dont  la  première  répond  à  Taxe  des  x,  la 
seconde  à  Taxe  des  y,  et  la  troisième  à  Taxe  des  m, 
j'écrirai  sur  une  même  ligne ,  mais  en  deux  par- 
ties ,  les  coordonnées  x,  y,  i,  et  les  angles  x ,  /* ,  t , 
qui  leur  correspondent  respectivement;  pnis  ,  sur 
une  seconde  ligne,  je  disposerai  ces  six  quantités, 
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atiwi  en  deux  partial ,  et  dans  un  ordre  différent , 
de  sorte  qa^on  ait 


*i  fi  *» 

*f  «1  y» 


À  y  M  t  '  i 


r  ,  X  ,  ^. 


Gela  fait,  Je  remplacerai  dans  la  première  équa- 
tion (3) ,  chacune  des  quantités  de  la  ligne  supé- 
rieure par  la  quantité  correspondante  de  la  ligne 
inférieure;  par  cette  permutation ,  h  ne  changera 
pas,  et  Ton  obtiendra  la  troisième  équation  (3).  Je 
mettrai  de  nouTcau,  dans  celle-ci,  les  quantités 
de  la  ligne  inférieure  à  la  place  de  celles  qui  leur 
correspondent  dans  la  ligne  supérieure;  ce  qui 
donnera  la  seconde  équation  (3)  ;  et  en  opérant  de 
même  sur  cette  équation ,  on  retrouvera  la  pre- 
mière équation  (3) I  d'où  Ton  est  parti. 

Chacune  de  ces  opérations  revient  à  un  change- 
ment d'axes  des  coordonnées  dans  lequel  on  fait 
d*abord  tourner  les  aies  des  m  et  des  y  dans  leur 
plan ,  de  manière  que  l'axe  des  x  positives  vienne 
tomber  sur  Taxe  des  y  positives  ,  puis  celui-ci  sur 
l'axe  des  s  négatives  ;  et  où  Ton  fait  tourner  en- 
suite cet  axe  des  y  positives,  ainsi  déplacé,  et 
l'axe  des  m  positives,  de  manière  que  le  premier 
vienne  tomber  sur  l'axe  des  i  positives;  puis  celui- 
ci  sur  l'axe  primitif  des  s  positives  ;  en  sorte  que , 
finalement ,  chaque  axe  des  coordonnées  positives 
ait  pris  la  place  d'un  autre  axe  des  coordonnées 
positives.  Cest  pour  cela  que  les  équations  rela- 
tives aux  trois  axes  des  coordonnées  se  déduisent 
l'une  de  l'autre  par  de  simples  permutations  de 
lettres,  et  sans  aucun  changement  de  signe  ;  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  si  l'on  ne  permutait  pas  simultané- 
ment les  trois  coordonnées  et  les  quantités  qui  s'y 
rapportent  de  la  manière  qu'on  vient  d'indiquer. 

as.  Yaici  encore  une  observation  générale ,  par 
laquelle  je  terminerai  cette  introduction. 

Les  équations  que  nous  aurons  à  considérer  ren- 
fermeront des  nombres  abstraits,  tels  que  le 
nombre  ir ,  les  logarithmes,  les  lignes  trigonomé- 
triques ,  etc. ,  elles  contiendront ,  en  outre  ,  d'au- 
tres quantités  de  diverses  natures,  qui  y  seront 
aussi  représentées  par  des  nombres  exprimant  leurs 
rapports  à  des  unités  choisies  arbitrairement, 
pourvu  que  chaque  unité  soit  la  même  pour  toutes 
les  quantités  d'une  même  espèce.  Or ,  en  changeant 
la  grandeur  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  les 
nombres  qui  expriment  les  quantités  correspon- 
dantes ,  varieront  en  raison  inverse  de  cette  gran- 
deur; et,  malgré  ce  changement  tout-à-fait  arbi- 
traire ,  les  équations  qui  les  renferment  devront 
encore  subsister.  Il  faudra ,  pour  cela ,  que  leur 
forme  remplisse  certaines  conditions ,  faciles  à  vé- 
rifier dans  chaque  cas  particulier ,  et  qu'on  appelle, 
dans  l'acception  la  plus  étendue,  les  conditions  de 
VhomogMità  des  pumHtiê.  Toute  équation  qui 
n'y  satisfera  pas  sera,  par  cela  seul,  inexacte,  et 
devra  être  rejetée. 


Ainsi ,  en  indiqnaut  |>ar  F  une  fonction  donnée , 

supposons  qu^on  ait 

F  C/i  f,"  ^  f,'  «#  <•••  *.  ^-O  =  ^i     (•) 

f,fj-'.  désignant  des  forces,  l,  f,.,.  des  lignes,.- 
m,mf,.„  des  masses  ,  t,  t',...  des  temps.  Si  Ton  re- 
présente par  n,  n',  n*',  n"\  des  nombres  abstraite, 
et  que  l'on  diminue  à  la  fois  l'unité  de  force  dans 
le  rapport  de  un  à  n,  l'unité  linéaire  dans  le  rap- 
port de  un  è  n'^  l'unité  de  masse  dans  le  rapport 
de  un  à  «"  ,  l'unité  de  temps  dans  le  rapport  de  nn 
à  «'",  les  nombres/^/* ,...  I,  f ,...  m,  »',...  #,  /,... 
deviendront  nf^  ^f»"'  *''>  n*l,„.  n''m,n''wif,.., 
n"'t,  n'"  if,*.;  et  l'équation  (a)  devra  encore  avoir 
lieu ,  c'est-à-dire ,  qu'on  devra  encore  avoir 

quels  que  soient  n,  n\  wf',  n"'.  Si  l'équation  (a) 
fermait  des  surfaces  $,  t',...  et  des  volumes  9,  e',... 
leurs  dimensions  devraient  être  rapportées  à  la 
même  unité  que  les  lignes  l,  t,,,.,  et  cet  quan- 
tités 9,  ê',.,  V,  o',...  deviendraient  conséquen- 
ment  n'»  #*,  »'•  #*,...  n'*  v,  n'*  »',...  par  le  dian- 
gement  de  cette  unité. 

i'éqnation  du  n»  18,  qui  donne  la  valeur  de  f, 
satisfait  évidemment  à  cette  condition  ;  car  elle  ne 
renferme  que  des  lignes  finies  ou  infiniment  petites 
f,  de,  dx,  djf,  d%,  d»  s,  d»y,  d^  i;  et  quand  on 
change  Tunité  linéaire  et  qu'on  multiplie ,  eonune 
on  vient  de  le  dire ,  chacune  de  ces  lignes  par  nn 
même  nombre  n\  ce  nombre  disparait  et  Téquation 
n'est  pas  changée.  Celle  du  même  numéro ,  d'où 
dépend  la  valeur  de  i*  ,  satisfait  également  à  la 
condition  de  l'homogénéité,  en  observant  que  l«  est 
un  nombre  abstrait  qui  ne  change  pas ,  non  plus 
que  cette  valeur,  avec  la  grandeur  de  l'unité  li- 
néaire. 

Il  sera  impossible  que  l'équation  (a)  ne  renferme 
qu'une  seule  quantité  d'une  même  espèce;  lors* 
qu'elle  en  contiendra  deux,  par  exemple  deux 
forces /et/',  et  qu'on  la  réMudra  par  rapport  à 
l'une  d'elles ,  ce  qui  donnera 

il  faudra ,  pour  l'homogénéité  des  quantités ,  que/ 
soit  facteur  à  tous  les  termes  de  la  nouvelle  fonn» 
tion  F,  ou ,  autrement  dit ,  il  fendra  qu'on  ait 

N  étant  nn  facteur  qui  ne  contiendra  aucune  quan- 
tité de  la  nature  de/ et/'  et  ne  variera  plus  avec 
l'unité  de  force. 

Quelquefois  le  principe  de  l'homogénéité  des 
quantités  paraîtra  n'avoir  pas  lieu,  parce  qu'on 
aura  pris  pour  unité  de  force  l'une  des  forces  que 
l'on  considère  dans  la  question  ,  ou  bien  pour  unité 
linéaire  la  distance  de  deux  des  pointa  matériels 
dont  on  s'occupe,  on  bien  pour  unité  de  masse 


HmODTTCTIOIf. 


iO 


celle  de  l'on  dei  corpt  du  problème,  etc.  Mail 
lion,  si  Ton  cbange  arbitrairement  ces  unités , 
et  que  la  force ,  la  ligne ,  la  masse ,  le  temps ,  quVn 
avait  d'abord  pris  pour  nnités ,  soient  maintenant 
eiprimés  par  f ,  x,  /*,  9,  les  autres  quantités  de 
ces  différentes  natures  qui  entrent  dans  Téqua- 
tion  (a)  deviendront 


-  m     m 


I 


»      >- 

X         X 


il  faudra  donc  qu^on  ait 
F 


V  ç    p      XX      A»/»      sei 

équation  qu^on  pourra  écrire  ainsi 

et  qui  devra  maintenant  satisfoire  à  la  condition  de 
Thomogénéité  :  Fi  indique  ici  une  fonction  qui  se 
déduira ,  dans  cbaque  cas ,  de  la  fonction  donnée  T. 
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DE    LA    COMPOSITION    ET   DE   L  EQUILIBRE   DS8   FORGES   APPLIQUEES 

▲    UN    MEME    POINT. 


24.  Lorsqn^an  point  matériel  est  soumis  à  Tsc- 
tion  simultanée  de  plusieurs  forces  qui  ne  se  font 
pas  équilibre ,  il  se  meut  suivant  une  direction  dé- 
terminée ,  et  Ton  peut  attribuer  le  mouTementqu^il 
prenid,  à  une  force  unique  agissant  suivant  cette  di- 
rection. Cette  force  est  ce  qu^on  appelle  la  rèsul' 
tante  des  forces  qui  ont  mis  le  mobile  en  mouve- 
ment,  et  celles-ci  sont  nommées  les  oomposantes 
de  la  première.  Appliquée  en  sens  contraire  de  sa 
direction ,  la  résultante  fait  équilibre  aux  compo- 
santes ,  puisqu'elle  tend  à  imprimer  au  mobile  un 
mouvement  égal  et  contraire  à  celui  qu'il  recoTrait 
de  Faction  simultanée  des  oomposantes ,  et  qu'il 
n'y  a  pas  de  raison ,  par  conséquent,  pour  qu'il  se 
meuire  plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre. 

Si  toutes  les  composantes  sont  dirigées  suivant 
une  même  droite,  et  agissent  dans  le  même  sens, 
il  suit  de  la  notion  que  nous  avons  donnée  de  la 
mesure  des  forces  (n»  5),  que  la  résultante  sera 
égale  à  leur  somme.  Si  le  mobile  est  sollicité  par 
deui  forces  directement  contraires,  on  décomposera 
la  plus  grande  en  deux  autres ,  dont  l'une ,  égale  à 
la  plus  petite ,  sera  détruite  par  celle-ci ,  et  dont 
l'autre ,  égale  à  l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  plus 
petite ,  sera  la  résultante.  On  conclut  de  ces  deux 
propositions  que  s'il  y  a  un  nombre  quelconque  de 
composantes ,  dirigées ,  en  partie  suivant  une  droite, 
et  en  partie  suivant  son  prolongement ,  la  résultante 
sera  égale  à  la  somme  de  celles  qui  agissent  daus 
un  même  sens ,  moins  la  somme  de  celles  qui  agi»> 


sent  en  sens  contraire ,  et  qu'elle  agira  dans  le  sens 
de  la  plus  grande  somme.  Quand  les  deux  sommes 
seront  égales ,  la  résultante  sera  nulle,  et  les  forces 
données  se  feront  équilibre. 

25.  Il  y  a  un  autre  cas  dans  lequel  on  détermine 
aussi  très  aisément  la  grandeur  et  la  direction  de 
la  résultante. 

Soient  HA ,  KR ,  MG  (iig.  6),  les  directions  de 
trois'  forces  égales  appliquées  au  point  M  ;  suppo* 
sons  ces  forces  comprises  dans  un  même  plan ,  et 
les  trois  angles  AHB,  BMC ,  CMA ,  égaux  entre  eux , 
ou  chacun  à  120o;  le  point  M  demeurera  en  équili- 
bre ^  car  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour  qu^il  sortit 
du  plan  des  trois  forces ,  ni  pour  qu'il  se  mit  en 
mouvement  plutôt  dans  l'un  que  dans  l'autre  de 
ces  trois  angles.  Chacune  des  trois  forces  sera  donc 
égale  et  contraire  à  la  résultante  des  deux  autres. 
Or,  si  Ton  prend  sur  les  directions  MA  et  MB  de 
deux  d'entre  elles  des  lignes  égales  MG  et  ME,  pour 
représenter  leurs  intensités,  et  quon  achève  le 
losange  GMHK,  la  diagonale  MR.  tombera  sur  le 
prolongement  MD  de  MC  ;  l'angle  MGK  sera  de  6(h>, 
comme  chacun  des  deux  autres  angles  du  même 
triangle,  qui  sera  équilatéral;  on  aura  donc  MK  = 
MG  ;  par  conséquent  la  diagonale  MK  du  losange 
construit  sur  les  deux  forces  MG  et  MH  représente, 
en  grandeur  et  en  direction ,  la  résultante  de  ces 
deux  forces. 

Cette  proposition  est  comprise  dans  une  autre 
que  nous  allons  d'abord  démontrer  dans  le  cas  de 
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deys  forcet  égales ,  dont  les  directions  font  nn 
angle  qnelconqne ,  et  que  nous  étendrons  ensuite 
i  des  forces  inégales. 

26.  La  résultante  de  denx  forces  égales  conpe  tou- 
jours en  deux  parties  égales  Tangle  compris  entre 
leurs  directions  ;  car  il  n*y  aurait  pas  de  raison  pour 
qn*e]1e  se  rapprochAt  davantage  de  Tune  de  ces 
deux  forces ,  ni  pour  que  sa  direction  s^écartAt  de 
lenr  plan  plutôt  d'an  côté  que  de  l'autre  :  sa  direc- 
tion est  donc  connue ,  et  nous  n^aurons  que  sa 
grandear  à  déterminer. 

Soient ,  pour  y  parrenir,  MA  et  MB  (fig.  6)  les 
directions  des  composantes  dont  la  valeur  commune 
sera  représentée  par  P.  Soient  aussi  2s  Tangle 
AMB ,  et  MD  la  direction  de  la  résultante,  de  sorte 
qu*on  ait  AMD  =  BMD  =  jr.  Son  intensité  ne  peut 
dépendre  que  des  quantités  P  et  s;  en  la  désignant 
donc  par  R ,  nous  aurons 

R=/(P,«). 

Dsns  cette  équation ,  K  et  P  sont  les  seules  quan- 
tités dont  l'expression  numérique  Tarie  avec  l'unité 
de  force  ;  diaprés  le  principe  de  rhoroogénéité  des 
quantités  (no  23],  il  faut  donc  que  la  fonction 
/(P ,  tf)  soit  de  la  forme  Vpx.  Ainsi  l'on  a 

R  =  Pfjr; 

et  la  question  se  réduit  à  déterminer  la  forme  de  la 
fonction  fs. 

Pour  cela ,  je  mène  arbitrairement  par  le  point 
M  les  quatre  lignes  MA',  HA",  MB\  MB"  ;  je  sup. 
pose  les  quatre  angles  A'MA,  A"MA,  B'MB,  B'MB, 
^nx  entre  eux ,  et  je  représente  chacun  d'eux  par 
s.  Je  décompose  la  force  P  dirigée  suivant  H  A ,  en 
deux  forces  égales  dirigées  suivant  BIA'  et  MA", 
c'est*à-dire  que  je  regarde  la  force  P  comme  la  ré- 
soltante  de  deux  forces  égales  dont  la  valeur  est 
inconnue  et  qui  agissent  suivant  MA'  et  HA"  j  en 
désignant  cette  valeur  par  Q,  j''aurai 

P  =  Q*«; 

ear  il  doit  exister  entre  les  quantités  P,  Q,  s>  la 
oiénie  relation  qu'entre  les  quantités  R ,  P,  *-  Je 
décompose  de  mémo  la  force  P  dirigée  suivant  MB, 
en  deux  forces  Q,  dirigées  suivant  MB' et  MB^';  de 
cette  manière ,  les  deux  forces  P  se  trouvent  rem- 
placées par  les  quatre  forces  Q;  par  conséquent,  la 
résultante  de  celles-ci  devra  coïncider,  en  grandeur 
st  en  direction ,  avec  la  force  R ,  résultante  des 
deax  forces  P. 

Or^  en  appelant  Q'  la  résultante  des  deux  forces 
Q,  dirigées  suivant  MA'  et  MB',  et  observant  que 
4'MD  =  B'MD  =  s  —  s^  cette  force  Q'  sera  dirigée 
suivant  MD,  et  l'on  aura 

Q'  =  Q*  (*  -  1). 

Be  même ,  la  résultante  des  deux  autres  forces  Q 
sera  encore  dirigée  suivant  MD,  puisque  cette  droite 
f  OQpe  aussi  Tangle  A"MB"  en  deux  parties  égales  ; 


0t  àoatte  d«  A"MD=c  B"MDss  s  4.  s^  omara 

Q"  =  Q»(«  +  s); 

Q"  désignant  cette  seconde  résultante.  Les  deux 
forces  Q'  et  Q"  étant  dirigées  suivant  la  même 
droite  MD,  leur  résultante ,  qui  est  aussi  celle  des 
quatre  forces  Q,  sera  donc  égale  à  lenr  tomme;  par 
conséquent,  on  doit  avoir 

R  ==  (y  +  Q''. 
Mais  on  a  déjà 

R  ==  Vpx  =  Qf  sf  X  ; 

et  en  substituant  cette  valeur  de  R  et  celles  de  Q' 
et  Q''  dans  l'équation  précédente ,  et  supprimant  le 
facteur  Q  commun  à  tous  les  termes,  il  vient 

MM  s=  f  («  4.  1)  +  ♦  (»  —  a),    (l) 

Cest  cette  équation  qui  nous  reste  à  résoudre  pour 
en  déduire  l'expression  de  m* 
27é  On  voit  d'obord  qu'on  y  satisfait  en  prenant 

PS  =  2  cos  as  ; 

a  étant  une  constante  arbitraire ,  de  sorte  qu'on  ait, 
en  même  temps , 

M  =  2  cos  as, 
9  {s  +  m)  :=  2  coi  a  {s  +  m), 

p  {s  —  s)  =  2  cos  o  (jp  —  s)  ; 

et  effectivement ,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans 
Téquation  (1),  on  obtient  Téquation  connue 

2  cos  ax  cos  as  =  cos  a  (x  -|-  a)  4-  cos  a  (s  —  1). 

Or  je  dis  que  cette  expression  de  la  fonction  pa 
est  la  seule  qui  satifasse  A  l'équation  (1),  ot  que  de 
plus ,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  la  constante 
a  est  Punité ,  en  sorte  que  l'on  a 

f  jr  =  2  cos  s.  (2) 

Gela  est  évident  quand  «  =  0;  car  alors  les  di- 
rections des  deux  forces  P  coïncident  et  la  résul- 
tante R  est  égale  A  2P,  ce  qui  suppose  ps  =  2.  Ad- 
mettons qu^il  y  ait  une  autre  valeur  «^  des,  pour 
laquelle  on  ait  aussi  f  «  =  2  cos  «  ;  je  dis  que  Té- 
quation  (2)  subsistera  également  pour  tontes  les 
valeurs  2«,  3«,  4«,....,  l/d«,  1/4 «,  1/8 «,  ...., 
de  JT ,  et  généralement  pour 


s  =Z 


2" 


w 


as  et  11  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

En  effet,  si  l'équation  (2)  ae  vériBe  pour  les  trois 
angles  jr^a^c— s^de  manière  qu'on  ait 


l 


r=2coss,  fs=2coss,  p[s — s)=2  cos  (jr— >i), 

elle  aura  encore  lieu  pour  un  quatrième  angle  sr-f>a; 
car,  en  vertu  de  l'équation  (1),  on  aura  alors 

p  (S'\'  s]=z4  cos  s  cos  1  —  2  cos  (s  "  s)  ; 

équation  qui  se  réduit  A 

p  [s  +  m)  =  2  eut  (s  +  a). 
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nurrÉ  de  hêcahique. 


Ainsi  réqnaiion  (2)  ayant  lien  pour  s  =  0  et  s  =  «^ 
il  s'ensuit  quVlle  subsiste  pour  s  =  2«;  ayant 
lieu  pour  s  :=  «  et  «  =  2«  ,  elle  subsistera  pour 
gs=Z»\  et,  encontinant  de  même,  on  verra  quVlle 
anra  lieu  pour  gz=:ma. 
Je  fais  maintenant  iii«=C  ;  on  aura  donc 

9  C  =  2  cos  C  ; 

et  de  là  on  conclura  que  Tëqtiation  (2)  aura  encore 
lieu  pour  s  =  1/2  C  ;  car  en  faisant  jr  =  «  r=  1/^  C, 
Tëquation  (1)  deiriendra 

(9  1/2  Qt  =  a  cos  C  4-  2  i 

d^où  Ton  tire 

^ly^C  =  2  cos  1/2C. 

En  faisant  ensuite  s  =?  i=  1/4  C,  on  aura ,  diaprés 
Téquation  (1)  et  cette  dernière , 

(9  1/4 C}*  =  2 cos  1/2 C  +  2,  «l/4C=s2cos1/4C; 

et,  en  continuant  ainsi,  Tëquation  (2)  sera  démon- 

C 

trëe  pour  «==  — ,  c^est-à-dire ,  pour  toutes  les 

2" 
valeurs  de  s  comprises  dans  la  formule  (3). 

Or,  les  nombres  m  et  n  étant  aussi  grands  quVn 
voudra,  et  pouvant  même  devenir  infinis,  on  peut 
faire  croître  ces  valeurs  de  f  par  degrës  infiniment 
petits.  La  formule  (3)  comprend  donc  toutes  les 
valeurs  possibles  de  Tangle  Sj  et  Tëquation  (2) 
est  complètement  dëmontrëe,  si  toutefois  elle  est 
vraie  pour  une  valeur  particulière  s ::=«,  diffë- 
rente  de  zëro.  Hais,  d'après  le  théorème  du  n**  26 , 
la  résultante  R  est  égale  à  P,  dans  le  cas  de  j;=60<>j 
on  a  donc  alors 

^x  =  1  =  2  cos  60»  ; 

donc  rëqnation  (2)  a  lieu  pour  «=60o,  et  consé- 
quemment  pour  toutes  les  valeurs  de  jr. 
28.  lu  moyen  de  cette  équation,  on  aura 

R  =  2P  cos  «. 

Si  donc  la  résultante  R  et  les  deux  composantes  P 
sont  représentées ,  comme  dans  le  n^  25 ,  par  des 
droites  prises  sur  leurs  directions  respectives ,  à 
partir  de  leur  point  ^^applicatinn ,  la  force  R  sera 
le  Rouble  de  la  projection  de  P  sur  sa  direction , 
ou  égale  a  la  diagonale  du  losange  construit  sur 
les  deux  forces  P. 

Soient  maintenant  dcui  forces  inégales  P  et  Q , 
appliquées  au  point  H  (  fig.  7  )  suivant  les  direc- 
tions MA  et  MB  ;  représentons  leurs  intensités  par 
les  lignes  HG  et  MH,  prises  sur  leurs  directions,  et 
achevons  le  parallélogramme  SG&H  :  il  y  aura 
deux  cas  à  considérer ,  le  premier  où  Tangle  AKB 
sera  droit ,  le  second  où  il  sera  aigu  ou  obtus. 

Dans  le  premier  cas ,  tirons  les  deux  diagonales 
JHK  et  GH  qui  se  coupent  au  point  L  ;  par  les  points 
G  et  H ,  menons  les  parallèles  GN  et  HO  à  ML,  qui 
rencontrent  en  Pi  et  0  la  parallèle  à  GH,  menée  par 
le  point  M.  Le  point  L  est  le  milieu  de  MK  et  de 


GH;  et  comme,  dans  un  rectangle,  les  deux  dia- 
gonales sont  égales,  il  s^ensuit  qu^on  a 

GL  r=  LH  =  LM  =  LK. 

Les  deux  parallélogrammes  GLMPI  etHLMO  sont 
donc  des  losanges }  par  conséquent,  d'après  la  pro- 
position précédente,  la  force  HG  pourra  être  re- 
gardée comme  la  résultante  des  deux  forces  MIC 
et  ML ,  et  la  force  MH  comme  la  résultante  de  MO 
et  ML.  Donc ,  en  substituant  aux  deux  forces  don- 
nées leura  composantes ,  nous  aurons ,  au  lieu  de 
MH  et  MG,  les  deux  forces  MN  et  MO,  qui  se  détrui- 
sent, puisqu'elles  sont  égales  et  contraires,  et  les 
deux  forces  ML,  qui  s^ajoutent  et  donnent  une  ré- 
sulunte  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  MK. 

Dans  le  second  cas ,  menons  par  les  points  G  et 
H  (fig.  S),  les  perpendiculaires  GE  et  HT  à  la  dia- 
gonale MK ,  et  les  parallèles  Gif  et  HO  à  cette 
même  droite  ;  par  le  point  M ,  menons  aussi  la 
perpendiculaire  RMO  à  cette  droite  MK.  Les  deux 
parallélogrammes  GEMIf  et  HFMO  seront  des  rec- 
tangles qui  auront  leurs  côtés  MN  et  MO  égaux, 
comme  étant  les  hauteurs  des  deux  triangles  égaux 
GMK  et  HMK.  D'après  le  premier  cas ,  on  pourra 
remplacer  les  forces  MG  et  MH  par  leurs  compo- 
santes rectangulaires  ME  et  MN,  MF  et  MO  ;  au  lieu 
des  deux  forces  données,  on  aura  donc  les  deux 
forces  MU  et  MO^  qui  se  détruiront ,  comme  étant 
égales  et  contraires ,  et  les  deux  forces  V£  et  MF 
de  même  direction ,  qui  s'ajouteront  et  donneront, 
a  cause  de  ME  =  FK ,  une  résultante  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  MK. 

Concluons  donc  que  la  résultante  de  deux 
forces  quelconques,  appliquées  en  un  même  point 
et  représentées  par  des  lignes  prises  sur  leors  di- 
rections à  partir  de  ce  point,  est  représentée,  en 
grandeur  et  en  direction ,  par  la  diagonale  dn 
parallélogramme  construit  sur  les  deux  forces 
données. 

20.  Voici  les  conséquences  qui  se  déduisent  le 
plus  immédiatement  de  ce  théorème. 

On  voit  d'abord  que  toutes  les  questions  qn'on 
peut  proposer  sur  la  compotilion  de  deux  forces 
en  une  seule  et  sur  la  dècompogUûm  d'une  forœ 
en  deux  autres,  sont  ramenées  à  la  résolution  d'un 
triangle.  En  effet ,  les  grandeurs  de  la  résultante 
et  des  deux  composantes  sont  représentées  par  les 
trois  côtes  MK ,  MG ,  GK,  du  triangle  MGK  ;  et  les 
trois  angles  de  ce  triangle  sont  ceux  que  fait  la 
résuUonte  avec  chacune  des  composantes  et  le 
supplément  de  l'angle  compris  entre  les  deux  com- 
posantes. Il  s'ensuit  donc  que  trois  de  ces  six 
choses,  les  trois  forces  et  les  trois  angles  compris 
entre  leura  directions,  étant  données,  on  trouiiera 
les  trois  autres  en  résolvant  le  triangle  MGK  ;  ce 
qui  suppose  une  force  au  moins  au  nombra  des 
données.  Par  exemple,  soient  P  et  Q  les  valeurs  des 
deux  composantes,  et  m  l'angle  compris  entre 
leurs  directions  j  on  demande  leur  résultante  R 
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et  Tangle  s  quelle  fait  aveo  la  force  P.  On  aura 
d*abord  Tëquatîon 

R«  =  Pa  4-  Qs  ^.  2PQ  cos  m , 

pour  déterminer  la  valeur  de  R  ;  et  celle  de  s  so 
déduira  de  cette  proportion  : 

tin  dr  !  fin  m  :  :  Q  :  R. 

Si  Tëquilibre  a  lieu  entre  trois  forces  P ,  Q  i  S , 
appliquées  en  un  même  point  H  (fig.  0) ,  suitant 
les  directions  HA,  MB  ,  MC,  il  faut  que  chacune  de 
ces  forces  soit  égale  et  directement  opposée  à  la 
résultante  des  deux  autres  ;  et  comme  cette  résul- 
tante est  comprise  dans  le  plan  de  ces  deux  forces, 
il  s^ensuit  d*abord  que  les  trois  forces  données 
doivent  aussi  être  dans  un  même  plan.  Soit  HD  le 
prolongement  de  VC;  la  résultante  deP  et  Q  sera 
dirigée  suivant  MB,  et  si  on  la  représente  par  R,  on 
aura  R=S.  D*ailleurs,  en  comparant  la  force  R  à 
chacune  de  ses  composantes,  on  a,  d'après  ce  qu^on 
vient  de  dire, 

R  :  Q  :  :  lin  AMB  :  sin  AMD , 
R   :  P  :  :  sin  AMB  :  sin  BMD  ; 

à  oâuse  de 

siu  AMD  =  sin  AMG ,     sin  BMD  =  sin  BMC , 

il  en  résultera  donc 

S   :   Q  :  P  :  :  sin  AMB  :   sin  AMG  :  sin  BMC  ; 

ce  qui  montre  que  quand  trois  forces  sont  en  équi- 
libre autour  d'un  même  point,  la  grandeur  de 
diaenne  d'elles  peut  être  représentée  par  le  sinus 
de  Tangle  compris  entre  les  directions  des  deux 
autres. 

Du  point  0,  pris  sur  la  direction  de  la  résultante 
I  ou  sur  son  prolongement,  j^abaisse  des  perpen- 
dicalairea  0£  et  OF  sur  les  directions  des  compo- 
santes P  et  Q  ;  on  aura 

OK  =  MO  sin  AMD ,    OF  =r  MO  sio  BMD. 

Si  donc  on  multiplie  par  MO  les  deux  derniers 
tcnnea  de  la  proportion 

P  :  Q  :  :  sin  BMD  :  sin  AMD , 

il  en  résultera 

P  :  Q  ::  OF  :  OB; 

ea  sorte  que  les  composantes  sont  en  raison  in- 
verse des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs 
directions ,  d^un  point  quelconque  appartenant  à 
U  direction  de  la  résultante.  Réciproquement,  si 
les  composantes  P  et  Q  sont  en  raison  inverse  des 
perpendiculaires  0£  et  OF,  abaissées  sur  leurs 
directions ,  d^un  point  0  pris  dans  leur  plan ,  ce 
point  appartiendra  i  la  direction  de  la  résultante; 
eoTy  en  divisant  par  MO  les  deux  derniers  termes 
de  la  dernière  proportion,  on  obtient  la  précédente, 
^  déterraioe  cette  direction. 
30.  La  rëaoltaute  de  deux  forces  étant  connue , 


il  est  aisé  d*en  déduire  celle  d'un  nombre  quel- 
conque de  forces  appliquées  à  un  même  point  et 
situées  ou  non  situées  dans  un  même  plan.  On 
prendra  d'abord  la  résultante  de  deux  de  ces 
forces;  ensuite,  on  composera  cette  résultante 
avec  une  troisième  force ,  ce  qui  donnera  une  se- 
conde résnitante ,  que  Ton  composera  de  même 
avec  une  quatrième  force  ;  et  Ton  continuera  de 
même  jusqu'à  ce  qu*on  ait  épuisé  toutes  les  for- 
ces données.  Dans  cette  construction  ,  il  est  aisé 
de  voir  que  si  les  grandeurs  de  toutes  les  forces 
sont  représentées  par  les  côtés  d'une  portion  de 
polygone ,  parallèles  à  leurs  directions  et  tracées 
dans  le  sens  de  leurs  actions ,  la  résultante  sera 
représentée ,  en  grandeur  et  en  direction ,  par  la 
droite  qui  joindra  les  deux  extrémités  de  cette 
ligne  brisée  et  fermera  le  polygone.  L'ordre  dans 
lequel  les  côtés  parallèles  aux  forces  se  succéderont, 
sera  indifférent.  Quand  le  polygone  se  fermera  de 
lui-même,  la  résultante  sera  nulle ,  et  les  forces 
données  se  feront  équilibre. 

Il  suit  de  là  que  quand  les  forces  données  sont 
au  nombre  de  trois ,  non  situées  dans  un  même 
plan,  leur  résultante  est,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, la  diagonale  du  parallélépipède  dont  ces  trois 
forces  sont  les  côtés  adjacens. 

31.  On  peut  effectuer  d'une  manière  plus  sim- 
ple cette  réduction  d*un  nombre  quelconque  de 
forces  à  une  seule ,  en  considérant  d'abord  le  cas 
particulier  de  trois  forces  rectangolaires ,  auquel 
on  ramène  ensuite  le  cas  général. 

Soient  X ,  T ,  Z ,  les  trois  composantes,  R  leur 
résultante,  a,  h,  o  les  angles  qu^elle  fait  avec 
X,  Y,  Z.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  R  est  la 
diagonale  du  parallélépipède  dontX,  T,  Z  sont 
les  trois  côtés  adjacens;  or,  ce  parallélépipède 
étant  rectangle,  il  s^ensuit  qu*on  aura 

Rt  =  X>  +  T>  -I-  Z>  .  (fl) 

11  en  résulte  aussi  que  si  Ton  joint  Textrémité  de 
la  diagonale  R  à  celles  des  trois  côtés  X,  T,  Z,  on 
formera  trois  triangles  rectangles,  dont  R  sera 
l'hypoténuse  commune;  d*où  Ton  conclura 

X  =  Rcosa,    Y  =  Rcosô,    Z  =  Rcosc;    (&) 

équations  qui  s^accordent  avec  la  précédente ,  à 
cause  que  les  trois  angles  a,  6,  e,  sont  liés  entre 
eux  par  cette  équation  (n»  6) 

cos*  a  4"  cos*  h  -|-  cos>  o  =:  1. 

Lorsque  les  oomposantes-X,  T,  Z,  seront  don- 
nées, Téquation  (a)  fera  connaître  la  valeur  de  la 
résultante ,  et  les  équations  (6)  en  détermineront 
la  direction  au  moyen  des  trois  angles  a,  h,  c;  si| 
au  contraire,  la  force  R  est  donnée,  et  quUl  s'agisse 
de  la  décomposer  en  trois  forces  rectangulaires 
X,  T,  Z ,  qui  fassent  avec  elle  des  angles  donnés 
a^  h^  e,  les  valeurs  des  forces  demandées  seront 
immédiatement  déterminées  par  les  Téquations  (6). 

Si  Tune  des  composantes,  la  force  Z  par  exom- 


so 
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pie,  est  ntiUe,  A  n^etC  plue  U  léfoltentê  qae  des 
deni  forces  X  et  T3  elle  est  eomprîse  dins  leur 
plan ,  et  sa  direction  dépend  seulement  des  denz 
angles  a  et  h.  Ces  angles  et  la  valeur  de  R  sont 
alors  déterminés  par  les  équations 

R*ssX>4-T«,    X  =  R  cos  a,    Y=:Rcosi. 

82.  Supposons  aclucUement  que  M  (fig.  !■«) 
soit  le  point  d*applicaiion  d'un  nombre  quelconque 
(le  forces  données.  Représentons  ces  forces  par 
P,  F,  P",  etc.  ;  et,  pour  fixer  les  idées ,  supposons 
que  la  droite  MB  soit  U  direction  de  la  force  P. 
Les  directions  des  autres  forces  sont  inutiles  à  in- 
diquer dans  la  figure.  Soient  « ,  ^  y  >>  les  angles 
que  fait  la  direction  HD  avec  les  trois  axes  rec- 
tangulaires HA,  MB,  ne,  menés  arbitrairement 
par  le  point  11.  Désignons  de  même  par  *',  C,  y', 
les  angles  que  fait  la  force  V  avec  ces  mêmes  axes; 
par  «",  C'\  y",  ceux  qui  répondent  à  la  force 
P'^  ;  etc.  Tous  ces  angles  sont  donnés  et  doivent 
s^ëtendre  depuis  léro  jusqu^à  180»  (n»  7) ,  afin  que 
les  forces  P,  P',  P'',  etc. ,  puissent  avoir  toutes  les 
positions  possibles  autour  du  point  M. 

Décomposons  chacune  de  ces  forces  en  trois 
autres  dirigées  suivant  les  axes  MA ,  HB ,  MG.  Les 
composantes  de  la  force  P,  seront  P  cos  «. ,  P  cos  C, 
P  cos  y;  celles  de  la  force  P*  seront  P'  cos  «', 
P' cosC,  P'cosy,etc.;  et  ces  composantes  agi- 
ront suivant  les  axes  ou  suivant  leurs  prolonge- 
roens,  selon  qu^elIes  seront  positives  ou  négatives. 
Par  exemple ,  la  direction  MD  tombant ,  ainsi  que 
l'axe  HC ,  au-dessus  du  plan  ARB  des  deux  autres 
axes ,  la  composante  P  cos  y  de  la  force  P  tend  à 
élever  le  point  H,  c^est-à-dire  qu^elle  agit  sui- 
vant HC  ;  et ,  dans  ce  cas ,  P  cos  y  est  une  quan- 
tité positive ,  puisqu'on  a  y  <  0U<*.  Au  contraire , 
si  cette  direction  HD  tombait  au-dessous  du  plan 
AHB ,  on  aurait  y  >  90^  ;  la  composante  P  cos  y 
serait  négative ,  et ,  en  même  temps ,  elle  tendrait  à 
abaisser  le  point  H ,  o'est-à«dire  qu'elle  agirait  sui- 
vant le  prolongement  de  HC.  En  ayant  donc  égard 
aux  signes  des  composantes ,  on  voit ,  d'après  ce 
qu'on  a  dit  dans  le  n»  24,  que  toutes  les  forces  di- 
rigées suivant  un  même  axe  et  son  prolongement , 
se  réduisent  à  une  seule ,  égale  à  leur  somme. 

De  cette  manière,  les  forces  données  P,P',  P",  etc., 
seront  remplacées  par  trois  forces  rectangulaires  j 
et  en  désignant  celles-ci  par  X,  Y,  Z,  on  aura 


X 

T 
Z 


=  P  cos  •  +  P*  cos  •'  +  P"  cos  •"  +  etc.,  1 
=  P  cos  C  +  P'  cos  C  +  P"  cos  C"  +  etc.,  V  (c) 
=  Pcos>  +  P'cos^'  +  P"cosy'  +  «tc.   S 

Les  valeurs  de  X ,  T,  Z ,  pourront  être  positives  ou 
négatives,  et  leurs  signes  feront  connaître  le  sens 
de  leur  action.  Si  la  force  X  est  positive,  c'est 
qu'elle  agit  suivant  l'axe  HA  ou  dans  le  sens  des 
composantes  P  cos  • ,  P'  cos  «',  etc.,  qui  sont  posi- 
tives; si  elle  est  négative,  il  en  faut  conclure 
qu'elle  agit  suivant  le  prolongement  de  HA  ou  dans 


!•  eene  des  eompoeaiilet  négativee;  et  de  même 
pour  les  forces  T  et  Z. 

Cela  posé ,  soit  R  la  résultante  des  forces  données 
P,  P',  P",  etc.,  ou  des  trois  forces  X,  T,  Z  ;  soient 
aussi  a,  h,  0,  les  angles  que  sa  direction  inconnue 
fait  avec  les  axes  HA,  HB,  HC.  Les  valeurs  de  R, 
a,  b,  e,  seront  données  par  les  équations  (a)  et  (h), 
dans  lesquelles  on  mettra  les  formules  (c)  à  U  plaoe 
de  X,  Y,  Z.  Les  angles  a,  h,  c,  pourront  être  aigns 
ou  obtus  \  à  cause  que  la  force  R  doit  toujours  être 
une  quantité  positive ,  les  signes  de  leurs  cosinus 
seront  les  mêmes  que  ceux  des  quantités  X,  T ,  Z, 
en  vertu  des  équations  (6).  De  cette  manière, 
la  force  R  sera  complètement  déterminée  en  gran- 
deur et  en  direction. 

Si.  La  grandeur  de  la  résultante  R  ne  saurait 
dépendre  de  la  direction  arbitraire  des  axes  HA , 
HB ,  HC  ;  elle  dépend  seulement  de  la  grandeur  des 
forces  données  et  des  angles  compris  entre  leurs 
directions  ;  et ,  en  effet ,  on  en  peut  trouver  une 
expression  qui  ne  contienne  que  ces  quantités. 

Pour  cela,  désignons  par  PHP*,  PHP",P'HP",  etc., 
les  angles  compris  entre  les  directions  des  forces  P 
et  P»,  P  et  P",  V  et  F,  etc.  D'après  l'équation  (2) 
du  no  9,  nous  aurons 

cos  PHP'  =:cos  «  cos  a'-f>cos  C  cos  C'-}-cos  y  cos  y', 
cos  PHP"=cos  «  cos  «"-|"COS  C  cos  C"4-cos  y  oos^", 
P'HP"=3cos«'  cos«"4~<'osC'  cosC-^cosy'  cosy". 


cosP'HP" 
etc. 


Ifous  aurons  aussi 


cos*  «  -|-  cos*  C  4"  cos*  y  = 

cos'  ë!  -f>  cos*  C  4"  cos>  y*  = 

cos*  •"  +  cos*  C"  +  cos*  y"  = 
etc.; 


1, 


et,  cela  étant,  si  l'on  ajoute  les  carrés  des  for- 
mules (c),  et  qu'on  ait  égard  à  l'équation  (a),  il 
vient. 

R*  =  P*  +  Pf*  4.  P"*  +  etc. 

+  2PP'  cos  PHP'  +  2PF  cos  PHP" 
+  2P'P"  cos  P'HP"  +  etc. , 

pour  le  carré  de  la  valeur  R  dont  il  s'agit. 

34.  On  déduit  aussi  des  équations  [h)  et  (c)  une 
propriété  de  la  résultante ,  qui  nous  sera  utile  dans 
un  des  numéros  suivans. 

Dans  une  direction  quelconque ,  je  mène  par  le 
point  H  une  droite,  dont  j'appelle  0  Tautre  extré- 
mité. Soient  g,  h,  jb,  les  angles  AHO,  BHO,  CHO, 
que  cette  droite  fait  avec  les  trois  axes  HA,  HB, 
HC.  Désignons  par  RHO,  PHO,  P'HO,  etc.,  les  an- 
gles compris  entre  cette  même  droite  HO  et  les  di- 
rections des  forces  R,  P,  F  P",  etc;  on  aura, 
comme  tout  à  l'heure 

cos  RHO  =s  cos  g  cos  a  4-  cos  h  cos  &  4*<^3  ^  ^^  ^1 
cos  PHO  =  cos  ^  cos  «  4"  c^  ^  ^^^  ^  4*<'0S  kcMy^ 
cos  P'HOis  cos  g  cos  «'  4*  ^®'  ^cosC4*cos  ftcos  y', 
etc. 
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D'tprét  lu  première  de  ces  formulei  et  lei  éqoe* 
lions  (6),  I  on  aura 

R  C08  RHO  snXcosg  '\'Y  cosh'^'ZcoBk] 

et)  en  veria  des  formules  suivantes ,  si  Ton  ajoute 
les  é<iuations  (c)  après  les  avoir  multipliées ,  la 
première  {ur  cos  g,  la  deuxième  par  cos  h,  la  troi- 
sième par  cos  k,  il  en  résultera 

R  cos  RMO  =  P  cos  PMO -f.  P' cos  FflIO  +  etc.  ; 

ce  qui  montre  déjà  que  la  composante  de  la  résul- 
tante R,  suivant  une  dirction  quelconque  MO,  est 
égale  h  la  somme  des  composantes  de  P,  P',  P^'  etc., 
suivant  cette  même  direction. 

Cela  posé,  je  projette  la  droite  HO  sur  les  di- 
rections des  forces  R,  P,  F',  P",  etc.  ;  j^appele  r, 
f»]f»f'\  etc.,  ses  projections ,  de  sorte  qu^on  ait 

r  =  90  cos  RHO , 

p  r=  HO  cos  PHO ,  y  ==  HO  cos  P'HO  ,  etc. , 

en  considérant  chacune  des  quantités  r,  f,  ff, 
p'',  etc.,  comme  positive  ou  comme  négative,  se- 
lon que  la  projection  qu^elle  représente,  tombe  sur 
la  direction  même  de  la  force  ou  sur  son  prolon- 
gement. Si  donc  on  multiplie  par  HO  Téquation 
précédente,  on  aura 

Rr  ==  Pp  +  Py  +  Vy  +  etc.  ;        («I) 

ce  qui  renferme  la  propriété  de  la  résultante  qu'il 
s^agissait  de  démontrer. 

36.  Pour  que  les  forces  P,  F,  P",  etc.,|  soient  en 
équilibre,  il  suffit  que  leur  résultante  R  soit  nulle, 
et  cette  condition  est  nécessaire  si  leur  point  d^ap* 
plication  H  est  entièrement  libre  ;  mais  Téqoation 
R  =  Û,  on 

X»  +  Yt  -|.  Z»  =  0 , 

ne  peut  avoir  lieu ,  à  moins  qu'on  ait  séparément 

Xm  0,    Y  =  0,    Z  =  0, 

c'est-à-dire ,  en  vertu  des  équations  (c), 

Peos  «  •fP'oosa'  +  P'^cos  «''  -f  etc.  =  0 , 

PcosC-f-P'cosC 

PcQS^-fP'cosy' 

Telles  sont  donc  les  équations  d'équilibre  d'un 
point  matériel  qu'on  suppose  entièrement  libre. 
Dans  cet  état,  chacune  des  forces  qui  le  sollicitent 
doit  être  égale  et  directement  contraire  à  la  résul- 
tante de  toutes  les  autres  ;  c'est  en  effet ,  ce  qu'il 
est  aisé  de  vérifier. 

Soit  R'  la  résultante  des  forces  P',  P",  etc.  Appe- 
lons tf,  V,  o',  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  aies 
HA ,  HR ,  HC ,  et  faisons ,  pour  abréger , 

X'srP'  cos  «'  +  F  cos  m,"  +  etc. , 
Y'  =  P*  cos  C  -I-  F  cos  C"  +  etc. , 
Z'  =  P'  cos  y'  +  P"  cos  y"  +  eto.  ; 

nous  aurons ,  d'après  le  n<»  32 , 

X'sR'coeo',     Y'ïsR'eosy,      Z'=:R'cosc', 


k'  +  P"cos«"  +  etc.  =  0,  . 
1  +  P"  cos  C"+  etc.  =  0  ,  >    (e) 
/  +  P"cosy"  +  etc.  =  0,i 


et  per  eontéquent,  en  vertu  des  équations  d'é- 
quilibre , 

Ç  cos  •  s=s  —  R'  cos  o' , 

P  cos  C  r=:  —  R'  cos  ft' , 

p  cos  >  =  —  R'  cos  c'. 

En  ajoutant  ces  équations ,  après  avoir  élevé  leurs 
deux  membres  au  carré ,  on  a 

P»  =  R*  , 

à  cause  de  (n»  6) 

cos*  •  +  cos»  C  +  cos»  ^  :=  1 , 
cos»  tJ  -(-  cos»  V  -|-  cos»  o'  =  1  ; 

on  aura  donc  P  =  ±  R';  mais  comme  ces  forces 
doivent  être  toutes  deux  des  quantités  positives , 
il  faut  prendre  P  =  R'.  Les  équat'mns  précédentes 
devieancat  alors 

cos  •=— cos  tf,  cos  C=— cos  y,  cos  ^=— cos  e*  ; 

par  conséquent ,  les  augles  «,  C,  y-,  sont  supplé- 
mens  de  a!,  V,  c',  et  répondent  à  une  force  dont 
la  direction  est  le  prolongement  de  la  force  R'  (n*»?). 
Il  s'ensuit  donc  que  la  force  P  est  égale  et  direc- 
tement opposée  à  la  résultante  R'  de  toutes  les 
autres  forces  P»,  P",  etc.  ;  ce  qu'il  s'agissait  de 
vérifier. 

36.  Si  le  point  H ,  auquel  sont  appliquées  les 
forces  P,  P',  P",  etc.,  est  assujetti  à  rester  sur  uno 
surface  donnée,  il  ne  sera  plus  nécessaire,  pour 
l'équilibre ,  que  leur  résultante  soit  nulle;  Il  suffira 
qu'elle  soit  normale  à  la  surface,  puisqu'alors  elle 
ne  pourra  faire  glisser  le  point  H  dans  aucun  sens 
sur  cette  surface  ;  et ,  de  plus ,  cette  condition  sera 
nécessaire  ;  car  si  elle  n'était  pas  remplie ,  la  ré- 
sultante se  décomposerait  en  deux  forces,  l'une 
normale  à  la  surface  et  qui  serait  détruite ,  l'autre 
tangente  et  que  rien  n'empêcherait  de  faire  glisser 
le  mobile.  On  n'aurait  donc  qu'à  chercher  dans 
chaque  cas  ,  la  direction  de  la  résultante  des 
forces  P,  P',  P",  etc.,  et  à  examiner  si  elle  est  per- 
pendictilaire  à  la  surface  donnée,  pour  savoir  si 
l'équilibre  existera;  mais  il  vaut  mieux,  comme 
nous  venons  de  le  faire  pour  un  point  libre ,  expri- 
mer les  conditions  de  réquillbre  par  des  équations 
entre  les  données  de  la  question. 

Or,  la  composante  normale  de  chacune  des  forces 
qui  agissent  sur  le  point  H,  est  détruite  par  la  résis- 
tance de  la  surface;  par  conséquent,  cette  résis- 
tance équivaut  à  une  force  égale  et  contraire  à  la 
totalité  des  forces  détruites.  On  conçoit  donc  que 
l'on  peut  faire  abstraction  de  la  surface  donnée , 
et  considérer  le  point  matériel  comme  entièrement 
libre,  pourvu  que  Ton  joigne  aux  forces  données  P, 
P',  P",  etc.,  une  nouvelle  force  de  grandeur  in- 
connue et  perpendiculaire  à  cette  surface. 

Soient  donc  N  cette  force ,  et  x,  ^,  r,  les  angles 
que  sa  direction  fait  avec  les  axes  HA ,  HR  »  HC  ( 
chacune  des  équations  d'équilibre  qu'on  vteot  de 
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troaTer  sera  augmentée  d*an  noiiTeaa  terme,  de 
sorte  qu'au  lieu  des  équations  {§),  on  aura 

N  cosx-f  Pcosa-|-P'co8«'4-P"cos  «"4-etc.=0,^ 
W  cos  fA+V  cos  C+P'cos  C+P"cos  C"-î.etc.=0,x/) 
W  coi  r-fPcos  y+Fcos  y'+V^coÈ-y^-^eic^o) 

Je  désigne  par  jr^  y,  s^  les  trois  coordonnées 
de  H  rapportées  &  des  aies  parrallèles  à  MA,  MB, 
HC ,  et  par  L  =  0  Téquation  de  la  surface  donnée  ; 
la  direction  de  la  force  N  étant ,  par  hypothèse , 
celle  de  la  normale  au  point  M ,  on  aura ,  diaprés 
les  équations  (6)  du  n»  21 , 

dl  dl  dl 

cos  A  =  V  —  ,    cos  /»  =  V  — ,     cos  »  =  V  — , 
ds  dy  d» 

en  faisant ,  pour  abréger , 

Le  signe  de  Y  sera  inconnu ,  parce  qu''on  ne  sait 
pas  d'avance  suivant  quelle  partie  de  la  normale 
doit  être  dirigée  la  force  If  j  mais  V  disparait  lors- 
qu'on élimine  N  entre  les  équations  {f)  j  et  si  Ton 
a  égard  aux  formules  (c)  ,  on  trouve 

dl  dl  dl  dl 

Y X"-  =  0,     Z X-  =  0,    (y) 

ds  dif  ds  d% 

pour  les  deux  équations  nécessaires  et  suffisantes 
de  l'équilibre  d'un  point  matériel  assujetti  à  de- 
meurer sur  une  surface  donnée. 

87.  Si  la  position  de  ce  point  sur  cette  surface 
n^est  pas  connue ,  les  équations  {(f),  jointes  à  Té- 
quation  donnée  L  =  0 ,  serviront  à  déterminer  les 
coordonnées  des  différens  points  de  cette  surface , 
où  le  mobile  pourra  demeurer  en  équilibre.  Lorsque 
sa  position  sera  donnée ,  on  aura  seulement  à  vé- 
rifier si  les  coordonnées  x  ,  y,  %,  des  points  d'ap- 
plication des  forces  données  satisfont  aux  équa- 
tions [tg).  Mais ,  dans  ce  cas,  on  aura  des  équations 
plus  simples  en  faisant  coïncider  l'un  de<i  axes  MA, 
MB,  HC,  le  premier,  par  exemple,  avec  Tune  des 
deux  parties  de  la  normale  \  d'où  il  résultera 

cos  X  =  ±  1 ,    cos  f(  =:  0 ,    cos  »  =  0 } 

ce  qui  change  les  équations  {f)  en  celles-ci  : 

±N+  P  cos  •  +  P'  cos  •'  +  P"  cos  »"  +  etc.  =  0, 
Pcos  C  +  P'cos  C  +  P"cos  C"  +  etc.=  0, 
P  cos  y  -j-  P'  cos  y'  +  P*'  cos  >"  +  etc.  =0. 

Cet  deux  dernières  équations  font  voir ,  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident,  que  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface  donnée,  les  composantes  des  forces  appli- 
quées au  mobile  doivent  se  faire  équilibre,  comme 
si  cette  surface  n'existait  pas. 

La  résistance  If,  que  la  surface  oppose  aux 
forces  P,  P',  P"',  etc.,  est  égale  et  contraire  à  la 
frusûm  quelle  en  éprouve.  En  vertu  des  équa- 
tions t/),  cette  pression,  dans  l'état  d'équilibre, 


est  la  résultante  même  de  ces  forces.  Dans  la  pra- 
tique, il  en  faudra  calculer  la  grandeur  au  moyen 
de  l'équation  (a) ,  pour  savoir  si  la  surface  est  ca- 
pable de  la  supporter.  Si  le  mobile  est  seulement 
posé  sur  cette  surface,  qui  sera  celle  d'un  corps 
solide,  il  faudra,  de  plus,  que  le  sens  de  cette  pres- 
sion soit  tel  qu'elle  appuie  le  mobile  sur  cette 
surface  ;  condition  qui  ne  peut  être  eiprimée  par 
une  équation,  et  qu'on  devra  vérifier  dans  chaque 
cas ,  en  déterminant  la  direction  de  cette  force 
d'après  les  équations  (6).  Celte  vérification  se  fera 
plus  simplement  au  moyen  de  la  première  des 
trois  équations  précédentes. 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la 
partie  de  la  normale  avec  laquelle  ona  fait  coïncider 
l'axe  MA,  soit  la  partie  située  dans  la  concavité  de 
la  surface.  On  saura  si  les  angles  donnés  « ,  a\ 
m!'j  etc. ,  sont  aigus  ou  obtus  ;  et  le  signe  de  la 
somme  X  des-  composantes  dirigées  suivant  cette 
droite  sera  connu.  La  quantité  If  devant  être  po- 
sitive, il  faudra,  dans  l'équation  dont  il  t^agit, 
c'est-à-dire, 

±  N  +  X  =  0, 

prendre  le  signe  -^  ou  le  signe  •)*  devant  If ,  selon 
que  la  somme  X  sera  positive  ou  négative.  Dans 
le  premier  cas,  on  aura  cos  x=— 1,  et  la  pression 
contraire  à  If  sera  dirigée  suivant  MA  ;  dans  le 
second  cas,  on  aura  cos  x=  1,  et  la  pression  agira 
suivant  le  prolongement  de  cette  partie  détermi- 
née de  la  normale. 

38.  Lorsque  le  point  matériel  M  sur  lequel 
agissent  les  forces  P,  P',  P'',  etc.,  sera  assujettie 
rester  sur  deux  surfaces  données  ou  sur  leur 
courbe  d'intersection,  il  suffira,  pour  l'équilibre, 
que  la  résultante  de  toutes  ces  forces  puisse  se 
décomposer  en  deux  forces  perpendiculaires  aux 
surfiices  données,  et  qui  seront  détruites  par  leurs 
résistances.  En  joignant  donc  aux  forces  P,  F, 
P"^  etc.,  deux  forces  normales  à  ces  surfaces,  mais 
inconnues  en  grandeur,  on  pourra  faire  abstrac- 
tion des  surfaces ,  et  considérer  le  mobile  comme 
entièrememt  libre. 

N  et  N'  étant  donc  ces  nouvelles  forces  ;  X,  /*,  », 
les  angles  qui  déterminent  la  direction  de  N  par 
rapport  aux  axes  MA ,  MB ,  HC  ,.  et  x',  ft!,  v',  ceux 
qui  déterminent  de  même  la  direction  de  R';  les 
équations  (e)  deviendront 

If  cos  x-|-If'  cos  x'-|-P  cos  «•f'P'cos  a'4*^^*^*=^91 
N  cosft4-K'cos/*'-t-P  cos  C-I-Pcos  C-4-etc.=0A(à) 
N  cos  r  +If '  cos  r'-J-P  COS  yf-P'cos  y+etc.=0.\ 

D'ailleurs,  en  représentant  par  s,  y,  m^  les  coor- 
données du  point  M,  rapportées  à  des  axes  parallèles 
i  MA ,  MB ,  MC ,  et  par  L=  0  et  L'  =0 ,  les  équa- 
tions des  deux  surfaces  données,  les  valeurs  de 
cos  X,  cos  /t*,  cos  V,  seront  les  mêmes  que  précé- 
demment, et  celles  de  cos  x',  cos  f*.\  cos  r*,  s^en 
déduiront  en  y  changeant  L  en  L^  Si  l'on  substitae 
ces  valeurs  dans  les  trois  équations  {h) ,  et  qu'on 
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élimine  «nsniCe  H  et  N'  entre  elles,  on  aura  Téqua- 
tion  d*éqtiilibre  à  laquelle  detront  satisfaire  les 
forces  données  P,  P',  P",  etc.  ;  ou  bien,  si  la  po- 
sition du  mobile  nVst  pas  donnée  sur  Tintersec- 
tion  des  deux  surfaces,  cette  équation  d^équilibre, 
et  les  équations  L  =  0  et  y  =  0,  détermineront 
ses  trois  coordonnées  x,  y,  s. 

Quand  la  position  du  mobile  est  donnée  sur  la 
courbe  où  il  doit  rester,  on  obtient  immédiatement 
réqoation  d'équilibre  des  forces  P,  P',  P",  etc. , 
en  prenant  les  axes  MB  et  HC,  auxquels  répondent 
les  angirs  /u,  C,  C,  etc.,  »,  y  y  y\  etc.,  dans  le  plan 
des  normales  aux  deux  surfaces  données.  Le  troi- 
sième axe  HA  tombe  alors  sur  la  tangente  à  leur 
courbe  d'intersection  ;  il  est  donc  perpendiculaire 
aux  forces  normales  N  et  W\  en  sorte  que  Ton 
a  x=90«,  a'=00<»,  et,  en  vertu  de  la  première 
équation  (h), 

Pcos  »  +  P'  cos  •'  4-  P*  cos  aP  +  etc.  =  0 , 

pour  Téquation  demandée. 

Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  com- 
posantes de  P,  P',  P",  etc.,  tangentes  à  Tintersec- 
tion  des  deux  surfaces  données ,  est  égale  à  zéro  ; 
ce  qui  est,  en  effet,  la  condition  pour  que  le  point 
M  ne  puisse  pas  glisser  sur  cette  courbe.  Après 
s*ètre  assuré  qu'elle  est  remplie,  on  déterminera 
les  Talenrs  des  forces  N  et  N',  et  le  sens  dans  lequel 
elles  agissent,  au  moyen  des  deux  dernières  équa- 
tions (A).  Si  Ton  prend  ensuite  des  forces  égsles 
et  contraires  à  N  et  M',  et  qu'on  les  réduise  à  une 
seule  par  la  règle  du  parallélogramme  des  forces, 
celle-ci  sera  la  résultante  des  forces  P,  F,  P",  etc., 
et  fera  connaître  la  pression  exercée  sur  la  courbe 
donnée,  à  laquelle  elle  sera  perpendiculaire. 

30.  Par  ce  qui  précède,  on  voit  que  quand  le 
mobile  est  astreint  à  demeurer  sur  une  courbe 
donnée,  il  n*y  a  qu'une  équation  d'équilibre  ;  qu'il 
y  en  a  deux  lorsqu'il  peut  se  mouvoir  sur  une 
surface  donnée ,  et  trois  lorsqu'il  est  entièrement 
libre  ;  en  sorte  que  le  nombre  de  ces  équations 
augmente,  comme  cela  doit  être  effectivement,  à 
mesure  que  les  mouvemons  possibles  du  mobile 
sont  moins  limités.  Ces  diverses  équations  peuvent 
être  renfermées  dans  une  seule  formule,  qui  de- 
viendra, par  la  suite,  l'équation  générale  de  l'équi- 
libre, applicable  à  un  système  quelconque  de 
points  matériels. 

Pour  obtenir  cette  formule,  supposons  que  le 
mdbile  soit  transporté  d'un  point  H,  qu'il  occupe 
dans  sa  position  d'équilibre ,  en  un  autre  point  0 
infiniment  voisin  de  S,  et  tel  que  ce  déplacement 
soit  compatible  avec  la  condition  à  laquelle  le 
mobile  est  assujetti,  s'il  n'est  pas  entièrement 
libre.  Désignons  par  r,  p,  p',  pf',  etc.,  les  projec- 
tions de  la  droite  infiniment  petite  MO  sur  les  di- 
rections des  forces  E,  P,  P',  P";  etc.,  dans  la 
première  position  du  mobile  j  et  considérons  cha- 
cune de    ces  projections    comme  une  quantité 


positive  ou  négative,  selon  quelle  tombe  sur  la 
direction  même  de  la  force  à  laquelle  elle  répond, 
ou  sur  son  prolongement.  Si  l'on  suppose  que  la 
force  R  soit  la  résulUnte  des  forces  P,  P*,  P",  etc., 
le  produit  Rr  sera  toujours  nul  dans  le  cas  de 
l'équilibre  :  il  sera  nul  pour  un  point  matériel 
entièrement  libre,  parce  qu'alors  la  résultante  R 
devra  être  égale  à  léro  ;  il  le  sera  encore  pour  un 
point  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  ou  sur 
une  courbe  donnée,  parce  que,  d'une  part,  la  force 
R  devra  être  dirigée  snivant  la  normale,  et  que, 
d'un  autre  c6té,  la  droite  infiniment  petite  HO  ap- 
partiendra an  plan  tangent  ou  à  la  tangente,  ce  qui 
rendra  nulle  sa  projection  r  sur  la  direction  R. 
D'après  l'équation  (d),  qu'on  a  démontrée  précédem- 
ment ,  et  qui  a  également  lieu  quand  la  droite  HO 
est  infiniment  petite,  on  aura  donc 

Pp  +  PV  +  P"l»"+etc.=0,      (s) 

toutes  les  fois  que  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  se  fe- 
ront équilibre.  Réciproquement,  l'équilibre  exis- 
tera quand  cette  équation  aura  lieu  pour  tous  les 
déplacemens  possibles  d'un  point  matériel  entiè- 
rement libre ,  ou  astreint  à  rester  sur  une  surface 
ou  sur  une  courbe  donnée. 

On  appelle  vitesse  virtuelle  d'un  point  matériel 
en  équilibre,  toute  droite  infiniment  petite ,  telle 
que  HO,  qu'on  peut  lui  faire  décrire,  en  observant 
les  conditions  auxquelles  il  peut  être  assujetti;  et 
le  principe  d'équilibre  contenu  dans  l'équation 
qu'on  vient  d'écrire,  sur  lequel  nous  reviendrons 
par  la  suite,  se  nomme  le  principe  des  vitesses 
virtuelles.  En  l'appliquant  successivement  A  un 
point  matériel  entièrement  libre,  assujetti  à  rester 
sur  une  surface,  astreint  à  demeurer  sur  une 
courbe,  on. retrouvera  sans  difficulté  les  équations 
d'équilibre  que  nous  avons  précédemment  obte- 
nues. Chacune  des  équations  (s)  se  déduira  de  la 
formule  (s) ,  en  prenant  pour  HO  le  déplacement 
de  H  sur  Tun  des  axes  HA,  HB,  HC  ;  on  obtiendra 
les  équations  d'équilibre  qui  ont  lieu  dans  le  cas 
d'un  point  assujetti  à  rester  sur  une  surface  don- 
née, en  considérant  ses  déplacemens  suivant  deux 
axes  tracés  dans  le  plan  tangent  ;  et  la  formule  (s*) 
fournit  immédiatement  l'équation  d'équilibre  d'un 
point  astreint  à  rester  sur  une  courbe  donnée,  en 
prenant  pour  HO  l'élément  de  cette  courbe,  et 
pour  p,  p\  j>",  etc.,  les  projections  de  cet  élément 
sur  les  directions  des  forces  P,  F',  P'',  etc.  Les 
angles  que  ces  directions  font  avec  la  tangente  à 
la  courbe ,  étant  «,  •',  «",  etc.,  on  aura  alors 

j;i=^HO  cos  «^  ^:==XLO  cos  •',  |/'=H0  cos  «"j  etc.; 

en  supprimant  le  facteur  HO  commun  à  tous  les 
termes  de  l'équation  (i) ,  il  en  résultera 

P  cos  «  -)-  P'  cos  ai  •{-  P"  cos  a"  -f  etc.  =  0 . 

comme  précédemment. 
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40.  On  considérera  îct  un  levier  comme  une  ligne 
droite  ou  coarbe  ECF  (fig.  10)  inextensible,  et  de 
forme  inTiriable,  qui  ne  peut  que  tourner,  dans  un 
plan ,  autour  d^un  de  ses  points  C  supposé  fixe,  que 
Ton  appelle  le  point  àî^oppui  du  levier.  Ordinaire- 
ment il  n*y  a  que  deux  forces  qui  soient  appliquées 
à  cette  machme,  et  dont  Tune  a  pour  objet  de  tenir 
Pautre  en  équilibre  ;  la  première  s^appelle  la  puie- 
eance,  et  la  seconde  la  résistance.  Hais,  pour  plus 
de  généralité,  nous  supposerons  qu^un  nombre 
quelconque  de  forces,  dirigées  dans  le  plan  du  le- 
vier ,  agissent  en  différens  points  de  cette  ligne;  et 
il  s^agira  de  trouver  les  conditions  de  leur  équilibre. 

Je  ne  me  propose  pas ,  dans  cet  ouvrage,  d^appli- 
quer  aux  diverses  machines  les  lois  de  Féquilibre 
qui  y  seront  exposées.  Pour  ce  qui  regarde  les  ma- 
chines simples ,  je  renverrai  aux  Traités  élémen- 
taires de  Statique  ;  mais  la  loi  de  Téquilibre  dans  le 
levier  étant  un  principe  de  la  Mécanique ,  il  est  né- 
cessaire de  nous  en  occuper  ;  et  Ton  va  montrer 
comment  ce  principe  est  lié  à  celui  de  la  composi- 
tion des  forces  qui  agissent  sur  un  point  isolé. 

41.  Lorsque  plusieurs  forces  sont  appliquées  à 
un  corps  qu'on  suppose  de  forme  invariable ,  on 
peut  transporter  le  point  d'application  de  chacune 
de  ces  forces  en  un  autre  point  du  corps  pris  sur  sa 
direction  ou  sur  son  prolongement.  Si  une  force 
donnée  P agit,  par  exemple,  à  Tcxtrémité E  du  le- 
vier, suivant  la  droite  A£ ,  et  que  M  soit  un  autre 
point  appartenant  à  cette  direction ,  qu'on  suppose 
lié  au  levier  d'une  manière  invariable,  il  est  permis 
de  remplacer  la  force  P  par  une  autre  force  de  même 
intensité,  agissant  au  point  X  suivant  la  droite 
MA.  En  effet ,  on  peut  d'abord  appliquer  au  point  M 
deux  forces  égales  entre  elles ,  agissant  en  sens 
contraires,  l'une  suivant  MA,  l'autre  suivant  son 
prolongement  MA';  si ,  de  plus ,  on  suppose  que 
chacune  de  ces  forces  soit  égale  à  P,  celle  qui  agit 
suivant  MA'  détruira  la  force  P  appliquée  au  point 
£  suivant  £A ,  puisque  ces  deux  forces  égales  agis- 
sent en  sens  contraires  aux  extrémités  de  la  droite 
ME,  de  longueur  invariable,  par  hypothèse;  il  ne 


restera  donc  plus  que  la  force  P  agissant  au  point 
M  dans  la  direction  MA  ,  et  par  laquelle  U  force 
donnée  P,  qui  agissait  au  point  E ,  se  trouvera  rem- 
placée. 

Les  forces  agissent  souvent  sor  les  corps  qu'elles 
mettent  en  mouvement  ou  qu'elles  tendent  à  mon- 
voir,  soit  en  les  tirant  par  le  moyen  d'un  fil  qui  le«r 
est  attaché,  soit  en  les  poussant  par  le  moyen  dVoe 
barre  appuyée  contre  leur  surface.  Ce  fil  ou  cette 
barre  s'étend  ou  se  contracte  plus  on  moins  ;  c'est 
quand  ils  ont  cessé  de  s'alonger  ou  de  se  raccour- 
cir qu'on  les  considère  comme  des  lignes  invaria- 
bles qui  représentent  la  direction  de  chaque  force, 
dont  l'action  est  la  mèmealon  que  si  elle  s'exerçait 
immédiatement  aux  pointa  de  la  surface  du  mobile 
où  ces  lignes  viennent  aboutir.  Un  levier  n'est  pas 
non  plus ,  comme  on  le  suppose  ici ,  une  ligne  de 
forme  invariable  ;  c'est  une  barre  qui  fléchit  un 
tant  soit  peu ,  et  s'étend  ou  se  contracte  anssi  d'une 
petite  quantité ,  en  raison  des  forces  qui  y  sont  ap- 
pliquées. La  forme  qu'il  doit  prendre  serait  très  dif- 
ficile à  déterminer  d'avance  ;  mais  c'est  quand  il  y 
est  parvenu  qu'on  le  considère  comme  invariable, 
et  c'est  à  cette  figure,  très  peu  différente  de  sa 
forme  naturelle,  que  se  rapporteront  les  conditions 
d'équilibre  qu'il  s'agit  de  trouver. 

42.  Supposons  qu'une  seconde  force  Q  agisse  à 
l'autre  extrémité  F  du  levier,  suivant  la  droite  FB, 
et  que  les  deux  directions  £A  et  FB  soient  compri- 
ses dans  le  plan  où  le  levier  peut  tourner;  ces  deux 
droites ,  ou  leurs  prolongemens ,  viendront  se  cou- 
per en  un  certain  point  M,  que  l'on  pourra  prendre, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  prouver,  pour  le  point 
d'application  commun  à  P  et  Q.  Gela  étant,  parla 
règle  du  parallélogramme  des  forces,  on  déterminera 
la  résultante  de  ces  deux  forces ,  de  laquelle  M  sera 
aussi  le  point  d'application.  Or,  pour  qu'elle  soit 
détruite  et  que  le  levier  demeure  en  équilibre,  il 
sera  nécessaire  que  sa  direction  vienne  passer  par 
le  point  d'appui  C  ;  et  cela  suffira ,  puisqn'en  y 
transportant  cette  résultante,  elle  sera  détruite 
par  la  résistance  de  ce  point  fixe.  D'après  ce  qu'on 
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a  fu  dtnt  le  n»  29,  si  Ton  abaisse  da  point  G  des 
perpendiculaires  CG  et  CH  sur  les  directions  des 
forces  P  et  Q^  on  aora  donc,  dans  le  cas  de  Téqui- 
libre, 

p  :  Q  :  :  CH  :  CG  j 

et,  réciproquement,  l'équilibre  existera  quand 
eette  proportion  aura  lieu.  Par  conséquent ,  en  ap- 
pelant p  et  g  les  perpendiculaires  GG  et  CH,  Téqua- 
tion  d'équilibre  sera 

Pp  =  Qg. 

On  appelle  moment  tPune  force  par  rapport  â  un 
point,  le  produit  de  cette  force  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  sa  direction.  Ainsi, 
la  condition  d'équilibre  daus  le  levier  consiste  en 
ce  que  les  momens  de  la  puissance  et  de  la  résis- 
tance ,  pris  par  rapport  au  point  d'appui ,  sont 
égaux;  ces  deux  forces  tendant  d'ailleurs  à  faire 
tourner  le  leiricr  en  sens  opposés. 

Si  Ton  suppose  les  droites  CG  et  CH  liées  inva- 
riablement  au  levier,  on  pourra  prendre  G  et  H  pour 
les  points  d'application  des  forces  P  et  Q ,  et  rem- 
placer le  levier  de  figure  quelconque  ECF  par  le 
levier  coudé  GCH  (fig.  11).  Les  perpendiculaires 
GG  et  CH  s'appellent  les  hras  de  levier,  de  la  puis- 
sance et  de  la  résistance.  La  condition  de  l'équili- 
bre ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de  l'angle  GCH; 
et  c'est  aussi  ce  que  Ton  peut  voir  à  priori. 

En  effet ,  si  du  point  G  et  d'un  rayon  CH  on  dé- 
crit l'arc  de  cercle  HH',  qu'on  le  suppose  lié  inva- 
riablement au  levier,  et  qu'on  applique  au  point 
H'  deux  forces  égales  à  Q,  agissant  en  sens  con- 
traires ,  suivant  les  parties  H'B'  et  H'B''  de  la  tan- 
gente en  ce  point ,  il  est  évident  que  la  force  Q  , 
dirigée  suivant  H'B'',  sera  détruite  par  la  force  Q 
dirigée  suivant  HB  ;  car  ces  deux  forces  tendent  à 
faire  tourner  le  système  en  des  sens  opposés,  et  il 
n'y  aurait  pas  de  raison  pour  qu'il  obéit  plutôt  & 
Tnne  qu'à  l'autre.  La  seconde  de  ces  deux  forces 
se  trouvera  donc  remplacée  par  la  force  Q  dirigée 
suivant  H^',  et  l'angle  GCH  sera  changé  dans  l'an- 
gle GCH',  plus  grand  ou  plus  petit,  sans  que  l'équi- 
libre soit  troublé. 

Par  ce  changement,  l'angle  des  deux  bras  du  le- 
vier pourra  devenir  ISO^  ou  séro  ;  alors  le  levier 
sera  droit  ;  la  puissance  et  la  résistance  seront  des 
forces  parallèles  dirigées  dans  le  même  sens  ou  en 
sens  contraires  ;  et ,  pour  l'équilibre ,  il  faudra  tou- 
jours que  leurs  intensités  soient  en  raison  inverse 
des  longueurs  de  leurs  bras  de  levier. 

43.  Si  l'on  appelle  R  la  résultante  des  deux  for- 
ces P  et  Q  concourantes  au  point  M  (fig.  10),  et  m 
Tangle  AHB  compris  entre  leurs  directions,  on 
aura  (no  29} 

R«  =  P*  -f-  Q>  -f-  2  P  Q  cos  m  ; 

et  la  valeur  de  R  fera  connaître  la  charge  que  le 
point  d'appui  G  aura  à  supporter  dans  l'état  d'équi- 
libre. Appliquée  en  ce  point ,  la  force  R  iKira  pour 


direction  la  droite  GD,  prolongement  de  MG.  La 
figure  10  suppose  le  point  G  situé  entre  les  points 
d'application  E  et  F  de  la  puissance  et  de  la  résis- 
tance. Le  contraire  a  lieu  dans  la  figure  12;  mais 
les  raisonnemens  qu'on  vient  de  faire  s'appliquent 
à  ces  deux  cas  :  ils  différent  l'un  de  l'autre  en  oe 
que ,  dans  le  premier  cas ,  les  forces  P  et  Q  agissent 
de  deux  côtés  différons  du  levier,  et  l'angle  AMB  est 
aigu ,  au  lieu  que ,  dans  le  second  cas ,  elles  agis- 
sent d'un  même  côté,  et  l'angle  AMB  est  obtus. 

Les  trois  points  E,  F,  G,  restant  les  mêmes,  si 
le  point  de  concours  H  des  trois  forces  P,  Q ,  R , 
s'éloigne  à  l'infini,  ces  forces  deviendront  parallè- 
les. Dans  le  cas  de  la  figure  10 ,  l'angle  m  devient 
alors  infiniment  petit;  on  a  cos  m  =^  1 ,  et  consé- 
quemment 

R  =  p  +  Q. 

Dans  le  second  cas ,  cVst  le  supplément  de  Tangle 
m  qui  devient  infiniment  petit;  on  a  donc  cos  m  =3 
—  l,et 

R  =  Q-.P, 

en  supposant  P  <  Q.  Par  conséquent^ la  résultante 
de  deux  forces  parallèles  est  égale  à  leur  somme  ou 
à  leur  différence,  selon  que  ces  forces  agissent 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  opposés  ;  et  quand 
leurs  directions  sont  contraires,  la  résultante  agit 
dans  le  sens  de  la  plus  grande.  Dans  ces  deux  cas, 
les  composantes  P  et  Q  sont  en  raison  inverse  de 
leurs  distances  CG  et  CH  &  la  résultante. 

Gela  étant,  si  l'on  mène  une  perpendiculaire 
commune  aux  trois  forces  parallèles  ,  et  qu'on  ap- 
pelle a  la  partie  GH  de  cette  droite  (fig.  13  et  14} 
comprise  entre  les  deux  composantes  P  et  Q,  et  g 
la  distance  GH  de  la  résultante  R  à  la  composante 
Q  qu'on  suppose  la  plus  grande ,  on  aura 

P  :  Q  ::  dP  :  a  q:  s, 

en  prenant  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur, 
selon  que  P  et  Q  agiront  dans  le  même  sens  (fig.  13) 
ou  en  sens  contraires  (fig.  14).  On  en  déduit 

P  :  Q  ±  P  ::  ff  :  a, 


et ,  par  conséquent , 


nP 


s  = 


Q±P' 


ce  qui  fera  connaître  la  position  de  la  résultante, 
dont  la  valeur  sera  en  même  temps  Q  db  P* 

44.  Lorsque  les  forces  P  et  Q  agissent  en  sens 
contraires ,  et  qu'elles  diffèrent  très  peu  Pune  de 
l'autre ,  leur  résultante ,  toujours  dirigée  dans  le 
sens  de  la  plus  grande,  se  trouvera  située  à  une 
très  grande  distance  des  forces  données.  Hais  quand 
elles  seront  rigoureusement  égales ,  cette  distance 
deviendra  infinie  ;  ce  qui  signifie  que  deux  forces 
égales ,  parallèles  et  agissant  en  sens  opposés,  ne 
peuvent  être  remplacées  par  une  seule  force  ;  et , 
en  effet ,  il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  que  cette 
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force  miiqiia  agU  plntAt  dans  on  mm  que  dans 
Tautre. 

Deux  semblablea  foreea  agtsfant  «us  extrëmités 
d'un  droite  GH  (fig.  16),  feront  tourner  cette  ligne 
autour  de  son  milieu  K  ;  effet  qui ,  éYidemment ,  ne 
•aurait  être  prodoit  par  Teotion  d^une  senle  force. 
On  peut  les  remplacer  d'une  infinité  de  manières 
différentes  par  deux  autres  forces  qui  tombent  dans 
le  même  cas  ;  car  on  ne  changera  rien  à  leur  action 
en  appliquant ,  par  exemple ,  aux  points  G  et  H 
suivant  les  prolongemens  G£  et  HF  de  la  droite 
GB ,  des  forces  égales  et  de  grandeur  quelcon- 
que i  or,  la  résultante  des  forces  dirigées  suivant 
GA  etGK,  et  celle  des  forces  dirigées  ^suivant  HB 
et  HF,  seront  encore  des  forces  égales ,  parallèles  et 
dirigées  en  sens  opposés ,  suivant  des  droites  G€  et 
HD,  et  ces  résultantes  remplaceront  les  forces  pri- 
mitives qui  agissaient  suivant  GA  et  HB.  Si  Ton  ap- 
pelle P  la  grandeur  commune  de  ces  deux  forces, 
et  a  leur  distance  mutuelle ,  Tune  et  l'autre  de  ces 
deux  quantités  changeront  par  l'opération  que  nous 
indiquons  \  mais  leur  produit  a  P  demeurera  con- 
stant, ainsi  qu'on  le  prouvera  tout  à  l'heure. 

45.  Au  reste,  ce  cas  particulier  est  le  seul  dans 
lequel  un  système  d^un  nombre  quelconque  de 
forces  P,  P',  P'',  etc.,  comprises  dans  un  même 
plan  et  agissant  sur  des  points  matériels  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariable,  ne  poisse  pas 
se  réduire  à  une  seule  force.  En  effet ,  soit  que  les 
deux  forces  P  et  P'  concourent  en  un  point ,  ou 
qu'elles  soient  parallèles ,  on  les  réduira  à  une  seule 
force  Q,  par  la  règle  du  parallélogramme  des  for- 
ces, ou  par  celle  du  numéro  précédent.  On  ré- 
duira de  même  à  une  seule  force  Q',  cette  première 
résultante  Q  et  P'';  puis  k  une  seule  force  Q",  la 
seconde  résultante  Q'  et  P"';  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  qu'on  ait  réduit  toutes  les  forces  données  à 
deux  seulement,  qui  se  réduiront  elles-mêmes  à 
une  seule  force  R,  à  moins  qu'elles  ne  tombent 
dans  le  cas  d'exception  dont  il  s'agit. 

Dans  le  cas  général^  cette  force  R  est  la  résul- 
tante des  forces  données  P,  P',  P",  etc.;  et  si  l'on 
joint  aux  oomposantes  une  force  R'  égale  et  con- 
traire à  R,  il  y  aura  équilibre  dans  le  système.  La 
grandeur  de  R  et  sa  position  dans  le  plan  des  forces 
données  ne  dépendra  nullement  de  l'ordre  dans  le- 
quel on  aura  pris  ces  forces  dans  les  réductions  suc- 
cessives qu'on  vient  d'indiquer  ;  car,  en  changeant 
cet  ordre ,  si  l'on  parvenait  à  une  force  S  différente 
de  R  en  grandeur  ou  en  direction,  il  faudrait  que 
l'une  de  ces  deux  forces  prise  en  sens  contraire  nt 
équilibrée  l'autre  ;  ce  qui  serait  impossible. 

Pour  Téquilibre  des  forces  P,  P',  P'',  etc.,  quand 
elles  seront  appliquées  à  un  levier  situé  dans  leur 
plan ,  il  faudra  d'abord  qu'elles  se  réduisent  à  une 
seule  force  ;  car  si  elles  se  réduisaient  à  deux  forces; 
parallèles  S  et  S'  non  réductibles  à  une  seule ,  et 
que  S'  fût  la  plus  rapprochée  du  point  d'appui ,  on 
pourrait  décomposer  S'  en  deux  forces  Q  et  Q',  pa- 
rallèles et  agissant  dans  le  même  sens,  dont  la 


première  serait  directement  opposée  à  8  et  la 
oonde  passerait  par  le  point  d'appui:  ces  deux 
composantes  seraient  l'une  et  l'autre  moindres  qoe 
S' ou  S  ,  la  force  Q'  serait  détruite ,  et  il  ne  resterait 
qu'une  force  S  — Q,  qui  ferait  tourner  le  levier  dans 
le  sens  de  S.  Les  forces  données  étant  réduites  à 
une  force  unique  R ,  il  faudra ,  en  outre ,  pour  l'é- 
quilibre du  levier,  que  cette  force  vienne  passer  par 
son  point  d'appui.  Cette  condition  s'eipriraera  par 
une  équation,  au  moyen  du  théorème  que  nous 
allons  démontrer. 

40.  Considérons  d'abord  deux  forces  seulement 
et  leur  résultante.  Le  moment  de  celte  résultante, 
par  rapport  à  un  point  situé  dans  le  plan  des  trob 
forces  ,  sera  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
momens  des  deux  composantes  par  rapport  au  même 
point  :  à  la  différence ,  quand  le  centre  des  momens 
est  situé  dans  l'angle  des  composantes ,  ou ,  dans 
son  opposé ,  au  sommet  ;  à  la  somme ,  quand  ce 
point  est  hors  de  ces  deux  angles. 

En  effet ,  soient  P  et  P'  ces  deux  forées,  MA  et 
MA'  (fig.  t0  et  17)  leurs  directions,  Q  leur  résul- 
tante agissant  suivant  MB,  C  le  centre  des  momens, 
P*  p'*  9i  ^^^  perpendiculaires  Ca,  Ca',  Ch,  abaissées 
du  point  C  sur  la  direction  de  P,  P',  Q.  Décompo- 
sons chacune  de  ces  trois  forces  en  deux  antres, 
dirigées  suivant  la  droite  MC  et  suivant  la  perpendi- 
culaire KMR'  à  cette  droite;  et  considérons  les 
composantes  perpendiculaires.  On  a  évidemment 

C 

en  désignant  par  e  la  longueur  de  la  droite  MC  ; 
donc  la  composante  de  Q  suivant  MR  sera  égale  à 

Qî 

— •  De  même  |  les  composantes  de  P  et  P'  perpea- 
o 

Pp      P'p' 
diculaires  à  MC  seront  —  et  — .  Elles  agissent  en 

c  c 
sens  contraire,  quand  la  ligne  MC  traverse  l'angle 
AMA'  (fig.  10] ,  et  dans  le  même  sens ,  quand  elle 
tombe  hors  de  cet  angle.  Or,  la  somme  de  ces  com- 
posantes ,  dans  le  second  cas ,  et  l'excès  de  la  plus 
grande  sur  la  plus  petite,  dans  le  premier,  doit  re- 
produire la  composante  de  Q,  puisque  Q  est  la  ré- 
sultante de  P  et  P'  ;  en  supposant  la  composante 
de  P  plus  grande  que  celle  de  P-,  et  supprimant  le 
diviseur  commun  e,  on  aura  donc 

Q,  =  pp  ±  py; 

ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Si  l'on  imagine  que  le  point  C  soît  fixe  et  que 
les  perpendiculaires  Ca^  Co/,  Cb,  forment  un  sys- 
tème invariable ,  les  forces  P,  P',  Q,  qui  peuTent 
être  censées  agir  aux  extrémités  a,  a',  h,  de  ces 
droites  I  ne  pourront  produire  qu'un  mouvement 
de  rotation  autour  du  centre  des  momens.  Or,  l'in- 
spection de  la  figure  17,  à  laquelle  répond  le  signe 
supérieur  dans  l'équation  précédente ,  montre  que 
quand  le* point  G  tombe  hors  de  Tangle  AEA',  et  de 
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soB  Opposé  au  tomniet,  les  trois  forces  P,  P',  Q, 
tondent  à  faire  tourner  leurs  points  d^appUcstton 
dans  le  même  sens  autour  du  point  G  ;  au  contraire , 
lorsque  ce  point  tombe  dans  Tun  de  ces  deux  an- 
gles, la  figure  16,  qui  répond  au  signe  inférieur, 
fait  voir  que  les  forces  P  et  P'  tendent  à  faire  tour- 
ner les  points  a  et  a'  en  sens  opposés  ;  et  Ton  Toit 
aussi  que ,  dans  ce  cas ,  la  résultante  Q  tend  à  faire 
tourner  son  point  d^application  dans  le  même  sens 
que  la  composante  qui  a  le  plus  grand  moment. 
D'après  cette  remarque  ,  le  théorème  qu^on  vient 
de  démontrer  retient  à  dire  que  le  moment  de  la 
résultante  de  deux  forces  est  égal  à  la  somme  ou  à 
la  différence  des  momens  de  ces  deux  foraes ,  selon 
que  les  composantes  tendent  à  faire  tounicr  leurs 
points  d'application  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
opposés  autour  du  centre  des  momens  ,  et  que  la 
résultante  tend  à  faire  tourner  dans  le  sens  de  la 
composante  qui  a  le  plus  grand  moment. 

Ce  théorème  ayant  lieu  pour  des  forces  dont  les 
directions  fo^t  un  angle  quelconque,  doit  encore 
subsister  lorsqu'elles  deviennent  parallèles  ;  c'est 
effectivement  une  conséquence  facile  à  déduire  de 
de  la  composition  des  forces  de  ce  genre  (no  43). 

47.  L'avantage  de  ce  dernier  énoncé  est  de 
pouvoir  facilement  s'étendre  à  un  nombre  quel- 
conque de  forces  P,  P',  P",  etc.,  dirigées  dans  un 
même  plan.  En  regardant  le  centre  des  momens 
comme  un  point  fixe,  autour  duquel  les  forces 
tendent  à  faire  tourner  le  système  de  leurs  points 
d'application  ,  liés  entre  eux  d'une  manière  inva- 
riable ,  le  moment  de  la  résultante  est  égale  à  la 
somme  des  momens  des  forces  qui  tendent  à  faire 
tourner  dans  le  même  sens  qu'elle,  moins  la  sdrailie 
des  momens  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner 
en  sens  contraire. 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  que  les  trois  pre* 
uières  forces  P,  P',  P",  tendent  k  faire  tourner  dans 
un  même  sens ,  et  toutes  les  autres  dans  un  sens 
opposé.  Reprenons  la  série  de  réductions  du  n»  45. 
Soient  Q  la  résulUnte  de  P  et  P',  et  Q'  celle 
de  Q  et  P",  ou  de  P,  F,  P".  Soient  aussi  p,  f\  f, 
q,  i{,  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des 
momens  sur  les  directions  de  P,  P',  P",  Q ,  Q'  ;  nous 
aurons,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 

Q,  =  Pp  +  Py,      Q-s-  =  Qj  +  ?>". 


et ,  par  conséquent , 

QV  =  1^  -1-  py  4-  Fy 

De  même  si  l'on  désigne  par  Q^  la  résultante  de 
toutes  les  autres  forces  P"',  P'* ,  etc.  ;  par  q^  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  des  momens  sur  at 
direction  \  par  p"'^  f^^  etc.,  les  perpendiculaires 
abaissées  du  même  point  sur  les  directions  P"', 
Piv ,  etc.,  on  aura  aussi 

Q,y,  =  pwy"  +  Pi»|>«»   4-  etc. 

Or,  la  résultante  R  de  toutes  les  forces  données 
sera  celle  des  deux  forces  Q'  et  Q^;  si,  donc,  on  re- 
présente par  r  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  des  momens  sur  la  direction  de  R ,  et  si  l'on 
considère  que  ces  forces  Q'  et  Q^  tendent  à  faire 
tourner  en  sens  opposés ,  on  aura 

Rf=±(Q'9'_Q,j,), 

selon  que  QY  >cra  plus  grand  ou  moindre  que  Q,^^. 
Dans  le  premier  cas ,  la  force  R  tendra  à  faire  tour- 
ner dans  le  même  sens  que  la  force  Q',  et,  consé- 
quemment ,  dans  le  même  sens  que  les  trois 
forces  P,  P',  P".  Nous  supposerons  que  ce  soit  ce 
premier  cas  qui  ait  lieu,  et  en  substituant  pour 
Q'^  et  Q,g,  leurs  valeurs,  nous  aurons  alors 

Rr=Pjï  +  P'f>'+PV— P'V'^P^Iï»'— etcj  (l) 

équation  qui  renferme  le  théorème  qu'on  voulait 
démontrer. 

En  supposant  que  le  centre  des  momens  soit  le 
point  d'appui  du  levier  auquel  les  forces  P,  P\ 
P",  etc.,  sont  appliquées ,  il  faudra ,  pour  l'équi* 
libre  de  ce  levier,  qu'on  ait 

I^  +  py  +  pryi— p«y"  — pn|,n-.etc.=0,  (2) 

puisque  dans  ce  cas,  ces  forces  doivent  avoir  une  ré» 
sultante  qui  doit  passer  par  le  point  d'appui  (n»  45], 
et  pour  laquelle  on  a  donc  F  =0. 

48.  On  peut  rendre  l'équation  (1)  plus  générale , 
en  supposant  que  par  des  décompositions  et  re- 
compositions des  forces  P,  P',  P",  etc.,  on  les  ait 
transformées  eu  d'autres  forces  S,  S',  S",  etc.,  dont 
l'ensemble  soit  équivalent  aux  forces  données.  En 
désignant  par  m,  if  ^  a^\  etc.,  les  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  des  momens  sur  les  directions 
de  S,  S',  S'',  etc.,  on  trouvera,  par  le  même  raison- 
nement que  dans  le  numéro  précédent , 


8#  +  S'j'-f-S"#"  +  etc.=P|»  +  P'p'+P"y»  — p^y  — piTpif  — etc.;     (8) 


équation  dans  laquelle  on  devra  prendre  avec  le 
signe  ^,  les  momens  des  forces  S,  S',  S",  etc.,  qui 
tendent  à  faire  tourner  dans  le  même  sens  que  P, 
F,  P"  ;  et  avec  le  signe  — ,  les  momens  de  celles 
qui  tendent  à  faire  tourner  dans  lo  même  sens 
queF',P«^,  etc. 

Le  cas  particulier  où  les  forces  P,  P',  P",  etc., 
sont  irréductibles  à  une  seule ,  est  compris  dans 
cette  dernière  équation.  Soient  alors  S  et  S'  deux 
forces  égales,  parallèles  et  non  directement  oppo- 
séeftf  et  appelons  k  leur  distance  mutuelle.  Si  le 


centre  des  momens  est  situé  entre  leurs  directions, 
on  aura  «  -^  «'  =  A;  elles  tendront  à  faire  tourner 
dans  le  même  sens  autour  de  ce  point  ;  on  don- 
nera donc  le  même  signe  à  leurs  momens ,  et  il  en 
résultera 

Sa  +  SV  =  SA. 

Si,  au  contaire,  le  centre  des  momens  n'est  pas  com- 
pris entre  S  et  S',  et  qu'on  suppose  #  >  ê\  ou  aura 
«— a'zrA  ;  ces  deux  forces  tendront  à  faire  tourner  en 
sens  opposé  ;  on  devra  donner  le  signe  -f"  *n  moment 
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de  8  et  le  signe  —  eu  moment  de  9;  et  il  en  résaltere 

Ptr  conséquent ,  réqnation  (3)  deviendn  toujours 
8*  =  Pp  +  Py  +  P'y  — Fy— P«^|),T  —etc. 

Son  second  membre  se  composent  de  quantités 
qui  sont  tontes  données ,  il  en  résulte  que  si  les 
Tftlenrs  de  S  et  A  viennent  à  changer ,  leur  produit 
demeurera  constant,  ainsi  qu^on  Tavait  déjà  dit 
plus  haut. 

On  conclut  aussi  de  cette  demiire  équation  que , 
quand  son  second  membre  est  nul ,  les  forces  don- 
nées ne  peuvent  pas  tomber  dans  le  cas  d'excep- 
tion où  elles  sont  irréductibles  à  une  seule  ;  il  s'en- 
suit donc  que  Téquation  (2)  exprime  à  la  fois  que 
les  forces  P,  P',  P",  etc.,  ont  une  résultante  unique, 
et  que  cette  résultante  passe  par  le  centre  des  mo- 
mens  ;  par  conséquent ,  elle  est  Téquation  néces- 
saire et  suffisante  pour  Téquilibre  du  levier  dont 
ce  centre  est  le  point  d^appui.  La  résultante  R  que 
Ton  obtiendra  par  la  série  des  réductions  du  n»  46, 
exprimera  la  charge  quHl  aura  à  supporter  ;  quand 
elle  sera  nulle,  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  se  feront 
équilibre  dans  leur  plan  sans  le  secoun  de  ce 
point  fixe. 

40.  La  condition  de  Téquilibre  dans  le  levier 
peut  aussi  s'exprimer  par  une  équation  analogue  à 
la  formule  {%)  du  no  39. 

Soient,  par  exemple.  H,  X',  M"  (fig.  18],  les 
points  d'application  des  trois  forces  P,  P',  P",  qui 
agissent  sur  le  levier  ECF,  suivant  des  directions 
MJà. ,  M'A',  H" A",  comprises  dans  son  plan.  Faisons 
tourner  infiniment  peu  ce  levier  autour  de  son 
point  d'appui  C,  de  sorte  que  H,  H',  M",  viennent 
en  m,  wû,  m".  D'après  la  définition  du  no  39,  les 
arcs  infiniment  petits  Hm^  Wm^,  Wmf'y  que  Ton 
peut  prendre  pour  des  lignes  droites ,  seront  les 
vitesses  virtuelles  des  points  d'application  H,  H', 
H",  des  trois  forces  que  Ton  considère.  J'abaisse 
de  m,  m!,  m",  des  perpendiculaires  ma,  m'a',  m" a", 
sur  les  droites  HA ,  M'A',  H'' A",  ou  sur  leurs  pro- 
longemens  )  Ha  sera  la  projection  de  Het  sur  la  di- 
rection même  de  la  force  P  qui  tend  à  faire  tour- 
ner le  levier  dans  le  sens  de  la  rotation  qui  a  eu 
lieu  ;  M'a'  et  H"a^'  seront  les  projections  de  H'in'  et 
H'W  sur  les  prolongemens  des  deux  outres  forces 
P'  et  P"  qui  tendent  à  le  faire  tourner  dans  le  sens 
opposé.  Pour  cette  raison,  je  considère  la  pre- 
mière de  ces  projections  comme  une  quantité  po- 
sitive, et  les  deux  autres  comme  des  quantités 
négatives.  Je  représenterai  ces  trois  quantités 
par  «,  V,  «". 

Cela  posé,  en  vertu  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles ,  la  somme  des  forces  données  multipliées 
respectivement  par  les  projections  ainsi  définies 
des  vitesses  virtuelles  de  leurs  points  d'application. 


est  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre,  et  réciproque- 
ment l'équilibre  a  lieu  quand  cette  somme  est 
séro;  en  sorte  que  l'équation  d'équilibre  do  le- 
vier est 

P*  +  P*-.»  +  P"«"  =  0  ;        (4) 

et ,  en  effet ,  il  est  aisé  de  vérifier  qu'elle  coïncide 
avec  celle  que  l'on  a  déduite  de  la  considération  des 
momens. 

Pour  cela ,  désignons  par  p,  ff,  f/\  les  perpeo- 
dicttloires  CG,  CG',  CG",  abaissées  du  point  C 
sur  les  directions  des  forces  P,  P',  P";  par  c,  é,  é^, 
les  distances  CH ,  CH'^  CM",  de  leurs  points  d'appli- 
cation au  foint  C  ;  et  par  y,  y',  y^\  les  vitesses  vir- 
tuelles Hm^  HW^  H"m".  L'arc  infiniment  petit  " 
se  confondant  avec  sa  tangente ,  les  triangles 
et  GHG  ont  leura  côtés  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre,  et  sont  semblables  ;  on  a  donc 


Ha    •   Hm 


CG    :   CH; 


et  à  cause  de 

Ha  =  « ,     Hfli  =  y ,     CG 

on  en  déduit 

o 
On  aura  de  même 


py 


=  p,     CH  =  e, 


en  observant  que  V  et  «"  sont ,  par  hypothèse ,  des 
quantités  négatives.  De  plus ,  la  forme  du  levier 
étant  supposée  invariable ,  les  trois  arcs  Hm^  Wwf, 
Wm",  décrits  en  même  temps,  répondent  à  un 
même  angle  ;  et  en  les  divisant  par  leurs  rayons  res- 
pectifs CH ,  CH',  en",  on  aura  trois  rapports  égaux. 
En  désignant  par  §  la  grandeur  commune  de  ces 
rapports,  on  aura  donc 

l  =  -  =  2l!=ê 

o  ~   c»  ""   c"  "" 
et,  par  conséquent, 

•  =  p»,    ^  =  -rft,    •"  =  _,"•. 

Or,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (4), 
et  qu'on  supprime  ensuite  le  facteur  §  commun  à 
tous  ses  termes,  elle  deviendra 

Pp  —  P*!/  —  PV  =  0; 

ce  qui  est  effectivement  l'équation  d'équilibre  du 
levier  que  nous  considérons.  Réciproquement ,  si 
l'on  multiplie  cette  dernière  équation  par  §,  elle  se 
changera  dans  l'équation  (4). 

Le  raisonnement  serait  évidemment  le  même , 
quels  que  fussent  le  nombre  des  forces  données  P, 
P',  P",  etc,  et  le  sens  dans  lequel  elles  tendent 
à  faire  tourner  le  levier. 


CHAPITRE   m. 


»  » 
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60.  La  composition  des  forces  parallèles  se 
déduit,  ftÎDsi  qu^on  Ta  tu  précédemment  (n<»  43), 
de  U  règle  du  parallélogramme  des  forces,  en  con- 
tidérant  les  forces  données  comme  des  forces  dont 
le  point  de  concours  est  à  Tinfini  ;  mais  en  s^ap- 
pnyant  toujours  sur  cette  règle,  on  peut  aussi 
obtenir  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  par 
on  autre  moyen  qu^il  est  bon  de  connaître. 

Soient  P  et  Q  les  deux  composantes,  agissant 
aux  points  £  et  F  de  la  droite  inflexible  EF,  suivant 
les  directions  parallèles  £A  et  FB,  dans  le  même 
sens  (6g.  10),  ou  en  sens  opposés  (fig.  20).  On  ne 
changera  rien  à  ce  système  de  forces,  en  appli- 
quant aux  exirémilés  de  cette  droite  des  forces 
égales,  dirigées  en  sens  contraire  Tune  de  Fautre, 
suivant  ses  prolongemens  £C  et  FD ,  et  dont  la 
grandeur  commune  sera  représentée  par  S.  Je 
prends  la  résultante  des  forces  P  et  S  appliquées  au 
point  E,  qui  sera  une  force  P'  agissant  suivant 
une  droite  £A'  comprise  dans  Tangle  AECj  de 
même  ta  résultante  des  forces  Q  et  S,  qui  agissent 
an  point  F,  sera  une  force  Q'  dirigée  suivant  une 
droite  FB',  comprise  dans  l*angle  BFD  ;  et  si  Ton 
excepte  le  cas  du  n»  44,  où  les  forces  données 
P  et  Q  sont  égales  et  agissent  en  sens  opposés,  les 
deux  droites  £A'  et  FB'  ne  seront  pas  parallèles. 
Par  conséquent,  en  supposant  leur  point  d^inter- 
section  R  lié  invariablement  à  la  droite  EF,  il  sera 
permit  de  le  prendre  pour  le  point  d^application 
commun  aux  deux  forces  P'  etQ'  (n»  41).  Par  ce 
point  &,  je  mène  les  droites  £'F'  et  KH',  parallèles 
à  la  droite  £F  et  k  la  direction  des  forces  P  et  Q  , 
puis  je  décompose  chacune  des  forces  P'  et  Q' 
suivant  ces  parallèles  :  il  est  évident  qu^on  retrou- 
vera de  cette  manière  les  composantes  S  et  P,  di- 
rigées suiTant  K£'  et  KH,  et  les  composantes  S  et 
Q,  dirigées  suivant  KF'  et  KH  (fig.  19),  ou  suivant 
KF'  et  RH'  (fig.  20).  Nous  aurons  donc  les  quatre 
mêmes  forces  qu^auparavant ,  mais  appliquées 
toutes  quatre  à  un  même  point  K.  En  supprimant 
les  deux  forces  S,  il  restera  les  deux  forces  P  et  Q, 
dirigées  suivant  la  même  droite  KH,  dans  le  cas 
de  la  figure  19,  ou  suivant  cette  droite  RH  et  son 
prolongement  RH',  dans  le  cas  de  la  figure  20,  qui 
suppose  que  Q  est  la  plus  grande  des  deux  forces 
données.  Donc,  la  résultante  de  ces  deux  forces 


leur  sera  parallèle  ;  et  en  la  désignant  par  R,  nous 
aurons 

R  =  Q±P, 

selon  qu^elles  seront  dirigées  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  opposés. 

Pour  déterminer  le  point  0 ,  où  sa  direction  vien- 
dra couper  la  droite  EF  ou  son  prolongement ,  je 
supposerai  que  £'  et  F'  soient  les  intersections  des 
lignes  A£  et  BF  avec  la  droite  E'F';  les  deux  qua- 
drilatères £E' KO  et  FF'KO  seront  des  parallélogram- 
mes ;  et  si  Ton  prend  leurs  diagonales  K£  et  KF 
pour  représenter  les  résultantes  P'  et  Q',  on  aura 

S  :  P  :  :  £0  :  KO , 
s  :  Q  :  :  FO  :  KO , 

pour  les  rapports  des  composantes.  On  conclut 
de  U 

P  :  Q  ;  :  FO  :  £0  ; 

ce  qui  fera  connaître  la  position  du  point  0  qu^on 
pourra  prendre  pour  le  point  d^application  de  la 
résultante  R. 

On  en  déduit  aussi 

P  :  Q  ±  P  :  •  FO  :  EF , 

Q  :  Q  ±  P  :  :  £0  :  EF , 

les  signes  supérieurs  se  rapportant  à  la  figure  19, 
et  les  signes  inférieurs  à  la  figure  20  ;  en  ayant 
égard  à  la  valeur  précédente  de  R ,  on  aura  donc , 
dans  les  deux  cas, 

P  :  Q  :  R  :  :  FO  :  £0  :  EF  ; 

ce  qui  montre  que  chacune  des  trois  forces  P,  Q, 
R,  est  proportionnelle  à  la  distance  comprise 
entre  les  points  d^application  des  deux  antres. 

Cette  proportion ,  et ,  par  suite ,  la  position  du 
point  0,  sont  indépendantes  de  Tangle  sous  lequel 
les  directions  des  forces  données  sont  coupées  par 
la  ligne  EF ,  qui  peut  être  une  droite  quelconque 
aboutissant  par  ses  extrémités  à  ces  deux  direc- 
tions. 

61.  On  résoudra  maintenant,  sans  aucune  diffi- 
culté, toutes  les  questions  qui  peuvent  se  présen- 
ter sur  la  composition  des  deux  forces  parallèles  en 
une  seule  et  sur  la  décomposition  d^une  force  en 
deux  autres  qui  lui  soient  parallèles.  Nous  nVn« 
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trerons  dans  aucun  détail  k  ce  sujet  ;  et  nous  ne 
reviendrons  pas  non  plus  sur  le  cas  particulier 
des  forces  égales  et  non  directement  opposées,  que 
nous  avons  exclu  de  la  démonstration  précédente 
et  qui  a  été  suffisamment  examiné  dans  le  n»  44. 

Je  Tais  actuellement  considérer  un  nombre  quel- 
conque de  forces  parallèles ,  dont  une  partie  agit 
dans  un  sens  et  Tautre  partie  dans  le  sens  opposé^ 
qui  sont  situées  ou  non  situées  dans  un  même  plan, 
et  appliquées  à  des  points  liés  entre  eux  d^une  ma- 
nière invariable ,  par  exemple ,  à  différens  points 
d^un  corps  solide. 

En  composant  deux  de  ces  forces  en  une  seule, 
puis  celle-ci  et  une  troisième  encore  en  une  seule, 
et  ainsi  de  suite ,  on  parviendra  à  déterminer  la 
grandeur  et  la  position  dans  Tespace  de  la  résul- 
tante de  tontes  les  forces  données,  à  moins  que  les 
deux  dernières  forces  qu'on  aura  à  considérer  ne 
tombent  dans  le  cas  d^exception  du  n»  44.  Cette  ré- 
sultante sera  évidemment  parallèle  à  la  direction 
commune  des  composantes  j  de  plus ,  elle  sera 
égale  à  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  un 
même  sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  agissent 
en  sens  contraire,  et  elle  agira  dans  le  sens  de  la 
plus  grande  somme.  Si  donc  on  regarde  les  unes 
comme  des  quantités  positives,  et  les  autres  comme 
des  quantités  négatives  (n^  11)  ,  qu'on  les  repré- 
sente toutes  par  P,  P',  P",  etc.,  et  leur  résultante 
par  E,  on  aura  toujours 

B  =  P  +  P*  -f.  P"  +  etc. 

58.  Si  les  forces  données  viennent  à  tourner  au- 
tour de  leurs  points  d^applicetion  sans  cesser  d'être 
parallèles ,  leur  résultante  tournera  aussi  autour 
d^un  des  points  de  sa  direction;  car  sou  point  d'ap- 
plication, qu'on  trouve  en  composant  successive- 
mentles  forces  données,  comme  on  vient  de  l'indi- 
quer, ne  dépend  en  aucune  manière  de  la  direction 
commune  de  ses  forces,  et  reste,  conséquemment 
le  même  quand  cette  direction  vient  à  changer. 

Ainsi ,  par  exemple,  supposons  que  les  forces 
données  soient  au  nombre  de  trois,  P,  P',  P",  di- 
rigées suivant  les  droites  MA,  M'A',  M" A"  (fig.  21). 
Soit  d'abord  NE  la  direction  de  la  résultante  de  P 
et  P',  qui  sera  égale  à  P  -|-  P'  ;  soit  ensuite  R'B'  la 
direction  de  la  résulUnte  de  P-^P'  et  P'';  cette 
dernière  force  P"  étant  supposée,  dans  la  figure, 
agissante  en  sens  contraire  de  P  et  P' ,  et  plus 
grande  qneP-{-P'.  Concevons  maintenant  que  les 
trois  forces  P,  P',  P",  tournent  autour  des  points 
H,  H',  H",  en  conservant  leur  parallélisme  et  le 
sens  relatif  de  leurs  actions.  Soient  Ma,  M'a'^  W^a'\ 
leurs  nouvelles  directions.  Dans  ce  nouvel  état, 
la  résultante  des  forces  P  et  P'  rencontrera  la 
droite  HM'  au  iKcme  point  N  qu'auparavant,  puis- 
que la  position  de  ce  point  ne  dépend  que  du  rap- 
port des  composantes,  et  nullement  de  l'angle  que 
la  droite  HH'  fait  avec  leurs  directions  (no  60)  ; 
elle  sera  présentement  dirigée  suivant  la  droite 
Hh  parallèle  à  Ma  et  M'a',  et  encore  égale  à  P  +  F. 


Par  la  même  raison,  la  résultante  de  P+P'  «^  P" 
rencontrera  le  prolongement  de  la  droite  MM'  au 
même  point  K'  qu^auparavant,  et  sera  dirigée  sui- 
vant une  droite  IC'i'  parallèle  à  IC5;  par  conséquent, 
les  trois  forces  P,  P',  P",  tournant  autour  de  leura 
points  d'application  M,  M',  M",  leur  résultante 
tournera  aussi  autour  d'un  mette  point  N'. 

53.  Nous  appellerons  entré  dês  forcés  paraUHê» 
le  point  dans  lequel  viennent  se  couper  toutes  les 
directions  successives  de  la  résultante,  quand  sei 
composantes  tournent  autour  de  leurs  points  d'ap- 
plication, qu'on  suppose  invariables. 

On  verra  par  la  suite  combien  le  centre  des 
forces  parallèles  est  important  à  considérer ,  sur- 
tout dans  les  questions  relatives  à  l'équilibre  et  au 
mouvement  des  corps  pesons.  On  peut  déjà  obser- 
ver que  si  un  corps  solide  est  sollicité  par  des 
forces  parallèles  quelconques ,  que  l'on  détermine 
le  centre  de  ces  forces,  et  qu'on  le  suppose  fixe, 
l'équilibre  aura  lieu  dans  toutes  les  positions  que 
le  corps  pourra  prendre  autour  de  ce  point,  pourvu 
que  les  forces  données  restent  toujours  parallèles 
et  appliquées  aux  mêmes  points  de  ce  corps  ;  car 
alors  leur  résultante  passera  constamment  par  le 
point  fixe ,  ce  qui  suffit  pour  qu'elle  soit  détruite. 

Les  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles, 
rapportées  à  trois  axes  rectangulaires,  dépendent, 
comme  on  va  le  voir,  des  produits  de  ces  forces 
multipliées  par  les  coordonnées  de  leurs  points 
d'application.  A  cause  que  ces  produits  se  présen- 
tent dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  leur  a  donné 
un  nom  particulier;  on  appelle  momêni  d^mnê 
forcé  par  rapport  à  un  plan,  le  produit  de  cette 
force  et  de  sa  distance  à  ce  plan.  Ainsi ,  P 
étant  l'intensité  d'une  force  appliquée  en  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  s,  y,  %,  les  pro- 
duits Ps,  Py^  Pjr,  seront  ses  momens  par  rapport 
aux  plans  des  9  et  ^,  des  s  et  »,  des  y  et  s.  Les 
momens  de  cette  espèce  n'ont  rien  de  commun , 
en  général,  avec  les  momens  par  rapport  à  un  point 
qu'on  a  définis  dans  le  n»  42.  Ceus-ci  dépendent 
de  la  direction  de  la  force,  et  sont  indépendans  de 
son  point  d'application  ;  les  momens  par  rapport 
à  un  plan  dépendent ,  au  contraire,  de  la  position 
du  point  d'application  de  la  force ,  et  sont  indé- 
pendans de  sa  direction.  On  ne  fait  usage  des 
derniers  que  dans  le  cas  des  forces  parallèles  ;  en 
sorte  qu'ils  peuvent  être  des  quantités  positives 
ou  négatives ,  à  raison  dn  signe  de  la  force  et  des 
coordonnées  dn  point  où  elle  est  appliquée. 

54.  Soient  M,  M\  M",  etc.  (fig.  22) ,  les  points 
d'application  des  forces  parallèles  P,  P',  F',  etc. , 
dont  il  sera  inutile  d'indiquer  les  directions.  Me- 
nons arbitrairement  trois  axes  rectangulaires  Ojt, 
Oy^  Oz,  qui  seront  ceux  des  coordonnées  ;  dési- 
gnons par  s,  y,  m,  les  coordonnées  de  M  ;  par  s',  3^, 
mI,  celles  de  M',  par  x*',  y",  s",  celles  de  M",  etc.  j 
et  supposons  que  toutes  ces  coordonnées  et  ces 
forces  sont  des  quantités  données  qui  peuvent 
être  positives  ou  négatives.  Soient  encore  Qj  if^ 
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Q^,  etc. ,  les  |irojectioiifl  des  points  H,  H',  X",  etc., 
for  le  plen  des  «  et  y  ;  en  sorte  qu^on  ait 

MQ  r=  s ,  H'Q'  =  a',  M"Q"  =  a",  etc. 

Enfin,  représentons  par  Xi  ,  yi  ,  xi  ,  les  trois 
coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles  dont 
Q  s^agit  de  trouver  les  valeurs. 

La  résultante  P  +  P'  des  denx  forces  P  et  P* 
rencontrera  en  un  point  N  la  droite  HM'  ou  son 
prolongement,  selon  que  ces  deux  forces  seront 
de  même  signe  ou  de  signe  contraire  ;  mais  dans 
les  deux  cas  on  aura 

p*  :  P  +  p'  ::  MN  :  Mil'. 

Soit  K  la  projection  de  N  sur  le  plan  des  x  et  y. 
Par  le  point  I,  menons  la  parallèle  HGH  à  la  droite 
QEQ',  qui  rencontre  les  droites  NR  et  M'Q'  aux 
points  G  et  H,  de  sorte  qu^on  ait 


MQ  =  GK  =  HQ'} 


on  aura  aussi 


HN  :  Hffl'  ::  ng  :  m'h  ; 

et  de  cette  proportion  jointe  à  la  précédente,  on 
conclura 

(P  +  P')  HG  =  P'.  l'H. 

A  cette  équation,  j^ajoute  Téquation  identique 

(  P  +  P')  GK  =  P.  MQ  +  P'.  HQ'j 

ce  qui  donne 

(P  +  P')  NK  =  Ps  +  P'V. 

La  résultante  des  deux  forces  P  4-  P'  et  P''  ren- 
contrera en  nn  point  N'  la  droite  NM''  on  son  pro- 
longement, selon  que  ces  deux  forces  auront  le 
nême  signe  ou  des  signes  contraires  ;  et  si  K'  est 
la  projection  de  N  sur  le  plan  des  x  et  y^  on  trou- 
vera, comme  dans  le  cas  précédent, 

(P  +  P'  +  P")  K'K.'  =  (P  +  P')  NK  +  P''a«; 

par  conséquent,  on  aura 

(P  +  P'  +  P")N'K'=  Vm  +  P'  1'  +  P"a". 

On  continuera  de  même  jusqu^à  ce  qu'on  ait 
épuisé  toutes  les  forces  données  P,  P',  P",  etc.  ; 
et  si  R  est  leur  résultante  totale,  on  aura  finalement 

Rz,  =  Ps  +  PV  +  P"V'  +  etc. 

La  figure  22  suppose  que  tons  les  points  M',  M', 
M"  V  el«. ,  N ,  N' ,  etc. ,  sont  situés  d'un  même  côté 
do  plan  des  f  et  y,  ou  que  leurs  ordonnées  paral- 
lèles à  l'axe  des  a  sont  toutes  de  même  signe  ;  mais 
il  est  aisé  de  voir  que  si  Téquatinn  précédente  est 
▼raie  dans  ce  cas  ,  elle  le  sera  encore  lorsque  ces 
coordonnées  seront  en  partie  positives  et  en  partie 
négatives.  En  eifet,  transportons  le  plan  des  s  et  y, 
parallèlement  à  lui-même,  à  une  distance  quel- 
conque A  de  sa  position  primitive.  Par  rapport  à  ce 
nonveau  plan,  soient  Z,  Z\  Z",  etc.,  les  coordon* 
4e  M,  V,  M",  etc.,  et  Zi,  celle  du  centre  des 


forces  parallèles,  de  sorte  qu'on  oit 

Z.=:s,-*,  Z=js— fc,  Z'=s'— ^,  Z"=s"— fc,  etc.; 

si  Ton  retranche  de  Téquation  précédente  Péqua- 
tion  identique 

Rfc  =  Pfc  +  F*  +  Ffc  +  etc., 
il  en  résultera 

RZi  =  PZ  +  P'Z'  +  P"Z"  +  etc.; 

équation  dans  laquelle  les  ordonnées  Z,  1\  Z'',  etc., 
peuvent  être  positives  ou  négatives. 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas,  le  moment 
delà  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles  par  rapport  à  un  plan  choisi  arbitraire- 
ment, est  égal  à  la  somme  des  momens  de  ces 
forces  par  rapport  au  même  plan. 

65.  En  prenant  successivement  les  momens  par 
rapport  aux  trois  plans  des  coordonnées,  on  aura, 
d'après  les  notations  précédentes, 

RjTi  =  Pj;  +  PV  +  P"«"  +  etc.,    ) 
Ry»  =1  Py  +  Py   +  P"y"  +  etc. ,    [    (1) 
Rs»  =  Ps  +  P's'  -f  Fs"  +  etc.  ;    » 

et  à  cause  de 

R  =  P  +  P'  +  P"  +  etc.,  (2) 

les  trois  coordonnées  du  centre  des  forces  paral- 
lèles seront  complètement  déterminées.  En  menant 
par  ce  point  une  droite  parallèle  aux  forces  don- 
nées, dans  le  sens  indiqué  par  le  signe  de  R,  on 
aura  la  direction  de  la  résultante.  Ces  quatre  équa- 
tions renfermeront ,  de  la  manière  le  plus  géné- 
rale, la  théorie  des  forces  parallèles. 

La  somme  des  momens  des  forces  P,  P',  ^',  etc., 
est  égale  à  séro,  par  rapport  à  tout  plan  passant 
par  le  centre  des  forces  parallèles  ;  car,  en  prenant 
ce  plan  pour  celui  des  s  et  y,  il  faudra  qu'on  ait 
jb,  =:0^  et^  conséquemment, 

Ps  +  PV  -f  P"s"  +  etc.  =  0. 

Dans  le  cas  particulier  où  P,  P',  P'',  etc. ,  se  ré- 
duisent à  deux  forces  égales,  agissant  en  sens  op- 
posé, leur  somme  R  est  égale  à  séro;  ce  qui  rend 
infinies  les  valeurs  de  Xi  ,  y^  ,  s,.  Le  centre 
des  forces  parallèles  est  donc  alors  situé  à  Tinfini, 
ou  plutôt  ce  centre  n'existe  pas ,  non  pins  que  la 
résultante. 

66.  Lorsque  tous  les  points  d'application  M,  M'y 
M",  etc. ,  des  forces  données  sont  situés  dans  ua 
même  plan,  il  est  évident,  par  la  nature  du  centre 
des  forces  parallèles  (n°  62],  que  ce  point,  s'il 
existe,  devra  aussi  se  trouver  dans  ce  plan  ;  c'est 
aussi  ce  que  l'on  peut  conclure  des  équations 
(l)et(8). 

En  désignant  par  a,  h,  c,  trois  constantes  don- 
nées, on  aura,  dans  ce  cas, 

«  =  a«  +  6y  +  c , 
a'  =  as'  •{-  ^  -f-  e , 
s"=  ax"+  6y"+  e, 
etc. 
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Je  substitue  ces  ttleurs  de  b,  é,  d\  etc^  dans  la 
troisième  équation  (1) }  il  Tient 

R«,  =  (  Px  +  Fx'  +  PV  +  etc.)  a 
+  (  Py  +  Py  +  P"y"  +  etc.)  * 
+  (  p  +  p*  +  p"  +  etc.)  c. 

En  vertu  des  deux  autres  équations  (l)  et  de  Té* 
quation  (2) ,  on  peut  remplacer  par  Rxi  ,  Ryi  , 
R,  les  coefficiens  de  a,  h,  c;  et  en  supprimant  en- 
suite le  facteur  commun  R,  on  a 

z\  =  0*1  +  ftyi  +  ^î 

ce  qui  montre  que  le  centre  des  forces  parallèles 
appartient  au  plan  des  points  H,  H',  H",  etc. 

Lorsque  tous  ces  points  sont  sur  une  même 
ligne  droite,  ce  centre  s^y  trouve  également;  et  il 
suffit  de  la  première  des  équations  (l)  pour  détermi- 
ner sa  position,  en  prenant  cette  droite  pour  Taxe 
des  ff.  Si,  de  plus,  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  sont 
perpendiculaires  &  cette  droite,  les  raoniens  que 
nous  considérons  actuellement  se  confondent  avec 
les  momens  par  rapport  à  un  point ,  qui  est  ici  To- 
rigine  0  des  abscises  x,  et  la  première  équation  (1) 
coïncide  avec  Téquation  (1)  du  n»  47.  II  est  aisé  de 
voir,  en  effet,  que  parmi  les  forces  données  P,  P', 
P",  etc.,  celles  qui  tendent  k  faire  tourner  autour 
du  point  0  dans  le  même  sens  que  la  résultante  R, 
sont  toutes  les  forces  qui  ont  le  même  signe  que 
leurs  distances  s,  x\  s''^  etc.,  à  ce  point,  et  que 
celles  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  le  sens 
opposé,  sont  les  forces  qui  ont  un  signe  contraire  à 
celui  de  ces  mêmes  distances  ;  par  conséquent,  les 
momens  des  premières  s'ajoutent,  et  ceux  des 
dernières  se  retrancbent,  conformément  à  Ténoncé 
du  numéro  cité. 

67.  Les  équations  d'équilibre  des  forces  parallè- 
les P,  P',  F',  etc.,  se  déduisent  aisément  de  la 
théorie  qu'on  vient  d'exposer. 

S'il  n'existe  aucun  point  fixe  dans  le  système,  il 
faut,  pour  l'équilibre,  qu'en  séparant  Tune  de  ces 
forces,  par  exemple  la  force  P,  toutes  les  autres 
aient  une  résultante  qui  soit  égale  et  directement 
opposée  à  P.  Soit  donc  R'  la  résultante  des  forces 
F,  P'',  etc.  ;  puisque  les  forces  P  et  R'  sont  égales 
et  dirigées  en  sens  contraires ,  elles  doivent  être 
égales  et  de  signes  différons  ,  ou ,  autrement  dit, 
on  doit  avoir  P  -f-  R'  =  0.  Hais  R'  est  la  somme  des 
composantes  P',  P'^,  etc.  ;  il  en  résulte  donc,  pour 
lo  première  équation  d'équilibre, 

p  +  P'  +  P"  +  etc.  =  0.        (a) 

Pour  exprimer,  en  outre,  que  les  forces  P  etR' 
sont  directement  opposées,  soient  «,  C,  ^,  les  trois 
coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles  P' 
F',  etc.,  de  manière  qu'on  ait 

RU  =  F*'  +  PV  +  etc.  , 
R'C  =  Fy'  +  Fy"  +  etc.  , 
R'^  =  Fs'  +  P"s"  +  etc. 

Ce  centre  étant  le  point  d'application  de  leur  ré- 


sultante R',  il  sera  néceisairs  qu^il  se  troara  mr 
la  direction  de  la  force  P,  pour  que  E'  soit  direo- 
tement  opposée  à  cette  force,  on,  ce  qui  revient  an 
même,  ce  centre  et  le  point  d'application  11  de  la 
force  P  doivent  être  sur  une  même  porallèlo  k  la 
direction  commune  des  forces  données.  Si  donc  oo 
prend,  pour  plus  de  simplicité ,  le  plan  des*  eiy 
perpendiculaire  à  cette  direction,  il  faudra  que  œs 
deux  points  soient  situés  sur  une  même  perpendi- 
culaire à  ce  plan  ;  ils  auront  alors  la  même  projec- 
tion sur  ce  plan;  par  conséquent,  leurs  coordonnées 
seront  les  mêmes  parallèlement  aux  axes  des  s  et 
y,  de  sorte  que  l'on  aura 

•  =  jr ,  C  s=  y. 

Je  substitue  donc  x  et  y  à  la  place  de  «  et  C  dans 
les  deux  premières  équations  précédentes,  et,  à 
cause  de  R'= — P,  il  vient 

Vx  +  P'«'  +  F'*"  +  etc.  =  0, 


:=:;(« 


Py    +    Vyl   +   pfy"    +    etC 


équations  qui  signifient  que  la  somme  des  momens 
de  toutes  les  forces  P,  P',  P",  est  nulle,  etc.,  par 
rapport  aux  plans  des  s  et  z^  et  des  y  et  »,  pa- 
rallèles à  leur  direction. 

Ainsi ,  l'équilibre  de  ces  forces  exige  que  les 
équations  (a)  et  (h)  aient  lieu  en  même  temps.  Ré- 
ciproquement, quand  ces  trois  équations  sont  sa- 
tisfaites ,  l'équilibre  existe  ;  car  si  l'on  considère  la 
résultante  R'  de  toutes  ces  forces  moins  une ,  on 
aura,  en  vertu  de  ces  équations, 

R'  =r  —  P ,      R'«  ==  —  Px  ,      R'C  =  —  Py , 


et,  par  conséquent, 


e  =  y; 


en  sorte  que  cette  résultante  sera  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  force  P ,  qu'on  avait  omise.  Il 
n'est  pas  nécessaire ,  pour  cela ,  que  les  deux  plans 
par  rapport  auxquels  la  somme  des  momens  des 
forces  données  est  zéro,  soient  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre;  il  suffit  qu'ils  soient  parallèles  à  la 
direction  de  ces  forces  ;  et  l'on  peut  aussi  sVssu- 
rer  facilement  que  si  cette  condition  est  remplie 
par  rapport  à  deux  plans  parallèles  à  cette  direc- 
tion, elle  le  sera  également  par  rapport  à  tous  les 
autres. 

Concluons  donc  que  pour  l'équilibre  d'un  sys- 
tème de  forces  parallèles,  appliquées  à  un  corps 
solide  entièrement  libre,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit: 

lo  Que  la  somme  de  ces  forces  soit  égale  à  xéro; 

2°  Que  la  somme  de  leurs  momens  soit  nulle 
par  rapport  à  deux  plans  quelconques  parallèles  à 
leur  direction  commune.  Quand  toutes  les  forces 
seront  comprises  dans  un  même  plan ,  cette  se- 
conde condition  sera  déjà  remplie  par  rapport  à  ce 
plan,  et  il  suffira  qu'elle  le  soit,  en  outre,  par  rap- 
port à  un  autre  plan. 

63.  Si  l'un  des  points  de  ce  corps  solide  est  sup- 


8TAnQUB, 


A    i\A 


PAftm. 


poté  flie,  il  tnfirty  pour  réqnilibre  dctforoM 
pmllèlaf,  que  la  loiBBie  do  lenn  nonMns  aoît 
■olle  par  nppmi  à  deux  plans  paftant  par  ce  point 
ai  parallèles  à  leur  direction,  et  il  ne  sera  plus 
nécessaire  ({ue  lenr  résvltante  soit  égale  à  séro; 
etr  alors  les  distances  de  cette  résultante  à  ces 
dem  plans  seront  nulles  :  elle  coïncidera  donc 
aToc  leur  intersection,  et  sera  détruite  par  la  ré- 
sistanee  du  point  fixe. 

Lorsque  ce  point  sera  le  centre  des  forces  pa- 
rsUèles,  la  somme  des  momens  sera  léro  par  rap- 
port à  tous  les  plans  passant  par  ce  point  ;  pir 
conséquent,  les  forces  données  se  feront  équilibre, 
quelle  que  soit  leur  direction  commune;  oe  que 
savions  déjà  (n«  63). 

Si  le  oorpa  solide  est  retenu  par  un  axe  fixe,  au- 


tour duquel  U  ait  lealeoMBl  la  liberté  de  tomiAr, 
il  suffira,  pour  Téquilibre  des  forces  parallèles  ap- 
pliquées en  ses  diflérens  points ,  que  la  somme  de 
leurs  momens  soit  égale  à  séro,  par  rapport  au 
plan  mené  par  cet  axe  parallèlement  à  leur  diree- 
tion  ;  car  leur  résultante  tombant  alors  dans  oe 
plan,  elle  y  rencontrera  Taxe  fixe,  et  sera  détruite 
par  sa  résistance.  Lorsque  Taxe  fixe  est  lui-même 
parallèle  aux  forces  données,  le  plan  dont  il  s*agit 
est  indéterminé  ;  la  condition  d'équilibre  s^éra- 
nouitpar  conséquent  ;  ce  qui  doit  être,  puisque 
des  forces  qui  sont  toutes  parallèles  à  un  axe  fixe 
ne  peuvent  faire  tourner  un  corps  solide  autour  de 
cette  droite,  de  sorte  que,  dans  ce  cas,  Téquilibra 
a  lieu  indépendamment  de  leurs  intensités  et  de 
leurs  distances  à  cet  axe. 


CHAPITRE  IV. 


GOHSIDSRATION9    GBIIBRALBS   SUR   LES   CORPS   PBSÂNS    ET   SUR    LES   CENTRES 

DE    GRAVITÉ. 


69;  On  appelle  indifféremment  puamieur  on 
fiBi»M^  la  force  qui  précipite  les  corps  vers  la 
surface  de  la  terre  aussitôt  qu'ils  ne  sont  plus  sou- 
tenus. Son  action  s'exerce  sur  tous  les  poiots  ma- 
tériels, dans  des  directions  perpendiculaires  à 
cette  surface,  ou  suivant  des  lignes  ttriicale».  Les 
directions  prolongées  de  la  pesanteur  en  dilTérens 
lieux  de  la  terre  ,  conTergent  donc  Tcra  son  centre, 
à  cause  de  sa  forme  à  peu  près  sphérique  ;  mats  en 
ayant  égard  à  la  grandeur  do  rayon  terrestre ,  re- 
btÎTeraent  aux  dimensions  des  corps  que  Ton 
considère  ordinairement ,  on  peut  supposer ,  sans 
erreur  sensible,  la  pesanteur  parallèle  à  ello-roème 
dans  toute  Tétendue  d'un  même  corps. 

L'obserTstion  a  prouvé  que  rintensité  de  cette 
force  varie  à  la  surface  de  la  terre  avec  la  latitude, 
et  que  sur  une  même  verticale  elle  varie  aussi  avec 
l'élévation  aunlessus  de  cette  surface  ;  mais  il  faut 
que  les  cbangemens  de  hauteur  et  de  latitude 
soient  très  considérables  pour  que  ces  variations 
deviennent  sensibles,  et  elles  ne  le  sont  nullement 
dans  l'étendue  d'un  corps  de  dimensions  ordinaires. 

60.  On  conclut  de  là  que  la  résultante  des  forces 
parallèles  en  nombre  infini,  qui  agissent  sur  tous 


les  points  d'un  corps  pesant ,  est  indépendante  de 
sa  forme  ;  cette  résvltante  est  ce  qu'on  appelle  le 
foidi  du  corps.  Dans  les  corps  "komogènêê,  le  poids 
est  évidemment  proportionnel  au  volume;  mais 
une  expérience  journalière  nous  montre  que  les 
corps  de  nature  différente  n'ont  pas  le  même  poids 
sous  le  même  volume;  ce  qui  peut  provenir  de  ce 
que  l'attraction  de  la  terre ,  qui  est  la  cause  prin- 
cipale de  la  pesanteur,  comme  on  le  verra  par  la 
suite,  dépend  de  la  nature  des  points  matériels  sur 
lesquels  elle  agit ,  ou  bien ,  de  ce  que  les  corps 
hétiroginêê  renferment,  sous  des  volumes  égaux, 
des  quantités  différentes  de  points  matériels  éga- 
lement pesans.  Nous  expliquerons ,  dans  un  autre 
chapitre ,  comment  on  a  conclu ,  du  mouvement 
observé  des  corps  pesans ,  que  c'est  le  second  de 
ces  deux  cas  qui  a  lieu  dans  la  nature. 

n  en  résulte  que  le  poids  d'un  corps  quelconque 
est  en  raison  composée  de  sa  masse  et  de  l'intensité 
de  la  pesanteur  dans  le  lien  où  il  est  situé.  Ainsi, 
en  appelant  P  ce  poids,  M  la  maue,  et  y  la  mesure 
de  la  gravité,  on  a 


P  =  ^N. 
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itAirt  n  liCAiii^ 


€MI*4MaÉMé|r#  îaMptiiduito  de  b  Mtara  pn- 
ticuUèroile  ohtqve  ooq»s,  est,  oomae  on  Tett,  le 
poids  de  oeloi  dont  on  prend  arbitraireoient  la 
messe  pour  notté.  On  Yorre  psr  la  suite  oomment 
sa  valeur  a  élé  déterminée  en  différons  points  de 
U  terre,  d'epréa  le  mouTomenl  des  eorps  soumis  à 
le  seule  aetion  de  la  gravité. 
Houe  poowms  aussi  écrire 

eu  dtéslgnant  par  «  le  poids  du  corps  sous  Tunité 
de  volume,  et  son  volume  par  V.  Le  poids  m  est  ce 
qu^oo  appelle  U  fnamUw  spieifiquê  du  corpa  que 
Ton  considère;  dénomination  impropre,  puisque 
la  pesanteur  est  commune  à  ton»  les  corps  d'es- 
pèces différentes,  et  qu'on  devrait  remplacer  par 
celle  de  poids  spécificité, 

EnGn,  si  Ton  représente  par  D  la  masse,  sous 
Tunité  de  volume,  du  corps  que  Ton  considère,  D 
sera  ce  qu'on  nomme  la  dsnsiié  de  ce  corps,  et 
l'en  aura 

H  =  DV,        P  =  ^DV. 

Telles  sont  les  équations  qui  ont  lieu  entre  les 
cinq  quantités  P,  g.  M,  D,  V,  dont  chacune  doit 
être  exprimée  numériquement ,  en  la  rapportant  à 
une  unité  de  son  espèce. 

01.  Le^fumme^  ou  l'unité  de  poids,  est  celui 
d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée  et  prise  à  son 
ffiejNeiimi  de  densité ,  qui  répond  à  environ  4o  du 
thermomètre  centigrade.  Ce  poids  varie  avec  le 
.lieu  quHl  occupe  \  mais  comme  les  poids  des  autres 
corps,  qu'il  sert  à  peser,  varient  exactement  dans 
le  même  rapport,  il  s'ensuit  que  le  poids  d'un  corps 
quelconque ,  exprimé  en  grammes ,  est  partout  le 
même ,  et  qu'on  n'a  pas  besoin  de  dire  en  quel 
endroit  il  a  été  déterminé.  D'après  les  expériences 
de  M.  Hallstrdm,  le  poids  du  centimètre  cube  d'eau 
distillée,  à  la  température  sérof  est 

0  gnm.  ,9998018. 

On  prend  communément  pour  unité  de  densité, 
celle  de  l'eau  distillée  &  cette  dernière  température. 
Les  densités  d'un  grand  nombre  de  substances  ont 
été  déterminées  par  l'espérienoe,  et  exprimées  en 
nombres  au  moyen  de  cette  unité.  Ainsi,  par  exem- 
ple^ la  denatté  du  merenre  à  cette  même  tempéra- 
ture est 

18,597d, 

et  elle  augmente  ou  diminue  de 


pour  chaque  degré  de  diminution  ou  d'augmen- 
tation de  la  température.  La  densité  de  l'air,  prise 
aussi  à  la  température  de  la  glaee  fondante,  sous 
la  pression  barométrique  de  76  centimètres  et  k 
l'Observatoire  de  Paris,  a  été  trouvée  égale  à 


769,4' 


et,  pour  èbaque  ▼ertatien  d'un  degré  dent  la  ten* 
pA«ture,  elle  varie,  en  sens  contraire,  de 

0,00376, 

eomme  eelle  de  tout  autre  gas. 

Le  poids  de  la  oolonne  de  mercure  qui  exprime 
la  pression  barométrique ,  variant  avec  le  latitude 
et  l'élévation  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre, 
la  densité  de  l'air ,  soumise  à  une  pression  d'une 
hauteur  donnée,  varie  en  même  temps.  Voilà  pour- 
quoi il  ne  suffit  pas  d'assigner  cette  heutenr;  il 
faut  encore  dire  à  quel  lieu  elle  se  rapporte,  oonsme 
ici  à  l'Observatoire  de  Paris.  Le  rapport  de  la  den* 
site  du  mercure  à  eelle  de  Tair,  qui  répond  aux 
nombres  précédons,  est 

1046d. 

Dès  qu'on  attribue  un  phénomène,  tel  que  la 
chaleur,  par  exemple,  à  une  substance  matérielle, 
cette  substance  est  soumise  à  la  pesanteur  ;  et  l'ex- 
pression impimdirohU  ne  doit  s'entendre  que  d'une 
matière  dont  la  densité  est  si  faible,  qu'elle  échappe 
à  tous  nos  moyens  d'investigation  ;  en  sorte  que 
sa  présence  n'augmente  ni  le  poids  ni  la  masse 
mesurable  du  corps  dont  elle  fait  partie,  en 
quelque  quantité  qu'elle  s'y  trouve. 

62.  Les  poids  sont  les  forces  qui  nous  sont  le 
plus  familières,  et  dont  nous  pouvons,  au  moyen 
de  la  balance,  déterminer  les  rapports  avec  le  plus 
d'exactitude  et  de  facilité.  C'est  pourquoi  il  est 
naturel  de  les  faire  servir  de  terme  de  comparai- 
son aux  forces  d'une  autre  nature.  Ainsi ,  lorsque 
la  force  musculaire  d'un  animal ,  ou  toute  autre 
force  ,  agit  sur  un  corps  par  l'intermédiaire  d'une 
corde  attachée  à  sa  surfiice,  nous  pouvons  toujours 
concevoir  que  cette  force  soit  équivalente  à  un 
certain  poids  déterminé,  et  nous  pouvons  même , 
sans  changer  sa  direction,  remplacer  son  action 
par  celles  de  ce  poids,  en  le  suspendant  à  l'extré- 
mité de  la  corde,  après  avoir  fait  passer  œlle-et 
sur  une  poulie  fixe  convenablement  placée. 

Le  poids  fournit  la  mesure  la  plus  commode  de 
la  masse  ;  sans  le  secours  de  la  pesanteur,  il  serait, 
en  effet ,  très  difficile  de  déterminer  le  rapport  des 
masses  de  deux  corps.  On  verra  par  la  suite  qu'on 
pourrait,  à  la  rigueur,  le  conclure  du  choc  mutuel 
de  ces  corps  I  mais  il  est  beaucoup  plus  simple 
de  remplacer  le  rapport  des  masses  par  œluî  des 
poids,  auquel  il  est  égal  en  chaque  lieu  de  la  terre, 
en  vertu  de  l'équation  P=^M.  Toutefois,  on  doit 
avoir  une  idée  préolable  de  l'égalité  et  du  rapport 
des  masses  ,  indépendamment  de  la  pesanteur  qui 
n'est  qu'une  propriété  secondaire  des  corpa,  puis- 
qu'elle deviendrait  tout-à-fait  insensible,  aana  que 
les  masses  eussent  changé ,  en  les  transportant  à 
une  distance  suffisamment  grande  de  la  terre.  Noua 
reviendrons  sur  ce  point  dans  un  autre  endroit  de 
cet  ouvrage. 

63.  Puisque  tous  les  points  d'un  corps  pesant 
sont  sollicités  par  des  forces  perallèles,  il  s'ensuit 


sTA.xi%in ,  ftmtn  mktie. 


qae  ti  on  lui  fait  prendre  snooesiifement  dÎTerics 
positions  par  rapport  à  la  direction  de  ces  forces, 
leur  résultante  passera  constamment  par  un  cer- 
tain point  de  ce  corps.  Ce  point ,  que  nous  avons 
appelé ,  en  général ,  tentrê  dês  forcée  parallèfêê 
(n*  63)  I  prend  ici  le  nom  particulier  de  Centré  dé 
grtmU,  Sa  propriété  caractéristique  dans  les  corps 
solides ,  qui  ne  sont  sonmîs  qu*à  la  senle  action  de 
la  peaantenr ,  consiste  en  ce  que,  sUl  est  snpposé 
fixe ,  le  corps  auquel  il  appartient  reste  en  équi- 
libre dans  toutes  les  positions  possibles  autour  de 
ce  point ,  puisque  ,  dans  tontes  ces  positions ,  la 
résultante  des  forces  appliquées  À  tous  les  points 
dn  corps  Tient  passer  par  le  point  fixe. 

On  conçoit  aussi  que  quand  un  corps  solide  pe- 
sant est  retenu  par  un  autre  point  fixe,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit ,  pour  Téquilibre ,  que  la  droite  qui 
Joint  ce  point  et  le  centre  de  gravité  soit  verticale  ; 
ce  centre  pouvant  d^ailleurs  se  trouver  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  fixe.  En  effet ,  le  poids  du 
corps  étant  une  force  verticale  appliquée  à  son 
centre  de  gravité,  sa  direciion  coïncidera,  dans 
cette  bypothése,  avec  la  droite  qui  joint  ce  centre 
et  le  point  fixe ,  ou  avec  son  prolongement  ;  par 
conséquent ,  cette  force  sera  détruite  par  la  résis- 
tance du  point  fixe  y  comme  si  elle  y  était  immé- 
diatement appliquée. 

Par  la  même  raison ,  si  Ton  suspend  un  corps  so- 
lide pesant  à  un  point  fixe,  par  le  moyen  d^un  fil 
dont  Textrémité  inférieure  est  attachée  à  un  point 
de  sa  surface,  la  direction  de  ce  fil  sera  verticale 
dans  Tétat  d'équilibre,  et  son  prolongement  ira 
passer  par  le  centre  de  gravité  du  corps.  Il  en  sera 
de  même  si  Ton  suspend ,  une  ou  plusieurs  autres 
fois,  ce  même  corps  au  point  fixe,  en  attachant 
Textrémité  inférieure  du  fit  à  d'autres  points  de  sa 
surlnee.  Les  prolongeroens  du  fil ,  tracés  successi- 
vement dans  Tintérieur  du  corps ,  s*y  couperont  k 
son  eentre  de  gravité  ;  ce  qui  fournit  un  moyen 
pratique  de  déterminer  la  position  de  ce  centre  dans 
un  eorpe  de  forme  quelconque,  homogène  ou  hété- 
ri^éne. 

Dans  tontes  les  questions  d'équilibre  relatives  à 
on  corps  solide ,  on  pourra  faire  abstraction  de  la 
pcsantenr  de  ses  diverses  parties ,  pourvu  qu'on 
ajoute  eux  autres  forces  données  qui  agissent  sur 
ce  corps ,  une  force  égale  à  son  poids ,  et  appliquée 
vtrtioalement  à  son  centre  de  gravité.  Ainsi,  par 
exemple,  dans  le  cas  de  l'équilibre  du  levier,  il 
faudra  comprendre  am  nombre  des  forces  données 
dont  U  somme  des  momens  doit  être  nulle,  par 
rapport  au  point  d'appui  (n»  47  ),  le  poids  dn  le- 
vier agissant  à  son  centre  de  gravité  suivant  la  di- 
rection de  la  pesanteur. 

64.  Lorsque  Ton  connaît  les  centres  de  gravité  G 
et  G'  des  deux  parties  d'un  corps ,  et  leurs  poids  p 
et  y,  on  en  déduit  immédiatement  le  centre  de 
gravité  K.  de  ce  corps  ;  car  ce  centre  est  le  point 
d*applicatioa  sur  la  droite  GG',  de  la  résultante 
des  forces  parallèles  p  et  p^,  qui  agissent  dans  le 


même  sens  à  ses  eitiémités  G  et  &}  et,  peor  en 
déterminer  ia  position ,  on  s  eeoséquemment 

gk:  G&  :i^  :  p  +  p\ 

De  même,  si  Ton  eonnatt  les  centres  de  gravité  K 
et  G  d'un  corps  et  de  Tune  de  ses  parties ,  et  que 
les  poids  du  corps  et  de  cette  partie  soient  P  et  p, 
on  en  conclura  le  centre  de  gravité  G'  de  Tautre 
partie  ;  car  ce  point  sera  situé  au  delà  du  point  K 
sur  le  prolongement  de  la  droite  GK. ,  et  sa  distance 
an  point  G  sera  déterminée  par  la  proportion 

GG'  :  GR  :  :  P  :  P  —  p. 

Si  un  corps  est  divisé  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  dont  les  poids  et  les  centres  de  gravit! 
soient  connus ,  on  en  pourra  déduire  son  centre  de 
gravité  par  une  suite  de  proportions  ;  mais  il  con- 
viendra mieux  de  déterminer  ses  trois  coordonnées 
au  moyen  du  théorème  relatif  aux  momens  des 
forces  parallèles  (n»  64). 

Soient ,  pour  cela ,  f^  f\  p*\  etc. ,  les  poids  des 
différentes  parties  dn  corps,  et  P  son  poids  total  « 
do  sorte  qu'on  ait 

P=;,+y  +|/'  +  etc. 

Soient  aussi  ir,  y,  »,  les  coordonnées  dn  eentre  de 
gravité  de  la  partie  dont  p  est  le  poids  ;  »*,  jf,  m\ 
celles  du  centre  de  gravité  de  Is  partie  dont  le  poids 
est /y';  etc.  Toutes  ces  quantités  seront  donnéM  par 
hypothèse)  et  si  l'on  appelle  m\ ,  ffi  ,  Mg  ,  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  du  corps  entier , 
rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  précédentes , 
on  aura ,  d'après  le  théorème  cité , 

P«i  =r  p*  +  p'*»  -f  |/V  +  etc. , 
Py,  =  py  +  //y'  +  ffy  +  etc. , 
Psi  =  ps  +  p'V  4-  y  a"  +  etc. , 

ce  qui  fait  connaître  les  valeurs  de  #i  ^yt  ,  Si . 

66.  On  peut,  dans  ces  équations ,  remplacer  les 
poids  par  les  masses  auxquelles  ils  sont  proportion- 
nels. En  désignant  donc  par  m,.m\  m",  etc.,  les 
masses  des  différentes  parties  du  corps  dont  les 
poids  sont  représentés  parjr^.p',  p",  etc.,  et  repré» 
sentant  par  M  la  masse  totale ,  de  sorte  qu'on  ait 

m  =  m  +  91!+  m"  +  etc., 


.;  1 


(0 


il  en  résultera 

Hxi  =  md?  •)-  w'ip'  +  wf*t"  +  etc. , 
My»  =  my  -h  m'y*  +  «"y"  +  etc. 

&si  =  ma  -f  m.'s'  4-  "*"'"  +  «^ 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  est  indé- 
pendant de  l'intensité  de  la  pesanteur ,  et  qu'il 
sem  toujours  le  même  point  du  corps ,  à  différentes 
latitudes  et  à  différentes  hauteurs  au-dessus  delà 
surface  de  la  terre.  En  considérant  que  ce  point  ne 
suppose  pas  l'action  de  la  gravité ,  et  qu'il  ne  dé- 
pend que  des  masses  et  de  leur  disposition  respec- 
tive ,  Euler  et  d'autres  auteurs  l'appellent  emêr» 


llAITi  DB  HiCAHIQUl. 


^immUêi  indt  U  dënoniMlion  de  oenire  de  gra- 
vité a  plot  généralement  préveln. 

Si  la  masse  H  a  été  difisée  en  on  nombre  infini 
de  parties  infiniment  petites  m,  m!,  m'',  etc^  on 
pourra  prendre  tel  point  qu^on  Toudra  de  chacnne 
dVUes  pour  son  centre  de  gravité,  puisque  les 
coordonnées,  suivant  chaque  aie,  de  tous  lei  points 
d^un  même  élément,  ne  différeront  entre  elles  que 
d*un  infiniment  petit.  Les  seconds  membres  des 
équations  (1)  se  composeront  alors  d^nne  infi- 
nité de  termes  infiniment  petits ,  dont  les  tommes 
seront  dei  intégrales  définies  ,  diaprés  le  théo- 
rème du  no  13  étendu  aux  intégrales  multiples.  Par 
conséquent,  on  pourra  toujours ,  par  les  règles  du 
calcul  intégral ,  déterminer  exactement  ou  par  ap- 
proximation le  centre  de  gravité  d^un  corps  quel- 
conque, sans  connaître  celui  d^ancunede  ses  parties. 

Dans  un  corps  dont  toutes  les  parties  sont  homo- 
gènes, leurs  masses  sont  entre  elles  comme  les  vo- 
lumes ;  on  peut  donc  alors  substituer  les  volumes 
aux  masses ,  dans  les  équations  (1);  et  si  Ton  re- 
présente par  V  le  volume  entier,  et  par  e^  tf,  ^\  etc., 
ses  parties  correspondantes  km^wi^  m"^  etc.,  on 
aura 

Vrr:94-v'-|-el'  +  etc. , 

V«,  =  »«  +  •'«'  +  e"jp"  +  etc., 
Vyi  =  ey  +  t/y'  +  e'V  +  etc., 
V«»  =  es  4-  *'*'  +  •"*"  +  etc. 

Le  point  qu'on  détermine  par  ces  équations  est  le 
centre  des  forces  parallèles  appliqué«i  à  tous  les 
points d*unoorps,et proportionnelles  aux  élémensde 
son  volume;  ce  point  s'appelle  le  endrt  it  gravité  du 
volume ,  quoiqu'un  volume  n'ait  ni  masse  ni  pesan- 
teur. On  appelle  aussi  onUrs  de  gramti  d'une  sur- 
face ou  d'une  ligne ,  le  centre  des  forces  parallèles 
appliquées  à  tous  leurs  points ,  et  proportionnelles 
k  leurs  élémens.  On  déterminera  ses  coordonnées  en 
remplaçant  dans  les  équations  précédentes,  les 
volumes  Y,  v,  ^,  v",  etc.,  soit  psr  les  aires  de  la 
surface  et  de  ses  parties,  soit  par  les  longueurs  de 
la  ligne  et  de  ses  parties. 

06.  Les  masses  Ji,^  m,  m\  m",  etc. ,  et  les  dis- 
tances mutuelles  de  leurs  centres  de  gravité,  sont 
liées  entre  elles  par  une  équation  facile  à  déduire 
des  équations  (1). 

Pour  cela ,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  gravité  de  H  ;  ces  équations  deviendront 

ms  ^  m'«'  +  mV  +  etc.  =  0, 
"V  +  «'y  +  «"y"  +  etc.  =  0, 
«s  4-  m'g'  -î-  *»"*"  +  etc.  =  0. 

En  faisant  le  carré  de  la  première ,  on  en  conclut 

w»  s»  +  m'*  *'»  +  m"»  «"«  +  etc.  = 
—  Smm'jrjr'  —  2nm^*sa»  —  fietW^A"  —  etc. 


rajoute,  aux  deux  nombres  de  cette  équation ,  la 
quantité 

m  (m»  +m»  +  etc.)  e*  +  es'  (m  +  ■i"+etc.>i'« 
+  m''(m+es'+etc.)e"»+etc.; 


UenrétnlU 

H  (eus*  +mV«  -feiV*  +  etc.>=m8i' (s— «')• 
+  ei«f'(«  — «^»  +w^m!'{s*  — *")»  +etc. 

La  seconde  et  la  troisième  équation  (1)  donneront 
de  même 


H  {m^*  +  mf^»  +  m'y»  +  tic,)=mmf  (y-V)« 


H(mst  +  irTsU  +  w»!»»  +  etc.)=m«'(s— e^» 
+  mm"  (»  —  «")•  +  «l'ai"  (s'  —  s")»  +  «*c. 

Or,  si  nous  sjoutons  ces  trois  dernières  équations,  et 
que  nous  fassions 


*■  +  y*  +  *• 

jf*»    ^   f^t  ^  jB'i 

etc.. 


=  r» 


(,  •  ,1).  +   (y   . 

(•'-*")•  + (y 

etc. , 


V).  +  (.' 


t 

f". 


nous  aurons 


H  {mr*  +  i»V»  +  ei"r"»  +  etc.)  =  wm'f» 
+  erai'y  •  4-  mV^i  +  etc. , 

pour  l'équation  qu'il  s'agissait  d'obtenir,  et  dans 
laquelle  f,  f',  f",  etc.,  sont  les  distances  mutuelles 
des  centres  de  gravité  de  m^  m',  m",  etc.,  et  r,  r', 
f'',  etc. ,  les  distances  de  ces  points  au  centre  de 
gravité  de  M. 

07*  On  déduit  aussi  des  équations  (1)  une  pro- 
priété curieuse  de  l'équilibre  d'un  point  matériel 
entièrement  libre.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Soit  0  (fig.  23)  le  point  en  équilibre  ;  représen- 
tons en  grandeurs  et  en  directions ,  par  les  droites 
OA. ,  OA',  OA",  etc.,  les  forces  qui  le  sollicitent;  si 
leurs  extrémités  A,  A',  A'',  etc.,  sont  les  centres 
de  gravité  de  niasses  égales,  le  point  0  sera  le  cen- 
tre de  gravité  de  ce  système  entier. 

En  effet,  en  appliquant  les  équations  (I)  à  ces 
masses ,  et  supposant  que  n  soit  leur  nombre ,  on 
aura 

nsi  =  s  4"  '^  "t*  *"  4*  etc. , 

»y»  =  y  +  y*  +  y"  +  «*c. , 

«Si  =  s  4-  s'  4-  m"  +  etc. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  désigne  par  •,  C,  ^,  les  an- 
gles que  fait  la  force  OA  avec  trois  axes  rectangu- 
laires menés  par  le  point  0;  par  «',  C,  y,  ce  que 
ces  angles  deviennent  relativement  à  la  force  OA'; 
pars'',  C",  y,  ce  qu'ils  deviennent  relativement  k 
la  force  OA";  etc.,  les  équations  d'équilibre  de  ces 
forces  seront 


OA  cos  •  +  OA'  cos  •'  4-  OA''  cos  •"  4-  etc.  : 
OA  cos  C  +  OA'  cos  a  4-OA"  oosC"  4.  etc.: 
OA cosv  4-  OA'oos  y  +  OA"  cos >"  4- etc. 


0, 

;:0. 


sTAnQim,  rasnfcRB  partis. 
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Qr,  en  plaçint  Torigiiie  det  coonUmnéetAu  point  0, 
onaura 

s  =  OA  cos  «,  3f  =  OA  cos  Ç ,  s  =  OA  cos  y  , 
s'  =  OA'  cos  *',  y'  =  OA'  cos  C ,  a'  =  OA'  cos  y' , 
«»=OA"cos  •",  y"=0A"co8r',  »"=OA"cosy', 
etc., 

pour  les  coordonnées  des  points  A ,  A'^  A",  etc.  En 
▼otn  des  équations  d*équilibre ,  on  aura  donc 

«  +  «'  +  «"  +  etc.  =  0 , 

y  +  y'  +  y"  +  ctc,  =  o, 

«+*'  +  «"  +  etc.  =  0  ; 

d*on  Ton  conclut 

Si  =  0,    yi  =  0,    *i  =  0 , 

pour  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  des  mas- 
ses égales  ;  par  conséquent ,  oe  centre  coïncidera 
avec  le  point  0;  ce  qu^il  s^agissait  de  démontrer. 

68.  Il  y  a  beaucoup  de  cas  particuliers  où  le 
centre  de  gravité  est  ioimédiatement  connu.  Ainsi, 
le  centre  de  gravité  d'une  sphère  ou  d*un  ellipsoïde 


est  évidemment  au  centre  de  figure  ;  celoi  dHin  pe* 
rallélipipède ,  à  Tintersection  de  ses  quatre  diago- 
nales; celui  d'un  cylindre  à  bases  parallèles,  au 
milieu  de  son  axe.  Le  centre  de  gravité  d'un  cercle 
ou  d'une  ellipse  est  aussi  au  centre  de  figure,  et 
celui  d'un  parallélogramme,  à  Tintersection  des 
deux  diagonales.  Le  centre  de  gravité  d'une  ligne 
droite  est  le  milieu  de  cette  droite  ;  d'où  l'on  con- 
clut sans  difficulté  le  centre  de  gravité  du  contour 
d'un  polygone  quelconque ,  soit  par  une  snite  de 
proportions  (n^  04),  soit  par  les  équations  des  mo- 
mens  des  forces  parallèles.  On  voit  de  même  que 
quand  on  aura  trouvé  les  centres  de  gravité  d'un 
triangle  et  d'une  pyramide  triangulaire,  on  en  dé- 
duira ,  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  moyens ,  les 
centres  de  gravité  d'un  polygone  et  d'un  polyèdre 
donnés,  que  l'on  peut  toujours  décomposer,  soit  en 
triangles ,  soit  en  pyramides  triangulaires. 

Mais,  en  général,  la  détermination  des  centres  de 
gravité  exige  l'emploi  du  calcul  intégral  ;  et  dans  le 
chapitre  suivant  nous  allons  donner  tous  les  détails 
qu'on  peut  désirer  sur  ce  problème. 


CHAPITRE  V. 


DBT£RAII!«ATION    DBS   CENTRES    DE    GRAVITE. 


§  l«r.  Cêmiftê  de  gravité  des  lignes  eourhês, 

09.  Soit  «  Tare  de  la  courbe  donnée ,  aboutissant 
h  nn  point  quelconque  II ,  et  compté  à  partir  d'un 
point  fixe  qne  j'appellerai  C.  Soient  aussi  m,  y,  m, 
les  trois  coordonnées  rectangulaires  de  X.  On  con- 
sidérera cette  courbe  comme  un  polygone  d'une 
infinité  de  c^tés  ;  d»  sera  le  côté  ou  l'élément  de  la 
oonrbe  qui  répond  au  point  H;  et,  quelque  part  que 
soit  le  eentre  de  gravité  de  cet  élément  on  prendra 
M ,  y.  M,  pour  ses  trois  coordonnées ,  qui  ne  sau- 
raient ,  effectivement ,  différer  de  jp^  y>  '  >  ({u®  <lc 
quantités  infiniment  petites. 

Appelons  I  la  longueur  de  la  partie  déterminée 
de  laooorbedont  il  s^agit  de  déterminer  le  centre 
de  gravité;  et  représentons  par  «o  et  #i  les  valeurs 
données  de  «  qui  répondent  aux  deux  extrémités  de 
I.  Soient  Si,  yx ,  Mx,\et  coordonnées  du  centre  de 
gmvité  de  cet  arc  /,  rapportées  aux  axes  des  m,  y,  m. 
D*aprés  le  tliéorème  do  n«  18,  la  semme  des  valeun 


de  chacun  des  produits  xds,  yds,  zds,  dans  toute 
l'étendue  de  l,  sera  une  intégrale  définie  prise  de- 
puis «  =  «o  jusqu'à  «  =  «1 ,  en  regardant  x^y,  9, 
comme  des  fonctions  de  s  données  par  la  nature 
de  la  courbe  que  l'on  considère,  lions  aurons  donc 
(no  66] 

/••t  /*»t  r*h 

idp,  =  /    sdê,  iyx  =  /    yds,  Ux  =  /    *ds,(\) 

pour  les  trots  équations  qui  serviront  à  déterminer 
Sx  ,  yx  f  Si  . 

Supposons,  par  exemple,  que  la  ligne  donnée 
soit  une  droite ,  et  que  sa  partie  /  aboutisse  au 
point  C,  de  sorte  qu'on  ait  «o  =0  et  «i  =r  /.  Dési- 
gnons par  « ,  C,  ^,  les  trois  angles  que  fuit  cette 
partie  /  avec  des  axes  menés  par  le  point  C  suivant 
la  direction  des  s,y,  z,  positives  ;  soient  aussi  o, 
h,  e,  les  trois  coordonnées  du  point  C  ;  pour  le 
point  quelconque  II  nous  aurons 

«  =  a-|-«cos«,  jf=*  +  #cosC,s=:c+#cos>. 
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TâAITS  DB  UCAHIQUX. 


Je  substitue  ces  ▼«leurs  daos  les  équations  (1);  et 
eu  effectuant  les  intégrations  et  divisant  ensuite 
par  l,  il  vient 

ce  qui  montre,  comme  cela  devait  être,  que  le 
centre  de  gravité  de  la  droite  i  est  situé  à  son  mi- 
lieu. 

70.  Lorsqu^il  s^agira  d^nne  courbe  plane,  et  qu^on 
prendra  son  plan  pour  celui  des  m  et  y,  il  suffira 
des  deux  premières  équations  (!)  pour  déterminer 
la  position  de  son  centre  de  gravité  dans  ce  plan. 
Si ,  de  plus ,  la  portion/  de  la  courbe  est  symétrique 
de  part  et  d^autre  du  point  C,  on  aura  so  =  -—  1/2  / 
et  «1  =  1/3  /;  le  centre  de  gravité  sera  situé  sur  la 
normale  au  point  C;  et  en  prenant  cette  droite 
pour  Taxe  des  x ,  il  suffira  de  déterminer  la  valeur 
de  Si  ,qni  sera  donnée  par  Téquation 


xds. 


L*are  de  cercle  est  compris  dans  ce  cas  particu- 
lier, en  prenant  pour  oie  des  or  ^  le  diamètre  qui 
passe  par  son  milieu.  Si  Ton  ploce  en  même  temps 
Vorigine  des  coordonnées  au  centre  du  cercle ,  et 
qu'on  appelle  a  son  rayon ,  on  aura 


«  =  n  cos 


ë 
a 


pour  Tabscisse  du  point  quelconque  M.  On  en  con- 
clut 

/ 

Ui  =2a>  sin  >  ; 

2a 

et  en  appelant  e  la  corde  do  Tare  l,  on  aura 

/ 


e=2asin 


2a 


Ist  :=ae; 


ce  qui  montre  que  la  distance  Si  du  centre  de  gra- 
vité d^un  arc  de  cercle  au  centre  du  cercle ,  est 
quatrième  proportionnelle  au  rayon ,  k  la  corde  et 
à  rare. 

7  t.  L^équatiou  de  la  courbe  plane  fera  connaître 
Tune  des  deux  variables  :r  et  y  en  fonction  de 
l*autre.  Si  Ton  suppose  la  valeur  de  y  donnée  en 
fonction  de  s  ,  on  prendra 


et  en  appelant  «  et  C  les  valeurs  de  x  qui  répondent 
aux  deux  extrémités  de  Tare  /,  on  aura  ,  au  lieu 
des  équations  précédentes , 


i+^j.. 


ds,  ).     (8) 


dx. 


Si  la  courbe  donnée  est  «ne  teetioa  ooniqoa,  •■ 
obtiendra  sous  forme  finie,  par  les  règles  c»rcii« 
naires ,  les  valeurs  des  intégrales  oontenoes  dans 
les  deux  dernières  équations  (2).  Bans  le  cas  de  le 
parabole ,  on  obtiendra  de  même  la  valeur  de  l'io- 
tégrale  que  renferme  la  première  de  ces  équations; 
en  sorte  que  les  deux  coordonnées  du  centre  de 
gravité  d'un  arc  de  parabole,  pourront  toujours  s^ob- 
tenir  en  fonctions  des  abscisses  «  et  C  de  ses  extré* 
mités.  D'après  un  théorème  de  Landen ,  Tare  d*by- 
perbole  s'exprime  au  moyen  de  deux  arcs  d*ellipse 
et  d'une  partie  algébrique  ;  quant  à  Tare  d'ellipse , 
on  le  regarde  comme  une  fonction  irréductible  à 
d'autres  fonctions  plus  simples  ;  et  M.  Legendre  a 
calculé  des  tables  fort  étendues  de  cette  fonction , 
qui  en  font  connaUre  les  valeurs  numériques  avec 
une  grande  approximation.  Par  conséquent,  lors- 
que les  valeurs  numériques  de  •  et  C  et  celles  des 
axes  de  Thyperbole  ou  de  Tellipse  seront  données, 
il  sera  facile  de  calculer  la  valeur  de  i,  et  par  suite 
les  coordonnées  Sa  et  yi  du  centre  de  gravité  d^un 
arc  appartenant  à  l'une  ou  Tantre  de  cet  denx 
courbes. 

72.  Je  prendrai  Parc  de  eycMde  pour  un  antre 
exemple  de  l'application  des  équations  (2).  Dans 
cette  courbe,  la  longueur,  Taire,  la  surface  ,  le 
volume  engendrés  par  sa  révolution ,  et  les  coor- 
données de  leurs  centres  de  gravité ,  se  détermi- 
nent exactement.  La  construction  de  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  est  aussi 
très  simple;  sa  développée  est  une  autre  cyclolde; 
et,  de  plus,  par  une  série  dedéveloppemens  succes- 
sifs, une  courbe  quelconque  approche  de  plus  en 
plus  de  se  confondre  avec  la  cyclolde  et  s'y  con- 
fondrait rigoureusement  à  Tinfini  *,  C'est  encore  la 
cyclolde  que  Ton  trouve  ^  comme  on  le  verra  par  la 
suite,  lorsqu^on  cherche  la  courbe  qui  jouit  des 
propriétés  les  plus  remarquables ,  par  rapport  au 
mouvement  curviligne  des  corps  pesans.  Cette 
réunion  singulière  d'un  grand  nombre  de  proprié- 
tés curieuses  et  de  nature  différente  sur  une  même 
courbe,  en  rend  la  considération  très  utile  et  très 
fréquente  en  Géométrie  et  dans  la  Mécanique.  Voici 
comment  on  obtient  son  équation. 

Lb  cyclolde  est  une  courbe  plane  ACB  (  fig.  84) , 
engendrée  par  un  point  déterminé  M  de  la  circon- 
férence d'un  cercle  pendant  quUI  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  AB.  Si  le  point  générateur  se  trouTe 
d'abord  au  point  A ,  et  qu'il  arrive  ensuite  au  point 
B  de  cette  droite,  l'intervalle  AB  sera  égal  à  la  ctr* 
conférence  du  cercle  donné  ;  on  voit  auasi  que  soa 
diamètre  sera  égal  à  la  perpendiculaire  CD,  abais- 
sée du  sommet  C  de  la  cycloîde  snr  AB ,  et  qui  di- 
vise la  courbe  en  deux  parties  symétriques.  En  ap- 
pelant c  le  rayon  du  cercle  donné ,  on  aura  donc 

AB  =  2«e,  GD=:2e. 
Dans  une  position  quelconque  du  cercle ,  soient 
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K  MiB  diamètre  perpendiecitatre  à  U  base  AB ,  et  H 
aon  point  de  contact  aTce  cette  droite.  Du  point 
S,  abaissons  les  perpendiculaires  HP  etMK  surAB 
et  GH,  et  faisons 


AP=ji,    Pllrzrç; 


nous  aurons 


AH  =  AP  +  MK  =1»  +  l/'S^^TT^ 
arcMH  =  e.arc  (s»n  =  ^^^p^\Y 

Hais  le  cercle  générateur  tournant  sans  glisser  sur 
la  droite  AB ,  il  s'ensuit  qu'on  a  constamment 

AH  =r  arc  HH  ; 
réquation  demandée  de  la  cycloîde  sera  donc 

p  +  l^^eq^q*  =o.  arc  (■' l^2cg->g' \  . 

p  et  ç  étant  les  coordonnées  courantes. 
En  la  différentiant ,  on  a 


pour  son  équation  diiTércntielIe.  On  en  conclut  que 
les  deux  cordes  MG  et  HH  du  cercle  générateur 
sont  la  tangente  et  la  normale  à  la  cycloîde  qui  ré- 
pondent au  point  Ift.  En  déterminant  par  la  formule 
connue  son  rayon  de  courbure  au  même  point ,  on 
le  trouTe  égal  au  double  de  HH;  d*oà  il  résulte  qu'en 
prolongeant  HH  d'une  quantité  HN  égale  à  HH ,  le 
point  H  sera  le  centre  de  courbure.  En  faisant  de 
même  la  droite  CDE  double  de  CD ,  le  point  E  sera 
le  centre  de  courbure  qui  répond  au  sommet  C  ;  et 
de  là  on  conclut  aisément  que  la  développée  ANE 
de  la  demi-cyclolde  AHC  est  la  même  courbe  ren- 
versée de  manière  que  son  sommet  C  soit  trans- 
porté en  A  et  son  origine  A  en  E.  Il  s'ensuit  que  la 
longueur  de  ANE  ou  de  AHC  est  égale  à  la  droite 
CDE,  et  que,  par  conséquent,  la  longueur  totale 
de  la  cycloîde  est  égale  &  quatre  fois  le  diamètre  de 
son  cercle  générateur. 

73.  flans  les  usages  que  nous  ferons  de  cette 
équation ,  il  sera  plus  commode  de  transporter  l'o- 
rigine des  coordonnées  au  sommet  C  (fîg.  26).  Je 
prendrai  pour  axes  des  x  et  des  y  les  droites  Cx  et 
Cf ,  perpendiculaires  et  parallèles  à  la  base  AB.  En 
abaissant  du  point  quelconque  H  une  perpendicu- 
laire HP  surCx,  on  aura  donc 

CP  =  jr,     HP=yî 

et  si  Ton  compare  ces  coordonnées  aux  précé- 
dentes ,  et  que  l'on  appelle  a  le  diamètre  CD  du 
cercle  générateur ,  on  voit  que 

p=ïl/2»a  — y,    g=  a—  *; 

donc ,  en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation 


différentielle  de  la  cycloîde ,  et  mettant  aussi  a  au 
lieu  de  2c,  elle  deviendra 

.        (a  — ar)  dm      .    ^ 
II  en  résulte 


dê=z 


s 


En  prenant  l'intégrale  de  manière  qu'elle  s'éva- 
nouisse quand  or  =  0 ,  on  a 


ê  =  2 


as 


pour  la  longueur  de  l'arc  CH,  dont  l'origine  est  au 
sommet  C.  Au  point  A ,  on  a  s  =  a  ;  ce  qui  donne, 
comme  précédemment,  2a  pour  la  longueur  de  la 
denii-cycloîde  CHA.  On  peut  remarquer  que 
ê*  =  4ax  est  une  équation  de  la  cycloîde  sem- 
blable à  celle  de  la  parabole,  dont  elle  ne  diffère 
qu'en  ce  que  l'ordonnée  y  s'y  trouve  remplacée  par 
l'arc  «. 

En  appliquant  les  deux  dernières  équations  (2) 
au  centre  de  gravité  de  l'arc  CH ,  nous  aurons 


djr,ayi  = 


où  l'on  prendra  les  intégrales  de  manière  qu^elIes 
s'évanouissent  avec  s;.  En  y  mettant  pour  s  sa  va- 
leur, il  en  résulte 

On  aura  donc 

*,  =  1/3jf; 

d'où  Ton  conclut  d'abord  que  le  centre  de  gravité 
d'un  arc  H'CH  symétrique  de  part  et  d'autre  du 
sommet  C,  qui  doit  appartenir  à  la  droite  CD,  se 
trouve  au  tiers  de  CP,  à  partir  du  point  C. 
En  intégrant  ])ar  partie,  on  a 

Si  l'on  substitue  pour  <iy  sa  valeur  donnée  par  l'é- 
quation (a),  on  aura  donc 

et ,  par  conséquent , 

2  V'  1/ 

y.=y  + —[(a^x)     — oK     u]; 


4» 


TBAITt  M  ■iCiUil^. 


06  qnî ,  joiot  à  Ia  Talear  de  jti  ,  détonnine  complè- 
lemeni  le  centre  de  gnTÎté  de  Tare  Ol.  Dans  Je 
cai  de  la demi-cyclotde ,onajr=:aet3f=:l/t va; 
d'où  il  résulte 

«I  e=l/3  a,     yis=a(1/i2ir  —2/3). 

74.  Quand  nne  cowbe  plane  tourne  autour  d*une 
droite  comprise  dans  son  plan  et  que  je  prendrai 
pour  Taxe  des  abscisses ,  elle  engendre  une  surface 
de  résolution  dont  Tétendue  peut  se  déduire  de  la 
longueur  de  cette  courbe  et  de  Tordonnée  de  son 
centre  de  gravité. 

Pour  le  faire  voir ,  soient  s  et  y  Tabscisse  et  Tor* 
donnée  du  point  quelconque  H  de  cette  courbe,  et 
«  Parc  Ql  aboutissant  à  ce  poiot  et  compté  d'un 
point  fisc  C  ;  Télément  dg  engendrera  la  surface 
d'un  cône  tronqué,  et  son  milieu  décrira  une  cir- 
conférence égale  à  2ir  (y  4-  Ij^dy),  ou  simple- 
ment à  2iry,  à  cause  que  dy  est  un  infiniment  pe- 
tit. D'après  la  règle  connue ,  on  aura  donc  Zxydg 
pour  cet  élément  de  surface.  Donc ,  si  Ton  appelle 
«o  et  #1  les  Taleurs  de  ê  qui  répondent  aux  deux 
extrémités  de  la  courbe  génératrice ,  et  S  la  surface 
engendrée ,  on  aura ,  d'après  le  théorème  du  n»  13, 


«=«-/."»* 


On  remarquera  que  cette  expression  suppose  que 
la  courbe  génératrice  n'est  pas  coupée  par  l'axe  des 
9 ,  sans  quoi  ses  parties  situées  des  deux  côtés  de 
cet  axe  décriraient  deux  surfaces  différentes,  dont 
8  n'exprimerait  plus  que  la  différence.  Avec  cette 
restriction,  elle  subsistera  encore  lorsque  la  géné- 
ratrice sera  une  courbe  fermée;  et,  pour  l'appliquer 
à  ce  cas ,  il  suffira  de  prendre  pour  «1  l'arc  «o  aug- 
menté de  la  circonférence  entière  de  cette  courbe. 

Cela  posé ,  si  Ton  coropore  cette  formule  à  la 
troisième  équation  (2),  on  en  conclut 

S=2»ly.  ; 

ce  qui  montre  que  la  surface  engendrée  S  est  égale 
&  la  longueur  /  de  la  courbe  génératrice ,  multi- 
pliée par  la  circonférence  2iryt  que  décrit  son 
centre  de  gravité. 

Ce  théorème  servira  à  déterminer  la  valeur  de  S 
toutes  les  fois  que  le  centre  de  gravité  de  la  géné- 
ratrice sera  connu  sans  aucun  calcul,  et,  pour 
ainsi  dire ,  à  l'inspection  de  cette  courbe;  il  ne  ser- 
virait plus  à  rien  s'il  fallait  calculer  l'ordonnée  yi  , 
puisque  ce  calcul  serait  le  même  que  celui  de  S. 
En  supposant,  par  exemple,  que  la  courbe  généra- 
trice soit  un  cercle;  désignant  par  a  son  rayon, 
par  c  la  distance  de  son  centre  à  Taxe  de  rotation , 
et  supposant  qu'on  n'ait  pas  e  <  a^  on  aura 

2r=2ira,    yi  =  c. 


et,  par  conséquent. 


S  z=.  A%*  ae. 


Quind  le  oerole  tonèhern  Taxe  de  rototieii ,  on  aim 
e  =  a^  et  la  sorfaoe  engendrée  sera  équivaleoie 
an  carré  dont  le  côté  est  égal  à  la  cireonférenoe  Itmm 
du  cercle  générateur. 


$  n.  CêiUrêê  de  gmnti  d$s  êurfaeêê. 


76.  Soient  toujours  M,y,M)  les ceordonnécs 
d'un  point  quelconque  ■,etjri,  yi^  m%  ,  celles 
du  centre  de  gravité  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Je 
considère  m  comme  nne  fonction  donnée  de  #  et  y  ; 
je  fais 


dM 


dM 


2;=  F,     ^=^ 


et  j'appelle  •*  l'élément  de  la  surface  donnée  qui 
répond  au  point  H;  on  aura  (n»  21) 


m  =  drdy  1/1  +  p»  +  g»  • 

Quel  que  soit  le  point  de  «  00  se  trouve  le  centre 
de  gravité  de  cet  élément,  ses  coordonnées  différe- 
ront infiniment  peu  de  jp^  y^  j;  on  pourra  donc 
prendre  «ts  ,  mff,  m% ,  pour  les  momens  de  «  par  rap- 
port aux  trois  plans  des  coordonnées ,  et  il  en  ré- 
sultera (  no«  13  et  66  ) 

X  =//•,  x«i  =//«#,  xy,  =//y«»,  XI»  =//««; 

X  étant  l'aire  de  la  portion  de  surface  dont  on  de- 
mande le  centre  de  gravité ,  et  les  intégrales  dou- 
bles s'étendant  à  tous  les  élémens  de  x. 

Dans  le  cas  d^une  surface  plane ,  et  en  prenant 
son  plan  pour  celui  des  s  et  y,  les  quontttés  p  et  9 
seront  nulles  ,  et  l'on  aura  seulement  à  considérer 
les  trois  équations. 

X  ^ffdsdjf,  X4Pi  =  ffxdxdy^   xy.  =  ffydsdy. 

Supposons  que  x  soit  alon  terminée  par  la  courbe 
ABC  (  fig.  26  )  ;  à  chaque  abscisse  s  ou  OP  répon- 
dront deux  ordonnées  PH  et  PN ,  que  je  représen- 
terai par  y  et  y',  et  qui  seront  données  en  fonctions 
de  X  por  l'équation  de  cette  courbe.  Soient  aussi  • 
et  C  les  abscisses  00  et  0£  des  points  A  et  B  ou  les 
tangentes  sont  parallèles  aux  ordonnées.  Les  inté- 
grales devront  être  prises ,  d'abord  depuis  y  r=  PN 
jusqu'il  y  =  PH ,  et  ensuite  depuis  «=•  et  jr=C; 
et  il  en  résultera 


K=    y*    (y-y')4r, 

*>=  J    (y— y*)'*»! 

h^,—\ly      (y»  —  y'«  )  Ar. 


(1) 
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Am  Uta  d'être  eirotNuorite  par  une  oonrlie  fermée 
ABC,  si  Taire  x  est  comprise  entre  deux  conrbea 
différentes  et  entre  deux  droites  parallèles  à  Taxe 
Oy  des  ordonnées ,  on  tirera  de  Téquation  de  la 
courbe  supérieure  la  valeur  de  y,  et  de  Téquation 
de  la  courbe  inférieure  celle  de  y',  et  Ton  prendra 
pour  •  et  C  les  distances  de  ces  deux  parallèles  au 
point  0.  Dans  le  cas  le  plus  ordinaire ,  la  courbe 
inférieure  sera  remplacée  par  Taxe  Ox  des  abs- 
cisses; on  aura  donc  y'  =  0,  et  simplement 

ponr  déterminer  Taire  et  le  centre  de  gravité  d^une 
portion  de  surface  plane  comprise  entre  une  courbe 
donnée,  Taxe  des  abscisses  et  deux  ordonnées 
de  cette  courbe. 

Observons  aussi  qu'on  parvient  directement  aux 
équations  (1)  de  la  manière  suivante. 

Je  partage  Taire  ABC  en  éléroens  tels  que  HlfN'H', 
infiniment  minces  et  parallèles  à  Taxe  Oy.  J'appelle 
•  la  longueur  de  la  droite  MR  ;  par  ses  deux  extré- 
mités M  et  IV ,  si  Ton  mène  des  parallèles  à  Taxe 
Q#^  on  ajoutera  à  Télément  MNN'H',  ou  Ton  en 
retranchera  des  triangles  infiniment  petits  du  se- 
cond ordre,  qui  n'en  altéreront  pas  la  grandeur; 
par  conséquent,  cet  élément  sera  égal  à  udx.  Si 
Ton  désigne  par  v  la  distance  du  milieu  de  UN  à 
TaxeOjTj  on  pourra  prendrez  eti7  pour  les  deux 
coordonnées  du  centre  de  gravité  de  cet  élément  ; 
car  il  est  évident  qu'elles  n'en  pourront  différer 
que  de  quantités  infiniment  petites.  D'après  les 
astres  notations  précédentes,  on  aura  donc 

x=y     uds^xsizrz/    guds,Kyi=z/    vuds.     (3) 

D^ailleurs ,  y  et  y'  étant  toujours  les  ordonnées  PM 
et  PN  qni  répondent  à  une  même  abscisse  qnel- 
cenqoe ,  on  a  aussi 

«  =  y  —  y»,     e=  1/2  (y  +  y')j 

ce  qni  fait  coïncider  ces  dernières  formules  avec 
les  équations  (1). 

70.  Ponr  premier  exemple ,  je  suppose  qu'on  de- 
mande le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  (fig.  27). 

Je  place  l'origine  des  coordonnées  au  sommet  G, 
et  je  prends  Taxe  des  x  perpendiculaire  à  la  base 
AB  ;  je  représente  cette  base  par  5^  et  la  hauteur 
CD  par  h.  Par  le  point  quelconque  P  appartenant 
à  CD,  je  mène  la  perpendiculaire  MR  à  cette 
droite }  CP  et  Xlt  seront  les  voriables  x  et  «^  et 
Ton  aura  la  proportion 


de  laquelle  on  tire 


bx 

k' 


ces  wthvn  y  les  dam  pimières  éf|aationt  (S)  don- 
neront 

X  ==  1/8  W,     xjp,  =  1/3  hh*  ; 


d'où  il  résulte 


«1  r=  2/d  h. 


On  aura ,  en  outre,  «  =  0  et  C  =  Jk.  Au  moyen  de 


On  n'aura  pas  besoin  de  calculer  la  valeur  dey; 
car  si  E  est  le  milieu  de  AB,  et  qu'on  tire  la  droite 
C£ ,  elle  coupera  en  deux  parties  égales  tous  les 
élémens  du  triangle  parallèles  à  AB,  et  contien- 
dra, conséquemment,  son  centre  de  gravité.  Si 
donc  on  prend  sur  CD  une  partie 

CF  =  2/3  CD  r=  xi, 

et  qu'on  élève  la  droite  FG  perpendiculaire  à  CD ,  le 
point  G  où  elle  rencontrera  CE  sera  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle.  La  droite  FG  coupant  CD  et  CE  en 
parties  proportionnelles ,  on  aura  aussi 

CG  =  2/3  CE; 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  d'un  triangle 
se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  son  sommet  au  mi* 
lieu  de  sa  base,  aux  deux  tiers  de  cette  droite  à  par- 
tir du  sommet ,  ou  au  tiers  k  partir  de  la  base. 

77.  On  démontre  aussi  ce  théorème  sans  le  se- 
cours du  calcul  intégral. 

En  effet,  par  la  décomposition  du  triangle  ABC 
(fig.  28)  en  élémens  parallèles  an  côté  AB,  on  prou- 
vera que  son  centre  de  gravité  se  trouve  sur  la 
droite  CD ,  qui  joint  le  sommet  C  au  milieu  D  de 
ce  côté.  En  le  décomposant  en  élémens  parallèles 
au  côté  GA ,  on  prouvera  de  même  que  ce  centre  de 
gravité  est  aussi  sur  la  droite  BE  qui  va  du  som- 
met B  au  milieu  £  de  CA  ;  ce  point  sera  donc  s^- 
tué  à  l'intersection  G  des  deux  droites  CD  et  BB. 
Or ,  si  Ton  tire  la  droite  DE ,  elle  sera  parallèle 
à  CB ,  puisqu'elle  coupe  CA  et  AB  en  parties  pro- 
portionnelles ;  il  en  résultera  donc 

DE  :  CB  ::  AD  :  AB  ::  1  :  2, 
DG  :  CG  ::  DE  :  CB  ::  1  :  2; 


en  sorte  que  DG  sera  la  moitié  de  CG  ,  et,  consé-* 
quemment ,  le  tiers  de  CD  ;  ce  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 

On  en  peut  conclure  que  les  trois  droites  qni 
vont  des  sommets  d'un  triangle  aux  milieux  des 
côtés  opposés,  doivent  se  couper  en  un  même 
point  ;  ce  qui  est  conforme  à  un  théorème  connu. 

Si  les  sommets  A,  B,  C,  du  trisnglesont  les 
centres  de  gravité  de  trois  masses  égales ,  le  centre 
de  gravité  de  ces  trois  corps  coïncidera  avec  celui 
du  triangle;  car  le  centre  de  gravité  des  deux 
masses  qui  répondent  à  A  et  B,  se  trouvera  d'abord 
au  milieu  D  de  la  droite  AB  ;  et  ensuite  le  centre  de 
gravité  de  ces  deux  masses  et  de  la  troisième  sera 
le  point  G  de  la  droite  CD,  tel  que  GD  est  moitié 
de  CG  ou  le  tiers  de  CD. 

Il  suit  de  là  et  du  théorème  du  n*  (17 ,  que  si  Ton 
applique  au  centre  de  gravité  G  d'un  triangle,  des 
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forces  reprétenlte  en  grandeur  et  en  direction  par 
lef  droites  GA ,  GB,  GG ,  qui  Tont  de  ce  point  ani 
trois  sommets,  ces  trois  forces  seront  en  équi- 
libre. 

78.  Connaissant  le  centre  de  gravité  d'nn  triangle, 
on  en  déduit  snccessivement  ceux  d^un  secteur  et 
d*un  segment  circulaires. 

Soient  CADB  (fig.  29)  le  secteur ,  et  G  le  centre 
du  cercle.  Si  Ton  considère  Tare  ADB  comme  une 
portion  de  polygone  d^one  infinité  de  côtés  égaux , 
on  pourra  décomposer  le  secteur  en  élémeos  trian- 
gulaires aussi  égaux ,  qui  auront  tons  ces  côtés 
pour  bases  et  leur  sommet  commun  au  point  G.  On 
appliquera  ensuite  la  force  qui  agit  sur  chacun  de 
ces  élémeos  à  son  centre  de  gravité;  et  comme  la 
distance  au  point  G  de  chaque  centre  de  gravité  est 
les  deux  tiers  du  rayon  du  cercle,  il  en  résultera  un 
système  de  forces  parallèles  et  égoles ,  appliquées 
à  tous  les  élémens  de  Tare  A'  D'  B',  décrit  du  point 
G  comme  centre ,  et  d^un  rayon  égal  à  2/3  CD.  Par 
conséquent,  le  centre  de  gravité  du  secteur  sera 
le  centre  de  ces  forces  parallèles ,  cVst-à-dire ,  le 
centre  de  gravité  de  cet  arc  A'  D'  B'.  Or,  en  dési- 
gnant par  a,  l,  c,  le  rayon  CD,  Tare  ADB  et  la 
corde  AB ,  les  quantités  analogues ,  relativement 
à  A'  D'  B',  seront  2/3  a  ^  2/3 1, 2/3  c;  si  donc  G  est 
le  centre  de  gravité  demandé,  et  qu'on  fasse 
CG  =  «  ,  on  oura ,  diaprés  le  théorème  du  no  70, 


gnTÎté  dn  segment  ADBE  an  centre  do  eerde.  Ea 
observant  que 


s  s= 


2ae 


Maintenant,  soient  S,  S',  Si  ,  les  surfaces  du 
secteur  CADB,  du  triangle  CAB  et  du  segment 
ADBE  ;  appelons  G ,  G',  Gi  ,  leurs  centres  de  gra- 
vité, qui  seront  évidemment  sur  le  rayon  CD  abou- 
tissant au  milieu  D  de  Tare  ADB  ;  si  Ton  désigne 
par  M,  x\  Sx  f  les  distances  de  ces  trois  points  au 
centre  G ,  et  qu^on  y  applique  des  forces  parallèles 
et  proportionnelles  à  S ,  S',  Si  ,  la  première  sera 
la  résultante  des  deux  autres  ;  en  considérant  les 
tnomens  de  ces  forces ,  on  aura  donc 

Sx  =  ^a^  4-  Si  «I . 
On  a ,  d'ailleurs , 

ç_  1      ,  2ae 

2       '  3i 

En  appelant  h  la  hauteur  CE  du  triangle  dont  la 
liase  est  AB  ou  c^  on  a  aussi 

S'=:l/2c*,    «'  =  2/5*. 

Donc ,  à  cause  de 

S,  =  8'  —  S  £=  1/2  (al  —  cfc), 
Téquation  des  momens  deviendra 

l/3fl«  c  =  1/3  cfc«  +  1/2  («/  —  ch)  Sx  ; 
et  elle  fera  coonoltrc  la  distance  Xi  du  centre  do 


e  =  2a  ain  ^— ,    k  sz  a  cos 


on  en  déduira 


2a 


4a>  sin*  — 
2a 


2a' 


*i  = 


3(/-a.in_) 

Lorsque  Tare  /  est  la  demi-circonférence ,  on  a 
/  =  «-a  ;  le  secteur  et  le  segment  coïncident  ainsi 
que  les  distances  s  ei  Sx  ^  dont  la  valeur  com- 
mune est 

_       _4o 


70.  Si  l*on  prend  successivement  les  trots  sec- 
tions coniques  pour  la  courbe  k  laquelle  répondent 
les  formules  (2),  les  intégrations  s'effectueront  par 
les  règles  connues ,  et  Ton  pourra  obtenir ,  sous 
forme  finie,  les  valeurs  des  deux  coordonnées 
Sx  et  yi  du  centre  de  gravité,  ^indique  cet  exemple 
comme  exercice  de  calcul,  et  je  passe  immédiate- 
ment à  la  détermination  dn  centre  de  gravité  de 
Taire  de  la  cydolde. 

Soit  CPH  (fig.  25)  le  segment  dont  on  vent  trou- 
ver le  centre  de  gravité;  en  désignant  par  «  et  y 
Tabscisse  CP  et  Tordonnée  FM ,  comme  dans  Té- 
quation  (a)  du  tfi  73 ,  il  faudra  que  les  intégrales 
contenues  dans  les  formules  (2)  s'évanouissent 
quand  dr  =  0  ;  et  en  intégrant  por  partie ,  ces  for- 
mules deviendront 


X   =  «y  — /rrfy, 
kxx  =  \IZ  s*  y-^  y^fs*  rfy, 
xyi  =  1/2  xjf  ^fsydyi 


(4) 


les  nouvelles  intégrales  s'évanouissent  anssi  en 
même  temps  que  s. 
En  vertu  de  l'équation  (a),  on  a 

fxdjf  z=z  f{/^ as -^  X*  ds\ 

mais  si  lî  est  le  point  où  l'ordonnée  PM  rencontre 
le  cercle  décrit  sur  CD  comme  diamètre,  cette  der- 
nière intégrale  exprime  le  demi-segment  circulaire 
GRP  ;  en  représentant ,  pour  abréger ,  par  y  Taire 
do  ce  demi-segment ,  on  aura  donc 

A  ==  «y  —  ^ 

Dans  le  cas  où  le  point  M  coïncide  avec  le  point  A, 
on  aura 

*  =  CD  =  o,  y=DA  =  l/2ira,  >=:1^««», 
et,  par  conséquent, 

X  =  3^  va* . 

L'aire  CAD  de  la  demi-cycloîde  est  donc  triple 
do  celle  dn  demi-cercle  CND,  dont  le  rayon  est 
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Ifla^oUf  aoirement  dit,  Taire  de  la  oycloîde  en- 
tière est  égale  à  trois  fois  celle  de  son  cercle  géné- 
ratenr. 


On  aura  aussi 


fx*  dff  =:Jm  l/'as  —  «•  d» , 
on ,  ce  qui  est  la  même  chose, 


/*»  dy  =  1/8  af  \/^as  ^  x*  dx  —  /  (l/a  a  —  *)  j/ox  — *«  dx, 

en  faisant  donc ,  pour  un  moment , 


La  dernière  intégrale  s^obtient  immédiatement  ;  et 
à  cause  qu^elle  doit  s^évanouir,  quand  j;  =0, 
nous  aurons 

kxi  =  1/8  ««y  —  1/4  oy  -|-  1/6  (ox  —  s*  )3/«j 

équation  qui  fera  connaître  la  Taleur  de  Xi  diaprés 
celle  de  x 

Dans  le  cas  de  la  demi-cycloîde  CAD ,  où  Ton  a , 
en  même  temps , 

«  =  «,  y  =  l/8ira ,  7.  =  1/8  iro« ,  X  r=  3/8  «a»  , 

on  en  conclura 

7a 


Si  = 


12 


pour  la  distance  de  son  centre  de  graTÎté  à  Taxe  Cy. 
Ainsi ,  le  centre  de  gravité  de  Taire  entière  de  la 
cydoîde  se  trouve  aux  sept  douzièmes  de  la  hau- 
teur CD ,  à  partir  du  sommet  C. 

KelatÎTcment  à  un  segment  quelconque  CIP,  il 
veste  à  déterminer  Tordonnée  yi  ;  ce  qui  exige  un 
calcul  plus  compliqué. 

80.  £n  Ycrtu  de  Téquation  {a),  on  a 

fsydy  =  /y  [/^as  ^  s»  dx, 
et  la  valeur  de  y  peut  s'écrire  ainsi  : 

/*(l/8o  — j?)iy        a    n         ^ 
*"^   \/'ax  -  *•         "2^   i/ax-^x*: 


dx 


\/^as  —  x« 


et  supposant  que  cette  intégrale  soit  nulle  comme 
toutes  les  autres ,  quand  s  =:  0  ,  on  aura 


y  =  y/^ax  —  x«  4-  1/8  ax\ 
d^où  il  résultera 


fxydy=il/Zax*  —  Ipxi+l/Za/xly  ax^x*  dx,{6) 
Parce  que  Ton  a  fait 

7.  =  /  \/^ax  —  s*  dM , 

on  auro  ,  en  intégrant  par  partie , 

f%  \/  a»  —  **  dx  =.  xy  —  yV^'*  (*) 
On  peat  écrire  Texpression  de  y  sous  la  forme 

\         p        dx                 j^lfta-'-mydm 
4      •/  l/ajT  —  *«       /    L/^ax «t   * 


et  en  intégrant  par  partie  dans  le  second  terme,  il 
vient 


=  — o»  /  ■  —  (  — —  a  —  X]  i/o*  —  X*  —  /  l/^ax  —  x*  dx  ; 


dx 
\/  ax^x^ 

d'où  l'on  conclut  _«__« 

y  =  1/8  o«  s  —  1/8  (l/2a  — sp)  l/ox  — *•  . 

A  caose de  |/<w  —  x«  d%  =  (ix ,  on  aura  donc 


fyd%  =  l/16a>  s>  -*-  1/4  («up  —  *•  > 

Je  substitue  ces  valeurs  de  y  ti  fyd»  dans  l'équa- 
tion (6)  ;  il  en  résnlte 


fx  \^ax  —  4P»  li*  = 


16 


a*  j* 


œ  qoi  change  Téquation  (6)  en  celle-ci  : 
fxyày  =  l/3a«  s  +  8/3  ojt*  —  1/3  jr< 


+  l/38o*j«— l/4iij(l/8tf— «)  i/o*— JP«.(7) 
Au  moyen  de  cette  valeur  et  de  celle  de  s  ^  sa- 


voir : 


(ti^2x  \ 

la  troisième  équation  (4)  ne  contiendra  plus  rien 
d^inconnn ,  et  fera  connaître  la  valeur  de  y&  pour 
no  segment  quelconque  CMP. 
Dans  le  cas  de  la  demi-cycloide  CAD,  on  aura 

jr  =  a,  B  •=.  wrt  (oos  s=  —  1)  =3  «; 


—  «  ^  l/ojr  — «•  +  -J-  («*—*•)> 
la  formule  (7)  sp  réduira  à 

et  à  cause  de 

y  =  1/8  wfl,    X  =  3/3  iro«  , 

la  troisième  équation  (4)  donnera 

4     ^  Ihr»  ^ 

ce  qui ,  Joint  à  la  valeur  de  si  du  numéro  précé* 
dent,  déterminera  complètement  la  position  du 
centre  de  gravité. 
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81.  Soit  8  ratre  d^one  lone  de  surface  de  rérolu- 
tion ,  comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
son  axe  de  figure.  Cet  axe  renfermera  le  centre  de 
gravité  de  S  :  je  le  prendrai  pour  l'axe  des  s;  et  je 
désignerai  par  jTi  la  distance  de  ce  centre  à  Tori- 
gine  des  coordonnées ,  et  par  «  et  Clés  distances  à 
la  même  origine,  des  deux  plans  qui  terminent  S; 
la  détermination  du  centre  de  gravité  de  celte  tone 
se  réduira  à  celle  (Te  la  valeur  de  Si  . 

Je  décompose  S  eu  élénicns  dont  chacun  sera  la 
surface  d*un  cône  tronqué  décrite  par  le  côté  infi- 
niment petit  de  la  courbe  génératrice ,  comme 
dans  le  n^  74  î  celui  qui  répond  au  point  H  de  cette 
courbe  dont  les  coordonnées  sont  s  et  y,  sera  égal 

à  2wy\/^ds»  4~  ^V*  i  '^  >"'''  aussi  son  centre  de 
gravité  sur  Taxe  des  s ,  ei  Ton  pourra  prendre  s 
)>our  la  distance  de  ce  point  à  Torigine  des  coor- 
données ,  puisqu'elle  ne  pourra  différer  de  9  que 
d*an  infiniment  petit.  Cela  étant ,  on  aura  (  n<»  13 
et  66), 


Sir,  =  2wf   sy  \/^   \J^^àxy 


(8) 


en  considérant  y  comme  une  fonction  de  s,  donnée 
par  Téquation  de  la  génératrice. 

8i  cette  courbe  est,  par  exemple,  un  arc  de 
cercle)  que  Ton  place  Torigine  des  coordonnées  à 
son  centre ,  et  qu'on  appelle  a  son  rayon ,  on  aura 


donnée  par  la  même  équation  (a),  il  vient 


Am  . 4»  

S  3 

et,  par  conséquent, 

_    8»       .  8» 

3  3 

4»         .^    8»        /-  , 

3  9 
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ce  qui  fait  connaître  la  surface  concave  vers  Taxe 
de  figure ,  engendrée  par  Tare  CH ,  et  la  distance 
de  son  centre  de  gravité  au  point  C.  Quand  cet  arc 
devient  la  demi-cydotde  GA,  on  a  s=aety=]/2«a, 
et ,  conséquemment. 

/  4\  „  2wa}  (        8\ 

Dans  le  second  cas ,  il  faudra ,  pour  continuer  de 
faire  usage  de  Téquation  (a)  du  n*  73 ,  permuter  s 
et  y  dans  les  formules  (8),  lesquelles  deviendront, 
par  là , 


l+-^i». 


y  =  l^a"  —  «•  5 

d'où  il  résultera 

3=r  8.0  (C  —  •), 
S#i  =  «a  (C«  —  •■  )> 

et ,  par  conséquent , 

,.=  !/«  (.  +  e)j 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  d'une  zone 
sphérique  est  au  milieu  de  la  partie  du  diamètre 
comprise  entre  les  deux  plans  qui  la  terminent,  et 
perpendiculaire  à  ces  plans. 

82.  La  cycloïde  nous  fournira  deux  exemples  de 
Tapplication  des  formules  (8) ,  en  faisant  tourner 
successivement  Tare  CH  (fig.  25)  autour  de  Taxe 
Gjt  et  de  Taxe  Cy. 

Dans  le  premier  cos ,  on  aura ,  en  vertu  de  Té^ 
quation  (a)  du  n»  73, 

^         as 
S=:2xj/o/y  T7=j  S*,=2»  P^a/y  \/7àx , 

les  întégmles  étant  prises  de  manière  qu'elles  s'é- 
vanouissent au  point  C,  où  l'on  a  ir  =  0.  En  in- 
tégrant par  partie,  et  ayant  égard  à  la  valeur  de  éy 


S  =  2ir/rJ/^ 

Sy.  =  2ir/*y|/^  l+^dr; 


yi  étant  la  distance  an  point  G,  du  centre  de  gra- 
vité de  S  situé  sur  la  droite  Cy,  et  les  intégrales 
s'évanouissant  au  point  C,  c'est-À-dire,  quand 
X  =  0.  D'après  l'équation  (a)^  nous  aurons 


S 


=  2ir/*  y/^      —  «ir  =  — X  l/ox  ; 


la  Valeur  de  Syi  sera  la  même  que  celle  de  Sxi  du 
premier  cas,  et  en  la  divisant  par  cette  valeur  deS, 
on  aura  lu  distance  au  point  C ,  du  centre  de  gra- 
vité de  la  surface  convexe  vers  l'axe  de  figure , 
engendrée  par  l'arc  CH.  Lorsque  cet  arc  deviendra 
la  demi'uycloTde  CA,  la  surface  engendrée  sera 
égale  &  4ira«  \  en  même  temps,  la  distance  yi  aura 
pour  valeur 

yi=—  (» Y 

a    \         15  / 


On  peut  remarquer  que  quand  un  même  arc  de 
courbe  tourne  successivement  autour  de  deux  axes 
rectangulaires  et  passant  par  une  de  ses  extrémi- 
mités,  le  second  membre  de  la  seconde  équa- 
tion (8)  ne  change  pas  de  vilAur ,  et ,  par  consé- 
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ifMnl,  les  distaneet  à  eette  eitrémité,  des  centres 
de  granité  des  deux  surfaces  engendrées ,  sont  en 
raison  ioYerse  des  aires  de  ces  surfaces. 

83.  Si  la  courbe  ABC  (fig.  26)  tourne  autour  de 
Taxe  Os  y  compris  dans  son  pion  et  qui  ne  la  tra- 
verse pas,  sa  surface  engendrera  un  solide  de  ré- 
volution dont  le  Tolome  que  je  représenterai 
par  y  y  pourra  s^esprimer  au  moyen  de  Taire  de 
cette  stvface  et  de  Tordonnée  y  t  de  son  centre  de 
gravité. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  no  76 ,  il 
est  aisé  de  voir  qu^on  aura 


=/.'  ("•- 


y'*)  ds. 


En  effet ,  la  tranche  infiniment  petite  de  ce  vo- 
lume ,  engendrée  par  Téiément  MNH'M'  de  Paire 
génératrice ,  sera  la  différence  iry«  ds  —  «y*  ds 
des  deux  cylindres  dont  les  rayons  sont  PH  et  P!f , 
et  qui  ont  djr  pour  hauteur  commune  ;  car  on  peut 
négliger  les  volumes  infiniment  petits  du  second 
ordre ,  engendrés  par  les  triangles  que  Ton  re- 
tranche de  cet  élément ,  ou  qu^on  y  ajoute ,  en  me- 
nant  par  les  points  11  et  n  des  parallèles  à  Taxe  Os, 
Or ,  si  Ton  compare  cette  expression  de  V  à  la 
troisième  formule  (1)  du  numéro  cité ,  on  a 

V  =  2Txy,  ; 

ce  qui  montre  que  le  volume  engendré  par  Taire  x 
d'une  courbe  plane ,  est  égal  à  cet  aire  multipliée 
par  la  circonférence  2iry  t  du  cercle  que  décrit  son 
centre  de  gravité  \  théorème  analogue  à  celui  du 
no  74,  et  qui  servira  &  déterminer  le  volume  V 
quand  le  centre  de  gravité  de  x  sera  connu  àpriorL 
11  subsistera  encore,  lorsque  la  surface  généra- 
trice, au  lieu  d^tre  circonscrite  par  une  courbe 
fermée ,  sera  comprise  entre  deux  courbes  diffé- 
rentes et  deux  perpendiculaires  à  Taxe  de  figure, 
pourvu  que  cet  axe  ne  passe  pas  entre  ces  deux 
courbes  planes. 

Si  Taire  génératrice  est  un  demi-cercle  tournant 
autour  de  son  diamètre ,  la  distance  de  son  centre 

4a 
de  gravité  à  cet  axe  de  rotation ,  sera  égal  à  — 

(no  78)  ,  en  désignant  par  a  son  rayon  ;  la  circoa- 

8a 
férence  décrite  par  ce  point  aura  donc  —  pour  lon- 

3 

gneor;  et  comme  Taire  du  demi-cercle  est  1/2  xa*  , 

on  aura 

5^' 

ce  qui  est,  effectivement,  le  volume  de  la  sphère. 
Supposons  encore  que  la  courbe  fermée  ABC  soit 
on«  ellipse ,  et  représentons  par  a  et  5  ses  deux 
demi-oxes,  et  par  c  la  distance  de  son  centre  à  Taxe 
de  rotation.  L*aire  x  sera ,  comme  on  sait ,  égale 
à  waêf  et  son  ceotre  de  gravité  étant  évidemment 


le  centre  de  figure  ,  on  aura  yi  =  e;  d*où  il  résul- 
tera 

V  =  2ir«a60, 

quelle  que  soit  Tinclinaison  de  Tun  ou  Tautre  des 
axes  de  Tellipse  sur  Taxe  de  rotation. 

84.  n  est  évident  que  le  segment  Su  solide  de  ré> 
volution  compris  entre  deux  plans  passant  par  Taxe 
de  figure,  est  au  solide  entier  comme  Tangle  de  ces 
deux  plans  est  &  quatre  angles  droits ,  ou ,  ce  qui 
est  la  même  chose ,  comme  Tare  décrit  entre  les 
deux  plans ,  par  le  centre  de  gravité  de  Taire  géné- 
ratrice ,  est  à  la  circonférence  entière  2iryi.  DonC| 
en  appelant  /  la  longueur  de  cet  arc ,  et  L  le  vo- 
lume du  segment ,  on  aura 

I  =  /x; 

X  étant  tonjours  Taire  génératrice  qui ,  par  hypo- 
thèse, n^est  point  traversée  par  Taxe  de  rotation. 

Cette  formule  peut  s^étendre  de  la  manière  sui- 
vante à  d^autres  segmens  qui  n^appartiennent  pas  à 
des  solides  de  révolution. 

Supposons,  en  effet,  qu^une  courbe  plane  se 
meuve  sans  glisser  ni  tourner  dans  son  plan  ,  et  de 
telle  sorte  que  ce  plan  soit  constamment  perpendi- 
culaire à  une  ligne  donnée,  qui  peut  être  une 
courbe  plane  ou  à  double  courbure.  Dans  ce  mou- 
vement ,  le  même  point  de  ce  pion  demeurera  tou- 
jours sur  la  directrice ,  et  les  autres  points  décri- 
ront des  courbes  semblables  à  cette  ligne.  Soient  x, 
L ,  / ,  Taire  de  la  courbe  génératrice ,  le  volume 
engendré  par  cette  surface,  et  la  longueur  de  la 
courbe  parcourue  par  sou  centre  de  gravité.  Si  l 
était  un  arc  de  cercle  ,  L  serait  un  segment  de  so- 
lide de  révolution  ;  mais ,  dans  tous  les  cas ,  on  peut 
diviser  /  en  parties  infiniment  petites,  dont  cha- 
cune se  confondra  avec  le  cercle  osculateur  qui  lui 
correspond.  Désignons  par  •  Tune  de  ces  parties, 
et  par  v  le  volume  du  segment  correspondant  de  L  ; 
et  supposons  que  les  plans  perpendiculaires  à  sa  di- 
rection, par  lesquels  v  est  terminé,  se  coupent 
suivant  une  droite  qui  ne  traverse  pas  Taire  de  la 
génératrice.  Cet  élément  v  de  L  sera  un  segment  de 
solide  de  révolution  ;  et  diaprés  Téquation  précé- 
dente ,  on  aura 

V  =  SX. 

Donc ,  en  prenant  la  somme  de  toutes  les  valeurs 
de  V  et  observant  que  le  facteur  x  est  constant ,  il 
en  résultera  que  le  volume  L  est  égal  au  produit 
de  /  et  X ,  comme  dons  le  cas  d^un  solide  de  révolu- 
tion. La  règle  que  cette  équation  L=x/ renferme 
est  utile  dans  la  pratique,  et  susceptible  d^m  as- 
ses  grand  nombre  d^opplicotions  ;  toutefois ,  on  ne 
devra  point  oublier  quelle  n^a  plus  lieu  quand  les 
génératrices  consécutives  se  coupent  sur  la  surface 
engendrée,  et  forment,  par  leurs  intersections  suc- 
cessives ,  ce  qu^on  appelle  une  arêi$  de  rthrouêêê- 
«enf. 

86.  La  considération  du  centre  de  gravité  fournit 
aussi  une  règle  pour  évaluer  le  volume  d\m  prisme 
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ou  d'im  cylindre  à  base  qaelconqoe ,  tronqué  par 
un  plan  inclioé  sur  cette  base. 

Soient  y  Taire  d'une  section  de  cylindre  perpen- 
diculaire à  sa  génératrice ,  x  Paire  de  la  section 
inclinée  qui  le  termine,  9  Tangle  de  ces  deux  plans, 
I»  un.élément  quelconque  de  x ,  i  sa  projection  sur 
le  plande  y^  ou  Télément  correspondant  de  Paire  ^i 
qui  est  elle-même  la  projection  de  x.  D*après  le 
(béorème  du  n»  10 ,  on  aura 

^  =  X  cos  9 ,    «  =  «  cos  I. 

Cela  étant,  je  suppose  que  x  soit  la  surface  à  la- 
quelle se  rapportent  les  formules  générales  du 
no  76 ,  et  que  9  représente  l'inclinaison  de  son  plan 
sur  celui  des  m  et  y.  Je  multiplie  la  troisième  de 
ces  formules  par  cos  9 ,  et  je  fais  passer  ce  facteur 
constant  sous  le  signe  j[/;  en  Tertu  des  valeurs  de  y 
et  I,  on  aura 

Or ,  cette  intégrale  double  est  le  Tolume  du  cy- 
lindre tronqué  compris  entre  les  deux  sections  y 
et  X ,  et  décomposé  en  filets  infiniment  minces  et 
perdendiculaires  à  ^  ,  en  supposant ,  toutefois  ,  que 
ces  deux  sections  ne  se  coupent  pas  mutuellement  ; 
il  s'ensuit  donc  que  le  cylindre  tronqué  est  égal  k 
un  cylindre  droit  ayant  la  même  base  y,  et  pour 
bauteur  la  distance  jki  à  cette  base ,  du  centre  de 
gravité  de  la  section  inclinée. 

Ce  théorème  est  évident  dans  le  cas  ordinaire , 
où  la  base  du  cylindre  est  un  cercle  et  la  section 
inclinée  une  ellipse  ;  oar  en  menant  par  le  centre 
de  cette  courbe  un  plan  parallèle  à  la  base,  ce 
cylindre  ne  change  pas  de  volume  puisque  le  seg- 
ment qu'on  en  retranche  est  évidemment  égal  à 
celui  qu^on  y  ajoute. 

Si  les  aires  désignées  par  7^  et  x  se  coupent  mu- 
tuellement, le  volume  se  composera  de  deux  seg- 
mens  dont  Pintégraley/ai  exprimera  la  dififérence 
et  non  pas  la  somme.  Quand  le  cylindre  sera  ter- 
miné par  deux  sections  inclinées  dont  les  aires  ne 
se  coupent  pas ,  on  pourra  toujours  le  diviser  en 
deux  parties,  dont  la  base  commune  et  perpendi- 
culaire &  la  génératrice,  ne  coupora  ni  Pune  ni 
l'autre  de  ces  deux  sections  ;  et  en  observant  que 
leurs  centres  de  gravité  se  trouvent  sur  une  même 
droite  perpendiculaire  à  cette  base ,  on  voit  que  le 
volume  total  sera  égal  à  Paire  de  cette  base  multi- 
pliée par  la  distance  mutuelle  de  ces  deux  points. 

S  III.  Centres  de  gravUi  des  volumee  et  des  corps, 

86.  La  délerminotion  du  centre  de  gravité  d'un 
volume  dépend ,  en  général,  de  plusieurs  intégrales 
triples  ;  mais  il  y  a  des  corps  pour  lesquels  la  posi- 
tion de  ce  centre  se  détermine  par  des  intégrales 
simples.  Ce  sont  ces  corps  que  nous  allons  d'abord 
considérer. 

Le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  ou  d'un 


cône  à  base  quelconque  te  trouve  sur  la  droite  qui 
va  de  son  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base  9 
car  cette  droite  rencontre  tontes  les  sectiona  paral- 
lèles à  la  base ,  en  des  points  homologues  qui  sont 
leurs  centres  de  gravité,  et  qu'on  peut  auasi 
prendre  pour  les  centres  de  gravité  des  élémens  de 
ce  corps,  infiniment  minces  et  parallèles  à  sa  base. 
Par  conséquent ,  la  droite  dont  il  s'agit  contient 
le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  ou  du  cône,  et 
il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  sa  position  sur 
cette  ligne. 

Soient  5  et  X  Paire  de  la  base  et  celle  d'une  sec» 
tion  parallèle  ;  désignons  par  k  et  s  les  perpendi- 
culaires abaissées  du  sommet  sur  leurs  plans  j  noua 
aurons,  comme  on  sait, 


et,  conséquemment , 


X  = 


bs» 


De  plus,  on  pourra  prendre  Xds  pour  l'élément  du 
volume  du  cône  ou  de  la  pyramide  ;  et  si  l'on  ap- 
pelle y  son  volume  total  ,tixi  la  valeur  de  x  cor- 
respondante à  la  section  qui  contient  le  centre  de 
gravité ,  on  en  conclura ,  comme  dans  les  questions 
précédentes , 


En  substituant  la  valeur  de  X  et  effectuant  les  in- 
tégrations, il  vient 

bh  bh* 


3 


d'où  Pou  tire 


3 


*i  =  —  fc. 

4 

Mais  si  Pou  mène  par  le  centre  de  gravité  un  plan 
parallèle  à  la  base ,  il  coupera  en  parties  propor- 
tionnelles la  hauteur  h  et  la  droite  qui  va  du  som- 
met au  centre  de  gravité  de  la  base;  il  s'ensuit 
donc  que  le  centre  de  gravité  du  cône  ou  de  la  py- 
ramide à  base  quelconque  se  trouve  aux  trois  quarts 
de  cette  droite ,  à  partir  du  sommet ,  ou  au  quart , 
à  partir  de  la  base. 

87.  Relativement  à  la  pyramide  triangulaire,  ce 
théorème  se  démontre  sans  le  secours  du  calcul  in- 
tégral. 

Soit  ABCD  (fig.  30)  cette  pyramide.  Soient  aussi 
E  et  F  les  centres  de  gravité  des  faces  ACD  et  BCD  ; 
tirons  les  droites  BF  et  AE ,  dont  les  prolongemens 
se  rencontreront  au  milieu  H  de  l'arête  CD;  et  eu- 
suite  dans  le  plan  AHB,  tirons  les  droites  AF  et  BE, 
qui  se  couperont  en  un  certain  point  G.  Je  dis  que 
ce  point  sera  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide 
ABCD  ;  car  en  la  décomposant  en  élémens  paral- 
lèles k  la  base  ACD ,  on  verra ,  comme  dans  le  no- 
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tDéro  précëdent ,  que  son  centre  de  granité  doit  se 
Ironver  sur  la  droite  B£;  et  en  la  décomposant  en 
élémens  parallèles  à  BCD,  on  Terra,  de  même, 
que  ce  point  appartient  à  la  droite  AF.  Ces  deux 
droites  AF  et  BE,  qui  sont  effectivement  dans 
un  même  plan  ,  devront  donc  se  couper ,  et  leur 
intersection  G  sera  le  centre  de  gravité  demandé. 
Maintenant,  dans  le  triangle  ABH,  la  droite  EF 
est  parallèle  à  la  base  AB ,  puisqu'elle  coupe  les 
c6tés  AH  et  BH  en  parties  proportionnelles,  c'est- 
à-dire  ,  au  tiers  à  partir  de  H  ;  on  aura  donc 

FG  :  GA  :  :  EF  :  AB  :  :  EH  :  ah, 

et ,  par  conséquent , 

FG  :  GA  ::  1  :  3; 

rn  sorte  que  FG  est  le  tiers  de  GA  ou  le  quart  de 
AF  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

On  en  conclut  que  si  les  quatre  sommets  A,  B, 
€,  D,  de  la  pyramide  sont  les  centres  de  gravité  de 
masses  égales ,  le  point  G  sera  le  centre  de  gravité 
de  ces  quatre  masses  ;  car  déjà  le  point  F  est  celui 
des  trois  masses  qui  répondent  à  B,  G,  D  (n»  77)  ;  et 
ensuite  le  point  G ,  tel  que  GF  est  le  tiers  de  GA, 
sera  le  centre  de  gravité  de  ces  trois  masses  et  de  la 
quatrième. 

n  suit  de  là  (no  67)  que  si  l'on  applique  ou  centre 
de  gravité  de  la  pyramide  triangulaire  des  forces 
représentées ,  en  grandeur  et  en  direction ,  par  les 
droites  qui  vont  de  ce  point  aux  quatre  sommets , 
ces  quatre  forces  se  feront  équilibre. 

88.  Ayant  déterminé  le  centre  de  gravité  d'une 
pyramide  triangulaire,  on  en  déduit  immédiate- 
ment celui  d'une  pyramide  ou  d'un  cône  à  base 
quelconque,  en  décomposant  cette  base  en  un 
nombre  fini  ou  infini  de  triangles  :  le  centre  de 
gravité  de  cette  pyramide  ou  de  ce  cane  doit  se 
trouver  à  la  fois  sur  la  droite  qui  va  du  sommet  au 
centre  de  gravité  de  la  base,  et  dans  le  plan  paral- 
lèle à  la  base  qui  coupe  toutes  les  lignes  menées  du 
sommet  à  cette  base,  aux  trois  quarts  à  partir  du 
sommet;  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  du  n»  80. 

On  en  déduit  aussi  le  centre  de  gravité  d'un  sec- 
teur spbérique.  En  effet ,  si  Ton  décompose  ce  sec- 
teur en  une  infinité  de  pyramides  dont  le  sommet 
commun  soit  au  centre  de  la  sphère ,  et  qui  aient 
pour  bases  les  élémens  infiniment  petits  de  la  base 
du  secteur,  leurs  centres  de  gravité  se  trouveront 
toDS  sur  la  base  du  secteur  concentrique ,  dont  le 
rayon  sera  les  trois  quarts  de  celui  du  secteur 
donné  ;  d'où  l'on  conclut  que  le  centre  de  gravité 
do  secteur  donné  sera  le  même  que  celui  de  la 
base  du  secteur  concentrique  ;  ce  qui  en  détermine 
la  position. 

Supposons  que  le  secteur  spbérique  soit  engen- 
dré par  le  secteur  circulaire  CADB  (fig.  29) ,  tour- 
nant autour  du  rayon  CD ,  qui  aboutit  an  milieu  de 
Tare  AB  ;  le  triangle  CAB  et  le  segment  circulaire 
ABB  engendreront ,  en  même  temps,  un  cône  et 
mi  segment  spbérique  :  et  le  centre  de  gravité  de 


ce  segment  spbérique  se  déterminera  d'après  cens 
du  secteur  spbérique  et  du  cône. 

Pour  cela ,  appelons  V,  ,  V ,  V,  les  volumes  res- 
pectifs de  ces  trois  corps,  et  jTi  ^  x ,  x\  les  dis- 
tances de  leurs  centres  de  gravité  au  point  C;  nous 
ourons 

V  =  V  +  V,  ,     V*  =   W  +  V,  Su     (a) 

Soient  a  le  rayon  CI),  cla  corde  AB  et/la  flèche  DE 
de  l'arc  ADB.  Relativement  au  cône ,  on  aura 

V  =  1/12  »c»  (o  -  /),    ,'  =  3/4  (a  -  /). 

La  base  du  secteur  sphérique  sera  égale  au  produit 
de  la  flèche  et  de  la  circonférence  du  grand  cercle, 
ou  à  2«-a/^  et  son  volume  aura  pour  valeur  le  pro- 

1  2iro«  / 

duit  de  cette  base  et  de —  a,  ou-  Si  l'on 

3  3 

décrit  du  point  C  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal 
à  3/4  CD ,  un  arc  de  cercle  tel  que  A'  D'  B',  le 
centre  de  gravité  de  la  surface  engendrée  par  cet 
arc,  se  trouvera  au  milieu  de  la  flèche  D'E'  (n»  81), 
ou ,  autremement  dit ,  à  une  distance  du  point  C 
égale  à  CD'  —  l/Z  D'E',  dont  la  valeur  est 
3/4  (a  —  "^fify  Donc,  ce  centre  de  gravité  étant, 
d'après  ce  qu'on*  vient  de  dire,  celui  du  secteur 
sphérique  V,  on  aura 


V  = 


2ica»f 


3 


=  -(« /). 

4  V'       a     / 


En  substituant  ces  différentes  valeurs  dans  les 
équations  {a),  il  vient 

2/3  iro«  /=  1/12  TC«  (  a  ~/)  +  Vi , 
l/2»o«/(a— V^/)=1/I6irc«  («—/)•  +  V,*» 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  Yi  et  xi  . 

Si  l'on  appelle/  la  longueur  de  Tare  AB,  on 
aura 

0  =  Sa sin  — ,  /=a  i  l  —  cos  —  1 , 

Sa  V  2a  / 


2a 

et  il  en  résultera 
2iras 


Vi  = 


3 


(  1  —  cos  —  —  —  sin*—  cos—  1 , 
>  2a       2         2a       2a^ 


I 
3a  sin*  — 
2a 


«I  = 


8(1  —  cos  —  —  —  sin»  —  cos  —  )  ; 
V  2a       2  2a       2a/ 

Lorsque  l'arc  /  est  la  demi-circonférence,  on  a 
i=:ifaf  et  par  suite 


V, 


2ira3 


3 


3a 
«,  =  — . 

8 


80.  On  détermine  aussi  par  des  intégrales  sim- 
ples le  volume  et  le  centre  de  gravité  de  tout  corps 
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•yméirique  por  rapport  à  un  axe ,  comme  un  ellip- 
soïde, par  eiemple. 

Soient  x,  y,  »,  les  trois  coordonnées  rectangu- 
laires d^ott  point  quelconque  de  la  surface  ;  pre- 
nons Taxe  de  figure  poar  celui  des  s,  et  désignons 
par  X  Taire  de  la  section  perpendiculaire  à  cette 
droite ,  qui  répond  à  Textrémité  de  Tabscisse  x.  Si 
Ton  décompose  le  volume  en  élémens  infiniment 
minces  et  perpendiculaires  k  Taxe  de  figure,  on 
pourra  prendre  Hdx  poar  le  volume  d*un  élément 
quelconque ,  et  x  pour  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  Torigine  des  coordonnées.  Donc ,  en 
désignant  par  V  une  tranche  comprise  entre  deux 
sections  correspondantes  à  des  abscisses  données  • 
et  C ,  et  par  *%  la  distance  de  son  centre  de  gravité 
il  Torigine  des  coordoonées ,  nous  aurous 


=/: 


\ds,    \g 


■=/: 


s\dx. 


Dans  le  cas  de  Tellipsoïde ,  Téquation  de  la  sur- 
face est 

*•        y»         a» 

-  +  -  +-  =  i; 

a*         h*        c* 

a,  h,  c,  désignant  les  trois  demi-axes.  Ceux  de  la 
section  X  seront 


l/nt/.y/TZ, 


a» 


on  aura  donc 


a* 


X  =  »c(l-_), 

et,  par  conséquent , 
V 


.          a»  +  aC  +  C*  . 
=  irôc(C  — a)   (1 ) 


Vd?i  =  — ir6c(C«  — •«  )  (\ 


3a> 


)• 


d^où  Ton  tire 


«j  = 


3(»  +  C)(2a«— ••—€•) 
4  (3a«  _  a>  —  «C  —  C*  ) 


Si  Ton  applique  cette  formule  au  segment  sphé- 
rique  que  Ton  a  considéré  dans  le  n»  précédent ,  il 
faudra  prendre 

l 
«  =  a  eos  — ,    C  ==  a  ; 


Su 


ce  qui  donne 


Si  = 


3a  (1  -|-  cos — )  sin»  — 
V  2a/         2a 

4(1  —  cos \-  sin»  — ) 

\  2a  2a/ 


et  en  multipliant  le  nnmérateur  et  le  dénominateur 

I 
de  cette  fraction  par  t  —  cos  — ,  on  vérifie  qu'elle 

2a 
coïncide  avec  la  valeur  de  Xi  déjà  trouvée. 

Pour  avoir  la  valeur  entière  de  Tellipsolde ,  il 
faudra  faire  Cj=:aeta  =  —  a;  ce  qui  donne 

Airabe 
V= . 

a 

Ce  volume  est  aussi  donné  par  Tintégrale  triple 
fffdxdyd»,  étendue  à  tous  les  élémens  de  Tespace 
terminé  par  la  surface  de  Fellipsoïde  }  mais  en  fai- 
sant 

mT=ax\  y  =  V>  «  =  ««', 
Téquotion  de  cette  surface  devient 
jp'i  ^  y»  ^  £'*  =  1 , 

et  Tintégrale  triple  se  change  en 

abeffjdx'd^d^. 

Cette  nouvelle  intégrale  devra  s'étendre  à  tous  les 
élémens  de  Pespace  circonscrit  por  la  surface  qui 
répond  à  Téquotion  précédente  ;  elle  sera,  par  con- 
séquent, le  volume  de  la  sphère  qui  a  Vunité  pour 

4ir 

rayon  ;  et  ce  volume  étant  égal  à  —,  il  en  résulte 

3 

4wabe 

,  comme  précédemment ,  pour  celui  de  Tel* 
3 

lipsolde. 

00.  Les  corps  symétriques  autour  d^un  axe  com- 
prennent  les  solides  de  révolution.  Nous  prendront 
toujours  Taxe  de  figure  pour  celui  des  abscisses  s. 
En  supposant  alors  un  solide  de  cette  nature  en- 
gendré par  une  aire  plane ,  comprise  entre  deux 
courbes  données  et  les  perpendiculaires  à  Taxe  des 
X  qui  répondent  &  x  =  aet  x  =  C^  et  désignant 
par  y  et  y'  les  ordonnées  de  ces  courbes  relatives  à 
une  même  abscisse  quelconque  x,  il  faudra  faire 

x  =  »  (y. —  y.), 

dans  les  formules  du  numéro  précédent}  ce  qui 
donne 

V=«^  (y*  ''y^*)djf,  \xt  =«^  (yt-y»>d*. 

Dans  le  cas  le  plus  ordinaire  où  la  courbe  inté- 
rieure se  confondra  avec  Taxe  de  figure ,  on  aora 
y'  =  0,  et  simplement 

V  =  «r/     y»  djT,  Vx»  =  ir  /      yt  xds,     (4) 

La  cycloîde  fournira  encore  des  exemples  de 
Tapplication  de  ces  formules ,  dans  lesquels  toutes 
les  intégrations  s^cfTectueront  sous  forme  finie. 

Si  Ton  considère  le  solide  convexe ,  engendré 
par  Taire  GHP  (fig.  25)  tournant  autour  de  Taxe 
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G#^  on  intégrera  d'abord  par  partie  ;  ce  qaî  don- 


Vjfi  =  1/8  »«»  y»  —  ir/îr»  yciy; 

l«  intégrales  étant  priiet  de  manière  qu'elles  s'é- 
Tanooissent  au  point  C,  ou  quand  ^  =  0.  En  vertu 
de  Téquation  (a)  du  n^  73  on  aura  donc 


et  les  calculs  s'achèveront  par  des  transformations 
semblables  à  celles  du  w»  80.  Dans  le  cas  du  volume 
engendré  par  la  demi-cycloXde  CAB ,  on  trouve 


'=t(-^-)-- 


(63t»— A4)a 


12(9«»-.16] 


S'ils^agît,  au  contraire,  du  solide  convoie  en- 
gendré par  raire  CflP  tournant  autour  de  Taxe  Cy^ 
îl  faudra  préalablement  permuter  j;  et  y  dans  les 
équations  {h)  ;  d'où  il  résultera 

V  r=  wfm»  dy,  Vy,  =  w/r»  yc^; 

yi  étant  la  distance  au  point  G,  du  centre  de  gra- 
vité qui  se  trouve  sur  Taxe  Cy,  et  les  intégrales  s'é- 
vanonisaant  en  ce  point  G.  En  vertu  de  Téquation 
(a)  de  la  cycloîde ,  on  aura  donc 

V=w/jp  l^as — *«djf,  Vyi==  wfyx  [/^as  —  s*ds, 

La  première  intégrale  s'obtiendra  sans  difficulté  ;  la 
seconde,  par  des  transformations  semblables  à 
celles  dn  n»  80.  Dans  le  cas  on  GM  sera  la  demi-cj- 
doide  entière ,  on  trouvera 


V  = 


10 


16        w* 


,    y,=  (-  +  -) 
\  0  4  / 


01.  Maintenant,  soient  jti  ^  yi  ,  at  ,  les  trois 
coordonnées  rectangulaires  du  centre  de  gravité 
d'un  corps  de  forme  quelconque,  homogène  ou  hé- 
térogène, dont  la  masse  sera  représentée  par  H. 
D'après  ce  qu'on  a  déjà  dit  dans  le  n<»  66,  il  fau- 
dra, pour  déterminer  ces  trois  inconnues,  diviser 
H  en  parties  infiniment  petites,  et  changer,  en 
conséquence,  les  sommes  en  intégrales  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (1)  de  ce  numéro. 
On  aura ,  de  cette  manière , 

JU,  :=zfJJxém,Jliy,  z=:fffydm,Mz,  =fff%dm;{\) 

àm  étant  l'élément  différentiel  de  la  masse  dn  corps 
qui  répond  aux  coordonnées  s,  y,  a.  En  appelant  p 
la  densité  de  ce  même  élément,  et  dv  son  volume, 
on  aura  aussi 

dm  =  fdv. 

On  pourra  prendre  maintenant ,  pour  Télément  dv 
d«  volume ,  le  parallélépipède  rectangle  dont  les 
troia  côtés  adjacens  sont  parallèles  aux  axes  des  », 


fp  »,  et  égaux  aux  diflérentiellet  d»,  ég,  dm;  d*où 

il  résultera 

de  =  dxdydm. 

Si  le  corps  est  homogène ,  sa  densité  sera  con- 
stante ;  en  désignant  par  V  son  volume,  on  anra 

et  les  équations  (1)  deviendront 

Si  le  corps  est  hétérogène ,  il  pourra  se  présenter 
deux  cas  diff'érens.  Dans  le  premier  cas,  ce  corps  se 
composera  de  parties  homogènes  de  grandeur  finie, 
et  la  densité  ne  variera  que  d'une  partie  &  l'autre. 
On  appliquera  donc  à  chacune  d'elles  les  équa- 
tions (2),  puis  on  déterminera  le  centre  de  gravité 
du  corps  entier  d'après  ceux  de  toutes  ses  par- 
ties (no  64).  Dans  le  second  cas ,  la  densité  variera 
par  degrés  insensibles  dans  l'intérieur  du  corps  ;  et 
alors  on  fera  usage  des  équations  (I),  dans  les- 
quelles f  devra  être  une  fonction  donnée  de  jr^  y,  jr. 

Toutefois ,  on  doit  remarquer  que ,  soit  qu'il  s'a- 
gisse d'un  corps  homogène  ou  d'un  corps  hétéro- 
gène ,  la  division  de  la  masse  en  élémens  infini- 
ment petits  ,  dont  les  densités  sont  les  mêmes  ou 
ne  varient  que  par  degrés  insensibles,  suppose  que 
ce  corps  est  formé  d'une  matière  continue.  Or, 
cela  n'a  pas  lieu  dans  la  nature,  où  les  corps,  an 
contraire ,  se  composent  de  parties  matérielles  dis- 
jointes et  séparées  les  unes  des  autres  par  des  es- 
paces vides ,  comparables  en  grandeur  aux  parties 
pleines.  Nous  reviendrons  sur  cette  observation 
dans  le  chapitre  suivant ,  et  nous  ferons  voir  qu'on 
peut ,  néanmoins,  appliquer  les  formules  (1)  et  (0) 
aux  corps  naturels,  comme  si  la  matière  n'éprouvait 
aucune  discontinuité  dans  leur  intérieur. 

02.  Au  lieu  des  coordonnées  s,  y,  m,  il  sera  quel- 
quefois nécessaire ,  pour  faciliter  les  intégrations , 
d'employer  les  coordonnées  polaires  de  chaque  élé- 
ment dm.  Soit  alors  r  son  rayon  vecteur,  %  l'angle 
qu'il  fait  avec  l'axe  des  s  positives  ,  et  4  Tangle 
compris  entre  le  plan  de  ces  deux  droites  et  celui 
des  X  et  y;  nous  aurons  (n»  0} 

f  =  r  cos  9 ,  y  =  r  sin  9  cos  4}  a  =  r  sin  9  sin 4< 

Il  faudra ,  en  même  temps ,  exprimer  dv  au  moyen 
des  différentielles  de  ces  nouvelles  variables  r,  t, 
4*  On  a  des  formules  générales  pour  la  transforma- 
tion des  variables  indépendantes  dans  les  inté- 
grales multiples  ;  mais  on  peut  auui  trouver  direc- 
tement l'expression  de  de  dont  nous  devrons  fairo 
usage ,  savoir  : 

de  ES  r>  sin  9  dr  d9  d4  y 

ainsi  qu'on  le  verra  tout  à  l'heure. 

Je  mets  fde  à  la  place  de  dm  dans  les  équa- 
tions (1}  ,  et  j'y  substitue  ensuite  cette  valeur  de 
de  et  celles  de  «,  y,  s  ;  elles  deviennent 


trSsin    9  cos9drd9d4,    i 
r^siiis  9cos4drd9d4,  > 
jjjfr^  stii»  9  sin  4dr  d9  d4,  \ 


(») 


M 


imAni  M  licAHiQOs. 


à  quoi  il  faudra  Joindre  rëqnatioa 

Quant  aux  limites  de  ces  intégrales  triples ,  elles 
seront  différentes  selon  que  Torigine  des  coordon- 
nées sera  placée  en  dehors  ou  en  dedans  du  corps. 
Lorsque  cette  origine  sera  nn  des  points  de  H ,  on 
intégrera  d'abord  depuis  r  =  0  jusqu'à  r  =  n,  en 
représentant  par  «  une  fonction  de  t  et  4  donnée 
par  Téquation  de  la  surface  ;  cela  fait ,  on  intégrera 
depuis  •  =  0  et  4  =  0  jusqu'à  •  =  ir  et  4  =  2r , 
en  commençant  à  volonté  par  l'angle  S  ou  par  l'angle 
4.  Les  limites  seront  généralement  plus  compli- 
quées quand  l'origine  des  coordonnées  n'appar- 
tiendra pas  à  la  masse  H.  Représentons ,  dans  ce 
cas ,  par  u  et  v*  deux  fonctions  données  de  t  et  4) 
par  •  et  •'  deux  fonctions  de  4  «  c^^  V^  *  et  a'  deux 
angles  donnés;  snpposonk  qu'il  s'agisse  d'une  por- 
tion de  corps  comprise ,  d'une  part ,  entre  les  deux 
surfaces  qui  ont  pour  équations  r  ==  «  et  r  =  u'  ; 
d'une  antre  part ,  entre  les  surfaces  coniques  qui 
ont  pour  axe  commun  l'axe  des  s,  leur  sommet 
aussi  commun  à  l'origine  des  coordonnées ,  et  pour 
équations  t  =  •  et  t  =  «'  ;  enfin ,  entre  les  deux 
plans  passant  par  cet  axe ,  et  qui  font  des  angles  « 


et  m'  avec  le  plan  fixe  d'où  Ton  compte  l'angle  4* 
On  intégrera  d'abord  depuis  r=:«  jusqu'à  r  =  ti', 
ensuite  depuis  9  =  «  jusqu'à  9  =:  »',  et  finale- 
ment ,  depuis  4  =  «  jusqu'à  4  =  «'• 

Prenons,  par  exemple ,  pour  les  deux  premières 
surfaces  celles  de  deux  sphères  concentriques  qui 
ont  leur  centre  consmun  à  l'origine  des  coordon- 
nées, et  dont  les  rayons  sont  a  et  a';  supposons, 
en  même  temps,  que  les  deux  cônes  soient  à 
base  circulaire ,  ou,  autrement  dit,  que  «  et  •' 
soient  des  angles  constans  ;  supposons ,  de  plus , 
que  la  densité  ne  soit  fonction  que  de  r;  de  sorte 
que  la  portion  de  corps  que  l'on  considère  appar- 
tienne à  une  sphère  composée  de  couches  concen- 
triques infiniment  minces,  dont  chacune  ait  la 
même  densité  dons  toute  son  étendue,  laquelle 
densité  variera  d'une  couche  à  l'autre,  suivant  une 
fonction  donnée  de  la  distance  an  centre.  En  fai- 
sant pour  abréger , 

/      fr*dr=zA,f      pr»Jr=B, 

et  effectuant  les  intégrations  relatives  à  •  et  4?  <*■* 
I  trouve 


H 

Hyi  : 
HjBi  : 


A  (a'  —  «)  (cos  «  —  cos  «'), 
l/Ô  B  (a'  —  a)  (cos  •  m  —  COS«  •'), 

1/2  B  (sin  a'  —  sin  a)  («'_«  —  ]/3  sin  2  J  +  \/Z  sin  2  «), 
1/d  B  (cos  a  —  cos  •')  («'  —  •  —  ly^  sin  2  J  +  \/2  sin  2  «); 


ce  qui  fait  connaître  les  valeurs  de  «t  ,  yi  ,  Si  , 
qu'on  ne  pourrait  déduire ,  dans  cet  exemple ,  des 
équations  (1). 

Si  la  masse  H  forme  un  anneau  complet ,  de  sorte 
qu'on  ait  a'  r=  «  -|-  2ir,  il  en  résultera  jfi  =  0  et 
«1=0,  c'est-à-dire  que  le  centre  de  gravité  sera 
situé,  comme  cela  doit  être,  sur  l'axe  de  cet  an- 
neau :  sa  distance  Xi  au  centre  de  la  sphère  dont 
cet  anneau  fait  partie ,  aura  pour  valeur 


*i  = 


B(cOS  m  -^  COS»'] 


SA 


Dans  le  cas  de  l'homogénéité  de  la  sphère ,  la  den- 
sité f  étant  constante ,  on  aura 

A  =  1/3  f  (o'«  —  a»  ),  B  =  1/4  f  (o'4  —  ai  ). 

Quand  le  vide  de  l'anneau  disparaîtra ,  on  fera 
«  =0;  et,  enfin,  s'il  se  change  en  un  sectenr 

sphérique,  on  fera  aussi  a  =  0  ;  d'où  il  résultera 

3a' 
*i  =  —   (  1  +  cos  J  )  ; 
8 

ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  de  la  quantité  dé- 
signée par  s  dans  le  n*»  88  ,  en  observant  que  la 
flèche  représentée  par/ aurait  pour  valeur  a'  (1  •— 
cos  •'),  et  que  le  rayon  est  a'. 

93.  Pour  trouver  la  différentielle  dv  du  volume , 
exprimée  au  moyen  des  différentielles  des  coordon- 


nées polaires ,  je  suppose  que  II  (fig.  31)  aoit  le 
point  qui  répond  aux  coordonnées  r^  t ,  4  >  en  sorte 
que  0  étant  leur  origine ,  OSl  soit  le  rayon  sec- 
teur r  ^  I  l'angle  MOx  compris  entre  ce  rayon  et  un 
axe  fixe  Os  ,  et  4  Tangle  que  fait  le  plan  de  ces 
deux  droites  avec  un  plan  fixe  mené  arbitraire- 
ment par  la  seconde.  Soit  H'  on  point  situé  sur  le 
prolongement  de  OH,  et  dont  le  rayon  vecteur  OH' 
sera  r'.  Du  point  0  comme  centre,  et  dans  le  plan 
M'OiT  j  décrivons  les  arcs  de  cercle  HN  et  H'N'  com* 
pris  entre  les  deux  droites  OHH'  et  ONN',  et  dési- 
gnons par  l' l'angle  HOx  ;  enfin,  faisons  tourner  le 
plan  de  cet  angle  autour  de  l'axe  Ox  ,  et  représen- 
tons ,  dans  sa  nouvelle  position ,  par  4'  Tangle 
qu'il  fera  avec  le  plan  fixe.  Dans  ce  mouYemeot, 
l'aire  MH  N'N  engendrera  un  volume  HM'N'RPP'Q'Q, 
que  je  représenterai  par  U.  Or ,  cette  aire ,  diffé- 
rence des  deux  secteurs  circulaires  H'ON'  et  MON , 


est  c^ale  à 


l/â(r'»-.  r«)  (•'  —  •). 


Si  l'on  appelle  u  la  perpendiculaire  abaissée  de  son 
centre  de  gravité  sur  l'axe  Ox  ,  on  aura  u  (4'  —  4) 
pour  la  longueur  de  l'arc  que  ce  centre  décrira  au- 
tour de  cette  droite.  D'après  le  théorème  du  no  84 , 
nous  aurons  donc 


C=-(r'  +  r)(r'-r)(l'-l)(4'-4}. 
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U  deviennent  infiniment  petites,  et  faisons,  en 
conséquence , 
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1»  ~^T  =zdr,   f  —  •  =  rf»,  4'   —  4  =  *|. 

Le  factenr  r'  '{-  r  %e  réduira ,  en  même  temps  ,  à 
2r;  on  pourra  aussi  prendre  pour  «  la  perpendicu- 
laire HH  abaissée  du  point  H  sur  Taxe  Ox  j  laquelle 
est  égale  à  r  sin  fi ,  et  ne  saurait  différer  de  u  que 
d*nn  infiniment  petit  j  enfin  U  se  changera  en  dp^ 
dont  la  valeur,  qu^il  s^agissait  de  déterminer,  sera 

dv  z=z  r>  sin  6  drdh  dr\. 

On  remarquera,  effectivement,  que  ce  volume 
i9  peut  être  considéré  comme  un  parallélépipède 
rectangle ,  dont  les  trois  côtés  adjacens  sont  MM' 
oo  cir^  Tare  infiniment  petit  MTf,  qui  a  son  centre 


au  point  0  et  pour  longueur  rik ,  et  Tare  infiniment 
petit  MP,  qui  a  son  centre  au  point  H  et  pour  lon- 
gueur r  sin  Odfi. 

La  base  MRQP  de  ce  parallélépipède  est  Télémen  t 
de  la  surface  spbérique  dont  le  centre  est  au  poiAt 
0  et  le  rayon  égal  à  r.  En  la  désignant  par  cio- ,  on  a 
donc 

dff  =:f«sintci6({4,  do  =  dadr. 

Si  Ton  appelle  dtt  l'élément  de  la  surface  spbérique 
dont  le  rayon  est  pris  pour  unité ,  on  aura  aussi 

du  =:  sin  t  dS  (^4 ,  cir  =  r>  drd«t. 

En  intégrant  cette  expression  de  dm  depuis  4  =  0 
et  4  =  0  jusqu^à  t  =  ir  et  4  =  2* ,  on  eo  déduit 
4ir  pour  le  rapport  de  la  surface  de  la  sphère  au 
carré  de  son  rayon  ;  ce  qui  est ,  en  effet,  sa  valeur 
connue. 


CHAPITRE   VI. 


CA.LGUL   DE    L  ATTRICTION    DES    CORPS. 


$  1^.  Ftrmutês  rtêtttweê  à  un  oorps  qutkimque  êi 
à  la  êphêre  en  parficulier. 

M.  Supposons  qu'un  point  matériel  0  (fig.  3d] 
sott  soumis  aui  attractions  de  tous  les  points  d'un 
corps  de  forme  quelconque;  en  décomposant  cha- 
cune de  ces  forces  en  trois  autres ,  dirigées  suivant 
des  axes  rectangulaires  menés  arbitrairement  par 
le  point  0 ,  et  faisant  ensuite  la  somme  des  compo- 
santes positives  ou  négatives  qui  agissent  suivant 
ehoiiae  axe,  on  aura  les  trois  composantes  dont 
le  résultante  exprimera ,  en  grandeur  et  en  direc- 
tioB,  rattraction  totale  qui  sera  exercée  sur  le 
point  O.  Ces  trois  composantes  seront  des  sommes 
d''oae  infinité  d'élémens  infiniment  petits ,  étendus 
i  Ift  noasie  entière  du  corps  attirent  ;  elles  s'expri- 
meront par  des  intégrales  triples ,  et  le  calcul  de 
oM  quantités  sera  semblable  à  celui  des  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  d'un  corps  quelconque 
dont  nous  venons  de  nous  occuper  :  c'est  pourquoi 
je  placerai  ici  ce  que  j'ai  à  dire  sur  le  calcul  des 
attractions. 

Cette  question  eet  une  de  cellee  dont  les  géomè- 
tres se  sont  le  plut  oocupés,  soit  à  cause  des  diffi- 


cultés d'analyse  qu'elle  présente ,  soit  à  taiioa  de 
ses  rapports  avec  le  problème  de  la  figure  de  la 
terre  et  de  la  loi  de  la  pesanteur  à  sa  surface  ; 
mais ,  dans  cet  ouvrage ,  on  se  bornera  à  donner 
les  formules  qui  se  présentent  immédiatement,  et 
quelques-unes  de  leurs  applications.  Je  renverrai , 
pour  de  plus  grands  développemens ,  au  second  vo- 
lume de  la  Mécanique  céleste  ^  et  à  mon  Mémoire 
sur  V Attraction  des  SphèreXdês,  inséré  dans  la  Cen- 
naiasance  des  Temps  de  Tannée  1830. 

06.  Soit  D  un  point  fixe  pris  dans  l'intérieur  du 
corps  attirant;  par  ce  point,  menons  trois  axes 
rectangulaires  Dd;  ^  Dy  >  Bm,  qui  seront  les  axes  des 
coordonnées  positives;  désignons  par  x,  y,  3, 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  du  corps 
attirant,  et  par  dm  l'élément  différentiel  de  sa 
masse ,  qui  répond  à  ce  point  M  ;  représentons  aussi 
por  •,  C,  7^ ,  les  trois  coordonnées  du  point  0,  et 
par  fA  la  masse  de  ce  point  matériel  ;  et  soit  enfin  « 
la  distance  OM ,  de  sorte  qu'on  ait 

«•  =  {•  —  jp>  +  (C  -  y>  +  (>  -  -•)•• 

L^attraction  exercée  pur  db  sur  m  sero  dirigée  sui- 
vant la  droite  OM.  On  suppose  cette  foroe  propor- 


6» 


TftiiTK  m  wÈcàmqn, 


lioDnélle  «ni  produits  des  deux  masses,  et  ea  raison 
ÎDirerse  da  carré  de  la  distance  «  ;  en  la  désignant 
donc  par  F ,  on  aura 


F  == 


J  fÂU^n 


y  étant  an  coefficient  constant  qui  exprimera  l'in- 
tensité du  pouToir  attractif,  rapporté  aux  unités  de 
masse  et  de  distance.  Pour  se  former  une  idée  pré- 
cise de  cette  quantité/,  il  faut  concevoir  deux 
corps  de  forme  et  de  dimension  quelconques,  dont 
les  masses  sont  égales  et  prises  pour  unité ,  et  sup- 
poser que  Tattraction  ne  varie  ni  en  grandeur  ni 
en  direction  dans  toute  Tétendue  de  ces  deux 
corps  ;  en  sorte  qu'elle  soit  la  même  entre  deux  élé- 
nens  quelconques  de  leurs  masses ,  égaux  &  dbi  et 
à  fi,  qu'entre  les  points  matériels  fi  et  db  que  nous 
considérons ,  lorsque  leur  distance  Ofl  est  égale  à 
Tunité  :  la  force/*  est  Tattraction  totale  qui  serait 
exercée  alors  par  Tun  de  ces  deux  corps  sur  l*au* 
tre. 

Les  projections  de  la  droite  OH  sur  les  axes  Ds  , 
Dy  ,  Dj  ,  sont  •  —  9,C  —  y^y  —  s;  en  les  divi- 
sant par  «^  on  aura  les  cosinus  des  angles  qui  dé- 
terminent la  direction  de  la  force  F  ;  ses  trois  com- 
posantes seront  donc 

F,  Ï-F,2: F; 

et  en  y  considérant  u  comme  une  quantité  posi- 
tive, elles  tendront,  selon  qu'elles  seront  positives 
ou  négatives ,  à  diminuer  ou  à  augmenter  les  trois 
coordonnées  « ,  C ,  y ,  du  point  0.  Si  donc  on  dé- 
signe par  A,  B,  C,  les  trois  composantes  de  Tat- 
traction  totale  exercée  sur  ce  point ,  on  aura ,  en 
mettant  pour  F  sa  valeur,  et  observant  que  f»  et/ 
sont  des  facteurs  constans , 


A 
B 


C-y 


dm, 


(1) 


ces  intégrales  triples  s'étendant  à  la  masse  entière 
du  corps  attirant. 

En  représentant  par  p  la  densité  de  l'élément  dm, 
et  par  éo  son  volume ,  on  aura 

Cette  quantité  p  sera ,  dans  le  cas  général ,  une 
fonction  donnée  des  coordonnées  du  point  H  \  elle 
se  réduira  à  une  constante  donnée ,  dans  le  cas  de 
l'homogénéité  du  corps  attirant.  On  exprimera  èo 
au  moyen  des  différentielles  des  coordonnées  de  H , 
dont  on  fera  usage ,  et  qui  seront  le  plus  propres  i 
faciliter  les  intégntioDf. 


06.  Par  une  considération  très  simple ,  on  réduit 
à  une  seule  les  trois  intégrales  triples  d'où  dépen- 
dent les  valeurs  de  A ,  B ,  C. 

Les  limites  étant  les  mêmes  que  dans  ces  inté- 
grales ,  faisons 


-fffz 


A  cause  que  ces  limites  sont  indépendantes  de  U 
position  du  point  0,  si  Ton  différentie  T  par  rapport 
à  ses  coordonnées ,  on  pourra  effectuer  ces  diffé- 
rentiations  sous  les  signes /"(n^  14)  ;  et  comme  on 
a  d'ailleurs 


1 
d. — 


m  — 


dm,  II» 

il  en  résultera 


1 

d.— 

u 

dC 


y-C 


1 
d.— 


—  > 


ce  qui  change  les  équations  (1)  en  celles-ci  : 

dr  dT  dr 

A=-m/-,  B=-m/-,  C  =  -M/-i   («) 
dm  âl^  éy 

de  sorte  que  le  calcul  destrois  composantes  A,  B,  C, 
ne  dépendra  plus  que  d'une  seule  intégrale  T. 

En  la  déterminant ,  il  sera  important  de  se  rap- 
peler que  le  dénominateur  ti  devra  avoir  constam- 
ment le  même  signe  dans  toute  l'étendue  de  Tinté- 
gration ,  et  quMl  doit  être  positif  si  l'on  veut  que 
les  composantes  A ,  B,  G ,  tendent  à  diminuer  ou  à 
augmenter  les  coordonnées  do  point  0 ,  selon  que 
leurs  valeurs  données  par  les  équations  (2] ,  seront 
positives  ou  négatives. 

Au  lieu  d'une  attraction ,  si  le  point  0  était  sou- 
mis &  une  répulsion,  il  suffirait  de  changer  les 
signes  des  valeun  de  A ,  B ,  G ,  ou ,  ce  qui  est  la 
même  chose,  d'y  regarder/" comme  une  constante 
négative.  Dans  le  cas  où  la  force  attractive  ou  ré- 
pulsive qui  agit  sur  le  point  0  ne  serait  pas,  comme 
nous  l'avons  supposé,  en  raison  invene  du  carré 
de  la  distance,  et  qu'on  représenterait,  en  général, 
le  coefficient  de  iidm  par  une  fonction  donnée  de 
«,  que  je  désignerai  par  f  «,  on  prendrait  une  autre 
fonction  <bu  ,  telle  que  l'on  eût.  * 


d^fu 


=  — f» 


et  que  'on  mettrait  à  la  place  de  —  dans  l'exprès- 
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tion  de  T.  Il  se  pourrait  aussi  que  cette  force  fût 
attractive  pour  une  partie  du  corps  qui  agit  sur  0 , 
et  répulsive  pour  une  autre  partie ,  auquel  cas  la 
fonction  fUj  dans  laquelle  est  compris  le  coeffi- 
cient/^ changerait  de  signe  dans  Tétendue  de  Tin- 
tégrale  que  T  représente. 

Les  composantes  de  Taction  eiercée  sur  un  corps 
de  forme  et  de  dimensions  quelconques,  se  dédui- 
ront des  formules  précédentes ,  en  y  remplaçant  /« 
par  Télément  diiférentiel  de  sa  masse ,  qui  répond 
aux  coordonnées ,  • ,  C ,  ^ ,  et  intégrant  ensuite , 
par  rapport  à  ces  trois  variables,  dans  toute  reten- 
due de  cette  masse  ;  d^où  Ton  voit  que  les  compo- 
aantes  de  Faction  exercée  par  un  corps  sur  un 
antre  dépendront ,  généralement ,  d'intégrales  sex- 
tuples. 

Telles  sont  les  formules  diaprés  lesquelles  on  cal- 
culera les  attractions  ou  répulsions  ;  mais  avant 
d'en  faire  aucune  application ,  il  est  nécessaire 
d^expliquer  comment  elles  conviennent  à  la  consti- 
tution intime  des  corps  natarels  ,  et  d'examiner  la 
difficulté  dont  il  a  été  question  à  la  fin  du  n»  01. 

07.  Les  différens  corps  renferment ,  sous  des  vo- 
lumes égaux,  des  quantités  inégales  de  matière 
pondérable  (no  80);  et  ces  quantités  variant,  pour 
un  même  corps ,  avec  sa  température  et  la  pression 
extérieure  à  laquelle  il  est  soumis,  on  a  été  conduit  à 
considérer  les  corps  naturels  comme  un  assemblage 
de  parties  matérielles  non  contîguês ,  et  séparées 
les  unes  des  autres  par  des  porês  ou  espaces  vides 
de  matière  pondérable.  Ces  parties  matérielles  se 
nomment  des  atomes  ;  leurs  dimensions  et  celles 
des  pores  échappent ,  par  leur  extrême  petitesse ,  à 
nos  sens  et  à  tous  nos  moyens  de  les  mesurer.  On 
regarde  les  atomes  comme  indestructibles ,  et  la 
nasse  y  la  forme,  le  volume  de  chacun  d^euz, 
comme  invariables.  Les  dimensions  des  pores  va- 
rient, an  contraire,  avec  les  quantités  diverses  de 
dialeur  qu^on  introduit  dans  les  corps  ou  qu^on  en 
fisit  sortir,  et  avec  les  pressions  auxquelles  on  les 
sonnet;  et  comme  les  changemens  de  volume  d*un 
eorps  peuvent  être  très  grands ,  sans  que  sa  masse 
ait  augmenté  ni  diminué ,  il  s'ensuit  que  les  di- 
mensions des  parties  vides  doivent  être  compara- 
bles et  généralement  supérieures  &  celles  des  par- 
ties pleines. 

Les  atomes  de  même  nature  ou  de  nature  diffé- 
mte,  se  réunissent  en  diverses  proportions ,  pour 
former  d^antres  parties  des  corps ,  toujours  insen- 
sibles, qu^on  appelle  leunmolèculêê.  tes  corps  dif- 
fèrent entre  eux  par  la  nature  et  la  proportion  des 
•tomes  qui  entrent  dans  la  composition  de  chaque 
amlécule  ;  et  les  atomes  sont  regardés  comme  in- 
variablea  et  indestructibles,  ainsi  qu^on  vient  de 
le  dire ,  perce  qu*en  les  réunissant  dans  les  mêmes 
proportions,  on  reproduit,  à  toutes  les  époques , 
les  mêmes  corps ,  jouissant  des  mêmes  propriétés. 

08.  Il  est  évident,  d'après  cela,  que  la  division 
de  U  masse  en  élémens  infiniment  petits ,  et  la  sup- 
position d*nne  densité  de  chaque  élément ,  qui  ne 


varie  pas  dans  les  corps  homogènes ,  on  qui  varie 

par  degrés  insensibles  dans  les  corps  hétérogènes , 
ne  conviennent  point  aux  corps  naturels;  mais  cela 
n'empêche  pas  qu'on  ne  puisse  faire  usage  des  for- 
mules fondées  sur  cette  considération ,  et  qu'ellea 
ne  soient  encore  applicables  lorsque  les  corps  ont 
été  divisés  en  parties  do  grandeur  tout-à-fait  in- 
sensible. 

En  effet,  les  molécules  sont  si  petites  et  si  rap- 
prochées les  unes  des  autres ,  qu'une  partie  de  la 
masse  d'un  corps  qui  en  renferme  des  nombres  im- 
menses ,  peut  encore  être  supposée  extrêmement 
petite ,  et  son  volume  regardé  comme  insensible. 
Soit  V  le  volume  d'une  semblable  partie ,  d'une 
grandeur  insensible ,  et  qui  contient,  néanmoins , 
des  myriades  de  molécules  ;  soit  aussi  m  la  somme 
de  leurs  masses  ;  et  désignons  par  M  un  des  points 
de  e^  qui  sera ,  si  l'on  veut,  son  centre  de  gravité. 
Si  nous  faisons 

m 

—  =  P, 

ce  rapport  p  exprimera  réellement  la  densité  du 
corps  au  point  H ,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les 
masses  des  molécules  et  leur  distribution  régulière 
ou  irrégulière  dans  l'étendue  de  e.  De  même ,  en 
désignant  par  n  le  nombre  de  molécules  que  e  ren* 
ferme ,  et  faisant 

e 

n 

cette  ligne  i ,  de  grandeur  insensible ,  pourra  être 
appelée  Vintervattê  moyen  de»  moUeuiêê  qui  répond 
au  point  II  et  à  la  densité  p.  Dans  un  corps  homo- 
gène ,  ce  rapport  et  cette  ligne  ne  varient  pas  avec 
la  position  do  point  H  ;  dans  un  corps  hétérogène, 
ces  deux  quantités  varieront  par  degrés  insensi- 
bles ,  et  pourront  être  supposées  des  fonctions  don- 
nées des  coordonnées  de  ce  point. 

Cela  posé ,  si  l'on  veut  connaître  la  masse  d'un 
corps,  ou,  plus  généralement,  la  somme  des  par- 
ties extrêmement  petites  de  cette  masse,  multi- 
pliées chacune  par  une  fonction  U  des  coordonnées 
de  l'un  de  ses  points  H ,  on  divisera  le  volume  Y 
de  ce  corps  en  parties  extrêmement  petites  e^  puis 
on  fera  la  somme  de  tous  les  produits  VfV,  que 
j'indiquerai  par 

2Upe, 

et  qui  devra  s'étendre  à  toutes  les  parties  v  do  Y. 
D'après  le  théorème  du  n»  13 ,  si  les  termes  de  cette 
somme  étaient  infiniment  petits  et  que  leur  nom- 
bre fût  infini ,  sa  valeur  serait  rigoureusement 
égale  à  l'intégrale  définie. 

étendue  au  volume  entier  Y ,  dont  de  est  l'élément 
différentiel.  Or,  on  conçoit  qu'en  général  la  diffé- 
rence entre  cette  somme  et  cette  intégrale  dimi- 
nuera de  plus  en  plus ,  à  mesure  que  les  parties  de 
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la  première  deTiendront  plus  petites ,  el  que  leur 
nombre  sera  plus  grand  ;  de  telle  sorte  que  la  gran- 
deur de  9  étant  insensible,  mais  toujours  distincte 
de  dv,  on  pourra  néanmoins  prendre ,  sons  erreur 
appréciable  ,  Tintégrale  à  la  place  de  la  somme.  Il 
y  a  cependant  une  exception  à  ce  principe  général  : 
c^est  lorsque  U  est  du  genre  des  fonctions  qui  va- 
rient très  rapidement ,  et  qu^en  même  temps  cette 
quantité  change  de  signe  dans  l'étendue  de  Tinté- 
gration  ;  ce  qui  arrive,  clTcctiveraent ,  dans  le  cal- 
cul des  forces  provenant  de  Tattraction  moléculaire 
et  de  la  répulsion  calorifique ,  qui  ne  sont  sensibles 
qu^à  des  distances  insensibles.  Mais  il  nous  suffit, 
quant  h  présent ,  d^observer  que  cette  exception 
u^a  aucun  rapport  avec  les  formules  des  n°*  01 
et  95 ,  relatives  aux  centres  de  gravité  des  corps  et 


aux  attractions  en  raison  inverse  du  carré  des  dis» 
tances ,  et  qu'où  peut ,  conséqucmment,  les  appli- 
quer aux  corps  naturels  formés  de  molécules  dis- 
jointes. 

90.  Revenons  maintenant  au  calcul  des  attrac- 
tions. 

Si  la  distance  du  point  0  au  corps  attiré  est  très 
grande  relativement  aux  dimensions  de  ce  corps, 
on  pourra ,  dans  Texpre^sioa  de  T  du  b°  09,  déve- 

1 
lopper  la  quantité  —  en  série  convergente ,  ordoo- 

tt 

née  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  s,  y, 
s.  En  faisant 

•■+  ^*  +?*  =  *•  » 
on  aura  alors 


l           1          ^  +  Cy  +  yM         3  («Jf  +  Cy  -I-  y%y  —  (,«  +  y.  +  s«  )  * 
-  =  -  -l-  +  +  etc. 


Si  Ton  prend  le  centre  de  gravité  du  corps  attirant 
pour  Torigine  D  des  coordonnées ,  on  aura 

Jffsdm  =  0,  ffjydm  =  0,  fffzdm  =  0, 


puisque  ces  intégrales ,  divisées  par  la  masse  M  an 
corps ,  seraient  les  trois  coordonnées  de  ce  point 
(n»  91).  En  désignant  cette  masse  par  H ,  nous  au- 
rons donc 


■         3  1 

T  =  -  +  -/Z/'(**  +  «y  +  >»>  Al» JTf{''  +r  +  M*)  dm  +  etc. 


Lorsque  la  distance  OD  ou  i  sera  assez  grande 
pour  qu'on  puisse  réduire  cette  valeur  de  T  à  son 
premier  terme,  les  équations  (2)  deviendront 

A  =  ^^-^^      B  =  ^*-^      c  =  ^î5^ 


13 


J» 


1» 


or  ces  composantes  sont  les  mêmes  que  celles  d'une 

force  égale  h  ^      ,  agissant  au  point  0  suivant  la 

direction  OD  ;  il  s'ensuit  donc  que  l'attraction  exer- 
cée  sur  un  point  0,  par  un  corps  qui  en  est  très 
éloigné ,  est  à  peu  près  la  même ,  en  grandeur  et 
en  direction ,  que  si  la  masse  H  de  ce  corps  était 
réunie  a  son  centre  de  gravité. 

Lorsque  ce  corps  sera  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques ,  on  trouvera 
que  tons  les  termes  de  la  valeur  de  T ,  excepté  le 
premier,  se  détruisent  ;  il  suffira  pour  cela  de  rem- 
placer X,  y.  M,  par  les  coordonnées  r^  S ,  4  «  comme 
dans  le  n^  02;  ce  qui  permettra  d'eiTectuer  les  in- 
tégrations relatives  à  S  et  4-  ^  théorème  qu'on 
vient  d'énoncer  sera  donc  alors  tout-à-fait  exact, 
si  la  distance  ^  est  seulement  assex  grande  pour 

1 
que  le  développement  de  —  soit  une  série  couver- 

« 
gente  ;  et,  en  effet,  on  verra  dans  le  numéro  sui- 
vant ,  sans  recourir  à  la  réduction  en  série ,  que  ce 
théorème  a  lieu,  quelle  que  soit  la  distance  du 
point  0  è  la  sphère  attirante ,  pourtu  qu'il  ne  soit 
pas  situé  dans  son  intérienr.  Il  est  facile  d^en  con- 


clure que  l'attraction  d'une  sphère  sur  une  autre 
est  la  même  que  si  la  masse  de  chaque  sphère  était 
réunie  k  son  centre;  car,  en  appelant  H  et  H'  les 
masses  des  deux  sphères ,  et  C  et  C  leurs  centres , 
l'tttlraction  de  Bl  sur  un  point  quelconque  0  de  M' 
est  d'abord  la  même  que  si  la  masse  H  était  con- 
centrée au  point  C  ;  en  outre ,  cette  attraction  de  G 
sur  tous  les  points  0  de  H' ,  est  égale  et  contraire  à 
Tattraction  de  tous  ces  points  ou  de  H'  sur  C ,  la- 
quelle est  la  même  que  si  la  masse  M'  était  réunie 
au  point  C  ';  donc ,  l'attraction  des  deux  sphères  est 
la  même  que  celle  de  deux  points  matériels  situés 
en  G  et  G  '  et  dont  les  masses  seraieut  K  et  H'. 

100.  L'attraction  exercée  sur  le  point  0  par  une 
couche  sphérique,  homogène  et  d'une  épaisseur 
constante ,  dont  D  est  le  centre ,  se  réduira  évidem- 
ment à  une  force  dirigée  suivant  OD.  En  faisant 
coïncider  cette  droite  avec  l'axe  D^r,  les  compo- 
santes B  et  G ,  parallèles  aux  axes  Dy  et  Ds^  seront 
donc  nulles,  et  l'on  n'aura  que  la  valeur  de  A  à 
calculer. 

Dans  ce  calcul ,  on  emploiera ,  comme  dons  le 
no  02 ,  les  coordonnées  polaires  r^  1 ,  4*  L^S'O  ^' 
se  confondant  avec  la  droite  DO ,  on  aura  alors 

ODM  =  •,  DO  =  •,  C  =  0,  >  =  0; 

et  à  cause  de  DM  =  r  et  QH  :=  v ,  il  en  résultera 

«»  =  a*  —  'iar  cos  •  +  r« 

L'angle  4  s^*^  celui  que  fait  le  plan  ODM  a^ec  «n 


plan  fixe  passant  par  la  droite  DO  j  on  prendra 
(n«  93) 
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dv  r=  r«  sin  bdrd^d^y 

pour  rélément  du  Tolurae,  et  dans  Tëlcment  dm=: 
fd»  de  la  masse ,  on  regardera  ^  comme  un  facteur 
constant. 

Après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  Texpres- 
sion  de  T  du  n*>  90 ,  on  intégrera  depuis  r  =  b  jus- 
qu^à  r  =  a,  en  désignant  par  a  et  6  les  rayons  ex- 
térieur et  intérieur  de  la  couche  iphérique ,  et  de- 
puis 9  =  0  et  4  =  0  jusqu'à  8  =  ir  et  4  =  S''- 
Comme  la  variable  4  n'entrera  pas  sous  le  slfgnef, 
Tintégration  relative  à  cette  variable  se  réduira  à 
remplacer  la  différentielle  d^  par  2ir.  Cela  étant, 
on  aura 


r  sin  ftcfft 


l</«i> — 2«rcos 


h  +  r*  ) 


«6 


rdr. 


Aux  limites  ê  =  0  et  ê  =:  x- ,  le  radical  aura  pour 
valeurs 

±  (•-',)  ±  (•  +  »•); 

mais  comme  il  exprime  la  valeur  de  « ,  qui  doit 
être  constamment  positive  (no  96],  il  foudra  pren> 
dre «  -f- '^ ^  ^'  limite  0=ir,etr-— »ou«  —  râla 
limite  6  =  0,  selon  que  le  point  0  sera  situé  en 
dedans  ou  en  dehors  do  la  couche  sphérique.  Nous 
verrons  tout  à  Thcure  ce  qu^on  doit  faire  lorsque 
ce  point  appartiendra  à  la  couche  même,  de  sorte 
qu^on  ait  r  >  a  dans  une  partie  de  cette  couche  , 
et  r  <  «  dans  Tautre  partie. 

Relativement  à  ft,  Tintégrale  indéfinie  étant 


/ 


r  sin  hd% 


l/«»  —  2ar 


cos 


2«r  cos  A  +  '''   +  const. , 


on  aura  donc ,  dans  le  cas  du  point  intérieur , 


y  Tir  r 

0  l/««  —  S 


r  sin  ft<2ê 


l/««  —  20T  cos  ô  +  r» 


r=r-[{r+.)-(r-.)]=2; 


par  conséquent ,  la  valeur  de  T  ne  dépendra  pas   1  première  équation  (2) ,  sera  égale  à  zéro.  Dans  le 
de  a,  et  celle  de  A  qui  s'en  déduit  au  moyen  de  la  1  cas  du  point  extérieur,  on  aura  de  même 


f. 


r  r  sin  êdft  1  2r 

—====-[(«  +  »■)-(•-  o]  =  -, 

K  »■  —  2ur  cos  $4"  '■•         »  • 


et ,  consëqaemment , 

on ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

H 

M  étant  la  masse  de  la  couche  sphérique  dont  le 

4ir  (a3  —  hi  ) 
volume  est i — i-.  On  en  conclut. 


A  = 


iuW/ 


(3) 


ce  qui  est  la  même  force  que  si  la  masse  entière 
de  cette  couche  attirante  était  réunie  à  son  centre. 
101.  Ces  résultats  sMtendcnt  immédiatement  aux 
cas  d^une  couche  sphérique  d'une  époisseur  con- 
stante, mais  composée  d^autrcs  couches  concen- 
triques, dont  lu  densité  varie  de  Tune  à  l'autre, 
suivant  telle  loi  qu'on  voudra ,  et  ne  change  pas 
dans  toute  rétendue  d^unc  même  couche  ;  car  on 
peut  déterminer  séparément  les  attractions  de  ces 
différentes  couches,  et  faire  ensuite  la  somme  de 
toutes  ces  forces,  Inquelie  sera  nulle  ponr  un  point 
Ultérieur,  «et  donnée  par  la  formule  (3]  pour  un 
point  extérieur  ;  H  exprimant  toujours  la  masse  to- 
tale du  corps  attirant. 


Concluons  donc , 

lo  Que  les  attractions  en  raison  inverse  du  carré 
des  distances ,  exercées  par  tous  les  points  d^une 
couche  sphérique  d'une  épaisseur  constante,  homo- 
gène ou  composée  de  couches  coucentriqucs,  sur 
un  point  0  situé  dans  Tespace  vide  que  cette  cou- 
che termine,  se  détruisent  mutuellement^  en  sorte 
que  ce  point  demeurerait  en  équilibre,  quelque 
part  qu'il  fût  placé  dans  cet  espace. 

29  Que  l'attraction  de  cette  même  couche  et , 
par  conséquent  aussi ,  Tattraction  d'une  sphère  en- 
tière, exercée  sur  un  point  extérieur  0,  est  la 
même  que  si  la  masse  du  corps  attirant  était  réu- 
nie à  son  centre. 

Si  le  point  0  fuit  partie  de  la  couche  attirante  , 
ou,  autremeut  dit,  si  l'on  a  a  >  6ct«<a^on 
partagera  cette  couche  sphérique  en  deux  autres  : 
Tune  dont  les  rayons  extérieur  et  intérieur  seront 
a  et  « ,  l'autre  pour  laquelle  ces  rayons  seront  « 
et  6;  le  point  0  étant  intérieur  à  Tcgard  de  la  pre- 
mière de  ces  deux  couches ,  elle  n'exercera  sur  lui 
aucune  action  \  et  si  l'on  appelle  m  la  masse  de  la 
seconde  couche,  par  rapport  à  laquelle  le  point  0 
est  extérieur ,  l'attraction  de  cette  couche  se  dé- 
duira de  la  formule  (3) ,  en  y  mettant  m  au  lieu  de 
M.  L'attraction  totale  exercée  sur  le  point  0  aura 
donc  pour  valeur 


A  = 


h^f 
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Sî  la  couobe  sphériqoe  M  ehtnge  en  une  tpbère 
entièrement  pleine,  et  qu'elle  ait  partout  la  même 
densité ,  on  aura 


A  = 


o'eat-à-dire  que  dans  Tintérieur  d'une  sphère  ho- 
mogène ,  Tattraction  est  proportionnelle  à  la  dis- 
tance du  point  attiré  à  ton  centre. 

Les  mêmes  théorèmes  ont  lieu  dans  le  cas  d'une 
répulsion ,  pourvu  que  cette  force  Tarie  toujours 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances. 

108.  L'équilibre  du  point  0 ,  situé  dans  l'espace 
que  termine  une  couche  sphérique,  et  attiré  ou 
repoussé  par  tous  ses  points ,  peut  facilement  se 
vérifier. 

Supposons,  pour  cela,  que  cette  couche  soit 
d'abord  infiniment  mince.  Soit  «  son  épaisseur. 
Décomposons  sa  surface  en  élémens  infiniment 
petits;  et  désignons  par  •  Tair  de  celui  qui  répond 
an  point  P  (fig.  33).  Les  élémens  correspondans 
du  Yolume  et  de  la  masse  de  cette  couche  seront 
«•  et  piM  ;  et  si  l'on  appelle  r  la  distance  OP ,  la 
▼aleur  de  la  force  dirigée  suivant  cette  droite  sera 


Imaginons  un  cène  dont  la  base  soit  •  et  le  som- 
met 0  ;  en  prolongeant  la  génératrice  OP  jusqu'à 
ce  qu'elle  rencontre  en  V  la  surface  sphérique, 
et  prolongeant  de  même  toutes  les  autres  géné- 
ratrices, on  déterminera  sur  cette  surface  un 
second  élément  que  je  désignerai  par  •'.  Soit,  de 
plus,  H  la  distance  OF,  la  force  dirigée  suivant 
cette  droite,  en  sens  contraire  de  la  précédente, 
aura  pour  valeur 


H» 


or,  je  dis  que  ces  deui  forces  contraires  seront 
égales  entre  elles ,  o'est-à-dire  qu'on  aura 


Soient,  en  effet,  POQ  et  P'OQ'  les  sections  des 
deux  cônes ,  faites  par  un  même  plan  quelconque , 
passant  par  leur  sommet  commun  0.  Les  surfaces 
semblables  •  et  m'  seront  entre  elles  comme  les 
carrés  des  lignes  homologues  PQ  et  P'Q'.  A  cause 
des  triangles  semblables  POQ  et  P'OQ',  on  a 
d'ailleurs 

PQ  :  PQ'  ::  OP  :  OP*; 

en  élevant  au  carré  les  quatre  termes  de  cette  pro- 
portion, on  en  conclura  donc 


•  •    •  - 


:  r»  :  f*» , 


et,  par  conséquent,  l'équation  précédente. 


Il  résulte  de  là  que  les  actions  eiereées  sur  le 
point  0  par  tous  les  élémens  de  la  couche  sphé- 
rique se  détruisent  deux  à  deux.  L'action  totale  de 
cette  couche  sera  donc  nulle  ;  et  il  en  sera  encore 
de  même  si  elle  a  une  épaisseur  finie ,  car  alors 
on  pourra  la  décomposer  en  une  infinité  de  couches 
infiniment  minces,  dont  chacune  n'exercera  aucmne 
action  sur  le  point  0. 

S  II.  Formulée  ftaHcêi  à  rMpêHdt. 

103.  Lorsque  le  point  0  (fig.  82)  appartiendra 
à  la  masse  attirante,  on  facilitera  souvent  les  inté- 
grations en  prenant  ce  point  pour  origine  des 
coordonnées  polaires.  Le  rayon  vecteur  du  point 
quelconque  M  sera  alors  u;  en  appelant  donc, 
comme  dans  le  n»  03 ,  d»  Télémcnt  de  la  suiiaoe 
sphérique  dont  le  rayon  est  l'unité,  on  aura 

dv  =  «*  dÊidm ,  dim  =  fil*  (Uv; 

et  si  l'on  appelle  g,  h,  Jb^les  angles  que  fait  la 
droite  OH  avec  des  parallèles  aux  axes  D#,  Dy,  Ds^ 
menées  par  le  point  0 ,  on  aura  aussi ,  d'après  les 
notations  du  n»  06 , 


cos  ^=- 


cos 


y— C  a— y 


ce  qui  changera  les  équations  (1)  de  ce  numéro 
en  celle-ci  : 

B  =  -^/œrfCosWnA,, 
C  =  ^  ^ffjffcoêkdmdm. 

Les  intégrales  relatives  à  «  s'étendront  depuis 
«=0  jusqu'à  «  =r,  en  désignant  par  r  le  rayon 
vecteur  d'un  point  quelconque  de  la  surface  qui 
termine  le  corps  attirant.  Pour  plus  de  simplicité, 
si  l'on  suppose  ce  corps  homogène ,  ces  intégprales 
s'effectueront  immédiatement,  et  il  en  résultera 


B 
C 


=  —  tAjfJjr  cos  kdm,    y 


coshdm 
CO%kdm, 


(») 


Pour  déterminer  la  valeur  de  r,  qu'on  devra 
substituer  dans  ces  formules ,  soit ,  en  coordon- 
nées rectangulaires , 

l'équation  de  la  surface  du  corps  attirant.  En  un 
point  quelconque  de  cette  surface,  on  a 

*=«  +  rcos^,y=C  +  rcosfc,a  =  y+rcosfc, 

d'après  les  valeurs  précédentes  de  cos  y  ^  oos  k, 
cos  A,  et  «,  C,  y,  étant  toujours  les  trois  coordon- 
nées du  point  0  dont  les  valeurs  sont  données. 
On  substituera  donc  ces  valeurs  de  g^  y,  m,  dans 
l'équation  précédente;  celle  qui  en  résultera  don- 
nera, en  général,  deux  valeurs  de  r,  l'une  positive 
et  l'autre  négative;  mais  on  rejettera  la  valeur 


STATIQUS ,  PREHitRE  PA&TDE. 


&9 


négatiTe,  parce  qae  le  rayon  Tecteur  r  est  ane 
quantité  positive  dont  la  direction  est  uniquement 
déterminée  por  les  angles  g,  h,  k,  qui  peuirent 
être  aigus  ou  obtus. 

Après  la  substitution  de  la  valeur  de  r  dans  les 
équations  (a),  les  intégrales  doubles  s'étendront 
à  tous  les  élémens  «i»  de  la  surface  sphérique,  dé- 
crite da  point  0  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal 
à  runité. 

104.  Appliquons  ces  formules  au  cas  de  Tellip* 
siode  homogène  dont  la  surface  a  pour  équation 


Sr*  ys  M* 

-  +-  +  -  =  i; 

Qs         5t  et 


(») 


«^  h,  €,  désignant  les  trois  demi-axes ,  et  le  centre 
de  figure  étant  l'origine  D  des  coordonnées.  Si 
Ton  y  substitue  les  valeurs  précédentes  de  s,  y,  m, 
il  fient 

pn+2qr=:  i, 
en  faisant,  pour  abréger, 

cos*  g        co8>  h        cos>  k 


a^ 


&> 


0* 


=  1» 


cos  g      C  cos  h        y  cos  k 

"77"+  -"67^  +  — 7r==^' 


»•  C»  y* 

US  5a  «a 


lions  aurons  donc 


V 

Or ,  la  quantité  p  est  positive  ;  la  quantité  /  est 
aussi  positive  ou  séro ,  parce  que  le  point  0 ,  qui 
répond  aux  coordonnées  «,  C,  ^,  est  situé  dans 
Fintérienr  derellipsoîde,  ou,  tout  au  plus,  à  sa 
surface;  par  conséquent,  il  faudra  prendre  le  ra- 
dical avec  le  signe  4"*  pour  que  le  rayon  r  ne 
•oit  pas  négatif.  Je  dis,  de  plus,  qu'on  pourra  sup- 
primer ce  radical  dans  les  formules  (a).  En  effet, 
la  partie  correspondante  de  l'intégrale  contenue 
dans  A ,  par  exemple ,  serait 


fA\^ 


q*  -f-    pi  cos  g  dm  j 


pour  chaque  couple  d'élémens  dm  dont  les 
rayons  sont  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre . 
les  élémens  de  cette  intégrale  double  se  détruisent; 
our  en  passant  de  l'un  do  ces  élémens  dm  à  l'autre, 
chacun  des  trois  cosinus  cos  g,  cos  h^  cos  Jb, 
change  de  signe,  les  quantités  p,  h9*  f  restent 
les  mêmes  ^  et  le  coefficient  de  dm  sous  le  signe/ 


prend  des  râleurs  égales  et  de  signe  contraire. 
Tous  les  élémens  de  l'intégrale  précédente  se  dé- 
truisant ainsi  deux  à  deux ,  la  valeur  de  A  devient 
d'abord 

en  ayant  égard  à  la  valeur  de  9.  Or ,  les  deux  der- 
nières de  ces  trois  intégrales  se  composeront  de 
couples  d'élémens  qui  répondront  aux  mêmes  v«- 
leurs  de  A  et  de  A  ^  et  à  des  valeurs  de  ^  supplé- 
mens  Tune  de  l'autre.  Chacun  de  ces  couples 
d'élémens  se  réduira  donc  à  séro  ,  et ,  par  consé- 
quent aussi .  les  intégrales  entières.  En  supprimant 
ces  intégrales  et  faisant  subir  des  réductions  sem- 
blables aux  valeurs  de  B  et  de  G ,  on  aura  simple- 
ment 


cos*  g 


P 
cos*  h 

"7 
cos*  k 


A-, 


^, 


dm. 


Soient  actuellement  A  Vangle  compris  entre  le 
rayon  OUI  et  la  parallèle  à  l'axe  Os  menée  par  le 
point  D  ,  et  4  Tangle  que  fait  le  plan  de  ces  deux 
droites  avec  un  plan  passant  par  la  seconde  et  pa- 
rallèle à  celui  des  x  et  y;  nous  aurons  (no  8) 

cos^=cos  ^,  cos  fc=8in  0  cos  4)  cos  ft=sin  ê  sin  4» 

et ,  en  même  temps  (p9  03) , 

i»  =  sin  ftdk^.; 

d'où  il  résultera 

a*b*c*p=b*o*  cos*$4"(<*  cos*4-{-è*  sin*4]a'  sin*ê, 

t*ff»   pp  cos*  ft  sin  hd^df\ 


-Wf 


Pour  comprendre  les  directions  de  tous  les  rayons 
OH ,  les  intégrales  devront  s'étendre  depuis  ê  =  0 
et  4  =  0  jusqu'à  $  =  v  et  4  =  2«  )  ">>>>  ^  cause 
que  le  coefficient  de  d0  a  la  même  valeur  pour  ê  et 
pour  ir  —  $ ,  il  suffira  d'intégrer  depuis  $  ^  0  jns- 
qu^à  1=1/2  V,  et  de  doubler  le  résultat;  et  parce  que 
le  coefficient  de  4  ^'^  1®  même  pour  4  ^^  poQ' 
«*  db  4  )  >'  suffira  aussi  d'intégrer  depuis  4  =  0 
jusqu'à  4=1/^  ***  ot  de  quadrupler  le  résultat.  Cela 
étant,  je  fais 

rf4 

9  =  tang  4,     i^  = 


cos*  4 


et  à  cause  de 


cos*  4  = 


1  +  ♦•  * 


sin'  4  = 


1  +  >•  ' 
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U  en  résulte 


/ 


V 


a>  ht  Ci 


/. 


[6>  cos>  ê-f-a*  sin*  ê]c*  +  (c«  co8>  l-f-o*  >in«  ê)6>  f  • 


ira>  5e 


2  |/^(6*  C08»  •  +  (P  lin*  •)  (c>  ces»  •  +  fl*  sin*  •)  ' 


déduira  C  de  A  en  y  nHUnt  y  an  lic«  de  « ,  et 
permutaot  les  lettres  a  et  c.  De  cette  manière,  on 
a«ra  finalement 


an  moyen  de  quoi  la  Talenr  de  A  ne  dépendra  plus 
«|ue  de  l'intégprale  relative  à  6.  Sans  nouveau  cal- 
cul ,  on  déduira  B  de  A  en  y  mettant  C  au  lieu  de 
«^  et  permutant  les  lettres  •  et  5;  et  de  même  ,  on 

A  =  4ir/4/f y  ^        |^(6>  eos>  ft  +  «>  sin>  •)  (c>  cos>  ê  +  a>  sin>  «]  ' 
"'**  ac  ces*  •  sin  \dh 


bc  oos*  ê  sin  6d6 


B 


|/(a«  cos»  ê  +  &«  sin*  «)  (c*  cos»  •  +  *■  sin»  •)  ' 


w 


'''"^  a5  cos*  ft  sin  6i8 


|/  (6*  cos»  •  +  c*  sin*  ê)  (a*  cos*  •  +  c»  sin»  •) 


Ces  valeurs  de  A,  B,  C,  étant  positives,  il  s*ensuit 
que  chacune  de  ces  trxus  composantes  tend  à  rap- 
procher le  point  0  du  centre  de  Tellipsolde  \  le  cou- 
traire  aurait  lie*  dans  le  cas  d^une  répulsion  où 
Ton  devrait  mettre,  dans  oee  formules^ —/* au 
lieu  de  y. 

106.  Désignons  par  ^nne  constante  positive,  et 
supposons  qu^on  substitue  (1  -{-  X')  0^(1  -^i^b, 
[\  4-  ^)  C)  su  lieu  de  a,  b,  o,  dans  les  formules  (c). 
Le  facteur  1  4"  ^  disparaîtra ,  et  les  valeurs  de 
A,  B,  C,  resteront  les  mêmes.  Or,  par  cette  substi- 
tution, Tellipsoïde  se  trouvera  augmenté  d^une 
partie  comprise  entre  sa  surface  primitive  et  une 
surface  semblable  ;  les  composantes  A ,  B ,  C ,  ne 
changeant  paa  ,  il  en  favt  donc  conclure  que  Tac* 
tion  de  cette  partie  additive  sur  le  point  intérieur 
0 ,  se  réduit  à  séro. 

Ainsi  une  couche  homogène  comprise  entre  deux 
surfaces  elliptiques  semblables,  ayant  le  même  cen- 
tre et  leurs  axes  dans  les  mêmes  directions,  nVxerce 
aucune  action  attractive  ou  répulsive  sur  un  point 
0  situé  dans  Tespace  vide  que  termine  sa  surface 
intérieure  ;  en  sorte  que  ce  point  natércel  restera 
en  équilibre ,  quelque  part  qu^il  soit  placé  dans  cet 
espace  ;  théorème  qnt  comprend  celui  que  nous 
avons  précédemment  trouvé  pour  le  cas  d^une  cou- 
che sphérique. 

Il  en  résulte  que  Taction  d^un  ellipsoïde  plein 
et  homogène  sur  uo  point  0  de  sa  masse ,  se  réduit 
à  celle  qui  est  exercée  par  la  partie  de  cette  masse 
terminée  par  la  surface  elliptique ,  passant  par  oe 
point ,  semblable  à  celle  du  corps  entier ,  et  sem- 
blablenient  placée.  Diaprés  les  formules  (c),  la 
composante  de  cette  force ,  parallèle  à  chacun  des 
trois  axes  de  Pellipsolde,  est  proportionnelle  à  l'or- 
donnée du  point  0  parallèle  à  cet  axe,  et  ne  dé- 
pend (|nc  de  cette  variable.  Dons  le  cas  général  on 
les  trois  demi -axes  a,  b,  c,  sont  inégaux,  on  trans- 
formera en  fonctions  elliptiques  les  intégrales  rela- 
tives à  0  que  ces  formules  renferment  ;  ce  qui  per- 


mettra d'en  calculer  les  valeurs  numériques ,  an 
moyen  des  tables  de  M.  Legendre.  Ces  mêmes  in- 
tégrales s'obtiennent  sous  forme  finie,  lorsque 
deux  des  constantes  a,bj  c,  sont  égales  ,  et  qu'ail 
s'agit ,  par  conséquent ,  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion. 

100.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  e  =  &; 
la  forme  des  intégrales  relatives  à  $  sera  différente, 
selon  que  relltpsoïde  sera  aplati  ou  alongé ,  c'est- 
à-dire  ,  selon  qu'on  aura  6  >  a  ou  6  <  a.  Suppo- 
sons aussi  que  ce  soit  le  premier  cas  qui  ait  lieu  j 
et  faisons,  dans  cette  hypothèse^ 

4irpa5  (!+«•) 
*»  —  o»  =  o»  ê*  ,     — ■ — i .  =  m  : 

en  sorte  que  la  fraction  s  soit  l'aplatissement  de 
l'ellipsoïde ,  et  m  sa  masse.  Il  en  résultera 


A  = 


__    8/c/m«   /»  V*»  cfis»  •  sin  êd« 


t   r  V»  cfis» 


0«     »/    .  1  -4-  s*  COS»  • 

et,  en  effectuant  l'intégration  ,  on  aura 


A  = 


•V/i 


ai  ei 


[•  —  arc(Ung  =  •)], 


pour  la  composante  parallèle  à  l'axe  de  révolution. 
On  aura  aussi 


1  —  1—      gf/m      r' 


/*'  cos»  ê  sin  «dl 


p/l-|-et  sin*l 


Les  composantes  B  et  C  étant  entre  elles  comme  les 
coordonnées  C  et  y  do  point  0 ,  il  s'ensuit  que  leur 
résultante  sera  dirigée  suivant  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  de  révolution.  Kn  ap- 
pelant A'  cette  force,  et  m!  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire ,  de  sorte  qu'on  ait 


A'=k^B«4.C»,        •'=!/€»  +y», 
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a» 


«I  effertuDi  rintégration  indiqnëo ,  il  vieni 


,_    ZfijmJ 


k'z=: 


2o^  e^ 


[ 


arc  (long  =•) 


=•'--] 


»+•• 


La  résalUnte  des  deux  forces  A  et  A'  exprimera , 
en  grandeur  et  en  direction ,  Taction  totale  de  Tel- 
lipsoide  sur  le  point  0. 

Lorsque  e  sera  une  très  petite  fruction,  on  pourra 
développer  ces  valeurs  de  A  et  A'  en  séries  très 
convergentes  ,  ordonnées  saivant  les  puissances  de 
#.  A  cause  de 

arc (tung  =•)=# ^ etc. , 

3         6 


!  +  #> 


=s  •  «.  «s  ^  «s  ..  eto. , 


mMis  aurons 


A=--^^l-.-.  +  etc.| 


6 

6es 


.      Mfmm.'/  »•*  .  \ 


Dans  le  cas  de  la  sphère  ,  ou  de  «  =  0 ,  la  résul- 


tante de  A  et  A'  sera  dirigée  vers  le  centre ,  et  aura 
la  même  intensité  que  dans  le  no  101. 

107.  Le  calcul  de  Tattraction  d^un  ellipaoide  ho- 
mogène snr  on  point  extérieur  présente  encore 
beaaconp  plna  de  difficulté  ;  mais  on  doit  h  H.  Tven 
un  théorème  au  moyen  duquel  ce  cas  peut  élre  ra- 
mené à  celui  du  point  intérieur  ;  ce  qui  pemaet 
dVxprimer  les  composantes  de  Tattractiott  par  <lee 
intégrales  simples ,  semblables  aux  formules  ^). 
Voici  une  démonstration  de  cette  importante  pro- 
position. 

En  faisant,  dans  la  première  équation  (1)  da 
no  06, 

dm  =  fdxd^dM, 
et  observant  que  f  est  un  facteur  constant,  on  a 


(• — s)  dxdydM 


'=';^^ 


K=^,4^  j  j  j  -^^ 


«)•+(«-»)*+(>-»)•?/' 


Je  suppose  que  Téquation  de  la  surface  soit  tou  • 
jours  Téquation  (6) ,  et  j'y  mets  eu' ,  hy' ,  cV  ^  à  la 
place  de  x,  y,  s,  ce  qui  la  change  en  celle*ci  : 

«'■  +  y'»+  »'•=  1. 

En  même  temps  la  valeur  de  A  devient 


«*')•  +  (C  —  V)*  +  (?  —  cs')»]V»  • 


et  si  Ton  désigne  par  ±  *i>  ^^  valeurs  de  jr'^  égales  I  précédente,  l'intégrale  relative  à  «'  devra  être  prise 
et  do  signe  contraire ,  que  Ton  tire  de  Téquation  |  depuis  «'  =  —  xi  jnsqu*à  x'  =  jti  }  ce  qui  donne 


A=iM/p4« 


iff^ 


dg'dÉ 


[(•  -«,)•+(«-  W  +  (>  -  "')•]'/• 


-jr^^ 


d^dt' 


+  a».  )•  +  (C  -  V)'  +  (>  -  ««')•  ]'/^ 


) 


ChacwMdé  ees  deux  intégrales  donbles  s'étendra  à 
Ions  les  élémens  de  la  demi-surface  sphérique  dont 
le  rsTon  est  Pnnité  ,  et  qui  a  son  centre  à  Torigine 
des  coordonnées;  le  produit  dy'  ds'  est  la  projeo- 
Im  sur  le  plan  des  3f  et  jk^  d*un  élément  quelcon- 
que. Si  donc  on  désigne  par  I  Tangle  que  le  rayon 
qni  aboutit  à  cet  élément  fait  avec  Taxe  des  «^  et 
par  4  Tangle  compris  entre  le  plan  de  ces  deux 
droites  et  le  plan  des  »  eif,  Taire  de  cet  élément 
sera  sin  Idli^ ,  son  inclinaison  snr  le  plan  des  y  et 
s  sera  Tangle  é  ,  et  il  en  résultera 

dy'd*'  =  cos  ft  sin  «dM^ , 
pour  sa  projection  sur  ce  plan.  Ou  aura  en  même 


temps 

jTi  ==:  cos  0  ,    If'  =;  sin  #*eos  4 1     s'  sa  sin  *  sin  4* 

Les  limites  des  deux  intégrales  seront  maintenant 
ê  =  0  et  4  =  0,  tr=:1/Bir  ei  4  =  ^;  nois  si  l*on 
met ,  dans  la  seconde ,  ir  —  6  à  la  place  de  «- ,  il  est 
aisé  de  voir  que  ces  deux  intégrales  se  réuniront  en 
une  seule ,  qui  snra  les  mènes  limites  par  rapport 
à  4  f  et  dont  les  limites  relatives  à  6  deviendront 
t  =  0ett=ir;en  sorte  que  l'on  aura  simplement 

en  faisant ,  pour  abréger , 


R>  =  •>  ^  C*  -^  ^«  *-  8  («a  cos  ê  4-  C6  sin  ê  cos  4  +  >*  •"*  •  •*"*  4) 
4-  tt>  cos*  1 4-  ^'  sin»  ê  cos*  4  +  ^*  ^^*  *  *■**'  4  » 
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et  regardant  &  oomiiM  une  quantité  potitÎTe.  Lea 
deux  autres  composantes  B  et  C  s'exprinwront  pa- 
reillenient  por  des  intégrales  doubles. 

Maintenant,  considérons  fattraction  dVn  autre 
ellipsoïde  ayant  la  même  densité  p,  le  même  cen- 
tre,  et  ses  axes  dans  les  mêmes  directions  que  le 
premier.  Soient  ai  ,  ht ,  Ci  ,  les  trois  demi«axes 
correspondans  ha,b,c  ;  appelons  Oi  le  point  sou- 
mis à  cette  attraction ,  «i  ,  Ci  ,  ^i  ,  ses  coordon- 
nées, et  Âi  ,  Bi  ,  Cl  ,  les  composantes  de  cette 
force,  parallèles  aux  trois  axes  de  Tellipsoîde.  En 
supposant  toujours  que  fà  soit  la  masse  du  point 
attiré ,  nous  aurons 


Al  ={Afbi  ^^11 


>''  ces  %  sin  ê(2t(U 


El 


Ri  étant  ce  que  devient  R  quand  on  y  change  a,  h^ 
^*  *!  ^>  >i  «**  fl»  *  *»  ,  c,  ,  »i  ,  Cl  ,  ^1  .  Les  valeurs 
de  Bi  et  Ci  se  déduiront  de  luème  de  celles  de  B 
et  C. 

Supposons  que  les  deux  ellipsoïdes  aient  les  mê- 
mes foyers ,  et  conséquemment  des  excentricités 
égales,  on  aura  alors 

A,  A^  A  —  A,  étant  des  quantités  positives  ou  néga- 
tives qui  exprimeront,  abstraction  faite  du  signe  , 
les  carrés  des  excentricités  communes  à  ces  deux 
corps.  Supposons,  de  plus ,  que  le  point  Oi  ,  at- 
tiré par  le  second  ellipsoïde ,  soit  situé  sur  la  sur- 
face du  premier,  et  le  point  0  attiré  par  le  premier, 
sur  la  surface  du  second.  D'après  Téquation  (i)  et 
celle  de  la  surface  du  second  ellipsoïde,  il  faudra 
qu^on  ait 


-  +  -  +  -  =  1.  J 

a*         ê*        c>  f 

»*             C*           y%  \ 

-  +  -  +  -  =  1.  \ 
•*.     *•»      «',  J 


(i) 


Soient  enfin  p  6t  g  deux  angles  donnés  \  et  pre- 
nons 


Al  =acos/i,Ci  ==6sinpoosg,).i  =efinpsing,)/2\ 
•  =aiC08p,  C=4isin;)co8  9,y=Cisin/?sin9,)^  ' 

valeurs  qui  satisferont  aux  deux  équations  précé- 
dentes et  qui  éUblissent  une  relation  particulière 
entre  les  coordonnées  des  points  0  et  Oi.  En 
substituant  ces  valeurs  de  «,  C,  ^,  dans  Texpres- 
sion  de  R« ,  et  y  mettant  aussi  les  valeurs  précé- 
dentes de6«  ,  e«  ,  6«i ,  c«, ,  il  vient 

ï^"  =  o"i  +  o»  +  fc  (sin«  p  cos*  q  +  sin»  6  cos«  4) 
-t>  A  (sin*  j9  sin>  q  -f  '"^^  ^  s><^'  4) 
—  2  (ai  acosjp cos  6  -^ 6j  ft  sin p cos  q  sin  ê  cos  4 
4-  Cl  c  sin  p  sin  ç  sin  6  sin  4)- 

Or ,  sans  écrire  la  valeur  de  R*i ,  on  voit  qu'elle 
sera  la  même  que  celle  de  R*  ;  car  elle  s'en  dédui- 
rait par  les  permutations  de  a  et  ai ,  6  et  6i  ,  c 


et  Cl  ,  sans  changer  A  età^  qui  sont  des  qoniititéa 
communes  aux  deux  ellipsoïdes  ;  et  il  est  évident 
que  cette  dernière  formule  ne  change  pas  par  ces 
permutations.  A  cause  de  Ri  =  R ,  les  valeurs  de 
A  et  Al  renfermeront  la  même  intégrale  double  ; 
en  Téliminant ,  on  aura  donc 

k\hc  -=.  Shx  Cl  . 

Relativement  aux  autres  composantes ,  on  obtien- 
dra des  résultats  semblables }  en  sorte  que ,  d'après 
les  suppositions  qu'on  a  faites  sur  les  deux  points 
attirés  0  et  d  ,  on  aura  finalement. 

A|         &i  Cl  El         Al  Cl  Cl         Al  hx 

K  be  B  00  C  ab 

Pour  énoncer  le  théorème  que  ces  trois  équationa 
renferment,  appelons  poimi»  corrtêpondtmt ,  sur 
les  surfaces  des  deux  ellipsoïdes ,  deux  pointa  dont 
les  coordonnées  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
des  demi-axes  auxquels  elles  sont  parallèles.  Le 
point  Oi  de  la  surface  du  premier  ellipsoïde ,  dont 
les  coordonnées  parallèles  aux  demi-axes  a,  ê,  e, 
sont  «1  ,  ^i  1  yi  i  aura  pour  correspondant, 
sur  la  surface  du  second  ellipsoïde ,  le  point  0  , 
dont  les  coordonnées  parallèles  aux  demi-axes 
Oi  ,  6i ,  Oi  ,  sont  « ,  C,  ^ ,  puisqu'on  a ,  d'après  les 
équations  (Z) , 

C,  b 


«1         a 


a* 


>i 


C  bi  y  Cl 

Cela  posé  ,  il  résulte  des  équations  (3)  le  théorème 
suivant  : 

Si  l'on  a  deux  ellipsoïdes  homogènes  qui  aient  le 
même  centre  et  les  mêmes  foyers,  l'attraction  aui- 
vant  chaque  axe  que  l'un  des  deux  corps  exerce 
sur  un  point  situé  à  la  surface  de  l'autre ,  est  à 
l'attraction  de  celui*ci  sur  le  point  correspondant 
de  la  surface  du  premier ,  comme  le  produit  des 
deux  autres  axes  du  premier  ellipsoïde  est  au  pro- 
duit des  deux  autres  axes  du  second. 

108.  Lorsque  deux  ellipsoïdes  différens  ont, 
comme  on  le  suppose ,  le  même  centre  et  les 
mêmes  foyers  ,  l'un  des  deux  est  entièrement  com- 
pris dans  Tautre;  par  conséquent,  si  le  point  O 
est  extérieur  par  rapport  au  premier  ellipsoïde , 
le  point  Oi  sera  intérieur  par  rapport  au  second. 
Pour  déterminer,  au  moyen  du  théorème  précédent, 
l'attraction  d'un  ellipsoïde  donné  sur  un  point 
extérieur  0  aussi  donné ,  on  fera  donc  paaser  par 
ce  point  la  surface  d'un  second  ellipsoïde  ayant 
le  même  centre  et  les  mêmes  foyers  que  le  premier; 
par  les  formules  relatives  aux  points  intérieurs ,  on 
déterminera  les  trois  composantes  Ai ,  Bi ,  Ci ,  de 
l'attraction  de  ce  second  corps  sur  le  point  0|  de  la 
surface  du  premier,  correspondant  du  point  0  ;  les 
équations  (3)  feront  ensuite  connaître  les  compo- 
santes A ,  B ,  C ,  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  donné 
sur  le  point  donné.  Ainsi  tout  se  réduira  à  trouver 
les  valeurs  des  trois  demi-axes  Oi ,  &i  ,  Ci  ,  du  se- 
cond ellipsoïde ,  d'après  ceux  du  premier  qu'on  a 


sTAnQCB,  mnnfcBB  part». 


•t 


roprlicntét  par  a,  b  ,o,tii  diaprés  las  coordon- 
nées ift ,  C  y  y  y  dn  point  donné  0. 

Pour  fiier  les  idées ,  je  suppose  que  a  soit  la 
pins  petite  des  trois  quantités  o^  b,  e;  ce  qui 
rendra  positives  les  quantités  fc  et  Â  du  nnméro 
précédent.  J^appelle  u  le  carré  de  Oi  ;  on  aura 

et  il  ne  restera  plus  qu^à  déterminer  cette  in- 
connue u,  qui  devra  être  réelle  et  positive.  Or , 
en  vertu  de  la  seconde  équation  (1) ,  nous  au- 
rons 

équation  du  troisième  degré  par  rapport ku,  qui  a 
an  moins  une  racine  réelle  et  positive  ;  car  en 
faisant  croître  u  depuis  séro  jusqu'à  Tinfini ,  son 
premier  membre  est  d^abord  plus  grand  et  ensuite 
plus  petit  que  le  second  ;  en  sorte  qu^il  y  a  au 
moins  une  valeur  positive  de  u  qui  les  rend  égaux. 
Je  dis  de  plus  qu^il  n^y  en  a  qu^une  ;  car  en  suppo- 
sant qu'il  y  en  ait  deux ,  u  et  u\  il  faudrait  qu'on 
eût  à  la  fois 


7  + 


C« 


y* 


u  +  h    '    u  +  k 


C* 


>■ 


f^  +  h    '    vf  +  k 


=  »• 


=  M 


et  en  retranchant  ces  équations  Tune  de  Tautre  , 
et  suppriment  le  facteur  W — u,  commun  à  tous  les 
tennes ,  il  en  résulterait 


C> 


>• 


^  +  (u+h)i^+h)  '  («  +  *)(«'+*) 


=  0; 


ce  qui  est  évidemment  impossible.  Donc  il  n'existe 
qu'un  seul  ellipsoïde  qui  ait  le  même  centre  et  les 
mêmes  foyers  qu'un  ellipsoïde  donné ,  et  qui  passe 
en  outre  par  un  point  donné.  La  quantité  u  ,  d'où 
dépendent  ses  trois  demi-axes  Oi  ,  &i ,  Oi  ,  est 
déterminée  par  l'équatation  (4)  ;  ce  qu'il  s'agissait 
de  trouver. 


109.  flous  ferons  remarquer  que  le  théorème  du 
n«  107  convient  égalementè  toutes  les  lois  d'attrac« 
tion  en  fonction  de  la  distance  ;  car  la  démonstra- 
tion qu'on  vient  d'en  donner  est  fondée  sur  la 
forme  que  prend  l'expression  de  R*,  qui  se  trouve 
identique  pour  les  deux  points  0  et  Oi ,  et  non  sur 
la  forme  de  la  fonction  de  R  ,  qui  exprime  la  loi  de 
l'attraction. 

Si  les  deux  ellipsoïdes  sont  des  sphères  concentri- 
ques, l'attraction  de  chacune  d'elles  sera  la  même  sur 
tous  les  points  de  la  surface  de  Tantre,  et  il  ne  sera 
plus  nécessaire  que  les  points  0  etOi  soient  corres- 
pondans.  En  appelant  a  et  a^  les  rayons  de  ces 
deux  sphères ,  D  l'attraction  de  la  sphère  du  rayon 
a  sur  un  point  de  la  surface  sphérique  du  rayon  Oi , 
et  Di  celle  de  la  sphère  du  rayon  Oi ,  sur  un  point 
de  la  surface  sphérique  du  rayon  a,  lesquelles 
forces  seront  dirigées  suivant  les  rayons  des  points 
attirés ,  on  aura 

D  :  Di  ::  a»  :  a>* , 

quelle  que  soit  la  loi  de  l'attraction  en  fonction  de 
la  distance. 

Cette  proportion  est  facile  à  vérifier  dans  le  cas 
ordinaire  où  l'attraction  est  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance.  En  effet ,  d'après  les  résultats 
du  no  101 ,  si  l'on  suppose  a  >  Oi  ,  l'attraction  D 
de  la  sphère  du  rayon  a  sur  un  point  intérieur , 
situé  à  une  distance  ai  de  son  centre  et  dont  /*  est 
la  masse,  sera 

3        • 

l'attraction  Di  de  la  sphère  du  rayon  ai  sur  un 
point  extérieur ,  dont  /*  est  aussi  la  masse  et  qui 
se  trouve  à  la  distance  a  de  son  centre i  aura  pour 
valeur. 


Di  = 


^j^fat* 


2a* 


et  en  comparant  ces  valeurs  de  D  et  Di ,  on  voit 
qu'elles  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons 
aetoi. 
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DU    MOUVEMENT   BECTIUGITE   ET   DE   LA    MESURE   DBS   FORCES. 


$  h'.  FormMleêdumow9êmêntr9eHlignê. 

110.  Le  mouYemeni  le  plus  simple  que  puisse 
prendre  un  poini  matériel  est  celui  qui  a  lieu  en 
ligne  droite  y  et  dans  lequel  le  mobile  décrit  des 
espaces  égaux  en  temps  égaux.  Cest  ce  mouvement 
rtctiUgne  que  Ton  appelle  mnforme ,  et  qui  sert 
de  terme  de  comparaison  à  tous  les  autres  mouve- 
mens. 

Quand  le  ra[l)>ort  des  espaces  parcourus  aux 
temps  employés  à  les  décrire ,  cbange  continuelle^ 
ment,  le  mouvement  est  varié  ;  si  ce  changement 
n^avait  lieu  qu^à  des  intervalles  de  temps  finis ,  le 
mouvement  ne  serait  qu^une  succession  de  mouve- 
mens  uniformes. 

Dans  un  mouvement  quelconque ,  Tespace  par- 
couru par  le  mobile ,  ou ,  pins  généralement ,  sa 
distance  à  un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  qu^il 
décrit ,  est  une  fonction  du  temps  écoulé  depuis 
une  époque  convenue.  Ainsi,  en  appelante  ce 
temps  «  et  s  cette  distance ,  on  aura ,  dans  tous 
les  cas , 

«  =  fi] 

et  les  diverses  sortes  de  mouvemens  différeront 
entre  elles  par  la  forme  de  cette  fonction  F^  La 
variable  t  pourra  être  positive  ou  négative  :  ses 
valeurs  positives  répondront  à  des  époques  posté- 
rieures à  celle  d*où  Ton  compte  le  temps  ,  et  ses 
valeurs  négatives  ,  àdes  époques  antérieures. 
Dans  le  mouTeuient  uniforme  ,  si  Ton  appelle  a 


Tespace  parcouru  dons  chaque  unité  de  tamps, 
et  b  la  distance  du  mobile  au  point  fixe,  à  Tori- 
gine  du  temps  i ,  c'est-à-dire ,  la  valeur  de  «  qui 
répond  à  I  =  0  ,  on  aura ,  à  un  instant  quelcon- 
que, 

car ,  d'après  la  définition  de  ce  mouvement ,  Tes- 
pace  s-~-h  décrit  dans  le  temps  i  doit  être  égal 
â  Tespace  constant  a  ,  répété  autant  de  fois  que  i 
renferme  d'unités. 

111.  On  ne  définit  ni  le  temps  ni  Tespace;  mais 
il  suffit  à  la  Géométrie  et  à  la  Dynamique  que  nous 
puissions  m^urer  les  dimensions  des  corps  et  les 
durées  de  leurs  mouvemens.  La  mesure  des  lon- 
gueurs est  fondée  sur  la  superposition ,  et  se  con- 
çoit sans  aucune  difficulté  ;  celle  du  temps  exige 
quelque  eiplication. 

On  ferait  un  cercle  vicieux  si  l'on  disait,  d'une 
part ,  que  le  mouvement  uniforme  est  celui  dans 
lequel  les  espaces  parcourus  sont  proportionnels 
au  temps ,  et ,  d'un  autre  c6té ,  que  le  temps  a 
ponr  mesure  le  mouvement  uniforme ,  c'est-à-dire 
qu'il  est  proportionnel  aux  espaces  parcourus  dans 
ce  mouvement.  Hais  la  notion  des  temps  égaux  et 
la  mesuredu  temps  ne  sont  fondées  nécessairement 
sur  aucune  loi  particulière  de  mouvement ,  et  l'on 
peut ,  en  conséquence ,  les  supposer  dans  la  défi- 
nition du  mouvement  uniforme  et  de  toute  autre 
sorte  de  mouvemens. 

Concevons ,  en  eifet ,  que  des  corps  pasfaitement 
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MentiqiiM  m  meufciit  i occmi ifement ,  et  «pie, 
pendant  toote  la  durée  de  son  nouTement ,  chacun 
des  mobiles  se  trovve  exactement  dans  le  même 
Ctat  que  celui  qui  Vu  précédé  :  il  est  érident 
qae  tous  ces  monTemena ,  dont  la  loi  n*est  pas 
donnée ,  s*eiécoteront  en  temps  égaux  ,  et  que 
leur  nombre  pourra  servir  de  mesure  au  temps. 
Ainsi ,  par  exemple ,  si  ces  corps  sont  pesons  et 
retenus  par  un  axe  fixe  horiiootal,  qu^oo  les  écarte 
tous  également  de  leur  position  d'équilibre ,  et 
qu*on  les  abandonne  ensuite  à  eux-mêmes ,  de 
sorte  que  le  mouTement  du  second  commence  dès 
que  le  premier  est  revenu  à  cette  position  ,  celui  du 
troisième  aussitôt  que  le  second  y  est  revenu  de 
même ,  et  ainsi  de  suite,  il  n'y  aura  aucune  diffé- 
rence possible  entre  tous  ces  mouvemens  succes- 
sifs qui  s'achèveront  en  temps  égaux.  On  prouvera 
par  la  suite  qu'il  n'est  pas  nécessaire  pour  cela 
que  ee  soient  dilTéreos  mobiles  qui  se  succèdent , 
et  que  les  oscillations  successives  d'un  même  corps, 
de  part  et  d'autre  de  sa  position  d'équilibre ,  sont 
aussi  isochrones  ,  ou  d'égale  durée  ;  mais  la  consi- 
dération précédente ,  qui  ne  suppose  la  solution 
dCancun  problème  de  Mécanique ,  suffit  à  l'objet 
que  nous  nous  sommes  proposé. 

Les  astronomes  ont  reconnu,  par  les  observations 
les  plus  précises  et  le  plus  souvent  répétées ,  l'in- 
variabilité de  la  révolution  apparente  de  la  sphère 
céleste  autour  de  la  terre  ;  et ,  effectivement ,  la 
théorie  n'indique  aucune  inégalité  sensible  dans  le 
nonvement  de  rotation  de  la  terre  qui  donne  lieu 
à  cette  apparence.  On  appelle  jMtr  sielm/la  durée 
coostante  de  cette  révolution ,  laquelle  durée  est 
moindre  que  celle  de  la  révolution  diurne  du  soleil. 
Cdie-ci  n'est  pas  exactement  la  même  à  toutes 
les  époques  de  l'année;  et  c'est  sa  grandeur 
m<»yenne  que  Ton  prend  pour  unité  de  temps  dans 
les  usages  ordinaires  ,  et  que  Ton  appelle  le  jour 
maym.  Nous  adopterons ,  dans  cet  ouvrage ,  la 
division  du  jour  en  24  heures,  de  l'heure  en  60  mi- 
nutes, et  de  la  minute  en  60  secondes  ;  en  sorte 
que  la  seconde  sera  la  86400»  partie  du  jour 
moyen.  Le  jour  sidéral  ne  contient  que  86164,09 
aecondea  ;  d'où  il  résulte  que  pour  exprimer  en 
jours  sidéraux  un  temps  donné  en  jours  moyens , 
il  faudra  le  multiplier  par  le  rapport  de  86400  à 
86164,09 ,  ou  par.  le  nombre  oonsUnt  1,0027379. 

112.  Un  mouvement  uniforme  diffère  d'un  autre 
par  la  grandeur  de  l'espace  parcouru  dans  Tunité 
de  temps.  Dans  chaque  mouvement  uniforme ,  cet 
espace  ooostant  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  du 
mobile^  mais,  pour  parler  exactement ,  cet  espace 
njest  que  la  mesure  de  la  vitesse ,  et  non  pas  la 
vitesse  elle-même.  La  vitesse  d'un  point  matériel 
en  mouvement  est  une  chose  qui  réside  dans  ce 
point,  dont  il  est  animé,  qui  le  distingue  actuelle- 
ment d*nn  point  matériel  en  repos  ,  et  n'est  pas 
susceptible  d'une  autre  définition.  La  vitesse  expri- 
mée ,  dans  le  mouvement  untfoime ,  par  l'espace 
que  le  mobile  décrit  dans  chaque  unité  de  temps , 


suppose  qu'on  prend  pour  unité  de  vitesse  eelle 
du  mobile  qui  parcourt  l'unité  linéaire  dans  l'unité 
de  temps. 

Dans  un  mouvement  varié  quelconque,  la  vitesse 
du  mobile  varie  par  degrés  infiniment  petits ,  et 
elle  est  une  fonction  du  temps  t{ui  se  déduit,  ainsi 
qu'on  le  verra  tout  à  l'heure ,  de  celle  qui  exprime 
l'espace  parcoiirn  :  mais ,  auparavant,  il  est  néces- 
saire de  connaître  le  genre  de  mouvement  que 
prendra  un  point  matériel  en  vertu  de  sa  vitesse 
acquise ,  si  la  force  qui  lui  a  imprimé  cette  vitesse, 
par  son  action  continuée  pendant  un  certain  temps, 
vient  à  cesser  d'agir ,  et  que  ce  mobile  soit  aban- 
donné à  lui-même. 

113.  Il  est  d'abord  évident  que  si  le  mobile  s'est 
mu  jusque  là  en  ligne  droite  ,  il  continuera  à  se 
mouvoir  suivant  le  prolongement  de  la  ligne  qu'il 
décrivait  ;  car  il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  que 
ce  point  matériel  s'écartât  de  la  direction  qu'il  a 
reçue  plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre.  Mais  nous  ne 
pouvons  pas  affirmer  ,  à  priori,  que  la  vitesse  qui 
lui  a  été  imprimée  ne  se  ralentira  pas  d'elle-même , 
et  ne  finira  pas  par  s'éteindre  entièrement;  ce  n'est 
que  par  l'expérience  et  l'induction  que  cette  ques- 
tion peut  être  décidée. 

Or ,  à  mesure  que  les  obstacles  à  l'état  de  mou- 
vement des  corps ,  tels  que  les  f  rottemens  et  les 
résistances  des  milieux  qu'ils  traversent ,  dimi- 
nuent d'intensité ,  nous  les  voyons  persévérer  de 
plus  en  plus  dans  cet  état  ;  et ,  toutes  les  fois  que 
nous  apercevons  une  altération  dans  leur  vitesse , 
nous  reconnaissons  que  cet  effet  peut  être  attribué 
à  une  cause  étrangère.  Nous  sommes  donc  conduits 
à  conclure  que  s'il  était  possible  qu'un  point  maté- 
riel ,  après  avoir  été  mis  en  mouvement ,  ne  fût 
plus  sollicité  par  aucune  force ,  et  ne  rencontrât 
aucun  obstacle,  son  mouvement  serait  rectiligne 
et  uniforme  ,  c'est-à-dire ,  le  plus  simple  de  tous 
les  mouvemeus. 

Ainsi,  par  exemple,  si  une  parcelle  de  fer  est 
mise  en  mouvement  dans  le  vide,  sur  un  plan  hori- 
xontalctsans  frottement,  par  la  seule  action  du 
pôle  d'un  aimant ,  et  que  tout  à  coup  on  détruise 
le  pouvoir  attractif  de  ce  pôle,  en  y  juxtaposant  un 
pôle  égal  et  contraire ,  cette  parcelle  continuera 
de  se  diriger  vers  ce  point  ;  mais  son  mouvement 
deviendra  uniforme^  et  sa  vitesse  sera  plus  on 
moins  considérable ,  selon  qu'on  aura  laissé  agir 
la  force  attractive  plus  ou  moins  long-temps. 

L'impossibilité  où  sont  tous  les  points  matériels 
de  se  mettre  en  mouvement  ou  de  changer  le  mou- 
vement qui  leur  a  été  communiqué ,  sana  le  secours 
d'une  force,  est  ce  qu'on  entend  par  Vineriie  de 
la  matière.  Ce  mot  ne  signifie  pas  que  la  matière 
soit  incapable  d'agir  ;  car  ,  au  contraire  ,  chaque 
point  matériel  trouve  toujours  dans  l'action  d'au- 
tres points  matériels  ,  mais  jamais  en  lui-même  , 
le  principe  de  son  mouvement. 

114.  Au  bout  du  temps  t,  et  quand  le  mobile  se 
trouve  à  la  distance  s  d'un  point  fixe  pris  sur  la 
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droite  qu^U  décrit,  foitv  ta  vitetsc  acquise ,  c'eat- 
à-dire ,  la  viteaie  du  mouvement  uniforme  qui  au- 
rait lieu  ,  si  y  à  cet  instant,  la  force  qui  agit  sur  le 
mobile  venait  à  cesser  d'agir.  L^action  de  cotte 
force  continuant ,  Tespace  ds  que  le  mobile  par- 
courra dans  Tinstaut  dt  sera  décrit  en  vertu  de  cette 
action  et  de  la  vitesse  v;  la  partie  de  dx  correspon- 
dante à  cette  vitesse ,  qui  serait  décrite  d^un  mou- 
vement uniforme ,  aura  vdt  pour  valeur.  En  appe- 
lant donc  f  la  partie  de  cet  espace  qui  répond  à 
l'action  de  la  force  pendant  T instant  di,  nous  au- 
rons. 

dx  =  vdi  4"  *• 

Or ,  la  vitesse  variant  par  degrés  infiniment  petits , 
et  ses  variations  étant  uniquement  dues  à  raction 
de  la  force  appliquée  au  mobile,  il  s^ensuit  que  dans 
le  temps  di,  cette  action  ne  peut  produire  qu'une 
vitesse  infiniment  petite}  par  conséquent,  cette 
même  action  ne  peut  faire  décrire  qu'un  espace 
infiniment  petit  du  second  ordre ,  moindre  que 
celui  qui  serait  décrit  uniformément  par  le  mobile, 
s'il  recevait  au  commencement  de  dt  toute  la  vi- 
tesse qui  sera  produite  pendant  la  durée  de  cet 
instant.  On  peut  donc  négliger  ■  par  rapport  à  vdi 
dans  Téquation  précédente  ;  et  alors  on  aura 

dx 

r  =  — , 
dt 

pour  Tcspression  de  la  vitesse  dans  un  mouvement 
quelconque. 

Si  l'on  voulait  connaître  la  partie  •  de  Tespace 
parcouru  par  le  mobile  dans  le  temps  dt,  en  vertu 
de  l'action  de  la  force  qui  le  sollicite ,  il  faudrait 
conserver  les  puissances  de  dt  supérieures  à  la  pre- 
mière. Or,  en  appelant  x  '  la  distance  du  mobile  au 
point  fixe ,  au  bout  du  temps  1 4*  àt,  on  aura ,  par 
le  théorème  de  Taylor, 


*'—*  =  —<&  A — 

dt  2     dt* 


dt*  +  etc.. 


pour  Texprcssion  complète  de  Tespace  parcouru 
dans  cet  instant  dt.  Le  premier  terme ,  égal  k  vdt, 
est  Tespace  dû  à  la  vitesse  acquise  au  bout  du 
temps  <;  si  donc  on  néglige  les  termes  du  troisième 
et  des  ordres  supérieurs  par  rapport  &  ceux  du  se- 
cond ,  on  aura 


1 


d^  s 
IF' 


dt*, 


ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

i  =  \/2  dvdt  , 

pour  la  partie  de  l'espace  x'  —  x  que  l'action  de  la 
force  a  fait  parcourir.  La  vitesse  produite  en  même 
temps  par  cette  action  étant  dv,  on  voit  que  l'es- 
pace que  le  mobile  décrirait  uniformément ,  pen- 
dant ce  temps  dt,  s'il  recevait  au  commencement 
toute  cette  augmentation  de  vitesse ,  serait  égal  au 


produit  de  dv  et  di,  00  donble  de  l'eepttoe  a  qu'il 
décrit  réellement. 

1 16.  Lorsque  l'espace  parcouru  sera  donné  en 
fonction  dn  temps ,  on  en  déduira  immédiatement 
la  vitesse  correspondante ,  au  moyen  de  l'équation 

ds 
e  =  — .  Par  exemple,  les  mobiles,  dans  la  ma- 

dt 
chine  d^Athood,  décrivant  des  espaces  qui  croissent 
comme  les  carrés  du  temps,  on  en  peut  conclure 
que  leurs  vitesses  acquises  doivent  être  propor- 
tionnelles aux  temps  pendant  lesquels  ces  espaces 
sont  parcourus  j  ce  que  cette  machine  fournit ,  en 
effet ,  le  moyen  de  vérifier. 

Réciproquement ,  si  la  vitesse  est  donnée  en 
fonction  du  temps  par  la  définition  du  mouvement, 
on  en  déduira ,  par  l'intégration  ,  l'expression  de 
l'espace  parcouru.  Ainsi,  après  le  mouvement  uni- 
forme ,  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  la  vitesse 
augmente  ou  diminue  de  quantités  égales,  en 
temps  égaux,  et  qu'on  appelle ,  pour  cette  raison, 
vnifortnimênt  accéléré  ou  retardé.  Si  donc  on  ap- 
pelle g  l'accroissement  constant,  positif  ou  négatif, 
de  la  vitesse  dans  chaque  unité  de  temps,  et  a  la 
vitesse  du  mobile  quand  <  =  0 ,  la  vitesse  e  à  an 
instant  quelconque  sera ,  dans  ce  mouvement. 

•  =  o  +  y< } 

et  en  multipliant  par  di  et  intégrant,  on  aura 
X  =  b  +  at  +  \/^  gi*  ^ 

pour  la  distance  du  mobile  à  un  point  fixe  de  la 
droite  qu'il  décrit;  h  étant  cette  distance  à  rorigine 
du  temps  tm 

Lorsque  les  deux  constantes  a  et  ft  seront  nulles , 
on  aura  simplement 

V  =^  gt,     X  =z  \/2  gf  . 

L'espace  parcouru  est  donc  alors  proportionnel  av 
carré  du  temps  j  et  la  vitesse  acquise  au  bout  d'un 
temps  quelconque  t  est  telle  qu'en  vertu  de  cette 
seule  vitesse  le  mobile  décrirait,  en  un  temps  égal 
à  t,  un  espace  vt  double  de  celui  qu'il  a  paroonm. 
Il  s'ensuit  que  si  l'on  connaît  l'espace  parcouru 
dans  la  première  unité  de  temps ,  on  aura ,  en  le 
doublant ,  la  valeur  de  la  vitesse  constante  g,  par 
laquelle  un  mouvement  uniformément  accéléré 
diffère  d'un  autre  mouvement  de  la  même  nature. 
Ce  mouvement  est  celui  des  corps  pesans  qui 
tombent  dans  le  vide.  En  un  même  lien ,  la  vitesse 
g  est  égale  pour  tous  leurs  points  ;  en  sorte  qu'ils 
décrivent  tous ,  d*un  même  mouvement  de  cette 
espèce ,  des  droites  verticales.  Cette  vitesse  varie 
d'un  lieu  à  un  autre  ;  en  prenant  la  seconde  pour 
unité  de  temps ,  et  le  mètre  pour  unité  linéaire ,  on 
a  conclu  de  l'expérience 

g  =  9«»> ,80896  , 

à  l'Observatoire  de  Paris. 
La  force  qui  produit  des  vitesses  égales  en  temp* 
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é^ax  est  pour  noiif  une  forcé  eonêtantê,  Aiosi , 
la  pesantenr  est  une  force  constante  \  ce  qui  signifie 
ici  qu'elle  agit  avec  la  ménie  intensité  sur  les  corps 
déjà  animés  de  vitesses  quelconques ,  et  non  pas 
seulement ,  comme  dans  le  n»  60 ,  que  son  inten- 
sité est  la  même  dans  toute  Tétendue  d'un  corps  de 
dimensions  ordinaires. 

110.  Les  lois  de  Téquilibre  ne  supposent  aucune 
relation  particulière  entre  les  forces  et  les  vitesses 
correspondantes  ;  et ,  pour  résoudre  les  problèmes 
de  Statique ,  il  sufiit  de  connaître  les  rapports  nu- 
mériques des  forces ,  tels  qu'ils  ont  été  définis  dans 
le  n«  5.  Les  lois  du  mouvement,  au  contraire,  dé- 
pendent du  rapport  qui  doit  exister  entre  les  gran- 
deurs des  vitesses  produites  par  des  forces  données; 
et  ce  rapport,  dont  la  connaissance  est  indispensa* 
ble  pour  la  solution  des  problèmes  de  Dynamique, 
est  le  même  que  celui  des  forces,  ainsi  qu'on  va  le 
démontrer. 

Soient  toujours  x  et  e  l'espace  parcouru  et  la  vi- 
tesse acquise  par  un  point  matériel  au  bout  du 
temps  t.  Supposons  qu'à  cette  époque  deux  forces 
données  y*  et/*  agissent  simultanément  sur  le  mo- 
bile ,  suivant  la  direction  de  son  mouvement  ;  dési- 
gnons par  ti  la  vitesse  infiniment  petite  que  la 
force/* imprimerait  au  mobile ,  si  elle  agissait  seule 
pendant  un  temps  r  infiniment  petit ,  et  par  u'  celle 
qui  serait  produite  par  la  force/',  dans  le  même 
temps ,  si  la  force/* n'existait  pas.  Je  dis  que  la  si- 
multanéité de  ces  deux  forces  ne  modifiera  pat  les 
vitesses  dont  elles  sont  capables  séparément ,  et 
que  la  vitesse  produite  par  la  force/-}-/' sera 
«  -}>  W,  c'est-à-dire  qu'au  bout  du  temps  t'^  r^ 
la  vitesse  du  mobile  sera  devenue  e  -f*  «  4"  *'• 

Kn  eifet,  Paugmentatien  de  vitesse  du  mobile  ne 
pourra  dépendre  que  du  temps  r  auquel  elle  sera 
proportionnelle ,  et  de  Tétat  de  ce  point  matériel , 
ou,  autrement  dit,  de  sa  position  et  de  sa  vitesse 
pendant  ce  même  temps  r  ;  ce  ne  serait  donc  qu'en 
influant  sur  cet  état  que  l'action  de  la  force  /' 
pourrait  modifier  la  vitesse  qui  sera  produite  par  la 
fcwce/1  Or ,  pendant  le  temps  r ,  la  distance  du  mo- 
bile à  un  point  fixe  et  sa  vitesse  ne  peuvent  varier 
que  de  quantités  infiniment  petites^  négligeables 
par  rapport  à  s  et  o;  ses  variations  de  distances  à 
d'autres  points  fixes  ou  mobiles,  d'où  peuvent 
émaner  les  forces/ et/^,  sont  également  négligea- 
bles; par  conséquent,  la  vitesse  que  produira  la 
force /^  pendant  cet  intervalle  de  temps  r,  ne  sau- 
rait être  modifiée  en  aucune  manière  por  l'oction 
simultanée  de  la  force/';  et  il  en  sera  de  même  à 
regard  de  la  vitesse  due  à  lo  force/',  qui  ne  sera 
pas  non  pins  changée  par  l'action  de/.  Donc  la  vi- 
tesse totale  imprimée  au  mobile  pcndunt  le  temps  r, 
par  la  force  f+f,  sera  égale  ku  +  u'. 

On  verra  de  même  que  si  la  force/ agit  dans  le 

sens  de  la  vitesse  v^  et  la  force/'  en  sens  con- 

trure ,  'l'augmentation  dé  vittsse  produite  par  la 

force/—/ ,  sera  égale  à  u  —  t»'. 

Quelle  que  toit  la  nature  de  chacune  des  forces/ 


et/',  si  elles  sont  oapablee  d'une  même  vitesse  u 
dans  un  même  temps  infiniment  petit ,  ce  sont 
pour  nous  des  forcée  ègaUê,  Appliquées  en  sens 
contraire  l'une  de  l'autre ,  elles  ne  changeront  pas 
la  vitesse  du  mobile,  s'il  est  déjà  en  mouvement;  il 
y  aura  équilibre,  si  ce  point  matériel  est  en  repos; 
ce  qui  rentre  dans  la  définition  des  forces  égalée 
du  no  6. 

Lorsque  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  dans  le 
sens  de  la  vitesse  acquise,  deviendra  double,  tri- 
ple, quadruple,....  la  vitesse  qu'elle  produira  dans 
le  temps  r  croîtra  suivant  la  même  proportion.  Ré^ 
ciproquement ,  quand  cette  force  se  réduira  à  moi- 
tié, au  tiers,  au  quart la  vitesse  qui  sera  pro- 
duite diminuera  de  la  même  manière  ;  et ,  générale* 
ment,  les  vitesses  infiniment  petites  produites  pen- 
dant des  instans  égaux ,  dans  le  sens  ou  en  sens 
contraire  de  la  vitesse  acquise ,  ou  imprimées  à  un 
point  matériel  en  repos,  seront  entre  elles  comme 
les  intensités  des  forces  correspondantes. 

C'est  sur  ce  principe  général  qu'est  fondée  la 
mesure  des  forces  dans  la  Dynamique.  On  a  cou- 
tume de  le  présenter  comme  une  hypothèse;  nous 
le  donnons  ici  comme  une  conséquence  nécessaire 
de  ce  que  les  vitesses  imprimées  par  des  forces 
quelconques ,  dans  des  intervalles  de  temps  infini- 
ment petite,  sont  toujours  infiniment  petites ,  et  de 
ce  qu'en  même  temps  les  déplacemens  des  mobiles 
sont  aussi  infiniment  petits. 

117.  Si  les  forces  que  Ton  veut  comparer  Pune  à 
l'autre  sont  des  forces  constantes,  de  sorte  que 
chacune  d'elles  produise,  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  des  vitesses  égales  en  temps  égaux 
[o9  116),  leurs  intensités  seront  entre  elles  comme 
les  vitesses  qu'elles  impriment  en  un  même  temps 
quelconque  à  un  même  point  matériel.  Lors  donc 
que  ces  vitesses  seront  données  par  l'observation , 
on  en  conclura  le  rapport  des  forces  ;  et ,  récipro- 
quement ,  quand  ce  rapport  sera  donné  à  priori, 
on  pourra  le  prendre  pour  celui  des  vitesses. 

Désignons ,  par  exemple ,  par  «  et  V  les  intebsi> 
tés  de  la  pesanteur  à  deux  latitudes  différentes ,  et 
supposons  qu'on  ait  déterminé ,  en  ces  deux  lieux 
de  la  terre,  les  vitesses  g  et  g',  ocquises  en  une  se- 
conde par  les  corps  qui  tombent  verticalement  dans 
le  vide  ;  on  aura 


«  :  «^ 


g  Zg». 


Le  ropport  de  ces  forces  «  et  V  sera  aussi  celui  des 
poids  d'un  même  corps,  ou  de  deux  corps  homo- 
gènes et  d'un  même  volume ,  à  ces  deux  latitudes. 
L'observation  o  fait  connaître  que  les  vitesses  dues 
à  la  pesanteur,  augmentent  en  allant  de  féquateur 
au  pôle,  et  que  l'accroissement  total  est  à  peu 
près  1/200  de  la  plus  petite.  11  s'ensuit  donc  que  le 
poids  d'un  même  corps ,  transporté  de  Téquateur 
au  pôle,  augmentera  de  1/200 ,  et  que ,  pour  mettre 
en  équilibre  les  poids  de  deux  corps  homogènes 
placés  en  ces  deux  lieux  de  la  terre,  il  faudra  que 
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le  ToluiiM  dn  eorpt  ■ttué  à  réqoateur,  eicède 
de  1/BOO  calvi  du  oorpi  situé  an  p61e. 

Soient  encore  m  rinteniité  de  U  peMutear  dent 
le  sens  vertical ,  et  «t  ta  composante  suiTant  une 
droite  qui  fait  avec  sa  direction  un  angle  ».  D'après 
la  règle  dn  parailélogramme  des  forces ,  nous  au- 


rons 


ri  =:  «  cos  »; 


et  si  Ton  appelle  g  et  ^i  les  iritesses  qui  seront  pro- 
duites dans  Tunité  de  temps  par  ces  deux  forces 
constantes,  agissant  séparément  sur  un  nsème  point 
matériel ,  la  proportion 


S  S  9t 


'»  » 


donnera  aussi 


^1  =  j^  cos  a. 


d*où  Ton  lire 


«dr 


Si  ce  point  matériel  pesant  est  posé  sur  un  plan  in- 
cliné I  qui  fasse  avec  le  plan  horitontal  un  angle 
égal  à  00**  —  »,  la  force- «  se  décomposera  en  deui 
autres  f  Tune  perpendiculaire  au  plan  donné  et  qui 
sera  détruite  par  sa  résistance ,  Tautre  dirigée  sui- 
vant ce  même  plan  et  qui  sera  la  force  «i.  Cest 
cette  dernière  force  qui  produira  le  mouvement 
dans  le  vide ,  abstraction  faite  du  frottement  du 
mobile  contre  le  plan  incliné.  Ce  mouvement,  dû 
à  me  force  constante ,  sera  donc  uniformément 
«eoéléré  ;  et  si  Ton  appelle  si  ,  et  «i  ,  l^pace  par- 
couru et  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  t,  on 
aura 

équations  dans  lesquelles  on  devra  mettre  la  va- 
leur précédente  de  ^i. 

Cet  esemple  est  très  propre  à  montrer  la  néces- 
sité de  ooni^itre  à  fm»H  le  rapport  des  vitesses 
dues  à  des  forces  dont  le  rapport  est  connu  ;  car  si  I 
Ton  ne  savait  pas  déduire  ^i  de  la  vitesse  g  donnée  > 
par  robservation ,  et  quUi  fallût ,  pour  faire  usage  ' 
de  ces  dernières  équations,  déterminer  aussi  par 
rexpérience  la  valeur  de  y»  qui  répond  à  cbaque 
Valeur  de'  Tangle  « ,  la  Dynamique  se  trouverait  à 
peu  près  réduite  à  une  science  expérimentale. 

118.  Pour  mesurer  une  force  variable ,  il  faut  en 
considérer  Teffet  pendant  un  temps  infiniment  pe- 
tit, durant  lequel  on  peut  la  considérer  comme 
constante.  Soit  donc  f ,  dans  un  mouvement  recti- 
ligne  quelconque  ,  la  force  qui  agit  sur  le  mobile 
an  bout  du  temps  i,  et  que  nous  regarderons 
comme  une  quantité  positive  ou  négative  selon 
que  cette  force  agira  dans  le  sens  de  la  vitesse  ac- 
quise ou  en  sens  opposé.  Cette  vitesse  étant  v  au 
même  instant ,  elle  sera  e  -|-  <ie  au  bout  du  temps 
<  -)*  ^/  ^^  ^OTit  que  la  force  ç  aura  imprimé  une 
vitesse  dv  au  mobile  dans  Tinstant  dt.  Si  donc  on 
désigue  par  m  une  force  constante  et  connue,  capa- 
ble d'une  vitesse  y  dans  Tunité  de  temps ,  et  qui 
puisse,  conséquemment,  imprimer  au  mobile  une 
vitt'ssr  gdt  dans  le  temps  dt,  on  aura 

e  :  «  :  :  de  :  ^di  i 


Après  avoir  cboisi  arbitrairement  une  unité  li- 
néaire et  une  unité  de  temps ,  on  exprimera  en 

de 
nombres  la  constante  g  et  la  valeur  de  —  qui  a  lieu 

di 
au  bout  d'nn  temps  donné.  Cette  formule  fera  en- 
suite connaître,  au  même  instant,  le  rapport  nu- 
mérique de  la  force  f  à  la  force  connue  «  ;  et  si 
celle-ci  est  la  pesanteur,  ce  rapport  sera  celui  de 
la  force  f  au  poids  du  mobile  sur  lequel  elle  agit , 
en  sorte  que  ce  point  matériel  étant  pesant  et  sol- 
licité par  la  force  f  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, demeurarait  en  équilibre,  si  Ton  trouvait, 

1  de 
par  exemple ,  —  —  =  1. 
9  dt 
On  simplifiera  la  formule  précédente,  en  prenant 
«  et  ^  pour  unités  \  ce  qui  la  réduira  à 

de 

^  dt 

L'unité  de  force  sera  alors  la  force  constante  qui 
imprimerait  au  mobile,  dans  Tunité  de  temps,  une 
vitesse  représentée  par  Tùnité  linéaire,  de  maniève 
que  si  ces  deux  dernières  unités  sont  la  seconde  et 
le  mètra,  Tunité  de  force  sera  à  peu  près  le  dixième 
du  poids  du  mobile ,  d'après  la  valeur  de  5  du 

nous. 

db 
On  peut  remarquer  que  cette  mesura  «—  de  la 

di 
force  variable  f  est  la  vitesse  que  produirait,  dans 
l'unité  de  temps ,  une  force  constante  qui  conser- 
verait pendant  ce  temps  la  même  intensité  que  la 
force  f  pendant  l'instant  di.  Ainsi ,  dans  le  mouve- 
ment d*une  parcelle  de  fer  vers  le  pôle  d'un  aimant, 
que  nous  avons  déjà  pris  pour  exemple  (n®  113), 
la  force  e  dépend  de  la  distance  au  pûle ,  et  est  par 
conséquent  variable;  mais  si  Ton  suppose  qu'à  un 
instant  donné  le  pôle  recule  devant  le  mobile ,  de 
manière  que  la  distance  de  Tun  à  l'autre  devienne 
constante ,  la  force  f  le  deviendra  aussi ,  le  mou- 
vement se  cbangera  en  un  mouvement  uniformé- 
ment accéléré,  et  l'augmentation  de  vitesse  qni 
aura  lieu  dans  l'unité  de  temps  sera  la  mesure  de 
cette  force  à  l'instant  où  elle  est  devenue  con- 
stante. 

En  ayant  égard  à  la  valeur  de  «  trouvée  dans  le 
no  114 ,  on  peut  aussi  écrire 

dt* 

U  suit  donc  de  cette  formule  et  de  la  pi^oëdente 
qu'une  force  a  également  pour  mesure  la  vitesse 
qu'elle  produit  dans  un  temps  infiniment  petit, 
divisée  par  ce  temps,  ou  bien  le  double  de  respaGc 
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qu'*eUe  fait  parcourir,  divisé  par  le  carré  de  ce 
même  temp§«  Daos  le  mouvement  uniformément 
accéléré ,  ces  deux  manières  équivalentes  de  me- 
sorer  la  force  ont  encore  lieu  ,  sans  qu^il  soit  néces^ 
taire  que  le  temps  soit  infiniment  petit. 
U9.  Nous  avons  maintenant 

dx  dv 

*  =  F#,     r  =  -,     ♦  =  -, 

dt  di 

pour  les  formules  générales  du  mouvement  rccli- 
li$ne.  Elles  montrent  les  rapports  qui  existent , 
dans  un  mouvement  quelconque,  entre  Tespace 
parcouru ,  la  vitesse  acquise  et  la  force  qui  agit  sur 
le  mobile ,  et  comment  ces  trois  fonctions  du  temps 
peuvent  se  déduire  Tune  de  foutre ,  soit  par  la 
différent iation  ,  soit  par  Tintégration. 

En  éliminant  9  entre  les  deux  dernières ,  on  a 


♦  = 


d*  X 


oe  qui  suppose  qu^on  prenne  le  temps  t  pour  la  va- 
riable indépendante,  et  que  sa  différentielle  dt  soit 
constante }  hypothèse  que  nous  ferons  de  même, 
dans  toute  la  suite  de  cet  ouvrage ,  sans  que  nous 
ayons  besoin  de  le  répéter. 
Par  Télimination  de  dtj  on  aura  aussi 

1     d,v* 


'=T 


dx 


ce  qui  servira  à  déterminer  9  quand  la  force  P  sera 
donnée  en  fonction  de  x,  et,  réciproquement,  cette 
force  lorsque  la  TÎtesse  sera  connue  en  fonction  de 
Tespace  parcouru. 
Hous  donnerons,  dans  le  chapitre  suivant,  di- 
applications  de  ces  formules  générales. 


$  n.  HcMtfv  dêê  fonte»  91^  ayant  égard  ans 

maêê»9. 

120.  Avant  de  montrer  comment  on  devra  tenir 
compte  des  masses  dans  la  comparaison  des  forces 
qni  agissent  sur  des  mobiles  différens ,  il  importe 
de  rectifier  une  expression  inexacte  que  Ton 
emploie  souvent ,  et  qui  tient  à  une  confusion  dU- 
dées. 

Concevons  qu'un  corps  soit  posé  sur  un  plan  ho- 
rixoBtnl,  etqu^il  n*y  soit  retenu  par  aucun  frotte- 
ment.  Si  je  veux  le  faire  glisser  sur  ce  plan ,  il  fau- 
dra néanmoins ,  à  cause  de  Tineriie  de  la  matière , 
qne  j^exerce  un  effort  quelconque  ;  si  à  ce  corps  on 
en  joint  un  second ,  puis  un  troisième ,  etc. ,  il 
faudra  que  je  déploie ,  pour  produire  le  même  mon- 
vemcni ,  une  force  de  plus  en  plus  considérable, 
raorai  ^  dans  chaque  cas ,  le  sentiment  de  Teffort 
qoe  je  serai.obligé  de  faire  \  mais  je  ne  devrai  pas 
en  conclure  que  la  matière  oppose  aucune  résis- 
laeee  k  cet  effort,  et  qu'il  existe  dans  les  corps  ce 
qu  on  appelle  très  improprement  une  foret  4Ptmor* 
Kit  Quand  on  s*esprime  ainsi ,  on  confond  la  sensa- 


tion que  Ton  a  éprouvée ,  et  qui  résulte  de  Feffort 
qu^on  a  exercé,  avec  la  sensation  d*nne  résistonoe 
qui  n'existe  réellement  pas. 

Lorsque  le  corps  frotte  contre  le  plan  ,  il  y  a  ef- 
fectivement une  résistance  au  mouvement  bortion- 
tal ,  et  je  ne  peux  pas  déplacer  le  mobile  sur  oe 
plan  sans  exercer  un  effort  supérieur  &  cette  résis- 
tance. De  même ,  quand  je  veux  soulever  le  mobile 
verticalement ,  il  y  a  aussi  une  résistance  à  ce  mou- 
vement ,  que  je  dois  vaincre  par  un  effort  qui  la 
surpasse.  Dans  les  deux  cas,  je  ne  produirai  aucun 
mouvement  tant  que  je  ne  ferai  pas  un  effort  plus 
grand  que  le  poids  du  corps ,  ou  que  son  adhésion 
au  plan  horizontal;  mais  si  Ton  ne  suppose  ni  pe- 
santeur ni  frottement ,  je  mettrai  le  corps  en  mou- 
vement, quelque  faible  que  soit  Teffort  que  j'exer- 
cerai, et  quelque  grande  que  soit  la  masse  du 
mobile  :  alors ,  si  j'éprouve  qu^il  faut  faire  un  plus 
grand  effort  pour  communiquer  le  même  mouve- 
vement  à  un  corps  qu^&  un  outre ,  j'en  conclurai 
que  le  premier  se  compose  d'une  plus  grande  quan- 
tité de  matière  que  le  second  j  et  si  je  pouvais  com- 
parer avec  précision  les  grandeurs  des  efforts  que 
j'aurai  exercés ,  leur  rapport  serait  celui  des  masses 
de  ces  deux  mobiles.  C'est  sur  une  semblable  con- 
sidération qu'est  fondée ,  ainsi  que  nous  allons  l'ex* 
pliquer ,  la  mesure  des  masses  d'après  les  gran- 
deurs des  forces  qui  les  mettent  en  mouvement , 
et,  réciproquement ,  la  mesure  des  forces  en  ayant 
égard  aux  masses  et  aux  vitesses. 

121.  Deux  points  matériels ,  appartenant  à  des 
corps  qui  peuvent  être  de  nature  différente,  ont  des 
masses  égales  ou  inégales,  selon  que  des  forces 
qti'on  suppose  égales  leur  impriment,  dans  un 
même  temps  ,  la  même  vitesse  ou  des  vitesses 
différentes.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
les  forces  appliquées  à  ces  deux  points  soient  verti- 
cales ,  et  qu'après  les  avoir  placées  daos  les  deux 
plateaux  d'une  balance ,  il  y  ait  équilibre.  Ces 
forces  seront  égales  dans  cette  hypothèse  ;  et  cela 
étant ,  si  les  deux  points  sont  rendus  entièrement 
libres,  et  que  les  mêmes  forces  les  mettent  en 
mouvement,  leurs  masses  seront  égales  ou  iné- 
gales ,  selon  qu'ils  prendront ,  dons  le  premier 
instant ,  des  vitesses  infiniment  petites ,  égales  ou 
inégales. 

Lorsque ,  de  cette  manière ,  les  masses  de  diffé- 
rens points  matériels  auront  été  reconnues  égales , 
en  les  réunissant  on  formera  d'autres  points  dont 
les  masses  auront  entre  elles  des  rapports  quelcoa- 
ques.  Ainsi ,  en  appelant /*  la  masse  de  chacun  des 
points  égaux ,  m  et  m'  les  masses  de  deux  autres 
points  formés  de  is  et  is'  des  premiers ,  ^  et  m'  se- 
ront entre  elles  comme  ces  nombres  is  et  »',  et  l'on- 

anra 

m  =  nfi ,    m'  =  f«V> 

Maintenant ,  soient  u,  v,  v',  des  vitesses  infini- 
ment petites ,  s  et  ^  des  nombres  entiers ,  et 


tu 


r*  =  sV 
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Sî  deux  totcêàfetf  imprlmtnt  aux  maises  m  et 

m' les  vitesses  v  et  v'  dans  un  même  instant ,  Je  dis 
qu^on  aura 

En  effet,  on  peut  regarder  la  force  ^  comme  la 
somme  d^un  nombre  n  de  forces  égales  qui  impri- 
priment  la  même  vitesse  v  à  chacun  des  n  points 
égaux  dont  m  se  compose;  de  sorte  qu^en  appe- 
lant k  Tune  de  ces  forces  égales ,  on  aura 

Soit,  en  outre ,  h  la  force  qui  imprimerait  la  vitesse 
ti  k  chacun  de  ces  points  égaux ,  pendant  le  même 
instant  que  la  force  k  lui  imprime  la  vitesse  p.  Ces 
forces  agissant  sur  un  même  point  matériel ,  seront 
entre  elles  comme  les  vitesses  •  et  v  (n»  116)  ;  et, 
&  cause  de  o  =  tu,  il  en  résultera 

i  =  a. 

Nous  aurons  de  mémo 

/'  =  «'*' ,      k>  =  s'A' , 

en  regardant  y  comme  la  somme  de  n'  forces  k*  ca- 
pables dMmprimer  la  vitesse  v'  à  chacun  des  points 
égaux  dont  se  compose  m\  et  appelant  k'  la  force 
qui  imprimerait  à  chacun  de  ces  mêmes  points  la 
vitesse  «.  Or,  k  et  Vêtant  des  forces  capables 
d'imprimer  dans  un  même  instant  une  même  tî- 
tesse  «  à  deux  points  égaux  en  masse ,  savoir ,  à 
deux  des  points  dont  la  masse  commune  a  été  re- 
présentée par  fAj  il  suit  de  ce  qui  précède  qu^ou 
doit  avoir  k'  =  k.  D'après  les  équations  précéden- 
tes, on  aura  alors 

f=ink,    f  =»VA; 

et,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  m^m'^  v  ^  v',  il 
en  résultera  la  proportion  qu'il  s^agissait  de 
démontrer. 

122.  Cela  posé,  considérons  un  corps  de  gran- 
deur et  de  forme  quelconques,  dont  tous  les  points 
décrivent  des  droites  parallèles ,  avec  une  vitesse 
commune  qui  peut  d'ailleurs  varier  avec  le  temps. 
Partageons  ce  corps  en  une  infinité  de  points  ma- 
tériels égaux  en  roosse,  tels  qu'on  vient  de  les 
définir.  On  pourra  attribuer  le  mouvement  de  tous 
ces  points  k  des  forces  qui  seront  égales  et  paral- 
lèles dans  toute  l'étendue  du  mobile;  leur  résul- 
tante ,  pour  une  partie  quelconque  de  ce  corps , 
sera  égale  à  leur  somme,  et  appliquée  au  centre  de 
gravité  de  cette  même  partie.  Les  forces  corres- 
pondantes à  deux  parties  quelconques  seront  donc 
entre  elles  comme  leurs  masses  ;  par  conséquent, 
si  l'on  appelle  y* la  force  totale  qui  agit  sur  le  mo- 
bile ,  m  sa  masse ,  et  f  la  force  qui  répond  à  une 
partie  de  cette  masse  prise  pour  unité ,  on  aura 

Quant  à  la  force  f ,  elle  sera  proportionnelle  à  l'ac- 
croissement de  la  vitesse  des  points  du  mobile 
pendant  un  temps  infiniment  petit;  et  si  l'on 


appelle  v  cette  vitesse  eu  bont  du  tenips  f ,  on 
pourra  prendre  pour  sa  mesure,  comme  dans 
le  no  118, 

de 


Il  en  résultera  donc 


de 

dt 

pour  l'expression  de  la  force  dans  un  monTement 
quelconque ,  en  ayant  égard  à  la  masse  du  mobile, 
et  supposant  tous  ses  points  animés  d'une  même 
vitesse. 

Cette  forme/,  qui  est  la  résultante  ou  la  somme 
des  forces  infiniment  petites  qu^on  peut  supposer 
appliquées  à  tous  les  points  dont  le  corps  est 
composé ,  se  nomme  forcé  motrice  ;  le  facteur  f  de 
sa  valeur  m^,  s'appelle /erctfacc^/^rotrice,  etn^est 
autre  chose  que  la  force  motrice  rapportée  à 
Tunité  de  masse. 

La  force  motrice  se  change  en  une  pressiom 
lorsque  la  masse  sur  laquelle  elle  agit  est  appu^ 
contre  un  plan  fixe,  perpendiculaire  a  sa  direction. 
Une  pression  et  une  force  motrice  ne  diffèrent 
donc  Tune  de  l'autre  qu'en  ce  que  les  Titessea  in- 
finiment petites  qu^une  pression  tend  à  produire 
sont  incessamment  détruites  par  la  résistance  da 
plan  fixe  qui  la  supporte,  tandis  que  celles  qui 
sont  effectivement  produites  pendant  chaque  in- 
stant par  la  force  motrice  s'accumulent  dans  le 
mobile ,  et  quHl  en  résulte  une  vitesse  finie  après 
un  temps  fini.  Deux  pressions  sont  entre  elles 
comme  les  masses  multipliées  par  les  vitesses  in- 
finiment petites  qu'elles  tendent  à  leur  imprimer 
dans  un  même  instant,  et  qu'elles  leur  imprime- 
raient,  en  effet,  si  ces  masses  étaient  libres. 

123.  Si  le  mouvement  commun  à  tons  les  points 
d'un  mobile  est  uniformément  accéléré,  et  qu'on 
appelle^  Taugmentation  de  vitesse  qui  a  lieu  dans 
chaque  unité  de  temps ,  on  a 

Pour  une  autre  force  constante^  agissant  aur  une 
masse  m',  et  produisant  une  Titesse  g'  dans  l'onitë 
de  temps ,  on  aura  de  même 

/'  =  my. 

Or,  l'observation  a  prouvé  que  deux  corps  pesaoi , 
quelle  que  soit  la  différence  des  matièrea,  acquiè* 
rent  la  même  vitesse  en  tombant  dans  le  Tide 
pendant  un  même  intervalle  de  temps.  Dans  le  cas 
de  la  pesanteur,  on  a  donc  ^=:^';  et,  conséquem- 
ment,  les  poids /et/^  de  deux  corps  quelconques 
sont  entre  eux  comme  leurs  masses  m  et  m\  ainsi 
que  nous  Tavons  supposé  dans  le  n»  60.  Le  seul 
fait,  constaté  par  une  expérience  journalière,  que 
des  corps  hétérogènes  ont  des  poids  égaux  sous 
des  Tolumes  différons ,  no  suflisait  pas  pour  déci- 
der si  leurs  masses  sont  égales  on  inégales  |  il 
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fidiait  MToIr ,  de  pluf ,  que  la  pennteQr  leur  im- 
prime le  même  mouvement,  pour  pouvoir  con- 
clure ,  de  régaliié  des  poidt ,  régalité  des  quanti* 
tés  de  matière. 

Le  poids  d'un  corps  pesant  qui  tombe  dans  le 
▼ide  est  sa  force  motrice,  et  la  pesanteur  est  sa 
force  accélératrice.  Pour  abréger ,  on  appelle  son- 
vent  j»a«<iii/nir  ou  graviiè  la  vitesse  g,  qui  n'est 
que  la  mesure  de  cette  force. 

124.  Si  des  forces  données  agissent  à  la  surface 
on  sur  d'autres  parties  d'un  corps  solide ,  et  qu'il 
en  résulte  pour  tous  ses  points  des  vitesses  égales 
et  parallèles ,  il  faudra  que  ces  forœs  aient  une 
résultante  unique ,  qui  coïncidera  ,  en  grandeur  et 
en  direction,  avec  la  force  motrice,  telle  qu'on 
vient  de  la  dé6nir,  et  dont  on  déduira  la  force 
accélératrice  en  la  divisant  par  la  masse  entière  du 
mobile. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  corps  pesant 
tombe  dans  l'air,  dans  Teau,  ou  dans  tout  autre 
fluide,  et  que  sa  forme  et  sa  densité^  s'il  n'est  pas 
homogène,  soient  symétriques  autour  d'un  axe 
vertical.  Il  est  évident  que  tout  étant  semblable 
antoor  de  cet  axe ,  tous  les  points  du  mobile  dé> 
eriroot  des  droites  verticales;  ce  qui  exige,  puis- 
qu'il s'agit  d'un  corps  solide,  qu'ils  aient  tous  la 
même  vitesse  à  chaque  instant.  La  résistance  du 
milieu,  qui  s'exerce  à  la  surface  de  ce  corps,  se 
réduira  donc  à  une  force  diri{;ée  suivant  son  aie 
de  figure.  Je  désignerai  par  R  son  intensité  à  un 
instant  quelconque,  par  4  In  partie  correspondante 
de  la  force  accélératrice  du  mobile ,  et  par  m  sa 
masse  ;  on  aura  alors 

R 

m 

Comme  cette  force  agit  en  sens  contraire  de  la  gra- 
vité pendant  la  chute  du  corps ,  la  force  accéléra- 
Iriee  totale  sera  g  —  4-  ^i  ^^  mobile  était  lancé 
verticalement  de  bas  en  haut,  les  deux  forces  agi- 
raient dans  le  même  sens ,  et  la  force  accélératrice 
totale  serait  négative  et  égale  à  — g  — 4* 

La  théorie  de  la  résistance  des  fluides  est  encore 
trop  peu  avancée  pour  qu'on  puisse  déterminer, 
épriêrij  la  valeur  de  R  ,  laquelle  peut  dépendre  de 
la  vitesse  v  dont  le  mobile  est  animé,  de  sa  forme, 
de  la  densité  et  de  la  nature  du  fluide.  Le  plus 
eomnunément ,  on  la  suppose  proportionnelle  au 
carré  de  v  et  à  la  densité  du  fluide,  que  je  repré- 
seotenû  par  f ,  de  sorte  que  l'on  a 

R  =3  ^fV»  ; 

r  étant  on  coeflicient  qui  ne  peut  plus  dépendre 
que  de  la  forme  et  des  dimensions  du  corps ,  de  la 
nature  du  fluide ,  liquide  ou  aériforme ,  et  de  sa 
température. 

Dans  le  cas  d'une  sphère ,  on  regarde  le  coefll- 
cieni  r  cmnme  proportionnel  à  sa  surface  ou  an 
eatré  de  ton  diamètre.  En  désignant  donc  par  r 


son  rayon,  et  par  D  sa  densité,  de  sorte  que  sa 
masse  soit 

m  =  ^  DrS  , 

a 

il  en  résultera 

""    Dr 

y  désignant  un  coefficient  numérique  qui  sera  le 
roèroe  pour  toutes  les  sphères ,  et  dont  la  valeur 
devra  être  déterminée  par  rexpériencc  pour  chaque 
noture  de  fluide.  \  cause  que  cette  quantité  4  ^'^ 
de  la  même  nature  que  ^^  il  s'ensuit  que  si  l'on 
désigne  par  k  une  vitesse  donnée,  il  faudra  qu'où 
ait 

Dr       h 

—  ^  — , 

>f        S 
afin  que  l'expression  de  4  prenne  la  forme 

or* 

h* 

conformément  au  principe  de  l'homogénéité  des 
quantités  (n»  23). 

125.  Une  même  force  constante ,  agissant  suo- 
cessivemcnt  sur  des  masses  diff'érentes  ,  produiili 
des  mouvemens  uniformément  accélérés,  dans 
lesquels  la  force  accélératirice ,  ou  l'accroissement 
constant  de  la  vitesse  dans  chaque  unité  de  temps, 
sera  en  raison  inverse  de  la  masse. 

Ainsi,  par  exemple  frétant  le  poids m^  d'une 
masse  m ,  si  Ton  suspend  cette  ma^se  à  l'extrémité 
d'un  fil  qui  soit  attaché  par  son  autre  bout  &  une 
autre  masse  m'  posée  sur  un  plan  horixontal ,  il 
est  évident  que  ces  deux  masses  prendront  un 
même  mouvement  nniformément  accéléré,  et  dû 
à  la  force  motrice/^  abstraction  faite  du  frottement 
et  du  poids  de  la  partie  verticale  du  fil.  Si  dono 
on  appelle  g''  la  force  accélératrice  de  ce  mouve- 
ment ,  on  aura 


m  +  m< 


S"  = 


I  • 


ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

9*  =  ^  cos  «, 
en  désignant  par  a  un  angle  tel  que  l'on  ait 

m  =  (m  4"  ■>')  c<^*  *• 

Par  conséquent ,  le  mouvement  dont  il  s'agit  sera 
le  même  que  celui  d'un  corps  pesant  sur  un  plan 
incliné,  qui  fait  l'angle  «  avec  la  verticale  (n»  117). 
Tous  les  corps  étant  mobiles  et  susceptibles  de 
prendre  des  vitesses  en  raison  inverse  de  leurs 
masses ,  lorsqu'ils  sont  soumis ,  pendant  un  même 
temps,  à  l'action  d'une  même  force,  il  s*ensnit 
qu'il  n'existe  pas  de  corps  réellement  fixé»;  ceux 
qu'on  appelle  ainsi  sont  des  corps  qui  ont  de  très 


70 


TR\ITÊ  DE  XiCANIQVB. 


graades  maises  par  rapport  à  celles  dont  dépen» 
dent  les  forces  motrices  qu*on  leur  appUifue ,  et 
qui  ne  reçoivent,  consëquemnient ,  de  Pactton  de 
ces  forcei  que  des  vitesses  e&trémement  petites» 
A  la  surface  de  la  terrci  ce  sont  Ici  corps  attachés 
à  cette  surface  qui  ne  font  qu^une  seule  niasse 
avec  celle  du  globe  terres^e ;  et,  en  effet,  en  pre- 
nant cette  masse  pour  m'  dans  Texemple  précé- 
dent, on  voit  que  la  vitesse  ^'  qui  lui  sera  imprimée 
dans  Tunité  de  temps,  par  un  poids  mg  correspon- 
dant à  une  masse  m  de  grandeur  ordinaire,  pourra 
être  regardée  comme  tour-à-fait  insensible. 

186.  On  a  coutume  d^appeler  quantité  de  mouve' 
mmt  ffun  corps  le  produit  de  sa  masse  por  sa 
vitesse.  Pour  me  conformer  à  Fusage,  j^emploierai 
cette  expression ,  à  loque! le  il  serait  toutefois  plus 
correct  de  substituer  celle  de  quantité  de  vitesse j. 
puisque  c^est  la  vitesse  qui  réside  dans  le  mobile , 
et  que  le  mouvement  n*en  est  qn*un  effet  subsé- 
quent. 

Il  n'y  a  aucune  force  qui  produise  instantané«- 
ment  une  quantité  finie  de  mouvement.  Le  choc 
d'un  corps  solide  en  mouvement  contre  un  corps 
solide  en  repos  imprime  a  celui-ci,  dans  un  temps 
très  court,  mais  non  pas  infiniment  petit,  une 
vitesse  qui  peut  être  quelquefois  très  grande;  et, 
pendant  cet  intervalle  de  temps,  les  deux  corps  ne 
te  déplacent  pas  sensiblement.  Quelque  durs  qu^on 
les  suppose ,  ils  se  compriment  toujours  un  tant 
soit  peu  ;  la  vitesse  passe  de  Tun  à  Tautre  par  de- 
grés infiniment  petits;  et  si  Ton  fait  abstraction  de 
l'élasticité  de  ces  deux  corps ,  leur  action  mutuelle 
cesse  dès  qu'ils  ont  des  vitesses  égales.  Cette 
communication  rapide  de  la  vitesse ,  sans  déplace- 
ment sensible  des  masses,  est  ce  qu'on  appelle  une 
percussion  ou  une  impulsion}  elle  équivaut,  comme 
on  voit^  k  une  force  motrice  agissant,  pendant  un 
temps  très  court,  avec  une  très  grande  intensité. 

En  considérant  ainsi  la  percussion  comme  la 
somme  des  actions  infiniment  petites  d%ne  force 
motrice ,  on  en  conclut  qu'elle  se  décompose  en 
deux  autres  percussions,  suivant  des  directions 
données,  par  la  règle  du  parallélogramme  des 
forces ,  comme  chacune  de  ces  actions  successives. 
Si ,  par  exemple ,  on  exerce  sur  la  iéte  tTun  coi» 
une  percussion  normale  que  j'appellerai  P ,  elle  se 
décomposera  en  deux  autres  percussions  perpendi- 
laires  &  ses  deux  faces;  et  si  l'on  représente  par 
Q  et  Q'  les  deux  composantes,  par  K.  et  K'  les  lon- 
gueurs des  faces  auxquelles  elle^  répondent ,  et 
par  H  celle  de  la  tète  du  coin ,  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  aura ,  d'après  la  règle  citée. 

Q  :  P  :  :  K.  :  H , 
Q'  :  p  ::  K,'  :  H; 


d'où  Ton  tire 


PK  VIL! 

Q  =  -,        Q'  =  -. 
H  H 


Ainsi ,  en  supposant  que  cette  percussion  P  pro« 
vienne  d^ane  masse  m  qui  vient  frapper  la  tête  do 
coin  avec  une  vitesse  a,  ses  deux  faces,  ou  plutèt 
les  obstocles  fixes  contre  lesquels  elles  s'appnient, 
seront  dans  le  même  cas  que  s'ils  étaient  frappés 
normalement  par  la  même  masse  m ,  animée  de 
vitesses  proportionnelles  à  leurs  longueurS|  et  ex- 

primées  par  —  et  — . 
H       H 

127.  Si  un  corps  solide  en  repos  est  frappé  à  la 
fois ,  en  sens  opposés ,  par  deux  autres  corps  dont 
les  masses  sont  m  et  m',  et  les  vitesses  v  et  v';  que 
ces  trois  corps  soient  symétriques  autour  d'an 
même  axe  quant  à  leur  forme  et  quant  à  leur  den- 
sité, et  que  tous  les  points  des  deux  derniers  se 
meuvent  parallèlement  à  cette  droite,  leurs  per* 
eussions  sur  le  corps  intermédiaire  se  feront  équi- 
libre ,  lorsque  les  quantités  de  mouvement  mv  et 
mV  seront  égales ,  c'est-à-dire  que  ces  quantités 
de  mouvement  passeront ,  pendant  un  temps  très 
court,  dans  le  corps  intermédiaire,  et  s'y  détrui- 
ront sans  que  ce  corps  soit  déplacé  d'une  manière 
sensible. 

L'équilibre  aura  lien  également  si  l'on  supprime 
le  corps  intermédiaire,  et  que  la  communication  de 
la  vitesse  se  fasse  immédiatement  entre  les  deux 
autres  corps.  Ainsi,  deux  corps  solides  qui  vont 
au  devant  Tun  de  l'autre  se  réduisent  au  repos  » 
abstraction  faite  de  l'élasticité ,  lorsqu'ils  viennent 
à  se  choquer ,  et  que  leurs  masses  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  vitesses  ;  et ,  réciproquement ,  les 
produits  des  masses  et  des  vitesses  sont  égaux 
quand  il  y  a  équilibre  dans  le  choc  de  deux  corps 
solides.  On  suppose  ici ,  comme  on  vient  de  le 
dire,  les  deux  mobiles  symétriques  autour  d'une 
même  droite,  et  les  vitesses  de  tous  leurs  points 
parallèles  à  cette  droite,  laquelle  est  celle  qui 
pasS||B  par  le  centre  de  gravité  des  deux  masses. 
1<a  copdition  d'équilibre  dans  le  choc  de  ces  corps 
est  donc  Tégalité  de  leurs  quantités  da  oMove- 
ment ,  ou  l'équation 


mv 


mV, 


m  et  W  étant  leurs  masses,  et  v  et  v*  leurs  vitesses. 
Nous  déterminerons  par  la  suite  les  mouvemens 
qui  auront  lieu  après  le  choc ,  quand  ces  condi- 
tions relatives  aux  grandeurs  et  à  la  direction  des 
vitesses,  et  à  la  forme  des  mobiles ,  ne  seront  pas 
remplies,  ou  bien  quand  on  aura  égard  à  leur 
élasticité. 

U  résulte  de  cette  loi  de  l'équilibre  dans  le  choc 
que  la  percussion  fournirait  le  moyen  le  plus  di- 
rect de  mesurer  la  masse  des  corps.  On  imprime- 
rait une  vitesse  connue  a  à  tous  les  points  d'un 
corps  dont  la  masse  serait  prise  pour  unité  ;  et  si 
l'on  pouvait  déterminer  exactement  la  vitesse  v 
dont  tous  les  points  d'un  autre  cdTps  devraient 
être  animés,  pour  qu'il  fît  équilibre  au  premier, 
en  le  choquant  en  sens  contraire  de  son  mowre- 
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■mil  U  Biaise  de  oe  second  oorps  aonit  «lors 

a 
poor  Taleur  numérique  le  rapport  -»  ;  mais  il  est 

V 

inutile  de  dire  qne  ce  moyen  est  impraticable ,  et 
que  c^est  toujours  aux  poids  des  corps  qu'il  faut 
recourir  pour  mesurer  leurs  masses. 

Il  s'ensuit  aussi  que  deux  percussions  exercées 
sur  un  corps  solide,  dcTront  être  regardées  comme 
équivalentes  j  lorsqu'elles  répondront  i  des  quan- 
tités égales  de  mouvement;  en  sorte  que,  dans 
Texemple  du  numéro  précédent,  la  tète  et  les  deux 
faces  du  coin  éprouveront  les  mêmes  effets,  ou 
seront  frappées  avec  la  même  énergie,  si  la 
masse  m  et  la  vitesse  a  sont  remplacées  par  une 
masse  m'  et  une  vitesse  a',  telles  que  Ton  ait 

128.  Lorsque  deux  percussions,  provenant  de  ' 
vitesse  en  raison  inverse  des  masses,  seront  exer- 
cées simultanément  sur  les  deux  plateaux  d'une 
balance,  il  y  aura  équilibre  ;  la  balance  remplaçant 
ici  le  corps  intermédiaire  que  nous  avons  considéré 
dans  Te  numéro  précédent.  Ce  cas  sera ,  par  exem- 
ple ,  celui  de  deux  corps  pesans ,  dont  les  masses 
sont  m  et  ai',  et  qui  tombent  au  même  instant  sur 
ces  deux  plateaux ,  après  avoir  acquis  des  vitesses 
e  et  v*,  telles  que  Ton  ait  me=mV. 

Si  la  masse  m  est  en  repos  dans  Tun  des  deux 
plateaux ,  son  poids  y  exercera  une  pression  qui 
sera  généralement  vaincue  par  la  percussion  de 
Tautre  masse  \  mais  il  n'est  point  exact  de  dire , 
comme  on  le  fait  ordinairement,  que  cela  aura  tou- 
jours lieu ,  quelque  grande  que  soit  la  pression 
dans  son  espèce,  et  quelque  petite  que  soit  la  per- 
CBSsion  dans  la  sienne. 

En  effet ,  on  peut  remplacer  la  percussion  de  m' 
par  une  force  motrice  agissant  sur  Tun  des  deux 
plateaux  sans  le  déplacer  sensiblement ,  pendant 
un  temps  très  court  que  je  représenterai  par  r.  En 


désignant  par  mfydt  la  quantité  infiniment  petite 
de  vitesse  dont  cette  force  variable  est  capable 

pendant  Tinstant  dt,  le  produit  m'  /     vdi  sera  la 

quantité  de  vitesse  qu'elle  communiquera  à  la  ba- 
lance pendant  le  temps  r.  Pendant  ce  même  temps, 
le  poids  de  m  produiro  une  quantité  de  mouvement 
exprimée  par  mgr^  en  représentant  par  g  la  gravité. 
Pour  qu'il  y  ait  équilibre  iTons  le  système,  il  fau- 
dra donc  que  l'intégrale  /  vdi  soit  toute  la  vi- 
tesse tf  dont  la  masse  m!  est  animée  à  l'instant  où 
la  percussion  commence,  de  sorte  qu'il  ne  lui  reste 
plus  aucun  degré  de  vitesse  quand  le  choc  est 
fini  ;  et,  cela  étant ,  il  suffira  que  les  quantités  de 

mouvement  mgr  et  m'  I    vdt,  imprimées  en  sens 

contraire  à  la  balance  pendant  la  durée  du  clioc , 
soient  égales  entre  elles.  La  condition  de  cet  équi- 
libre sera  exprimée  par  l'équation 

m  V  =  mgr  ; 

et  selon  qu'on  aura ,  au  contraire,  mV  >  wtgr  ou 
m'e'  <  mgr ,  ce  sera  la  percussion  qui  l'emportera 
sur  la  pression  ,  ou  la  pression  sur  la  percussion. 
Or,  quoique  le  temps  r  soit  extrêmement  petit ,  ce 
dernier  cas  est  possible ,  en  supposant  la  masse  m 
suffisamment  grande  i  l'égard  de  m'  :  pour  qu'il 
fût  impossible,  il  faudrait  que  la  durée  de  la  per- 
cussion fût  infiniment  petite;  ce  qui  n'a  pas  lieu 
dans  la  nature. 

La  Dynamique  sera  une  application  continuelle 
des  principes  que  nous  avons  exposés  en  détail 
dans  ce  cbopitre,  et  dont  il  est  nécessaire  de  se 
former  une  idée  précise ,  avant  d'essayer  de  résou- 
dre les  différens  problèmes  relatifs  au  mouvement 
des  corps. 


CHAPITRE  U. 


EXEMPLES    DU   MOUVEMENT   BECTILIGNE. 


129.  D''après  ce  qu*on  a  vu  dans  le  n»  119,  les 
équations  do  mouvement  rcctiligne  d'un  point  ma- 
tériel sont  celles-ci  : 


dt 


à» 

di 


a  = 


0) 


dont  la  dernière  est  une  suite  des  deux  autres ,  et 
dans  lesquelles  on  a  désigné ,  au  bout  d'un  temps 
quelconque  îj  par  s  la  distance  du  mobile  à  un 
point  fixe  de  la  droite  qu'il  décrit,  par  v  sa  vitesse 
acquise ,  et  par  f  la  force  qui  le  sollicite  ;  f  étant 
une  quantité  positive  ou  négative,  selon  que  cette 
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force  «gin  dam  le  leoB  ou  en  Bens  cootnire  de  la 
▼iteMe  9.  Ces  équations  s^oppliqaeront  non  seole- 
ment  à  un  point  matériel  isolé,  mais  aussi  à  un 
eorps  solide  de  grandeur  quelconque,  dont  tous 
les  points  décriront  des  droites  parallèles,  et  au- 
ront, par  conséquent,  un  mouvement  commun  : 
p  sera  alors  la  force  accélératrice,  égale  à  la  force 
motrice  divisée  par  la  masse  du  mobile. 

La  valeur  de  f  sera  donnée  dans  chaque  pro- 
blème; et  la  question  consistero  h  en  déduire,  par 
Pintégration,  les  expressions  de  v  et  x  en  fonctions 
de  i.  Elles  contiendront  deux  constantes  arbitrai- 
res, dont  on  déterminera  les  valeurs  d'après  celles 
de  «  et  V  à  Torigine  du  mouvement,  qui  devront 
être  données  dans  chaque  exemple.  Dorénavant, 
nous  supposerons  toujours  que  Ton  compte  le 
temps  t  à  partir  de  cette  origine  ;  en  sorte  que  les 
valeurs  données  de  «  et  e  répondront  à  f  =  0. 

LUntégration  ne  sera  généralement  possible  sous 
forme  finie ,  que  quand  f  ne  dépendra ,  comme 
nous  le  supposerons  dans  les  exemples  suivans, 
que  d'une  seule  des  quantités  fj  9,  s.  Lorsque  la 
voleur  donnée  de  f  les  contiendra  toutes  trois ,  ou 
deux  seulement ,  les  valeurs  de  s  et  e  ne  pourront 
s'exprimer  que  por  les  séries. 

130.  Supposons  d'abord  que  la  force  f  soit  con- 
stante ,  et  qu'il  s'agisse,  par  exemple ,  du  mouve- 
ment vertical  d'un  corps  qui  tombe  dans  le  vide 
en  vertu  de  la  pesanteur. 

En  désignant  cette  force  par  g,  nous  aurons 


=  9\ 


d*où  l'on  tire 

•  ==yl,      «  =  l/?y/.  , 

et,  par  conséquent, 

en  supposant  que  la  distance  x  soit  comptée  du 
point  de  départ  du  mobile,  et  que  la  vitesse  initiole 
soit  nulle,  de  sorte  qu'on  ait  x=0  et  «=0, 
quond  fr=0. 

Si  on  appelle  a  la  vitesse  acquise  en  tombant 
d'une  hauteur  h,  on  aura 

a  =  l/^îïsh; 

ce  c|ui  fournit  une  expression  commode  d'une  vi- 
tesse quelconque,  au  moyen  de  la  houteurd'où 
un  corps  pesant  devrait  tomber  pour  l'acquérir  ,  et 
de  la  vitesse  constante  g.  Le  temps  de  la  chute  de 
cette  hauteur  h  étant  représenté  par  t ,  on  aura 
aussi 

•  =  — =  K     — ,  A=i/2^e«  =  — . 

9  9  2g 

Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en 


haut,  l'équation  de  son  monvenent  dint  le  vide 

sera 

d*  s 

■dF  =  -' 

g  étant  la  même  vitesse  constante  que  dans  le  cas 
précédent,  parce  cpie  l'on  suppose  l'action  de  la 
pesanteur  sur  les  corps  en  mouvement,  indépen- 
dante du  sens  dans  lequel  ils  se  meuvent,  aussi 
bien  que  de  la  grandeur  de  leur  vitesse.  En  suppo- 
sant que  a  soit  la  vitesse  initiale,  on  en  déduira 

e  =  a  —  y< ,    «  =  ol  —  1/2  y<«  , 

pour  la  vitesse  et  l'espace  parcouru  à  un  instant 
quelconque.  11  est  évident  que  le  mobile  8*élèvera 
jusqu'à  ce  que  cette  vitesse  soit  nulle.  Si  dooo  on 
appelle  I'  le  temps  de  son  élévation ,  et  V  la  hau- 
teur à  laquelle  il  parviendra,  on  aura 


a 
9 


a» 
^9 


et  comme  ces  valeurs  coïncident  avec  celles  de  6  et 
h  du  cas  précédent,  on  en  conclut  qu'un  corps  pe- 
sant, lancé  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  a, 
s'élève  dans  le  vide  h  la  hauteur  d'où  il  devrait 
tomber  pour  acquérir  cette  même  vitesse  ,  et  que 
le  temps  de  son  élévation  est  le  même  que  celui  de 
sa  chute. 

Communément  on  appelle  h  la  hauteur  due  lila 
vitesse  a,  et,  réciproquement ,  a  la  vitesse  due  à  la 
hauteur  h, 

131.  Soit  que  le  mobile  monte  ou  descende,  il 
suffira ,  pour  former  les  équations  de  son  mouve- 
ment sur  un  plan  incliné,  de  mettre  d<vns  les  pré- 
cédentes g  cos  «  à  la  place  de  ^  ^  en  désignant , 
comme  dans  le  n»  117 ,  par  «  le  complément  de 
Tinclinaison  du  plan  donné  sur  un  plan  horiiontal. 

Dans  le  cas  de  la  chute,  on  aura  donc 

9  =  gt  cos  «,  «  =  1/d  gt>  cos  «,  v*  =.  2gs  cos  aj 

mais  en  appelant  l  la  longueur  du  plan  incliné ,  et 
h  sa  hauteur,  on  a 

h  =  l  cos  «  j 

si  donc  on  indique  par  k  la  vitesse  acquise  par  le 
mobile ,  quand  il  aura  parcouru  toute  cette  lon- 
gueur, on  aura 

k*  =  2gl  cos  «  =  2gh  j 

ce  qui  montre  que  cette  vitesse  k  est  la  même  que 
si  le  mobile  fût  tombé  par  la  verticale  k. 

Soit  ABC  (fig.  34)  la  circonférence  d'un  cercle 
dont  le  ])]an  est  vertical.  Supposons  que  AB  repré- 
sente son  diamètre  vertical,  et  cherchons ,  d'après 
les  équations  précédentes ,  le  temps  qu'un  point 
matériel  pesant  emploiera  à  parcourir  la  corde  AC, 
aboutissant  à  l'extrémité  supérieure  de  ce  diamè- 
tre. En  abaissant  du  point  C  la  perpendiculaire  CD 
sur  AB  ,  on  aura ,  dans  ce  cas, 

AC  =  1,       AD  =  fci 


dthauqus  ,  PBuiiBi  pa&tq. 
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lU  si  ron 


par  I  la  tempe  demendé ,  on 


al»  k 

d*Bprét  one  propriété  coimue  du  cercle  ;  on  a  d*ail- 
leart 

en  appelant  h  le  diamètre  AB;  d'où  Ton  conclut 

gh  g 

Or ,  ce  tempi  est  le  même  que  celui  de  la  chute 
par  une  hauteur  Terticale  6  ;  il  en  résulte  donc  que 
la  corde  AC  sera  parcourue  dans  le  même  temps 
que  le  diiimétre  AB. 

On  tronvera  le  même  résultat ,  en  considérant 
le  mouvement  sur  la  corde  CE  qui  aboutit  k  Tex- 
trémité   inférieure   de    AB,  et  sera   aussi    par- 
conme  dans  le  même  temps  que  ce  diamètre  Ter 
tical. 

Ce  théorème  ,  indépendant  de  la  longueur  de  la 
corde  parcourue ,  subsistera  encore  lorsquVlle  de- 
viendra infiniment  petite  ;  ce  qui  tient  à  ce  quVn 
même  temps  la  composante  de  la  gravité ,  qui 
agit  suivant  cette  longueur,  ne  sera  plus  une  quan- 
tité finie. 

132.  Considérons  actuellement  le  mouvement 
d'un  corps  solide  pesant  qui  tombe  ou  qui  est  lancé 
de  bas  en  haut  dans  un  milieu  résistant ,  et  dont 
tons  les  points  décrivent  des  droites  verticales. 
Pour  que  la  force  accélératrice  ne  dépende  que  de 
la  vitesse ,  nous  supposerons  que  le  milieu  ait  par- 
tout la  même  densité. 

Dans  le  cas  de  la  chute ,  on  aura 

,  =  ,--, 

en  supposant  la  résistance  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse  (n*  124) ,  et  désignant  par  k 
une  vitesse  constante  et  donnée.  Cette  valeur  de  e 
étant  une  fonction  de  Vj  il  faudra  faire  usage  de  la 
seconde  équation  (1),  et  Von  en  déduira 

^       k^dn     ^    k  /    dv  dt    \ 

In  intégrant  et  supposant  nulle  la  vitesse  ini- 
tiale ,  de  sorte  qu'on  ait  e:=0  quand  <  =  0,  il  en 
résulte 

gi=z^k  log 


d*oà  Ton  tire 


*-n  ' 


et ,  réciproquement , 


A  —  e 


29t 


*  +  e 


(4  -4) 


k 


ii 
k 


..     (2) 


Je  désigne  ici  par  #  la  base  des  logarithmes 
népériens,  et  par  ^  un  logarithme  de  cette  espèce. 
Il  en  sera  de  même  dans  toute  la  suite  de  cet 
ouvrage  \  ce  qui  n^empèchera  pas  d'employer 
quelquefois  la  lettre  s  à  représenter  d'autres 
quantités ,  dans  des  formules  où  la  base  de  ces 
logarithmes  n'entrera  pas.  Elle  a  pour  valeur  appro- 
chée 

•  =  2,7182818  ; 

et  celle  du  module  constant  par  lequel  il  faut  mul- 
tiplier le  logarithme  népérien  d^un  nombre  quel- 
conque, pour  en  déduire  le  logarithme  ordinaire 
de  ce  nombre ,  est 

0,4342246 

A  cause  de  ds=zvdtj  on  aura 

k*  M       *  *    J 

jr  =  —  log—  \e     +•        /> 

g  2 


(«) 


en  intégrant  et  supposant  jr  =  0  quand  #=0.  On 
a  aussi 

'dv 
Sds  s=  —    ^  , 


et ,  par  conséquent , 


*  =  —    log. . 


,  w 


pour  la  valeur  de  «  en  fonction  de  v. 

133.  Ces  formules  renferment  la  solution  com- 
plète du  problème.  On  en  déduit  cette  conséquence, 
que  le  temps  augmentant  sans  cesse ,  le  meuve- 
ment  approche  de  plus  en  plus  de  l'uniformité ,  et 
qu'il  est  sensiblement  uniforme  quand  la  vitesse  gi, 
produite  par  la  pesanteur ,  est  devenue  très  grande 
par  rapport  à  k.  En  effet,  en  négligeant  alors  l'ezpo- 

9* 


nentielle  # 
on  a 


qui  est  une  très  petite  firaciion, 


e  =  *,      f  =  0, 


A» 


X  =  ht log  2. 

9 
La  résistance  du  fluide  étant  une  force  qui 
s^eierce  à  la  surface  du  mobile,  la  force  motrice 
qui  en  résulte  est  indépendante  de  la  masse ,  et 
serait  la  même ,  soit  que  le  mobile  fût  formé  d'une 
matière  très  dense  ,  soit  qu'on  enlevât  la  matière 
intérieure ,  et  qu'on  le  réduisit  à  une  enveloppe 

10 
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rés  mince.  Or ,  la  force  aeoélërttrice  le  dédaiitiit 
de  la  force  motrice ,  en  la  divisant  par  la  maise  du 
corps,  il  sVnsuit  qne  la  première  de  ces  deux 
forces  sera ,  toutes  choses  d^ailleurs  égales ,  en 
raison  inverse  de  cette  masse,  et,  par  conséquent, 
k  en  raison  directe  de  sa  racine  carrée.  Cest  pour 
cela  que  le  mouvement  final ,  dans  un  milieu  résis- 
tant ,  est  le  plus  rapide  pour  le  corps  pesant  dont 
b  densité  est  la  plus  grande  ;  la  forme  etTétendue 
de  la  surface  restant  les  mêmes. 

Quand  la  densité  du  milieu  est  très  faible  par 
rapport  i  celle  du  mobile ,  la  quantité  k  est  très 
grande  ;  et  ce  n'est  qu'après  un  temps  très  long 
que  le  mouvement  peut  approcher  de  Tuniformité. 
Tant  que  la  vitesse  gt  n'est  pas  devenue  très 
considérable ,  on  a ,  en  séries  convergentes , 


V  +  ^—  +etc., 


et  les  formules  (2)  et  (3)  deviennent 


24À4 


(«etc., 


-{-etc., 


gifi 

9  =  gt  '^'  -r_ —  J_  etc., 

g*  i^ 
g  =  l/2gi* i-; —  +  etc. 

Elles  se  réduisent ,  comme  cela  doit  être ,  à  celles 
du  mouvement  uniformément  accéléré ,  lorsque  la 
densité  du  milieu  est  tout-à-fait  nulle,  ce  qui  rend 
la  quantité  k  infinie. 

184.  Dans  le  cas  où  le  mobile  est  lancé  de  bas 
en  haut,  on  a 

gv* 

Si  sa  surface  sqpérieure  est  la  même  que  sa  surface 
inférieure ,  la  constante  k  sera  aussi  la  même  que 
dans  le  cas  de  la  chute  ;  mais  si  ces  deux  portions 
de  surface  sont  différentes,  les  valeurs  de  k  le 
seront  également  ;  et ,  par  exemple ,  s'il  s'agit  d'un 
cône  dont  la  base  soit  horisontale ,  la  quantité  k 
sera  beaucoup  plus  grande  ou  beaucoup  plus  petite 
dans  son  mouvement  ascensionnel  que  dans  sa 
chute ,  selon  que  son  sommet  sera  situé  au-dessus 
ou  au-dessous  de  sa  base.  Pour  fixer  les  idées , 
je  supposerai  que  le  mobile  soit  une  sphère  homo- 
gène ;  en  appelant  r  son  rayon  ,  D  sa  densité  et  p 
celle  du  milieu  ,  on  aura  alors  (n»  124} 

Dr 
»*=-i 


y  étant  une  conatante  qui  ne  pent  plut  dépendre 

que  de  la  nature  du  milieu ,  liquide  ou  fluide  aéri- 
forme ,  et  de  sa  température. 

En  substituant  cette  valeur  de  f  dans  la  seconde 
équation  (1),  on  aura 

Ut 


ik«  +  e«  —  ""  T' 


et  en  intégrant  et  désignant  par  a  la  vitesse  initiale 
du  mobile  ,  il  en  résulte 


arc  (  long  =  —  j  =  arc  f  tang  =  —  j  —  — . 

La  valeur  de  v  qu'on  en  déduit  peut  farilcnient  s*é- 
crirc  sous  la  forme  : 

/       s*  s*\ 

k  \  a  cos  —  —  *  sin  —  I 


a  sm  —  -4-  is  cos  — 
k  k 

En  multipliant  par  di  et  intégrant  de  nouveau ,  de 
manière  qu'on  ait  jr=:0  quand  #==0,  on  en  con- 
clut 

*i  .a        gt  gt^ 

JT  =  —  log  (  —  sin  —  -f-  cos  —  1. 
g     .     ^k         k  k/ 


On  aura  aussi 


gdx  =  — 


A«  vdv 
*«+e*   * 


et  par  consécpient , 


*  =  —log 


k^        *•  +  o* 


2g     "*«-h«« 

1 

Si  Ton  fait  — =^« ,  et  que  l'on  suppose  ensuite 

«=0,  pour  appliquer   ces  formules  au  cas  du 

0 
vide ,  elles  se  pésentent  sous  la  forme  —  \  et  par 

0 
la  règle  ordinaire ,  on  trouve ,  comme  cela  doit 
être, 

es=:a  —  ^,        dPs=a<  —  1/2  ^1*  ; 

résultat  qu^on  obtient  aussi  par  le  développement 
en  série ,  comme  dans  le  numéro  précédent. 

1 36.  Appelons  h  la  plus  grande  hauteur  à  laquelle 
le  mobile  parviendra ,  et  qui  répond  à  e=0;  nous 
aurons 

2g      *        *• 

Soit  aussi  0|  le  temps  qu'il  emploiera  pour  y  par- 
venir i  sa  valeur  sera 

•»  =  —  arc  (tang  =  —  j. 
g         ^  k' 


oynauique,  prehère  partie. 
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PArrenu  à  cette  hauteur  ,  le  mobile  retombera , 
et  ton  mouvement  sera  exprimé  par  les  formules  du 
no  13d.  Sî  Ton  représente  par  a'  sa  TÎtesse,  lors- 
qu'il sera  retombé  de  toute  cette  hauteur  h,  on 
aura  ,  d'après  Téquation  (4), 

h  =  —  log  .  I  : 

^en  égalant  cette  valeur  de  A  à  la  précédente , 
on  a 


k* 


A»— a»»     -^ 


k*+  a» 


et ,  par  conséquent , 


<M  k* 


a*  -f-  fti 


d'où  Ton  conclut  af  <a;  en  sorte  que  la  TÎtesse  du 
mobile^  quand  il  sera  revenu  à  son  point  de  départ, 
se  trouve  moindre  que  sa  vitesse  initiale. 

Soit  aussi  V  le  temps  de  la  chute  totale ,  lequel 
répondra  à  v=:a'.  On  aura 

ou  bien ,  en  mettant  pour  a'  sa  valeur 

k           |/a«-h*«+o 
•»  =  —  log ^    . . 

valeur  différente  de  celle  du  temps  ^i  de  l'élé- 
vation. 

En  multipliant  par  y/tfi  -f- *•  —  o,  le  numéra- 
tenr  et  le  dénominateur  de  la  fraction  comprise 
soQB  le  logarithme,  on  aura,  plus  simplement, 

k  k 

6'  =  — .  log  « 

S  |/a«  4.  *■  _  a 

et  si  Ton  appelle  •  le  temps  total  V  -f  fti  de  Tallée 
et  da  retour  dn  projectile,  on  en  conclura 

»•  /  a\  k 

Y  =  »c  f  tang  =  -.J  +  log-  ; . 

Si  le  mobile  est  un  boulet  lancé  dans  Tair  par  un 
canon  Tertical ,  on  pourra,  malgré  la  rapidité  de  ce 
moavement ,  mesurer  le  temps  •  avec  quelque  pré- 
ebion  ;  et  si  Ton  connaît ,  en  outre ,  la  vitesse  de 
projection  a,  Téquation  précédente  servira  à  déter- 
miner la  valeur  de  h,  relative  au  rayon  r  du  bonlet. 
En  désignant  par  V  ce  que  devient  k  par  rapport  à 
00  autre  boulet  de  la  même  matière  et  d'un  rayon  r', 
ooanra 


^=.1/^. 


d'après  Texpreision  de  A»  du  numéro  précédent. 


186.  Dans  le  cas  où  Ton  fait  abstnotion  de  k 
pesanteur,  et  où  Ton  suppose  la  résistance  dn 
milieu  proportionnelle  à  une  puissance  de  la  vitesse 
dont  l'exposant  est  moindre  que  Tunité ,  la  soln- 
tion  du  problème  présente  une  singularité  qui  mé* 
rite  d^ètre  remarquée. 

Supposons  qu'on  ait ,  par  exemple  | 


♦  =  -2flfK       ^i 


$  tA  k  étant  toujours  la  gravité  et  une  vitesse 
constante  et  donnée.  L^équation  du  mouvement 
sera 

en  en  tirant  la  valeur  de  gdi,  intégrant  et  dési- 
gnant par  a  la  vitesse  initiale,  il  vient 

et ,  par  conséquent , 

En  multipliant  par  dt,  ti  intégrant  de  nouveau  , 
de  sorte  qu^on  ait  x=0  quand  f  =  0 ,  on  trouve 


[/"ak 


+  i^G'-^^)^ 


pour  l'espace  parcouru  à  un  instant  quelconque. 

D'après  la  valeur  de  v^  la  vitesse  diminue  depuis 

l'origine  du  mouvement  jusqu^à  Tinstant  qui  ré- 

pond  à  <  =  ■         ■:  &  cet  instant,  la  vitesse  est 
9 

nulle  ;  au  delà ,  le  mouvement  continue  dans  le 
même  sens  qu'auparavant ,  et  la  vitesse  augmente 
indéfiniment.  Hais  la  vitesse  étant  nulle  à  un  cer- 
tain instant ,  la  force  accélératrice  est  nulle  en 
même  temps  \  par  conséquent ,  le  mobile  doit 
s'arrêter  à  cet  instant  et  demeurer  en  repos.  Or , 
il  faut  remarquer  que  Téquation  du  mouvement 
admet  une  solution  particulière  e=Oj  en  sorte 
que  sa  solution  complète  est  rensemble  de  son 
intégrale  et  de  cette  équation  9=0;  il  s'ensuit 
donc  que  le  problème  est  résolu  depuis  <=  0  jus- 

i/Sk 
qu'à  <=  ,  par  l'intégrale  de  Téquation  du 

mouvement ,  et  au  delà  de  cette  valeur  de  i  par  la 
solution  particulière.  Pendant  le  premier  intervalle 
de  temps,  le  mobile  décrit,  d'un  mouvement  conti- 

a]/'âkl 


nuellement  retardé,  une  ligne  égale  à 


3^ 
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à  ratrémitë  de  laqMUe  il  i^urMe  et  demeure  eo 
repos. 

Cet  exemple,  purement  hypothétique,  suffit 
pour  montrer  la  nécessité  d^avoir  égard  aux  solu- 
tions particulières  des  équations  difTéreotielles  du 
mouvement ,  sHl  en  exutait  ;  ce  qui  n^arrive  pas 
réellement ,  diaprés  les  expressions  des  forces  en 
fonctions  de  la  vitesse  acquise  et  de  Tespace  par- 
couru ,  qui  ont  Heu  dans  la  nature. 

137.  Donnons  maintenant  des  exemples  de  mon- 
vemens  dans  lesquels  la  force  accélératrice  variera 
avec  Tespace  parcouru. 

Le  cas  le  plus  simple  a  lieu ,  lorsqu'il  s^agit  d'^un 
point  matériel  attiré  vers  un  centre  fixe ,  en  raison 
directe  de  la  distance  à  ce  point ,  que  Ton  suppose 
situé  sur  la  droite  que  ce  mobile  décrit.  Au  bout 
du  temps  i ,  soit  m  cette  distance  ;  à  une  distance 
donnée  «,  supposons  que  la  force  accélératrice 
soit  égale  à  la  gravité^;  on  aura,  d'après  la  loi 
donnée , 

a 
pour  sa  valeur  à  un  instant  quelconque.  Sis  est 
Tespace  parcouru  au  même  instant ,  et  que  le  mo- 
bile soit  parti  du  point  situé  à  une  distance  c  du 
centre  d'attraction,  en  se  dirigeeant  vers  ce  centre, 
on  aura  aussi 

dM 


osctUatîoiisdoot  ramplitude  et  la  durée  constantes 


s  ss  e  —  M 


dt 


et  la  troisième  équation  (1)  deviendra 
Son  intégrale  complète  est 


9 

—  j. 


M  =  A.  COÈ 


tV      —  +  B  sin  %y      —  ; 


A  et  B  désignant  les  deux  constantes  arbitraires. 
En  supposant  nulle  la  vitesse  initiale  du  mobile  , 
on  aura  à  la  fois 

d% 
#  =  0,        a=rc,        —  =  0; 

ai 
d'où  Ton  conclut 

A  =  c,        B  =  0, 

et,  par  conséquent , 

M  =  c  COB  i  f/^        — . 

Cette  formule  montre  que  la  distance  jb  sera  nulle 
oo  que  le  mobile  atteindra  le  centre  d'attraction , 
RU  bout  d'un  temps  indépendant  de  la  distancée  de 


son  point  de  départ ,  et  égal  ^    «      ^ 

fera  ensuite  ,  de  part  et  d'autre  de  ce  centre  j  des 


seront  cette  distance  c  et  ce  temps 


Z      ^       9 


138.  Pour  un  autre  exemple,  considérona  le 
mouvement  d'un  corps  pesant  dans  le  vide  ;  nous 
supposons  qu*il  tombe  d'une  asses  grande  hauteur 
pour  qu'on  doive  avoir  égard ,  pendant  sa  chute,  à 
la  variation  de  la  pesanteur. 

Soient  BAE  (fig.  36)  un  grand  cercle  vertical  de 
la  terre ,  D  le  point  de  départ  du  mobile  dans  c« 
plan,  H  sa  position  au  bout  du  temps  <^  sur  la 
droite  DC  qui  aboutit  au  centre  C  de  la  terre,  et 
rencontre  en  A  sa  surface.  Appelons  r  son  rayon 
CA ,  A  la  hauteur  AD ,  s  l'espace  Dl  parcouru  par 
le  mobile  ,  m  sa  distance  CM  au  centre  G ,  en  sorte 
qu'on  ait 

M  =  r  +  k  —  ». 

La  force  accélératrice  f  sera  la  pesanteur  au 
point  H  ;  en  la  désignant  toujours  par  ^  &  la  sur- 
face de  la  terre,  c'est-à-dire,  au  point  A,  et 
supposant  que  son  intensité  varie  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  au  centre  C^  on  aura 
dooo 


d'où  Ton  tire 


f  :  ^  :  :  r»  :  a» 


au  moyen  de  quoi  la  troisième  équation  (1)  de- 
viendra 

gr* 


{r  +  h^my 


Je  multiplie  ces  deux  membres  par  2ds  ;  j'in- 
tègre ensuite  j  puis  je  détermine  la  constante  arhi- 

dx 
traire  de  manière  qu'on  ait  — =0 ,  quand  <=0  ; 

di 

il  vient 


ds» 
dt^ 


=  «^(7+1=7-7+1)' 


ce  qui  fera  connaître  la  vitesse  acquise  par  le  mo- 
bile ,  à  une  distance  quelconque  s  de  son  point 
de  départ.  Au  point  A ,  où  l'on  a  s  =  A  ^  cette 
vitesse  sera 


|/2jk 


y^ 


et ,  par  conséquent  moindre ,  comme  cela  devait 
être ,  que  si  la  gravité  avait ,  dans  toute  la  baa- 
teur  hj\à  même  intensité  qu'à  la  surface. 
L'équation  précédente  donne 


1/ 


2Qr*  {r+h'-x)dx 

-^ —   di  =  — ^^nzznz^Z 
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Or,  en  comparant  cette  équation  différentielle  à 
l'ëqoation  (a)  du  n«  73 ,  en  voit  que  si  Ton  con- 
struit une  demi-cyclolde  DOC ,  qni  ait  son  sommet 
an  point  B  et  son  origine  an  point  0,  situé  sur  la 
perpendiculaire  GO  à  la  droite  CD ,  et  dont  le  cercle 
générateur  ait  pour  diamètre  cette  droite  CD  égale 
i  r^h;  que  Ton  mène  ensuite  par  le  point  M  une 
perpendiculaire  Mlf  à  la  droite  DG  ,  qui  rencontre 


la  cycloide  au  point  11 ,  on  aurp 


Mrr 


='p^ 


en  sorte  que  Tordonnée  MTI  du  |inint  N  fera  con- 
naître le  temps  É  employé  à  parcourir  Tabscisse 
DM,  et  réciproquement.  Sous  forme  finie,  ^>n 
aura 


l^-S=  l/(r  +  /0^-*«+  ^{r  +  h)  arc  fcos  =  ''  +  *"  ^^  , 


en  intégrant ,  et  en  obserr ant  que  jr  =  0  quand 
<  =  0. 
Lorsque  la  hauteur  h  et ,  conséquemnient ,  la 


distance  s,  seront  très  petites  par  rapport  kr, 
cette  formule  devra  différer  très  peu  de  celle  qui 
répond  à  la  pesanteur  constante.  En  effet,  on  a 


arc 


f  cos  = 


r  +  h  ^  2x 
r  +  h 


I   =  arc  I  sin  =  — !1 i î i i  : 


le  sinus  étant  très  petit ,  on  peut  le  prendre  à  la 
place  de  Tare;  ce  qui  rend  d'abord  le  second  terme 
de  la  formule  précédente  égal  au  premier.  On  peut 
aussi  mettre  le  rayon  rau  lieuder  +  A — x,ei 

réduire,  par  conséquent ,  leur  somme  à  Z  \/^rx; 
tt ,  de  cette  manière,  la  formule  dont  il  s'agit  de- 
Tîeodm 


p/,-Çj = •  ^. 


ou  simplement 


*  =  lAy**  , 


en  négligeant  h  par  rapport  à  r; 

Je  me  contenterai  d^indiquer,  comme  exemple  de 
calcul,  le  cas  où  le  mobile  soumis  à  une  pesanteur 
variable  est  lancé  de  bas  en  haut  ;  et ,  pour  dernier 
exemple  du  mouvement  rectiligne,  je  vais  considé  - 
rer  le  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  vers 
deux  centres  fixes,  situés  sur  la  droite  qu'il  décrit. 

139.  Soient  A  et  B  (fig.  36) ,  les  deux  centres 
d'attraction  ,  M  la  position  du  mobile  au  bout  du 
temps  /^  et  D  son  point  de  départ.  On  suppose, 
pour  fixer  les  idées ,  que  le  mouvement  a  lieu 
entre  les  deux  centres  d'attraction,  et  de  A  vers  B  ; 
faisons 

IHisrx,    AM=rjs,    AD  =  «,    BM  =  e— js, 

en  sorte  que  m  soit  l'espace  parcouru,  a  la  distance 
do  mobile  au  point  A ,  «  la  distance  initiale ,  et  c 
la  longueur  de  la  droite  AB.  En  supposant  toujours 
les  attractions  en  raison  inverse  du  carré  des  dis- 
tances, et  désignant ,  à  l'unité  de  distauce ,  para* 
et  ^  les  intensités  des  forces  qui  émanent  des  cen- 

a>  6* 

très  A  et  B ,  nous  aurons  -«  et  ; pour  leurs 

*«       (o— a)*' 

intensités  quand  le  mobile  est  en  M.  La  force  accé- 
lératrice f  sera  Texcès  de  la  seconde  force  qi^i 
1^  à  augmenter  l'espace  x ,  sur  la  première  qui 


r  -f  A 


tend  à  le  diminuer  ;  donc , à  cause  At  dxz=.ds  ,on 
aura 


d*B 
df 


b* 


(c  — sV 


a* 
s» 


(«) 


pour  ce  que  devient  la  troisième  équation  (1), 

dM 

et  —  pour  la  vitesse  o  du  mobile  au  point  M. 
di 

En  multipliant  l'équation  [a]  par  2duS  et  inté- 
grant ,  on  a 

—  — 
dt*     ■" 


(») 


y  étant  la  constance  arbitraire.  Pour  la  déterminer, 
je  désigne  par  k  la  vitesse  initiale  qui  répond  à 
s=«;  on  aura 


y  = 


2/*»            2a* 
+ A-  . 


c  — • 


En  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il 
en  résultera 

ce  qui  fera  connaître  la  vitesse  du  mobile,  dans 
une  position  quelconque  entre  les  deux  points  A 
etB. 

140.  Il  y  a,  sur  la  droite  AB,  un  certain  point  C , 
dans  lequel  les  deux  forces  d'attraction  sont  éga- 
les ;  en  sorte  que  si  Ton  y  plaçait  le  mobile ,  ou 
qu'il  y  parvint  sans  aucune  vitesse  acquise ,  il  y 
demeurerait  en  équilibre.  En  appelant  k  la  dis- 
tance AC ,  ou  a 


5> 


a> 


(c  —  ky        k* 
On  tire  de  là  deux  valeurs  de  k,  dont  Tune  uppar- 
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ment  aut  cette  même  courbe ,  «  sert  une  fonction 
de  i;  en  sorte  que  Ton  anra  ,  dam  un  mouvemeot 
ounriligne  quelconque , 

s  =  FI. 

Si  Ton  désigne,  au  même  instant,  par  r,  y,  m,  les 
trots  coordonnées  rectangulaires  du  mobile,  ces 
▼ariables  seront  aussi  des  fonctions  de  tj  et  Ton 
aura  également 

*=/»,    »=/•',    '=j"t. 

Lorsque  ces  trots  dernières  équations  seront  con- 
nues, on  en  déduira,  i>ar  rélimination  de  t,  les 
deux  équations  en  m,  y,  %,  de  lo  trajectoire.  Au 
moyen  des  équations  de  cette  courbe ,  on  détermi- 
nera ê  en  fonction  de  Tune  des  trois  coordonnées, 
et,  par  suite ,  en  fonction  de  t;  ce  qui  fera  connaî- 
tre la  lot  du  mouvement  sur  la  trajectoire.  Chacune 
des  trois  équations  précédentes  est  celle  du  mou- 
Tement  recttligne  de  la  projection  du  mobile  sur 
Ton  des  axes  des  coordonnées  ;  il  s^ensuit  donc  que 
la  détermination  complète  du  mouvement  citnriligne 
d^un  point  matériel  dans  Tespace,  se  réduira  à  celle 
de  trois  mouvemens  reclilignes,  qui  seront  les 
mouvemens  de  ses  projections  sur  les  trois  axes 
Os,  Oy,  Omj  des  coordonnées.  Quand  ces  trois  mou- 
Tomens  seront  uniformes,  celui  du  mobile  sera 
aussi  rectiiigoe  et  uniforme ,  et  réciproquement. 

146.  Pendant  Tinstant  dij  le  mobile  décrira  Télé- 
ment  dâ  de  sa  trajectoire  ;  en  né(;ligeant ,  dans  cet 
intervalle  de  temps  infiniment  petit ,  Taction  des 
forces  qui  le  sollicitent ,  on  pourra  considérer  son 
mouvement  comme  rectiligue  et  uniforme.  Si  donc 
on  appelle  v  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  t, 
on  aura 

dM 

dt 

Si  ces  forces  cessaient  réellement  d^agir  à  Tinstant 
que  Ton  considère ,  le  mobile  continuerait  de  se 
mouvoir  avec  cette  vitesse  v,  et  suivant  le  prolon- 
gement HT  de  rélémentdf,  c'est-à-dire,  suivant 
la  tangente  k  la  trajectoire ,  puisque  en  vertu  de 
Tinertie  de  la  matière  il  ne  pourrait  alors  changer 
ni  la  direction  de  son  mouvement  ni  la  grandeur  de 
sa  vitesse  (n»  113).  Ou  peut  doue  considérer  un 
point  matériel  qui  décrit  une  ligne  courbe  quel- 
conque comme  étant  animé ,  à  chaque  instant , 
d'une  vitesse  dirigée  suivant  la  tangente  à  cette 
courbe ,  et  exprimée  par  le  rapport  de  son  élément 
différentiel  à  Télément  du  temps. 

En  représentant,  au  bout  du  même  temps  t,  par 
Pj  9i  ^>  ^^*  vitesses  des  projections  du  mobile  sur 
les  trois  axes  des  x,  y,  m,  on  aura  aussi,  dans  ces 
trois  mouvemens  rectilignes , 


ds 

1»  =  — >      9 
dt 


dy  di 

"^  dt^  di 


Vais  si  Ton  désigne  par  «^  C,  y,  les  angles  que  fait 


la  tangente  à  la  trajectoire,  on  le  direction  de  la 
vitesse  v,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  s,  y,  m, 

on  a  (n*  17) 

ds  dy  dm 

cos  •  =  — ,    cos  C  =  —  ,      cos  y  =  —  ; 
ds  de  d» 

d^où  Ton  conclut 

^j9  =  ncos«,     9=:9cosC,     r  =  9  cos  y,     (1) 

et  en  même  temps 

o»  =  pi  -|-  ^a  -|.  r«. 

Le  temps  t  croissant  continuellement ,  sa  diffé- 
rentielle est  toujours  positive.  Les  vitesses  p^  q^r, 
sont  positives  ou  négatives,  selon  que  les  coordon- 
nées 9,  y,  »,  croissent  ou  décroissent.  Dans  les 
éqttations  (1) ,  on  peut  regarder  la  vitesse  v  comme 
une  quantité  positive;  le  sens  de  cette  vitesse,  on 
la  partie  XT  de  la  tangente  à  la  trajectoire,  saivant 
laquelle  elle  sera  dirigée,  se  déterminera  alors  par 
les  signes  de  p,  q,  r,  qui  feront  connaître  si  les  an- 
gles «,  C,  ^,  sont  aigus  ou  obtus.  Dans  Téquation 

dt 
e  =  — ,  on  considérera  la  vitesse  v  comme  posi- 
di 

tive  ou  comme  négative ,  selon  que  Parc  s  croitri 
ou  décroîtra. 

On  appelle  composantes  de  la  vitesse  v  d^un  point 
matériel  les  vitesses  p,  q,  r,  de  ses  trois  projec- 
tions sur  des  axes  rectangulaires  ;  et  chacune  de 
ces  trois  composantes  est  ce  que  Ton  entend  par  la 
vitesse  du  mobile,  parallèlement  &  Taxe  auquel 
elle  répond.  En  comparant  les  équations  (1)  à  celles 
du  no  31 ,  on  voit  que  cette  composition  des  vi- 
tesses se  fera  suivont  les  mêmes  règles  que  celle 
des  forces.  D'après  cette  analogie ,  si  Ton  mène  par 
le  point  H  une  droite  quelconque  HA ,  qui  fasse 
avec  les  parallèles  aux  axes  des  «,  y,  m,  menées  par 
le  même  point,  des  angles  a,  b,  e,  aigus  ou  obtus, 
la  composante  de  la  vitesse  v  suivant  cette  droite 
HA  aura  pour  expression  générale 

p  cos  a  -^  9  cos  &  -t"  ^  <^*  ^* 

La  quantité  de  mouvement  (no  126)  d*nn  point 
matériel  isolé,  et  celle  d^un  corps  dont  tous  les 
points  sont  animés  de  vitesses  égales  et  parallèles, 
se  décomposeront  en  d^uutres  quontités  de  cette 
nature,  et  celles-ci  se  réduiront  à  une  seule,  sui- 
vant les  mêmes  règles  que  les  vitesses  qu'elles  ont 
pour  facteur. 

146.  Au  bout  du  temps  t  '{'  dtj  soient  p^ff, 
9  ^  9'^  r  -}"  v^j  ce  que  deviennent  les  trois  compo- 
santes de  la  vitesse  du  mobile ,  parallèles  aux  axes 
des  s,  y,  z;  en  sorte  que  ^,  q',  r',  représentent  les 
augmentations  infiniment  petites  de  vitesses  qui 
ont  lieu  suivant  ces  directions  pendant  Tinstant  dL 
L'accroissement  de  vitesse  suivant  la  droite  HA,  sera 

p'  cos  n  -f-  9^  cos  6  -|-  W  cos  e. 
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Or,  quelles  que  soient  les  quantités  p'^  9'^  r^,  si 
TonCut 

n»  =  p».  +  g».  +  fJ.  , 

el  qu'on  regarde  «  comme  une  quantité  positive , 
on  pourra  toujours  trouver  trois  angles  «',  C,  y\ 
aigus  ou  obtus ,  tels  que  Ton  ait 

p*  =  Il  cos  «' ,     9'  =  ti  cos  C y     r'  =  tt  cos  y'; 

au  moyen  de  quoi  raccroissement  de  vitesse  sui- 
vant HA,  deviendra 

u  (cos  a  cos  «'  -|-  cos  6  cos  C  -|-  cos  c  cos  y). 

De  plus ,  la  quantité  comprise  entre  les  parenthèses 
est  le  cosinus  d^un  certain  angle  que  j^appelle  0*. 
L'accroissement  dont  il  s'agit  est  donc  égal  à 
«cos  r;  par  conséquent,  u  est  sa  plus  grande  valeur, 
et  elle  répond  à  la  direction  de  la  droite  HA,  pour 
laquelle  les  angles  a^  b,  o,  sont  les  mêmes  que  «', 
C\  y\  ce  qui  rend  le  coefficient  de  «  égal  à  Tunité. 
Dans  toute  autre  direction  ,  l'accroissement  de  vi- 
tesse sera  égal  au  maximum  u,  multiplié  par  le  co- 
sinus de  l'angle  a-  que  fait  cette  direction  quelcon- 
que avec  celle  du  maximum;  d'où  il  résulte  qu'il 
sera  nul  par  rapport  à  tontes  les  directions  perpen- 
diculaires à  celles  de  sa  plus  grande  valeur. 

Quelle  que  soit  la  variation  de  vitesse  du  mobile, 
en  grandeur  et  en  direction ,  pendant  Tinstant  dt, 
il  y  a  donc  toujours  une  certaine  direction  pour  la- 
quelle l'augmentation  de  vitesse  est  la  plus  grande, 
et  qui  jouit  de  cette  propriété ,  que ,  suivant  toutes 
les  directions  perpendiculaires  à  celle-là ,  la  vitesse 
n'est  ni  augmentée  ni  diminuée. 

147.  La  direction  d*une  force  qui  agit  sur  un 
point  matériel  en  mouvement,  est  la  droite  suivant 
laquelle  elle  augmente  ou  diminue  la  vitesse  ac- 
quise, et  perpendiculairement  à  laquelle  elle  n'y 
produit  aucune  altération.  Ainsi ,  quand  nous  di- 
sons que  la  pesanteur  d'un  corps  en  mouvement 
daos  un  sens  quelconque  est  verticale ,  comme 
celle  d'un  corps  en  repos ,  nous  entendons  par  là 
que  cette  force  augmente  la  vitesse  verticale ,  et 
n'altère  aucunement  la  vitesse  faorixontale. 

Gela  étant ,  désignons ,  au  bout  du  temps  t,  par 
U,  U',  U",  etc. ,  les  intensités  des  différentes  forces 
qui  agissent  sur  le  point  matériel  dont  nous  consi- 
dérons le  mouvement  curviligne  ;  par  a,  b,  c,  a', 
V,  e\  ii\  V\  c"^  etc. ,  les  angles  que  font  leurs  di- 
rections données  avec  des  parallèles  aux  axes  des 
m^  if.  S;  et  par  X,  Y,  Z,  les  sommes  de  lenrs  com- 
posantes suivant  ces  axes;  nous  aurons  d'abord 
(no  32) 

X  =  U  cos  a  -|-  U'  cos  a'  -f*  ^"  cos  a"  -^  etc. , 
T  =  U  cos  &  -I-  1}'  cos  ft'  -f  U"  cos  6"  -^  etc.  , 
Z  =  V  cos  c  -f-  €'  cos  c'  -f  W  cos  c"  -|-  etc. 

Soient  ensuite  «>  u',u"j  etc.,  les  vitesses  infiniment 
petites  que  ces  forces  U,  U',  U'',  etc.,  produiraient, 
pendant  l'instant  di,  suivant  leurs  directions  res- 
pectives ,  si  chacune  d'elles  agissait  seule  sur  le  | 


mobile  animé  de  la  vitesse  9.  On  verra,  comme 
dans  le  n»  110,  que  la  simultanéité  de  ces  forces 
n'influera  nullement  sur  les  grandeurs  et  les  direc- 
tions des  vitesses  qui  seront  réellement  produites  ; 
par  conséquent ,  si  l'on  continue  d'appeler  ff,  ^, 
f*,  les  quantités  infiniment  petites  dont  les  vitesses 
V»  9»  ^9  ^^'  projections  du  mobile  sur  les  axes  des 
*»  y»  *f  s'accroîtront  dans  l'instant  dt,  ces  quanti- 
tés seront  les  sommes  des  composantes  de  u,  u', 
tf",  etc. ,  suivant  ces  trois  axes  ;  en  sorte  que  nous 
aurons 

ff  =.u  cos  a  -|-  ti'  cos  o*  4"  ^'  cos  a"  -^  etc. , 
^z=.u  cos  ô  +  «'  cos  V  +  «"  cos  i"  +  etc.  , 
r'  =  tt  cos  c  4-  tt'  cos  c'  -|-  «"  cos  o''  -|-  etc. 

Hais  en  appliquant  à  chacune  des  forces  ti,  «', 
vl'j  etc. ,  ce  qu'on  a  trouvé  (n»  118)  pour  la  mesure 
d'une  force  d'après  la  vitesse  dont  elle  est  capable, 
on  a  aussi 

Il  =:  UA,    11»  =  U'A,    il"  =  U"rfl,    etc9 

en  comporant  les  valeurs  de  p\  ^,  r*,  k  celles  de 
X,  T,  Z,  il  en  résulte  donc 

ff  =  ldi,      ç/^rdt,      f'^ldi; 

ce  qui  montre  que  l'accroissement  de  la  compo- 
sante de  la  vitesse  du  mobile  suivant  chaque  axe , 
dans  l'instant  di,  est  la  vitesse  produite ,  pendant 
cet  instant,  par  la  composante  totale  suivant  ce 
même  axe ,  des  forces  données  qui  agissent  sur  ce 
point  matériel. 

Ce  résultat  tient  à  ce  que  les  forces  sont  propor« 
tionnelles  aux  vitesses  qu^elles  impriment  au  mo* 
bile  dans  un  même  temps  infiniment  petit ,  les- 
quelles vitesses  infiniment  petites  ne  changent  pas, 
soit  que  ces  forces  agissent  isolément,  soit  que 
leurs  actions  oient  lieu  simultanément.  U  s'ensuit 
aussi  que  si  les  forces  appliquées  au  mobile  sont,  par 
exemple ,  au  nombre  de  trois ,  non  comprises  dans 
un  même  plan  j  que  l'on  prenne  sur  les  directions 
de  ces  trois  forces  U,  U',  U",  à  partir  de  leur  point 
d'application ,  des  droites  de  grandeurs  finies  qui 
soient  entre  elles  comme  les  vitesses  correspon- 
dantes u,  u',  u";  et  que  l'on  achève  le  parallélépi- 
pède dont  ces  trois  droites  seront  les  côtés  adja- 
cens ,  la   résultante  de  ces   forces  sera  dirigée 
suivant  la  diagonale ,  et  sa  grandeur  sera  à  celle  de 
chacune  de  ces  forces  comme  la  diagonale  est  au 
côté  correspondont. 

148.  Si  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile  $pnt 
indépendantes  de  sa  vitesse  et  de  sa  position  dans 
l'espace ,  les  mouvemens  de  ses  trois  projections 
sur  les  axes  des  coordonnées  seront  indépendans 
entre  eux  ;  en  sorte  que  sa  projection  sur  chaque 
axe  se  trouvera  ,  au  bout  d'un  temps  quelcon- 
que, au  même  point,  et  aura  la  même  vitesse 
que  si  les  forces  et  les  vitesses  étaient  nulles  paral- 
lèlement aux  deux  autres  axes.  Il  n'en  sera  plus  de 
même,  en  général,  quand  les  forces  données  va^ 
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tient  au  point  C  situé  entre  A  et  B ,  et  Tautre  à  un 
point  situé  sur  le  prolongement  de  AB ,  du  côté  du 
centre  de  la  moindre  attraction.  La  première  de  ces 
deux  f aleurs  est 


h  = 


ae 


a  +  b 

Appelons  f  la  plus  petite  vitesse  initiale  qu*il 
faut  imprimer  au  mobile  pour  qu^il  arrive  au  point 
C ,  de  sorte  que,  parvenu  à  ce  point ,  sa  vitesse  soit 
nulle  ;  on  aura  à  la  fois 

*=/,     '  =  *,      -  =  0î 

di 

et ,  en  vertu  de  Téquotion  (c)  et  de  la  valeur  de  h, 
il  en  résultera 

2«-        2a-        2(fl  +  6>       ,- 
c  '— «         «  c 

Si  la  vitesse  initiale  h  est  moindre  que/^  le  mobile 
retombera  sur  A  ;  si  elle  est  plus  grande ,  il  dépas- 
sera le  point  C,  et  irk  tomber  sur  B.  Dans  le  cas 
àe  k=if,\e  mobile  emploierait  un  temps  infini  à 
atteindre  le  point  C ,  à  cause  qu^à  une  distance  in- 
finiment petite  de  ce  point ,  il  ne  serait  plus  animé 
que  d^une  vitesse  infiniment  petite  ,  et  sollicité  par 
une  force  qui  In  serait  «également. 

141.  Si  A  et  B  sont  les  centres  de  deux  sphères 
homogènes ,  ou  composées  de  couches  concentri- 
ques ,  on  pourra  supposer  que  les  attractions  que 
Ton  considère  sont  celles  de  ces  deux  sphères  ;  et 
alors  leurs  intensités  a*  et  &>  ,  à  Tunité  de  distance, 
seront  entre  elles  comme  leurs  masses  (n»  101).  En 
supposant ,  par  exemple ,  que  A  soit  le  centre  de  la 
lune  et  B  celui  de  la  terre,  et  négligeant  la  non- 
sphéricité  de  ces  deux  corps ,  on  aura 

b* 
a«=-î 
76 

car  la  masse  de  la  lune ,  conclue  de  son  action  pour 

l 
soulever  les  eaux  de  la  mer ,  est  —  de  celle  de  la 

75 
terre.  On  aura  donc 


A  = 


1+1/76 


=r=  (0,10362)  C} 


en  sorte  que  le  point  également  attiré  par  la  terre 
et  par  son  satellite  se  trouve,  à  peu  près,  au 
dixième  de  leur  distance  mutuelle  à  partir  de  la 
lune. 

Soit  r  le  rayon  de  la  terre;  on  pourra  prendre  60  r 
pour  la  distance  c  de  la  lune  à  la  terre  ;  et  si  le  mo- 
bile est  la  partie  de  la  surface  de  la  lune  ,  on  aura 

3r 
en  même  temps  a  =  — ,  diaprés  le  rapport  connu 

11 

du  rayon  de  la  lune  à  celui  de  la  terre.  Au  moyen 


de  ces  valeurs  r  et  « ,  et  de  a  =:        .^  ,  Véq^~ 

K76 

tioD  {(i)  devient 

2»« 

/•  =  (0,044894)  — . 

r 

En  désignant  par  g  Tattraction  de  la  terre  «  ta  sur- 
face ,  on  aura 

6«  =  yr«  , 

pour  cette  force  à  ruoité  de  distance.  Si  donc  on 
fuit 

(0,044894)  r  zizn», 

il  en  résultera 

/.  =  2gf'. 

Or,  TattracUon  g  peut  être  prise  pour  la  pesanteur 
dont  elle  est  la  partie  principale  ;  par  conséqneet , 
/est  la  vitesse  due  à  une  hauteur  r';  et  à  cause  de 

^  ==  9"  ,80890  ,    %r  =  20000000" , 


sa  valeur  est 


/  =  23e8«» . 


La  lune  n'ayant  pas  d^atmosphère  dont  la  résis- 
tance puisse  diminuer  la  vitesse  des  corps  partis  de 
sa  surface,  il  s'ensuit  que  si  la  terre  et  la  lune 
étaient  en  repos,  un  eorps  lancé  de  la  surface  de  U 
lune  vers  la  terre,  avec  une  vitesse  plus  grande 
que  2361  mètres  par  seconde ,  dépasserait  le  poiat 
d'égale  attraction ,  et  viendrait  tomber  sur  la  sur- 
race  de  la  terre.  Dans  le  mouvement  de  la  lune  au- 
tour de  la  terre ,  la  droite  AB  qui  va  d'un  centre  à 
Tautre  rencontre  constamment  la  surface  de  la  lune 
en  un  même  point ,  qui  devrait  être  le  point  D , 
d'où  le  mobile  serait  lancé  suivant  la  direction  DB| 
mais,  pendant  une  seconde,  le  point  D  parcourt  sur 
le  cercle  décrit  du  centre  de  la  terre,  une  longueur 
d'environ  1000™  par  seconde;  par  conséquent, 
la  vitesse  absolue  du  mobile  serait,  en  grandeur  et 
en  direction,  la  résultante  d'une  vitesse  dirigée 
suivant  DB ,  et  d'une  vitesse  de  1000«»  perpendicu- 
laire à  DB.  Cela  étant ,  le  corps  no  restera  pas  sur 
la  droite  mobile  AB  ;  il  décrira  une  courbe  dans 
Tespace,  les  formules  précédentes  ne  s'applique- 
ront plus  à  son  mouvement ,  et  il  ne  viendra  plus 
tomlier  sur  la  surface  de  la  terre ,  comme  dans  la 
cas  de  T immobilité  de  la  lune. 

142.  En  résolvant  l'équation  (h)  par  rapport  à  dij 
on  a 

\/^  cz  —  »«  dz 

<^=— — 

l/^2a»o— (8a«  — 26«  -|-  cy)z-\'y%* 

L'intégrale  de  cette  formule  s'exprimera  toujours 
au  moyen  des  fonctions  elliptiques  ;  en  sorte  que 
Ton  pourra  calculer,  au  moyen  des  tables  de  ces 
fonctions ,  le  temps  qui  répond  à  une  distance  don- 
née M,  et  réciproquement.  Hais  indépendamment 
des  cas  où  l'une  des  deux  attractions  est  nulle  ,  il 
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en  est  d^autrespourlcsqneU  Tintëgrale  de  la  for- 
mule précédente  peut  encore  s^obtenir  sous  forme 
finie.  Ces  cas  ont  lieu  lorsque  la  quantité  comprise 
sooa  le  radical  est  un  carré  parfait  ;  ce  qui  exige 
qo^on  ait 

(2o*  —  2b*  +  ey)*  =  8a»  cy  ; 

équation  d'où  Ton  tire 

2 

>  =  —  (a  ±  *)" . 
c 

£a  égalant  celle  Toleur  &  celle  de  y  du  n«>  130,  il 
prient 

C  — •  ^     a  e  ' 


L'one  de  ces  deux  valeurs  de  *«  est  celle  de/»  ; 
Fautre  est  évidemment  plus  gronde.  11  s'ensuit  donc 
que  quand  aucune  des  deux  quantités  aeib  n>sl 
xéro,  on  peut  exprimer  le  temps  sous  forme  finie 
ea  fonction  de  s,  lorsque  le  mobile  a  reçu  la  plus 
petite  vitesse /uvcc  laquelle  il  peut  alleindre  le 
point  C,  et  lorsqu'on  lui  a  imprimé  une  certaine 
vitesse  plus  grande  que  celle-là. 

Je  substitue  la  double  valeur  de  y  dans  l'expres- 
sion de  dif  il  vient 


^^  e  «/»      _      fét      m 


s»  ds 


ac  —  (a  ±  6)  js       * 

formule  que  Ton  rendra  rationnelle  et  qu'on  inté- 
grera ,  sans  difficulté,  par  les  régies  ordinaires.  La 
différentielle  dt  doit  toujours  être  positive  ;  la  dif- 
férentielle ds  est  positive  pendant  que  le  mobile 
s'avance  de  D  vers  B,  et  négative  lorsqu'il  revient 
vers  A.  Dans  le  premier  cas ,  on  prendra  donc  le  ra- 

t/^a  — s»  ,  avec  le  même  signe  que  le  dé- 


nominateur oe  —  (a  ±  *)  «>.et,  dans  le  second 
cas ,  avec  un  signe  contraire. 

143.  Soit  que  Ton  suppose  6  =  0  ou  c  =  oD  ,  le 
mobile  ne  sera  plus  soumis  qu'à  l'attraction  du 
centre  A.  L'équation  (c)  se  réduira  à 


ds» 


='•— (4-f) 


(•) 


la  valeur  de  di  qu'on  en  déduit  s'intégrera  sons 
forme  finie ,  et  fera  connaître  I  en  fonction  do  s. 
ds 
Si  l'on  fait  —  =  0,  on  aura  l'équation 
dt 

2a«  2a» 

«  s 

pour  déterminer  la  distance  s  à  laquelle  le  mobile 
s'arrêtera.  Dans  le  cas  de  2a*  r=  *»  a,  cette  distance 
sera  infinie  ;  ce  qui  signifie  que  le  mobile  ne  s'ar- 
rêtera pas.  Il  en  sera  de  même  dans  le  cas  de 
2a»  <  A»  « ,  d'où  il  résulterait  pour  s  une  valeur 
négative  qui  ne  peut  appartenir  à  aucun  point  de  la 
droite  indéfinie  DB ,  suivant  laquelle  le  mobile  a 
été  lancé.  Dans  ces  deux  cas  le  mouvement  appro- 
chera de  plus  en  plus  de  l'uniformité,  à  mesure 
que  le  mobile  s'éloignera  de  A. 

Quand  la  distance  s  sera  devenue  très  grande  et 
le  mouvement  sensiblement  uniforme  ,  sa  vitesse , 
d'après  l'équation  {e),  sera  à  peu  prés  égale  à 


1^ 


2a* 


*■  ^" s  ou  i  K  *»  —  2^«,  en  supposant 

qu'on  ait  a»  =  g»*  ,  c'est-à-dire,  en  supposant  qne 
le  corps  soit  parti  de  la  surface  d'une  sphère,  d'un 
rayon  «,  et  où  l'attraction  était  égale  à  g.  Ce  qui 
montre  que  la  diminution  de  la  vitesse  initiale  k 
sera  d'autant  plus  grande  que  cette  force  et  ce 
rayon  seront  plus  considérables. 


CHAPITRE   m. 


DU    MaOTBMENT    CURVILIGNE. 


$  I*^.  FormuUê  générales  de  ce  movvemenî. 

144.  Dans  le  mouvement  curviligne ,  la  courbe 
décrite  par  le  mobile  est  ce  qu'on  appelle  la  trajec- 


toire de  ce  point  motéiiel.  Au  bout  d'un  temps 
quelconque  t,  soit  X  (fig.  37)  la  position  du  mobile. 
Si  l'on  appelle  a  l'arc  CM  de  la  trajectoire  compris 
entre  le  mobile  et  un  point  fixe  C ,  pris  arbitraire- 
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ment  fur  cette  même  conrbe ,  «  sert  une  fonction 
de  i;  en  lorte  que  Ton  aura  ,  dani  on  mouTemeot 
enrviligne  quelconque , 

s  =  F*. 

Si  Ton  désigne,  au  même  instant,  par  s,  y,  m,  les 
trois  coordonnées  rectangulaires  dn  mobile,  ces 
variables  seront  aussi  des  fonctions  de  t^  et  Ton 
aura  également 

'=fl,       9=f'*,      '=/"<• 

Lorsque  ces  trois  dernières  équations  seront  con- 
nues, on  en  déduira,  ]iar  rélimination  de  i,  les 
deux  équations  en  x,  y,  »,  de  la  trajectoire.  Au 
moyen  des  équations  de  cette  courbe ,  on  détermi- 
nera s  en  fonction  de  Tune  des  trois  coordonnées, 
et,  par  suite ,  en  fonction  de  i;  ce  qui  fera  connaî- 
tre la  loi  du  mouvement  sur  la  trajectoire.  Chacune 
des  trois  équations  précédentes  est  celle  du  mou- 
vement rectiligne  de  la  projection  du  mobile  sur 
Tun  des  axes  des  coordonnées  ;  il  sVusuit  donc  que 
la  détermination  complète  du  mouvement  curviligne 
d^un  point  matériel  dans  Tespace,  se  réduira  à  celle 
de  trois  mouvemens  rectilignes,  qui  seront  les 
mouvemens  de  ses  projections  sur  les  trois  axes 
0»,  Oy,  Om,  des  coordonnées.  Quand  ces  trois  mou- 
vemens seront  uniformes,  celui  du  mobile  sera 
aussi  rectiligne  et  uniforme ,  et  réciproquement. 

146.  Pendant  Tinstant  dt,  le  mobile  décrira  Télé- 
ment  df  de  sa  trajectoire  j  eu  né^ligeont,  dans  cet 
intervalle  de  temps  iuiiniment  petit ,  faction  des 
forces  qui  le  sollicitent ,  on  pourra  considérer  son 
mouvement  comme  rectiligne  et  uniforme.  Si  donc 
on  appelle  p  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  t, 
on  aura 

dg 

»  =  — . 

di 

Si  ces  forces  cessaient  réellement  d^agir  à  Tinstant 
que  Ton  considère,  le  mobile  continuerait  de  se 
mouvoir  avec  cette  vitesse  v,  et  suivant  le  prolon- 
gement HT  de  l'élément  if,  c*est-à-dire ,  suivant 
la  tangente  à  la  trajectoire ,  puisque  en  vertu  de 
Tinertie  de  la  matière  il  ne  pourrait  alors  changer 
ni  la  direction  de  son  mouvement  ni  la  grandeur  de 
sa  vitesse  (n»  113).  On  peut  donc  considérer  un 
point  matériel  qui  décrit  une  ligne  courbe  quel- 
conque comme  étant  animé ,  à  chaque  instant , 
d'une  vitesse  dirigée  suivant  la  tangente  à  cette 
courbe ,  et  exprimée  par  le  rapport  de  son  élément 
différentiel  à  Télément  du  temps. 

En  représentant ,  au  bout  du  même  temps  t,  par 
Pj  9i  ^9  ^cB  vitesses  des  projections  du  mobile  sur 
les  trois  axes  des  Xj  y,  »,  on  aura  aussi,  dans  ces 
trois  mouvemens  rectilignes. 


ds 


dM 


/»  =  — >       9  =  -->      r  =  — . 
di  dt  di 

Mais  SI  Ton  désigne  par  «,  C,  y,  les  angles  que  fuit 


la  tangente  à  la  trajectoire,  ou  U  dirvetion  da  la 
vitesse  v,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x,  y,  », 
on  a  (n*  17) 

ds  dy  d» 

cos  •  =  —  ,     cos  C  =  —  ,      cos  yz=  —  ; 
dé  ds  ds 

d^où  Ton  conclut 

j9  =  «coss,     9==rcosC,     rzsvcos^',     (1) 

et  en  même  temps 

»•  =  p"  -J-  9«  +  r». 

Le  temps  i  croissant  continuellement ,  sa  diffé- 
rentielle est  toujours  positive.  Les  vitesses  j»^  q,  r, 
sont  positives  ou  négatives ,  selon  que  les  coordon- 
nées X,  y,  »,  croissent  ou  décroissent.  Bans  les 
équations  (l) ,  on  peut  regarder  la  vitesse  v  comme 
une  quantité  positive;  le  sens  de  cette  vitesse,  on 
la  partie  XT  de  la  tangente  à  la  trajectoire,  suivant 
laquelle  elle  sera  dirigée,  se  déterminera  alors  par 
les  signes  de  p,  q,  r,  qui  feront  connaître  si  les  an- 
gles •,  C,  y,  sont  oigus  ou  obtus.  Dans  Téquation 

ds 
e  =  — ,  on  considérera  la  vitesse  a  comme  posi- 
di 

tive  ou  comme  négative ,  selon  que  Tare  «  croltm 
ou  décroîtra. 

On  appelle  eùmposantês  de  la  vitesse  v  d*un  point 
matériel  les  vitesses  p,  q,  r,  de  ses  trois  projec- 
tions sur  des  axes  rectangulaires  \  et  chacune  de 
ces  trois  composantes  est  ce  que  Ton  entend  par  In 
vitesse  du  mobile,  parallèlement  i  Taxe  ouqnel 
elle  répond.  En  comparant  les  équations  (1)  à  celles 
du  n<»  31 ,  on  voit  que  cette  composition  des  vi- 
tesses se  fera  suivant  les  mêmes  rèç^ïe»  que  celle 
des  forces.  Diaprés  cette  analogie ,  si  Ton  mène  par 
le  point  H  une  droite  quelconque  HA ,  qui  fasse 
avec  les  parallèles  eux  axes  des  « ,  y,  »,  menées  par 
le  même  point,  des  angles  a,  b,  c,  aigus  ou  obtus , 
la  composante  de  la  vitesse  «  suivant  cette  droite 
HA  aura  pour  expression  générale 

p  cos  a  -|-  ^  cos  b  '\'  r  cos  e. 

La  quantité  de  mouvement  (no  126)  d^un  point 
matériel  isolé,  et  celle  d'un  corps  dont  tous  les 
points  sont  animés  de  vitesses  égales  et  parallèles  , 
se  décomposeront  en  d^autres  quantités  de  cette 
nature,  et  celles-ci  se  réduiront  à  une  seule,  sui- 
vant les  mêmes  règles  que  les  vitesses  qu'eJles  ont 
pour  facteur. 

146.  Au  bout  du  temps  i  ~\'  di,  soient  p  -|-  p'^ 
q^q'p^^f's  ce  que  deviennent  les  trois  compo- 
santes de  la  viteue  du  mobile ,  parallèles  aux  axes 
des  s,  y,  »;  en  sorte  que  p^ ,  q^,  r*,  représentent  les 
augmentations  infiniment  petites  de  vitesses  cfui 
ont  lieu  suivant  ces  directions  pendant  Pinstant  di, 
L*accroissement  de  vitesse  suivant  la  droite  HA,  sera 

p'  cos  a  -^  9^  cos  6  -^  W  cos  c. 
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Or,  quelles  qae  «oient  les  quantités  p'^  ^i,  r^,  sî 
Ton  fait 

H.  =  p'a  +  g».  +  f^a  , 

et  qu'on  regarde  «  comme  une  quantité  positive , 
on  pourra  toujours  trouver  trois  angles  m!,  C,  y\ 
aigus  ou  obtus ,  tels  que  Ton  ait 

p'  =  n  cos  a' ,     g*  =  Il  cos  C ,     f*  =  Il  cos  7.'  ; 

an  moyen  de  quoi  raccroissement  de  TÎtesse  sui- 
Tast  MA,  deviendra 

m  (cos  a  cos  «'  -|-  cos  6  cos  C  -|-  cos  c  cos  y). 

]>e  plus ,  la  quantité  comprise  entre  les  parenthèses 
est  le  cosinus  d^un  certain  angle  que  j^appelle  a-. 
L'accroissement  dont  il  s'agit  est  donc  égal  à 
«cos  r;  par  conséquent,  u  est  sa  plus  grande  valeur, 
et  elle  répond  à  la  direction  de  la  droite  MA,  pour 
laquelle  les  angles  a,  b,  0,  sont  les  mêmes  que  a.\ 
Cj  y\  ce  qui  rend  le  coefficient  de  ti  égal  à  Tunité. 
Dans  toute  autre  direction ,  Taccroissement  de  vi- 
tesse sera  égal  au  maximum  Uj  multiplié  par  le  co- 
sinus de  Tangle  o"  que  fait  cette  direction  quelcon- 
que avec  celle  du  masùnum;  d'où  il  résulte  qu'il 
sen  nul  par  rapport  à  toutes  les  directions  perpen- 
dienlaires  à  celles  de  sa  plus  grande  valeur. 

Quelle  que  soit  la  variation  de  vitesse  du  mobile, 
eu  grandeur  et  en  direction ,  pendant  Tinstant  di, 
il  y  a  donc  toujours  une  certaine  direction  pour  la- 
quelle Taugmentation  de  vitesse  est  la  plus  grande, 
et  qui  jouit  de  cette  propriété ,  que ,  suivant  toutes 
les  directions  perpendiculaires  à  ceUe*là ,  la  vitesse 
n'est  ni  augmentée  ni  diminuée. 

147.  La  direction  d^une  force  qui  agit  sur  un 
point  matériel  en  mouvement,  est  la  droite  suivant 
laquelle  elle  augmente  ou  diminue  la  vitesse  ac- 
quise, et  perpendiculairement  à  laquelle  elle  n'y 
produit  aucune  altération.  Ainsi ,  quand  nous  di- 
sons que  la  pesanteur  d^un  corps  en  mouvement 
dans  un  sens  quelconque  est  verticale ,  comme 
ceDe  d'un  corps  en  repos,  nous  entendons  par  là 
que  cette  force  augmente  la  vitesse  verticale ,  et 
B^altère  aucunement  la  vitesse  horizontale. 

Gela  étant ,  désignons ,  au  bout  du  temps  t,  par 
r,  W,  U",  etc. ,  les  intensités  des  différentes  forces 
qui  agissent  sur  le  point  matériel  dont  nous  consi- 
dérons le  mouvement  curviligne  ^  par  a,  h,  c,  a!, 
V,  c*,  al\  h"j  o^\  etc. ,  les  angles  que  font  leurs  di- 
rections données  avec  des  parallèles  aux  axes  des 
'j  y 3  ';  et  par  X,  Y,  Z,  les  sommes  de  leurs  com- 
posantes suivant  ces  axes;  nous  aurons  d'abord 
(no  32) 

X  =:  U  cos  a  +  U'  cos  a'  -I-  U"  cos  a"  -^  etc. , 
T=  U  cos  6  +  U'  cos  ft'  +  U"  cos  i"  -|-  etc.  , 
Z  =  U  cos  c  -I-  U'  cos  c'  +  U"  cos  c''  +  etc. 

Soient  ensuite»^  u* ,u*\  etc.,  les  vitesses  infiniment 
petites  que  ces  forces  U,  U',  U",  etc.,  produiraient, 
pendant  l'instant  dt,  suivant  leurs  directions  res- 
pectives ,  si  chacnne  d'elles  agissait  seule  sur  le 


mobile  animé  de  la  vitesse  e.  On  verra ,  comme 
dans  le  u»  119,  que  la  simultanéité  de  ces  forces 
n'influera  nullement  sur  les  grandeurs  et  les  direc- 
tions des  vitesses  qui  seront  réellement  produites  ; 
par  conséquent ,  si  l'on  continue  d'appeler  p*^  ^, 
1^,  les  quantités  infiniment  petites  dont  les  vitesses 
Vf  9j  ^>  ^^^  projections  du  mobile  sur  les  axes  des 
Sj  y,  m,  s'accroîtront  dans  l'instant  di,  ces  quanti- 
tés seront  les  sommes  des  composantes  de  n,  u\ 
m",  etc. ,  suivant  ces  trois  axes  \  en  sorte  que  nous 
aurons 

p'  r=  M  cos  a  -|-  II'  cos  o'  -|-  II"  cos  o^'  -|-  etc. , 
g'  =  tt  cos  6  -f-  II'  cos  6'  4*  •*"  cos  6"  -J-  etc.  , 
r'  =  ti  cos  c  4-  «'  cos  c'  -j-  y"  cos  c"  +  etc. 

Mais  en  appliquant  à  chacune  des  forces  «,  ii', 
ff"^  etc. ,  ce  qu'on  a  trouvé  (no  118]  pour  la  mesure 
d'une  force  d'après  la  vitesse  dont  elle  est  capable , 
on  a  aussi 

n  =  UA,    if»  =  U'A ,    tif'  =  U"«tt,    etc; 

en  comparant  les  valeurs  de  p',  ^,  f',  à  celles  de 
X,  T,  Z,  il  en  résulte  donc 

ff  =  \di,      ^^'îdt,      r'  =  ldi', 

ce  qui  montre  que  l'accroissement  de  la  compo- 
sante de  la  vitesse  du  mobile  suivant  chaque  axe , 
dans  Pinstant  di,  est  la  vitesse  produite ,  pendant 
cet  instant,  par  la  composante  totale  suivant  ce 
même  axe ,  des  forces  données  qui  agissent  sur  ce 
point  matériel. 

Ce  résultat  tient  à  ce  que  les  forces  sont  propor« 
tionnelles  aux  vitesses  qu^elles  impriment  au  mo* 
bile  dans  un  même  temps  infiniment  petit ,  les* 
quelles  vitesses  infiniment  petites  ne  changent  pas, 
soit  que  ces  forces  agissent  isolément,  soit  que 
leurs  actions  aient  lieu  simultanément.  Il  s'ensuit 
aussi  que  si  les  forces  appliquées  au  mobile  sont,  par 
exemple ,  au  nombre  de  trois ,  non  comprises  dans 
un  même  plan;  que  l'on  prenne  sur  les  directions 
de  ces  trois  forces  U,  U',  U",  à  partir  de  leur  point 
d'application ,  des  droites  de  grandeurs  finies  qui 
soient  entre  elles  comme  les  vitesses  correspon- 
dantes u,  u'j  u"f  et  que  l'on  achève  le  parallélépi- 
pède dont  ces  trois  droites  seront  les  côtés  adja* 
cens ,  la   résultante  de  ces   forces  sera  dirigée 
suivant  la  diagonale ,  et  sa  grandeur  sera  à  celle  de 
chacune  de  ces  forces  comme  la  diagonale  est  au 
côté  correspondant. 

148.  Si  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile  ^nt 
indépendantes  de  sa  vitesse  et  de  sa  position  dans 
l'espace ,  les  mouvemens  de  ses  trois  projections 
sur  les  axes  des  coordonnées  seront  indépendans 
entre  eux  ;  en  sorte  que  sa  projection  sur  chaque 
axe  se  trouvera ,  au  bout  d'un  temps  quelcon* 
que ,  au  même  point ,  et  aura  la  même  vitesse 
que  si  les  forces  et  les  vitesses  étaient  nulles  paral- 
lèlement aux  deux  autres  axes.  Il  n'en  sera  plus  de 
même,  en  général,  quand  les  forces  données  va^ 
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rieront ,  en  grandettr  on  en  diredian ,  Mit  aveo  U 
position  du  mobile,  toit  aveo  Mvitette  eoqnise; 
mais  on  pourra  tonjoors  déterminer  se  vitesse  et  sa 
position,  à  ehaqne  instant,  de  la  manière  sui- 
vante. 

Puisque  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  mo- 
bile peuvent  toujours  être  réduites  à  une  seule , 
supposons  que  U,  capable  de  la  vitesse  u,  soit 
cette  force  unique,  et  désignons  par  i  Tespaoe 
qn*elle  fera  parcourir  au  mobile  pendant  Tinstant 
dt,  suivant  sa  direction ,  indépendamment  de  la 
vitesse  o  de  ce  point  matériel  au  bout  du  temps  t. 
Diaprés  ce  qu^on  a  vu  dans  le  d9  114,  nous  au- 
rons 

•  =  l/9udi. 


lis ,  en  vertu  de  cette  vitesse  acquise  n  et  de 
Taction  de  la  force  U  ou  de  ses  composantes,  les 
espaces  parcourus  par  les  projections  du  mobile 
sur  les  axes  des  x,  y,  m,  pendant  Tinstant  di,  se- 
ront 

pdt  +  \/2f^dt,    qdi+\/Z^di,     rdi  +  Iftr'di; 

donc ,  à  cause  de 

f^  s=  u  cos  n,    j^  =  «  cos  6,    r'  =  «  cos  e, 

et  en  ayant  égard  aux  équations  (1)  et  à  la  valeur 
de  t ,  on  aura 

0^  ^  s  =s  m  cos  «  4*  *  ^^^  ^  I 
y  —  y  =  »  cos  C  ^  I  cos  h  , 
s'  ^-  s  =  »  cos  y  +  *  cos  0  ; 

•  étant  Tespace  rdi  qui  serait  décrit  par  le  mobile 
dans  Tinstant  di,  en  vertu  seulement  de  la  vi- 
tesse V,  et  s*,  y\  m\  ses  trois  coordonnées  an  bout 
du  temps  t'^  dt,  qui  étaient  9,  y,  z,  au  bout  du 
temps  t. 

Cela  posé ,  soient  toujours  11  (fig.  37),  le  point 
de  la  trajectoire  dont  m,  y,  b,  sont  les  trois  coor- 
données ,  et  MT  la  direction  de  la  vitesse  e.  Soit 
aussi  HA  celle  de  la  force  U.  Prenons  sur  HA  et  HT 
des  droites  HH  et  HK ,  égales  à  1  et  »,  et  achevons 
le  parallélogramme  HHH'K,  dont  ces  droites  sont 
les  d«ux  côtés  adjaceos.  L^extrémité  H'  de  sa  dia- 
gonale sera ,  en  vertu  des  équations  précédentes , 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  ^,  y\  %\  ou  la 
position  du  mobile  au  bout  du  temps  i-^dt. 

Appelons  v*  la  vitesse  du  mobile  au  point  H', 
laquelle  vitesse  sera  dirigée  suivant  le  prolonge- 
ment WV  de  la  droite  HH',  et  aura  pour  valeur  le 
composante  de  v  suivant  HH',  augmentée  de  la 
vitesse  produite  suivant  cette  direction  par  Taction 
de  la  force  U  pendant  Tinstant  di.  L^espace  1  étant 
infiniment  petit  par  rapporta  »,  il  s'ensuit  que 
Tangle  THH'  est  aussi  infiniment  petit  j  la  compo- 
sante de  l'est  donc  cette  vitesse  même,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  du  second  ordre.  De 
plus ,  si  Ton  désigne  par  ^  Tangle  AHH'  que  fait  la 
direction  de  la  force  U  avec  le  c6té  HH'  de  le  tra- 


jectoire, on  aura  11  nos  1  pour  Taugmentatien  de 
vitesse  qui  sera  produite  par  Faction  de  eette  force; 
il  en  résultera  donc 

Je  fais  v*  4i<  =  »',  et  je  prends  sur  WV  une  psr- 
tie  H'K.'  égale  à  »' j  je  désigne  par  H' A'  la  direction 
de  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  quand  il  est  par- 
venu en  H';  sur  cette  droite,  je  prends  une  psr- 
tie  H'H' ,  égale  à  Tespace  que  cette  force  peut  faire 
parcourir  au  mobile  dans  un  instant  cil';  j^achève  le 
paraUélogramme  H'H'H"K';  et  l'extrémité  M"  de  la 
diagonale  sera  un  troisième  point  de  la  trajec- 
toire. 

En  commençant  cette  suite  de  constructions  an 
point  de  départ  du  mobile ,  où  Ton  doit  connaître 
ta  vitesse  en  grandeur  et  en  direction ,  il  est  évi- 
dent que  Ton  déterminera  successivement  tous  les 
points  de  sa  trajectoire  plane  on  à  double  cour- 
bure ,  et ,  en  même  temps ,  ta  vitesse  dont  il  sera 
animé  en  chacun  de  ces  points.  Si  les  intervalles 
de  temps,  qu'on  a  supposés  infiniment  petits  et 
désignés  par  di,  sont  seulement  très  petits ,  on  ob- 
tiendra une  suite  de  points  qui  seront  les  sommets 
d'un  polygone ,  d'autant  moins  différent  de  la  tra- 
jectoire ,  que  ses  côtés  seront  plus  petite.  En  re- 
gardant la  vitesse  comme  constante  sur  chaqoe 
oôté ,  et  prenant  pour  sa  valeur  la  demi-somme  des 
vitesses  qu'on  aura  trouvées  aux  deux  extrémités , 
on  pourra  calculer -le  temps  employé  à  parcourir 
une  portion  quelconque  du  polygone  ;  par  consé- 
quent ,  on  connaîtra  de  cette  manière  la  courbe  dé> 
crite  par  le  mobile ,  ainsi  que  sa  vitesse  et  sa  posi- 
tion à  un  instant  donné  sur  cette  courbe,  à  tel 
degré  d'approximation  qu'on  voudra  ;  mais  il  vaut 
mieux  faire  dépendre  les  valeun  des  coordonnées 
du  mobile  en  fonctions  du  temps ,  d'équations  dif- 
férentielles que  l'on  intégrera  ensuite  s'il  est  pos- 
sible. 

149.  Ces  équations  différentielles  du  mouvement 
curviligne  sont'  une  suite  immédiate  du  principe 
éubli  dans  le  n»  147. 

En  effet ,  les  composontes  de  la  vitesse  du  mo- 
bile, parallèles  aux  axes  de  ses  coordonnées  s,  y,  m, 

ds   dy   dïï 
étant  — ,  — ,  —,  an  bout  du  temps  quelconque  i, 
dt    di    di 

leurs  accroissemens,  pendant  l'instant  dtpWnwX 

ds        dy       dst 
d,  —,  d,  ^,  d.  — ;  et  comme  ohacon  d'eux  est 

di         di        di 

dû  uniquement  a  la  composante  suivant  Taxe  eor- 
respondant ,  de  la  force  qui  agit  à  cet  instant  sur  le 
mobile,  il  s'ensuit  qu'en  appelant  toujoun  X,  T,  Z, 
les  composantes  de  cette  force ,  panllèlea  nnx  axes 
des  coordonnées  s,  y,  »,  nous  aurons 

ds  dy  d% 

d.—^Xdi,      d.-'^'ïdt,       d.-'=:Zdi, 
di  di  di 
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oQy  ee  qui  est  lo  même  chose, 


(8) 


le  problème  consistera ,  dans  chaque  cas ,  à  in- 
t<^rer  ces  trois  équations  du  mouvement  ;  et  Ton 
peut  considérer,  pour  cette  intégration ,  le  pro- 
cédé du  no  précédent  comme  une  méthode  géné- 
rale d'approximation.  Leurs  intégrales  contiendront 
aix  constantes  arbitraires,  que  Ton  déterminera  au 
moyen  des  trois  coordonnées  du  mobile  à  Torigine 
da  moiiTement,  et  des  trois  composantes  de  la  tî- 
tesse  initiale,  c'est-à-dire,  au  moyen  des  valeurs 

dx    ify    ds 
des  six  quantités  *,  y,  s,  —;  —,  —,  qai  seront 

dt  dt  di 
données  pour  <=  0.  Ces  intégrales  et  leurs  différen- 
ttelles  premières  feront  ensuite  connaître  la  position 
dn  mobile  à  un  instant  quelconque  ,  et  sa  vitesse 
en  grandeur  et  en  direction.  En  éliminant  entre 
elles  le  temps  t,  on  aura  les  deux  équations  de  la 
trajectoire.  Quand  on  saura  d'avance  que  cette 
courbe  est  plane ,  on  pourra  prendre  son  plan  pour 
cehai  des  «  et  y,  par  exemple  ^  ce  qui  réduira  les 
trois  équations  précédentesaux  deux  premières. 

160.  Au  bout  du  tenfps  i,  soient  a,  b,  c,  les 
trois  coordonnées  d'un  second  point  matériel ,  à  la 
position  duquel  on  veut  comparer  celle  du  premier. 
Les  axes  de  ces  coordonnées  étant  ceux  des  s.  «  s 
jeikis 

les  Tsiriables  s^,  jf,  js*,  feront  connaître  à  chaque 
instant  In  position  du  premier  point  par  rapport  au 
second;  et  d'après  les  équations  (2),  on  aura 

d^a^  d^a    d'y'  d»d    d>s'  d*o 

diM  tU*^    df  dt»^  dt^  dt*  ' 

pour  les  déterminer  en  fonctions  du  temps. 

Qoand  le  mouvement  du  second  point  ne  sera 
pas  connu ,  mais  que  l'on  donnera  seulement  les 
composantes  A,  B,  C,  parallèles  aux  axes  des  coor- 
données, de  la  force  qui  le  sollicite ,  on  aura 


d*  a 


=  A, 


d^b 


=  B, 


d'ji 
dt* 


=  C, 


et  il  en  résultera 


*  «*     ^     .    d»  y  d*  s' 

=  X-A,  -J.  ==Y-B,  ^=Z-C, 


di* 


di^ 


les  éqnations  du  mouvement  relatif  dn  pre- 
'  point. 

Si  k  force  dont  A ,  B ,  C ,  sont  les  composantes 
sgîl  à  la  fois  sur  les  deux  mobiles,  ces  composantes 
entreront  aossi  dans  les  taleurs  de  X,  Y,  Z,  et 
dbparaitront  de  ces  dernières  équations.  C'est  ce 
^i  arrivera ,  par  exemple ,  &  l'égard  des  corps  qui 
>«  meavent  à  la  surface  de  la  terre,  et  dont  on 


rapporte  les  positions  à  des  points  déterminés  de 
cette  surface  :  les  forces  relatives  à  ces  points  et 
provenant  dn  moQTement  diurne  de  la  terre ,  n'en- 
trent pas  dans  les  équations  des  divers  mouvemens 
que  l'on  considère  à  sa  superficie  ;  et  l'on  en  fait 
complètement  abstraction ,  en  formant  ces  équa*^ 
tiens. 

Toutefois ,  cela  ne  veut  pas  dire  que  les  mon- 
vemens  que  nous  observons  soient  tous  indépen- 
dans  de  la  Titesse  de  rotation  de  la  terre.  Elle 
influe  pour  une  petite  partie  sur  Pintensité  de  la 
pesanteur,  et,  conséquemment ,  sur  les  mouve- 
mens Terticaux.  De  plus ,  quand  un  corps  tombe 
d'une  hauteur  considérable ,  la  vitesse  de  rotation 
dont  il  est  animé  à  son  point  de  départ  est  un 
peu  plus  grande  que  celle  qui  a  lieu  au  pied  de  la 
verticale  menée  par  ce  point  ;  d'où  il  est  aisé  de 
conclure  que  le  mobile  doit  s'écarter  un  peu  de  cette 
droite,  et  venir  rencontrer  la  terre  à  une  petite  dis- 
tance de  son  extrémité  inférieure.  Cette  déviation, 
qui  a  été  elTectivement  observée ,  rend  sensible, 
par  une  expérience  directe ,  le  mouvement  de  la 
terre  autour  de  son  axe. 

Les  mouvemens  indépendans  de  cette  rotation 
sont  ceux  que  produit  le  choc  des  corps ,  et  aussi 
ceux  qui  sont  dus  à  l'action  musculaire  des  hommes 
et  des  animaux. 

151.  Les  équations  (2)  sont  celles  dn  mouvement 
d'un  point  matériel  entièrement  libre  ;  mais  il  est 
facile  de  les  étendre  k  un  point  matériel  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  surface  donnée.  Il  suffira  pour 
cela ,  comme  dans  le  cas  de  l'équilibre  (no  36),  do 
joindre  aux  forces  données  qui  agissent  sur  le  mo- 
bile ,  une  force  de  grandeur  inconnue ,  qui  repré- 
sentera la  résistance  de  la  surface.  Cette  force  sera 
normale  à  la  surface  donnée;  je  la  représenterai 
par  N^  et  par  a,  /u,  r,  les  angles  qu'elle  fait  avec  les 
prolongemens  des  coordonnées  x,  y,  m,  du  mobile  ; 
les  équations  du  mouTement  seront  alors 


d*  X 
"dS" 

d»y 
dt* 

d*M 
dt* 


X  -|-  N  cos  A  , 
Y  -{*  I'  cos  /« , 
Z  -)*  K  <^s  r, 


(3) 


En  représentant  par  L=0  Téquation  de  la  surface 
donnée,  et  faisant,  pour  abréger, 


\ds* 


dy* 


ds> 


on  aura  (no  21) ,  en  même  temps  , 

dL  dL  dl 

C0SA  =  V~.,      COSf»=V— ,      COSf=V— . 

dr  dy  d3 

Après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (3),  on  éliminera  entre  elles  le  produit  Bl  Y  ; 
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les  deux  équations  qui  en  résulteront ,  jointes  à 
L  =0,  serviront  à  déterminer  s,  y,  a,  en  fonctions 
de  <.  On  tirera  ensuite  de  Tune  des  équations  (3) , 
ou  d*une  combinaison  quelconque  de  ces  équa- 
tions, la  valeur  de  NV  ;  et  comme  N  doit  toujours 
être  une  quantité  positive,  le  si^e  de  cette  valeur 
fera  connaître  celui  de  Y  ;  au  moyen  de  quoi  la 
force  normale  N  et  le  sens  dans  lequel  elle  agit , 
seront  oomplùtement  déterminés. 

Si  le  mobile  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  deux 
surfaces  données ,  ou  sur  leur  courbe  d^intersec- 
tion,  ou  le  considérera  encore  comme  entièrement 
libre ,  après  avoir  joint  aux  forces  données  deux 
forces  inconnues  N  et  N',  normales  à  ces  surfaces  ; 
et  en  désignant  par  x,  fi,  r,  les  angles  qui  déter- 
mineront les  directions  do  la  première  par  rapport 
aux  axes  des  x,  y,  %,  et  par  x',  fJ  y',  les  angles  qui 
répondront  à  la  seconde,  il  en  résultera 


d»  m 
"dS" 

di* 

d^  s 
di* 


=  X  +  N  cos  A  -f-  R'  cos  x'. 


=  Y  4-  N  cos  f*  -I-  K'  cos  fi' ,    >  (4) 


=  Z  -f-  N  cos  V   -f-  If'  cos  y'  , 


pour  les  équations  du  mouvement.  Si  1=0  est 
Téquation  de  la  surface  dont  H  est  la  résistance, 
et  qu'on  représente  par  L'=0  celle  de  la  surface  à 
laquelle  H'  correspond,  les  valeurs  de  cos  x,  cos  /u, 
cos  r,  seront  les  mêmes  que  précédemment,  et 
celles  de  cos  x',  cos  /*! ,  cos  y',  s'en  déduiront  par  le 
changement  de  Y  et  L  en  Y'  et  V.  Après  avoir 
substitué  les  unes  et  les  autres  dans  les  équations 
(4),  on  éliminera  les  produits  NY  et  M'Y'.  L'équa- 
tion qui  en  résultera,  et  les  équations  données 
L=0  et  L'  =  0,  serviront  à  déterminer  les  valeurs 
de  X,  y,  M,  en  fonctions  de  i.  Cela  fait,  on  tirera  de 
deux  des  équations  (4),  les  valeurs  de  If  Y  et  N'Y', 
dont  les  signes  seront  ceux  de  Y  et  Y';  et,  de  cette 
manière ,  on  connaîtra  les  forces  normales  N  et  If', 
et  le  sens  dans  lequel  elles  agissent  :  leur  résul- 
tante sera,  en  grandeur  et  en  direction,  la  résis- 
tance de  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est 
astreint  à  se  mouvoir. 

162.  Pour  donner  une  forme  plus  simple  aux 
équations  (4)  ,  soient  m  la  masse  du  mobile  et  mP 
la  pression  qu'il  exercera,  dans  son  état  de  mouve- 
ment, sur  la  courbe  qu'il  est  forcé  de  décrire. 
Désignons  par  « ,  V,  «",  les  angles  que  fait  la  di- 
rection de  cette  force  avec  les  prolongemens,  dans 
le  sens  positif,  des  coordonnées  x,y,  % ,  de  ce 
point;  la  résistance  que  la  courbe  oppose  au  mou- 
vement du  mobile ,  considérée  comme  une  force 
accélératrice ,  sera  égale  et  contraire  à  P  ;  en  la 
joignant  aux  forces  données  X,  T,  Z,  qui  agis- 
sent sur  le  mobile,  nous  aurons  |  au  lieu  des  équa- 
tions (4), 


d*  s 

dt^ 

d^M 

dt* 


r=  X  —  P  cos«, 
=  Y  —  PcosV, 
=  Z  —  P  cos  •". 


W 


La  direction  de  la  force  P  n'est  pas  comme  à 
priori  :  on  sait  seulement  qu'elle  est  normale  à  la 
courbe  donnée  ;  d^où  il  résulte  que  le  cosinus  de 
l'angle  compris  entre  cette  direction  et  la  tangente 
à  la  trajectoire  doit  être  égal  à  léro;  ce  qui  donoe 

ds  dy  dM 

—  cos  «  H cos  «*  -j cos  «"  =  0.      (6) 

ds  de  de 

Les  angles  «,  «',  V,  seront,  en  outre,  liés  entra 
eux  par  l'équation  ordinaire 

cos*  m  -f-  cos*  «^  -)*  ^'*  «"  =  1. 

On  éliminera  P,<r,  «'j«"i  «nt^*  ces  équation», 
en  ajoutant  les  équations  (5),  après  les  avoir  muN 

ds  dy  dM 
tipliées  par  —,—,—;  en  ayant  égard  à  l'équatioo 

ds  dt  dt 
(6) ,  et  en  faisant ,  pour  abréger , 

dx  dy  dM 

X-  +  Y-  +  Z  —  =  f, 
ds  ds 


ds 


on  a  alors 


dsd*  s  +  dyd^  y  +  did^  s 
dsdi* 

En  différentiant  l'équation  identique 

ds*  +  dy*  +  dM*         ds* 


dt* 


dt* 


et  divisant  par  2d#,  on  voit  que  le  premier  membre 
de  l'équation  précédente  est  la  même  chose  que 

d*« 

..-^;  on  aura  donc  simplement 
dt^ 


d*s 
dt* 


=  ». 


W 


La  force  ^  est  la  somme  des  composantes  des 
forces  données,  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire, 
lesquelles  composantes  seront  regardées  comme 
positives  ou  comme  négatives ,  selon  qu'elles  ten- 
dront à  augmenter  ou  à  diminuer  l'arc  s  décrit  par 
le  mobile.  L'équation  (7)  signifie  donc  que  dans  le 
mouvement  curviligne,  comme  dans  le  mouvement 
rectiligne,  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  dans  le 
sens  de  son  mouvement  est  égale  au  second  ooeffi> 
cient  différentiel  de  l'espace  parcouru  :  à  cause 

ds 
de  e=-*,  on  peut  aussi  dire  qu'elle  est  égale  au 
dl 
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premier  coefficient  difféfeotiel  de  la  TÎtesse  ac- 
quise v. 

Cette  équation  étant  indépendante  de  la  résis- 
tance de  la  courbe ,  conirient  aussi  au  mouTement 
d*ini  point  matériel  entièrement  libre  et  à  celui 
d*un  point  matériel  assujetti  à  demeurer  sur  une 
surface  courbe  j  mais  c'est  principalement  dans  le 
cas  d^un  point  matériel  qui  se  ment  sur  une  courbe 
donnée ,  que  cette  équation  pourra  être  utile.  On 
tirera  des  équations  de  cette  courbe  les  valeurs  de 
s,  y,  s,  en  fonctions  de  i;  et  après  les  avoir  sub- 
stituées dons  Téquation  (7),  il  ne  restera  plus  qu^à 
intégrer  cette  équation  du  second  ordre  entre  «  et 
i.  Les  deux  constantes  arbitraires  que  renfermera 
son  intégrale  se  détermineront  au  moyen  des  va- 

ds 
leors  de  #  et  -*  qui  répondent  à  <=0,  c'est-à-dire, 
dt 

an  mojen  de  la  position  et  de  la  vitesse  initiales  du 
mobile.  Quand  les  trois  coordonnées  x,  y ,  g, 
auront  été  déterminées  en  fonctions  de  i,  d'après 
l'intégrale  de  l'équation  (7),  jointe  aux  deux  équa- 
tions données  delà  trajectoire,  les  équations  (6) 
feront  connaître,  à  un  instant  quelconque,  les  trois 
composantes  de  la  pression  P  qu'éprouvera  la 
courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  obligé  de  se 
mouvoir.  On  trouvera ,  dans  le  cbapitre  suivant , 
une  détermination  plus  simple  de  cette  force  en 
grandeur  et  en  direction. 

(  IL  Con$équenee$  principaieê  des  formudêê 
précédentes, 

163.  Lorsque  le  mobile  est  sollicité  par  une 
force  dirigée  vers  un  centre  fixe,  on  obtient  immé- 
diatement trois  intégrales  premières  des  équa- 
tions (2). 

Pour  cela ,  plaçons  l'origine  des  coordonnées 
X,  y,  X,  en  ce  point  ;  représentons,  en  grandeur  et 
en  direction ,  la  force  qui  sollicite  le  mobile ,  par 
son  mjon  vecteur;  et  construisons  le  parallélépi- 
pède dont  ce  rayon  est  la  diagonale,  et  qui  a  ses 
trois  côtés  adjacens  sur  les  axes  des  x,y,  x.  Les 
trois  coordonnées  x,  y,  x,  du  mobile  seront  les 
grandeurs  de  ces  trois  côtés,  et  représenteront 
les  trois  composantes  de  la  force  donnée;  en  sorte 
que  Ton  aora 


X  :  Y  :  z 


•  •  X  •  y  •  a 


d'où  l'on  tire 

Xy  =:  Tjt  ,       Zjp  =  Xa ,      Ys  =  Zy. 

IFmi  autre  côté ,  les  équations  (2)  peuvent  être 
reopiacées  par  celle-ci  : 


yd^ 

xd» 
xd» 


membres  sont  les  différentielles  de  yds — «dy, 
xdx-^xds,  zdy  —  ydx,  on  aura,  en  intégrant, 


ydx  —  xdy  =  cdty 
xdz  —  zdx  =  c^dt^ 
%dy  —  ydz  =  c"d<j 


(») 


0,  c'^  o'\  étant  des  constantes  orbitraires. 

154.  Pour  énoncer  le  théorème  contenu  dans  ces 
intégrales  premières  des  équotions  du  mouvement, 
considérons  la  projection  AMB  (fig.  38)  de  la  tra- 
jectoire du  mobile  sur  le  plan  des  coordonnées  m  et 
y,  dont  les  axes  sont  Os  et  Oy.  Au  bout  du  temps 
i,  soient  M  la  projection  du  mobile,  OP  et  HP  son 
abscisse  J?  et  son  ordonnée  y;  et  C  étant  le  point 
où  cette  courbe  coupe  l'axe  Oy^  appelons  «le  sec- 
teur COM ,  p  Paire  COPH ,  q  le  triangle  OPH  ;  nous 
aurons 

Si  M'  est  la  projection  du  mobile  au  bout  du  temps 
<-|-d/,  HOM'  sera  Taire  décrite  par  leroyon  vecteur 
de  cette  projection  pendant  l'instant  d/;  ce  sera 
aussi  la  difTérentielle  de  u  ou  de  p  — g  ;  et  à  cause  de 

dp  ==  ydx  ,       dq  =  l/Zsdy  +  Iftydx , 


on  aura 


du  =r  l/Ziydx  -^  'dy); 


X  —  jrd«  y  =  (Xy  —  Y*)  dt*  ,  ) 
a  —  JB*  *  =  (Z*  —  Xr)  d/»  ,  >  (a) 
y  ^  yd*  X    =  (Ys  —  Zy)  di*.     1 

Or, leurs  seconds  membres  sont  nuls  en  vertu  des      ym*  .wv»9%.«j»»...,  .«»  w.w«.  »,  .  ,  .«,  «ww.. ^ 

équations  précédentes;  et  comme  leurs  premiers  |   elles  comme  les  coordonnées  x,y,  s^  du  mobile  ; 


par  conséquent ,  la  première  équation  (6)  signifie 
que  l'aire  décrite  pendant  chaque  instant  dt  par  le 
rayon  vecteur  de  la  projection  M  du  mobile  est  con- 
stante et  égale  à  1/2  cdi;  donc  aussi  l'aire  décrite 
pendant  un  temps  t  quelconque ,  est  proporticn- 
nelle  à  celte  variable  et  égale  à  1/2  et.  Les  aires 
décrites  dans  ce  même  temps  par  les  rayons  vec- 
teurs des  projections  du  mobile  sur  les  plans  des 
X  et  X,  et  des  y  et  s,  seront  de  même  égales  à 
1/2  c'*  et  1/2  c"t. 

Concluons  donc  que  quand  un  point  matériel  est 
soumis  à  une  force  constamment  dirigée  vers  un 
centre  fixe,  les  aires  décrites  autour  de  ce  point 
par  le  rayon  vecteur  de  sa  projection  sur  un  plan 
quelconque  passant  par  ce  même  point ,  sont  pro- 
portionnelles au  temps  employé  à  les  décrire. 

Réciproquement,  lorsque  cette  propriétés  lieu 
par  rapport  à  trois  plans  rectangulaires  menés  par 
le  centre  des  aires ,  on  en  peut  conclure  que  la 
force  ou  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le 
mobile  est  constamment  dirigée  vers  ce  centre 
fixe. 

En  effet,  si  les  équations  {b)  sont  données,  on 
aura ,  en  les  différentiant , 

yd*x — sd*y==0,  xd*z — zd*x=:Oj  sd»y — yd"«=0; 

en  vertu  des  équations  (a),  qui  sont  celles  d'un 
mouvement  quelconque ,  on  aura  donc  aussi 

Xy  =  Yjc,      Zs  =  Xs  ,      Yi»  =  Zy  ; 

par  conséquent,  les  forces  X,  Y,  Z,  seront  entre 
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00  qui  fuffii  pour  qoo  leor  rëtultante  soît  cooftam- 
ment  dirigée  vers  l'origine  des  coordonnées.  An 
reste ,  cette  force  peut  être  altractÎTe  on  répulsive , 
c'est-à-dire  qu'elle  peut  agir  suivant  le  rayon  vec- 
teur du  mobile ,  ou  suivant  son  prolongement. 

166.  Lorsqu'un  point  matériel  est  soumis  i  une 
force  dirigée  vers  un  centre  fixe ,  il  est  évident  que 
sa  trajectoire  est  une  courbe  plane,  puisqu'il  n'y 
aurait  aucune  raison  pour  qu'il  sortit ,  plutôt  d'un 
côté  que  de  l'autre ,  du  plan  passant  par  la  direc- 
tion de  sa  vitesse  initiale  et  par  le  centre  fixe.  C'est 
aussi  ce  que  l'on  déduit  des  équations  {h)  ;  car  en 
les  ajoutant ,  oprès  les  avoir  multipliées  par  »,  y,  s, 
et  divisée  par  et,  il  vient 

05  -f-  c'y  -f-  c"*  =  0. 

On  peut  prendre  ce  plan  pour  celui  des  dr  et  y  ; 
l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  même  du  mobile, 
dans  le  plan  de  sa  trajectoire ,  sera  donc  propor- 
tionnelle au  temps  ;  et ,  de  plus  ,  le  théorème  pré- 
cédent se  réduira  h  cette  proportionnalité.  En 
effet ,  si  elle  a  lieu  pour  l'aire  décrite  sur  le  plan  de 
la  trajectoire ,  elle  aura  lieu  également  pour  l'aire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  de  la  projection  du 
mobile  sur  tout  autre  plan  \  car  cette  antre  aire 
n'est  autre  chose  que  la  projection  de  la  première 
sur  ce  plan  ;  et  nous  savons  (no  10}  que  la  projec- 
tion d'une  aire  plane  a  un  rapport  constant  avec 
Faire  projetée. 

166.  L'aire  infiniment  petite  MOH'  peut  aussi 
s'exprimer  en  coordonnées  polaires.  Pour  celo ,  dé- 
signons par  r  le  rayon  vecteur  OM ,  et  par  0  Tangle 
MOj;  qu'il  fait  avec  l'axe  des  g.  Décrivons  du  point 

0 1  comme  centre ,  l'arc  de  cercle  HN  qui  coupe 
au  point  N  le  rayon  vecteur  OM',  correspondant  à 
l'angle  I  —  dO ,  et  qui  aura  pour  longueur  rdO.  Le 
secteur  circulaire  MON  sero  égal  à  1/2  r*  dt ,  et 
pourra  être  pris  pour  Taire  MOH',  en  négligeant 
l'aire  SNM  ',  infiniment  petite  du  second  ordre.  On 
devra  donc  avoir 

yds  ~~  xdjf  =  r*  d9  ; 

équation  que  l'on  vérifie  effectivement  au  moyen 
des  valeurs 

jr  =s  r  cos  I  ,      y  =  r  sin  •  , 

et  de  leurs  différentielles,  qui  sont 

dr=co8Bdr-(-rsin9dl,  <fy=sinlc{r — rcostdS, 

à  cause  que  celle  de  l'angle  •  est  ici  —  dl.  De 
cette  manière,  la  première  équation  (6)  prendra 
la  forme 

r*  dt  =z  cdi, 

sous  laquelle  on  l'emploie  ordinairement. 

On  exprime  de  même  en  coordonnées  polaires 
l'élément  de  la  courbe.  En  désignant  l'arc  GH  par  a- 
et  cet  élément  par  da- ,  on  aura  à  la  fois 

MB'zrcKr,    H]!f  =  ni»,    NI' =  dr; 


en  considérant  Mlll'  comme  un  triangle  rectillga* 
rectangle  en  N,  on  en  condnra  donc 

df*=:  dr*  +  r*  dl»  j 

œ  qu'on  peut  aussi  déduire  de  la  formule 
da*  =z  dif*  +  djf*  , 

au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  dx  et  djf, 

A  cette  occasion ,  nous  ferons  remarquer  que , 
dans  une  trajectoire  plane ,  les  composantes  de  la 
vitesse  du  mobile  suivant  le  prolongement  HO'  de 
son  rayon  vecteur  MO ,  et  suivant  la  perpendicu- 
laire à  ce  rayon ,  sont  exprimées  par 

dr        rdt 

di        di 

car  l'angle  O'HT  que  fait  ce  prolongement  avec 
la  tangente  MT  est  complément  de  l'angle  M  du 
triangle  M'MN  ;  d'après  ce  triangle,  on  a  donc 

dr  rdM 

cos  O'HT  =  — ,     sin  O'HT  =  —  ; 
dr  dr 

et  en  multipliant  ce  cosinus  et  ce  sinus  par  la  vi- 

dr 
tesse  —  ,  dirigée  suivant  MT ,  on  aura  les  compo- 

di 
santés  dont  il  s'agit.  Il  est  souvent  utile  d'en  faire 

ds     dy 
nsQffe.  Elles  diffèrent  des  composantes  —  et  —  de 

di     de 

la  même  vitesse  en  ce  que  les  directions  de  celles- 
ci  sont  fixes ,  et  que  celles  des  précédentes  varient 
avec  la  position  du  mobile. 

dt 
La  vitesse —  •  avec  laquelle  le  rayon  vecteur  OH 

dt 
décrit  l'angle  COM  compté  à  partir  d'une  droite 
fixe,  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  angulaire  du 
mobile.  Elle  se  déduit ,  comme  on  voit ,  de  sa  vi- 

rdft 
tesse  — ,  perpendiculaire  à  OH,  en  la  divisant  par 

dt 
la  longueur  de  ce  rayon. 

167.  Revenons  maintenant  aux  équations  éiWé- 
rentielles  du  mouvement. 

Ajoutons  les  équations  (6)  du  n»  162 ,  après  lee 
avoir  multipliées  ^rds^dy  ,  dsf  en  ayant  égard  à 
l'équation  (6)  du  même  numéro ,  et  observant  que 

1  ds>        1 
•=— d.— =— d.*i  , 

2  dt*       Z 


dxd»  s  +  dyd*  y  -(-  dsd>  s 


il  en  résultera 

l/Zd.v*  =  \ds  +  Tdy  +  Zds.       (e) 

Supposons  que  les  expressions  desforces  données 
X^  Y,  Z,  ne  renferment  explicitement  ni  le 
temps  <  ^  ni  la  vitesse  e  ,  et  qu'en  considérant  «  , 
y,  %,  comme  des  variables  indépendantes ,  cette 
formule  (c)  soit  une  différentielle  exacte  ;  faisons , 
en  conséquence  , 

Xddr  -f-  Tdy  +  Zd;i  =  d.F  («  ,  y ,  s)  ; 
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F  mdkjvani  vm/ù  fonetioii  donnée  :  en  iniëgrani  Té- 
qnation  (c)  et  désignant  par  C  la  constante  arbi- 
traire ,  nous  aurons 

Pour  éliminer  cette  constante,  soient  u,  b,  c,  k,  les 
▼alenrs  initiales  de  x,  y  ,  jb  ,v;  on  aura 

*.=  8F(a,»,«)  +  C, 

et  y  en  retranchant  cette  équation  de  la  précé- 
dente, 

r«  =  *.  +  2F  («,y,  s)  -  21  («,  6,  c).     (d) 

Ce  résultat  étant  indépendant  de  la  résistance  N 
de  la  courbe,  égale  et  contraire  à  la  force  P  qui 
entrait  dans  les  équations  dont  on  Ta  déduit ,  il 
s^ensnit  qu^il  a  également  lieu  dans  le  mouvement 
d'un  point  matériel  entièrement  libre ,  et  dans 
le  mouvement  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe 
donnée. 

La  conséquence  immédiate  de  cette  équation  (d), 
c'est  que  la  vitesse  est  constante  et  le  mouvement 
nniforme  toutes  les  fois  que  le  mobile  n'est  solli- 
cité par  aucune  force  donnée;  car  alors  la  fonc- 
tion F  est  nulle ,  et  Ton  a  e= A^  soit  que  le  mou- 
vement ait  lieu  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe 
donnée  ,  on  que  le  mobile  soit  entièrement  liljre. 

Cette  équation  nous  montre ,  de  plus ,  que  dans 
la  supposition  qu'on  a  faite  sur  la  nature  des 
farces  3L ,  Y ,  Z ,  l'accroissement  du  carré  de  la 
vitesse  du  mobile,  en  passant  d'une  position  à  une 
antre ,  est  toujours  le  même ,  quelle  que  soit  la 
courbe  qu'il  a  décrite ,  et  ne  dépend  que  des  coor- 
données a,  h,  0,  x,y,M  ,  des  deux  points  extrêmes. 
Lorsque  cette  courbe  sera  donnée ,  ou  seulement 
lorsque  le  mobile  sera  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  surface  donnée ,  on  prendra  pour  k  la  vitesse 
do  mobile  tangente  à  cette  courbe  ou  à  cette  sur- 
face. Si  la  percussion  exercée  sur  le  mobile  à  l'ori- 
gine de  son  mouvement  n'a  pas  cette  direction , 
elle  se  décomposera  en  deux  autres  forces ,  Tune 
normale  et  l'autre  tangentielle  ;  la  première  sera 
détruite  par  la  résistance  de  la  courbe  ou  de  la 
sntface  donnée  \  et  c'est  la  seconde  qui  produira 
la  vitesae  A  ^  et  qui  eu  déterminera  le  sens  de  la 
direction. 

8i  l'on  désigne  par  C  une  constante  arbitraire , 
l'équation 

sera  celle  d^une  surface  qui  sera  atteinte  avec  des 
vitesses  égales  par  tous  les  mobiles  soumis  aux 
mêmes  forces,  partis  du  point  dont  a^  6^  c^  sont 
les  coordonnées,  suivant  différentes  directions  et 
avec  une  même  vitesse  k.  Lorsque ,  par  exemple , 
«i  mobiles  ne  sont  sollicités  que  par  la  pesanteur, 
eétte  équation  est  celle  d'un  plan  horisontal. 

Dans  le  cas  d^une  courbe  donnée ,  on  déduira  de 
ses  équations  les  Talenn  de  ^ ,  y ,  s  ^  en  fonctions 


de  Parc  #;  en  les  substituant ,  dans  l'équation  (d)  i 

de 
et  y  mettant  —  à  la  place  de  v,  on  en  tirera 

di 

dt:=  Sdf, 

où  s  est  une  fonction  donnée  de  s  \  par  conséquent 
dans  ce  cas,  la  détermination  du  temps  en  fonction 
de  l'espace  parcouru  se  trouvera  réduite  i  l'in- 
tégration d'une  différentielle  donnée.  Mais  la  suppo- 
sition sur  laquelle  est  fondée  Téquation  (d) ,  et , 
conséquemment,  cette  équation  ,  n'auront  pas  lieu 
quand  le  mobile  éprouvera  la  résistance  d'un 
milieu,  qui  est  une  force  dépendante  de  la  vitesse; 
il  en  sera  de  même  lorsqu'il  s'agira  du  mouvement 
d'un  point  matériel  attiré  ou  repoussé  par  d'autres 
points  qui  seront  eux-mêmes  en  mouvement  ;  cir- 
constance qui  introduira  le  temps  t  explicitement 
dans  les  valeurs  de  X,  T,  Z.  Dans  ces  deux  cas,  si  la 
trajectoire  est  une  courbe  donnée,  on  fera  usage  de 

ds 
l'équation  (c) ,  dans  laquelle  on  mettra  ~~  au  lieu 

dt 
de  9 ,  et  qui  se  changera  dans  l'éqnstion  (7)  du 
no  162. 

158.  La  formule  Xdi; -(- Tdjf -(- Zds  sera  une 
différentielle  exacte,  comme  on  vient  de  le  suppo- 
ser ,  toutes  les  fois  que  le  mobile  sera  attiré  ou 
repoussé  par  des  centres  fixes,  et  que  les  intensités 
de  ces  forces  seront  exprimées  par  des  fonctions  de 
la  distance  aux  centres  dont  elles  émanent. 

En  effet,  soient  s,  f,  g,  les  trois  coordonnées  d'un 
des  centres  fixes ,  rapportées  aux  mêmes  axes  que 
X,  y,  z.  Désignons  par  r  la  distance  du  mobile  i  ce 
point  \  on  aura 

r.  =  (s  -  my  +  (/  -  y)t  +  (^  «.  ,).  j 

et  les  cosinus  des  angles  que  cette  droite  r  fait 
avec  des  axes  menés  par  le  mobile ,  suivant  les 
directions  des  jt,  y,  m.,  positives,  seront  les  rapports 
de  s  —  *,  /"—y,  y  —  «,  à  r.  Si  donc  on  représente 
par  R  la  force  attractive,  dirigée  du  mobile  vers  ce 
centre  fixe ,  ses  trois  composantes  auront  pour  ex- 
pressions 

R(«-«)      R(/-y)      >(g-«) 

•t  coniéqnemnieiit,  la  partie  d«  X^-f-T^^U* 
qni  proTiendra  de  R ,  «en 

a 

r 
Hais  en  différen tient  la  valeur  de  r>  ,  on  a 

rdr  =  —  (a  — dp)  ddr— (/— y  ]  cfy  ^  (y  —  s)  ds  ; 

ce  qni  réduit  à  —  Rdr  la  quantité  précédente.  Si 

la  force  qui  émane  du  centre  fixe  était  répubive, 

,  il  suffirait  de  changer  le  signe  de  cette  quantité , 
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qui  deviendrait  %dr^  en  considérant,  dsns  tous  les 
cas,  R  comme  une  quantité  positiTe. 

On  conclut  de  là  que  si  le  mobile  est  sollicité 
par  un  nombre  quelconque  de  forces  R,  R',  R",  etc., 
qui  émanent  de  centres  fixes,  dont  les  distances  à 
ce  point  matériel  sont  r ,  r*,  r",  etc.,  on  aura 

Xd*  +  Yrfy+Ms  =  If  Riir  If  R'iir^^  ^"df^^  etc.; 

les  signes  supérieurs  ayant  lieu  dans  le  cas  des 
attractions,  et  les  signes  inférieurs  dans  le  cas  des 
répulsions.  Or,  en  supposant  que  chacune  de  ces 
forces  soit  une  fonction  donnée  de  la  distance  cor- 
respondante ,  tous  les  termes  de  cette  voleur  de 
\ds+Ydy  +  Zds  seront  des  différentielles  dé- 
pendantes d^une  seule  variable,  et,  par  conséquent, 
cette  formule  sera  une  différentielle  exacte}  ce 
qu*il  s^agissait  de  prouver. 

On  voit  aussi  par  là ,  et  diaprés  Téquation  (<Q , 
que  l'accroissement  du  carré  de  la  vitesse  prove- 
nant de  chacune  des  forces  R  ,  R',  R",  etc.,  sera 
le  même  que  si  elle  existait  seule  :  à  l'égard  de  la 
force  R ,  par  exemple ,  cet  accroissement  sera  ex- 
primé par  ips/Rdr,  en  prenant  Tintégrale  de 
manière  qu'elle  s'évanouisse  pour  la  valeur  ini- 
tiale de  r. 

160.  Dans  le  cas  d'un  poyt  matériel  pesant  qui 
se  meut ,  sur  une  courbe  donnée,  dans  le  vide  et 
sans  frottement  sur  cette  courbe^  l'équation  {d) 
se  réduira  à 

V  z=  k*  +  2g  (s  —  c), 

en  désignant  par  g  la  gravité ,  et  prenant  l'axe  des 
JB  positives  vertical  et  dans  le  sens  de  cette  force , 
de  sorte  qu'on  ait 

X  =  0,        Y  =  0,        1  =  g. 

Soient  ABRC  (fig.  30)  la  courbe  donnée,  B  son 
point  le  plus  bas,  A  son  point  le  plus  élevé,  qui 
peut  n'être  pas  dans  la  même  verticale  que  B,  et 
Die  point  de  départ  du  mobile.  Plaçons  en  ce 
dernier  point  l'origine  des  s  ,  et  supposons  que  la 
vitesse  initiale  k  soit  due  à  une  hauteur  h;  nous 
aurons 

0  =  0,        *»  =  2yfc, 

et ,  par  conséquent, 

©1=  2g  (A  +  s). 

Il  en  résultera  que  quand  le  mobile  arrivera  au 
point  B ,  la  vitesse  maxima  sera  la  même  que  s'il 
fût  tombé  de  la  hauteur  h,  augmentée  do  colle  du 
point  D  au-dessus  du  plan  horizontal  mené  par  le 
point  B.  En  vertu  de  cette  vitesse  acquise ,  le  mo- 
bile s'élèvera  le  long  de  BCA;  sa  vitesse  diminuera 
continuellement  j  et  si  Ton  a  A=0,  elle  sera  nulle 
au  point  C  situé  dans  le  même  plan  borixontal  que 
D.  Parvenu  au  point  C,  le  mobile  redescendra  le 
long  de  CB;  et  il  oscillera  ainsi  indéfiniment  de  D 
vers  C,  et  de  C  vers  D.  Lorsque  la  constante  h  ne 
sera  pas  nulle,  le  mobile  s'élèvera  au-dessus  du 


point  C.  Si  Pélération  du  point  A  au-dessus  du 
plan  horisontal  qui  comprend  D  et  C,  est  moindre 
que  h,  le  mobile  n'atteindra  pas  le  point  A  ;  il 
s'arrêtera  en  un  certain  point  C;  et  si  l'on  mène 
par  C  un  plan  horisontal  qui  coupe  la  courbe  en 
un  autre  point  D^,  le  mobile  oscillera  indéfiniment 
de  C  vers  D',  et  de  D'  vers  C.  Les  oscillations  se- 
ront toutes  isochronêê  on  d'égale  durée.  Cela  est 
évident  à  l'égard  de  celles  qui  auront  lieu  dans  le 
même  sens;  et  l'on  voit  aussi  que  la  durée  de 
chaque  oscillation  de  C  vers  11'  sera  la  même  que 
celle  d'une  oscillation  de  D'  vers  C,  eu  observant 
qu'un  élément  quelconque  de  la  courbe  sera  par- 
couru avec  la  même  vitesse  dans  les  deux  cas.  Cette 
durée  commune  de  toutes  les  oscillations  entières 
dépendra  de  la  forme  de  la  courbe  et  de  la  gran- 
deur de  h. 

Lorsque  l'élévation  de  A  au-dessus  du  plan 
horisontal  passant  par  le  point  de  départ  sera  égale 
à  h,  le  mobile  approchera  indéfiniment  du  point 
A,  mais  ne  l'atteindra  qu'après  un  temps  infini. 
Quand  cette  élévation  sera  plus  grande  que  A,  le 
mobile  dépassera  le  point  A,  et  parcourra  la  cir- 
conférence entière  de  la  courbe  donnée.  Revenu 
au  point  D ,  sa  vitesse  sera  la  même  qu'à  l'origine 
du  mouvement  ;  d'où  l'on  conclut  qu'il  fera  nue 
suite  indéfinie  de  révolutions ,  qui  auront  toutes 
une  égale  durée ,  dépendante  de  la  forme  de  la 
courbe  et  de  la  grandeur  de  h. 

Si  la  courbe  donnée  est  d'abord  comprise  dans 
un  plan  vertical,  tangent  à  un  cylindre  à  base 
quelconque,  et  qu'on  enveloppe  ce  plan  sur  le 
cylindre ,  de  sorte  que  la  courbe  donnée  devienne 
une  ligne  à  double  courbure,  le  mouvement  oscil- 
latoire ou  révolutif  du  mobile  ne  changera  nulle- 
ment ,  en  supposant ,  toutefois ,  que  son  point  de 
départ  et  sa  vitssse  initiale  restent  les  mêmes  ;  car 
alors  la  valeur  de  t  en  fonctions  de  s  ,  déterminée 
comme  il  a  été  dit  précédemment  (n»  167),  ue  dé- 
pendra que  de  celle  de  s  en  fonction  de  <  ^  qui  ne 
changera  pas ,  quelle  que  soit  la  base  du  cylindre 
vertical  sur  lequel  la  courbe  donnée  sera  tracée. 

160.  Dans  tous  les  cas  où  l'équation  {d)  a  lieu,  et 
où  le  mobile  n'est  pas  astreint  à  se  mouvoir  sur 
une  courbe  donnée,  celle  qu'il  décrit  pour  aller 
d'un  point  donné  que  j'appellerai  A,  à  nn  autre 
point  donné  que  je  nommerai  B ,  jouit  d'une  pro- 
priété remarquable.  Si  le  mobile  est  entièrement 
libre,  Viniéffralofvds,  prise  depuis  le  point  A  jus- 
qu'au point  B ,  est  plus  petite  que  suivant  tonte 
autre  courbe  aboutissant  à  ces  deux  points  ;  s'il  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée, 
cette  propriété  de  la  trajectoire  n'a  plus  lieu  que 
relativement  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  cette 
surface ,  et  qui  aboutissent  toujours  aux  points  A 
et  B.  Dans  ces  deux  cas ,  ds  est  l'élément  différen- 
tiel d'une  courbe  quelconque,  qui  répond  anx 
coordonnées  s,  y,  z,  et  v  une  fonction  de  ces  trois 
variables  et  d'une  constante  k ,  donnée  par  l'équa- 
tion (d). 
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Ladémoiulratioii  do  co  théorème  revient  à  pron- 
Ter  qu^en  vertu  des  équations  du  mouTement,  la 
variation  de  fvdi  est  nulle,  en  supposant  fixes  les 
limites  de  cette  intégrale  :  alors  elle  sera  un  mbn- 
mmm  ou  un  maximum  f  et  ce  séhi  toujours  le  vmii- 
mwn  qui  aura  lien  quand  le  mobile  sera  entière- 
ment libre  ;  car  il  est  évident  que  Tintégraleymb 
poQm  croître  indéfiniment  avec  la  longueur  de 
la   trajectoire  y  et  ne    sera   pas  susceptible  de 


Or,  par  les  règles  les  plus  simples  da  calcul  des 
variationS|  on  a 

i,fvd»  =J>,9dê ,    l.vdê  =  Ivdê  +  vida. 

D^ailleurs  di  étant  Télément  du  temps,  on  a  d»= 
rdl;  donc 

Hdê  =r  Ifidii.vt . 

Si  Van  différentie  Téquation  (J)  et  que  Ton  rem- 
place les  différentielles  d^>  ^,  tfs^  par  les  varia- 
tions tx,  hf,  iz,  on  aura 

1/8  *.«»  =  Xi»  4.  Tiy  4-  Us, 

Eo  ayant  égard  aux  valeurs  de  cos  J^  |  cos  /«  t  cos  v , 
et  observant  que 

A  dL  dL 

dg  dy  dM 

les  équations  (3)  du  n»  161  donnent 

d*a         d*y         i*M 
di»         df         dt* 

Le  terme ITViL  n^entrerait  pas  dans  cette  équation, 
ti  le  mobile  était  entièrement  libre  ;  quand  il  est 
issnjetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  dont  Téqua- 
ti<m  est  L=0,  ce  terme  est  nul;  car  toutes  les 
courbes  que  Ton  compare  à  la  trajectoire  du  mo- 
bile devant  aussi  être  tracées  sur  cette  surface,  on 
alL^O;  donc  on  doit  supprimer  ce  terme  dans 
teoa  les  cas  ;  et  il  en  résulte 

1  d^x            d»y            d^M 
itd»=:^dif,v*  = Is^ Xy^. U. 

2  di  di  dt 

Qanat  an  second  terme  9ids  de  la  variation  de 
fdlr,  nous  avons 

dé*  =:  da*  +  dy*  -^  dM*  ^ 

et,  pur  confléqnenti 

da  dff  ds 

Jris==  ^Ikb^.  ^Idy-I idâ; 

di  de  de 

doue,  à  cause  dt  dê=zvdi,  et  en  inter? ertissant , 
dans  le  second  membre,  Tordre  des  caractéris- 
tiques 4  et  1,  nous  aurons 

da  dff  d» 

di  di  di 


Sn  réunissant  oea  dans  parties  da  la  valeur  de 
l.vdê,  il  vient 

/ia  dy  d»    ^ 


d^oû  Ton  conclut 


y-"            da          dy          dM 
i.vdê=^ia  +  ^iy^ Ig  ^  consume, 
di           di           di 


pour  rintégrale  indéfinie  de  X.  vdi.  Hais  les  deux 
pointe  extrêmes  A  et  B  étant  supposés  fixes,  les 
variations hf,  ty,l»,qui s'y  rapportent ,  devront 
être  nulles;  par  conséquent,  l'intégrale  définie 
J>,9ds,  prise  depuis  le  point  A  jusqu'au  point  B,  la- 
quelle est  égale  à  la  variation  l.fvdê,  se  réduira  i 
xéro;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

161.  Quand  le  mobile,  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  courbe,  n'est  sollicité  par  aucune 
force  donnée,  sa  vitesse  est  constante  (no  167); 
l'intégrale  fvdi  est  donc  le  produit  vê.  Par  consé- 
quent Tare  s  décrit  par  le  mobile  est,  en  général , 
la  ligne  la  plus  courte  du  point  A  au  point  B;  et  il 
suit  de  l'uniformité  du  mouvement ,  que,  dans  ce 
cas,  le  mobile  va  d'un  point  à  l'autre ,  dans  un 
temps  plus  court  que  s'il  était  forcé  de  décrire  sur 
la  surface  doùnée  toute  autre  courbe  que  sa  tra- 
jectoire. Toutefois,  si  cette  surface  est  fermée  de 
toute  part,  comme  une  sphère,  par  exemple,  les 
points  A  et  B  seront  les  extrémités  de  deux  arcs  de 
grand  cercle,  dont  l'un  sera  moindre  et  l'autre 
plus  grand  que  tous  les  arcs  de  petits  cercles  abou- 
tissant aux  mêmes  points;  et  le  mobile  pourra 
décrire  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  portions  d'un 
même  grand  cercle ,  selon  le  sens  de  sa  vitesse 
initiale  k  tangente  à  la  sphère. 

On  peut  présenter  Téquation  différentielle  de  la 
trajectoire  sous  une  forme  qui  mette  en  évidence 
la  propriété  de  ia  ligne  la  plus  courte  sur  une  sur- 
face quelconque ,  laquelle  consiste  en  ce  que  son 
plan  osculateur  en  chaque  point  est  normal  à  cette 
surface. 

Les  forces  X,  T,  Z,  étant  supposées  nulles,  les 
équations  (3)  du  n»  161  se  réduisent  à 

d*  a  *  y      -  à»  i 

-- — =Ilcosx,  --—^  =  R  oos /fil,  — - 

di*  ^    di*  ^    di* 


S=Z  R  cos  r. 


A  cause  que  v  est  une  constante,  et  quev<=<j 
on  a 


d*  a  d*  a     d*y 


<l>  y    (^  s         d^  % 


en  prenant  l'arc  a  pour  la  variable  indépendante  ; 
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et  cela  éUnt  «  on  poom  remplaoer  les  équations 
précédentes  par  celles-ci  : 


dsd^  y  —  dirrf»  X 


dêi 


—  (  —  cos/it—- —  cos  X  y 
9*\dê  de  / 


—  dxdf^ 


dfi 


^       N  ^d%  dx 

— =  —  (  —  cosx  —  — cos 
v>.  \da  de 


gyj«  s  —  dsd*  3f 
dêi 


> 


.=s  —  (  — col  f  —  —  coi#*  j 


qui  s*en  déduisent  aisément.  Je  les  ajoute  après  les 
aToir  mulitipliées  par  cos  » ,  cos  f» ,  cos  x  j  la  quan- 
tité If  disparaît ,  et  Ton  a  simplement 


dt* 


cos»  + 


dMâ^x — dxt^% 


dêi 
d^x^-^Md^y 


•oai/4 


>w 


de* 


-CO8X=0. 


D'après  les  ? alenrs  de  cos  x ,  cos  ja ,  oos  t ,  cstéet 
dans  le  n*  161 ,  on  aura  donc 


dxd^y^-djfd^x  dL      d%d*X'^dxd^%  dl 

dyd^M — dBd*y  dl 

+ Sï ■57="- 

ponr  Féqnation  différentielle  seconde  de  la  trajec- 
toire. On  y  substituera  lo  valeur  de  Tune  des  trois 
coordonnées  x,  y,  x,  en  fonction  des  deux  autres , 
tirée  de  Téquation  L  =  0  de  la  surface  donnée  « 
sur  laquelle  cette  courbe  doit  être  tracée  ;  on  in- 
tégrera ensuite  Féquation  i  deui  variables  qui  eo 
résultera  ;  puis  on  déterminera  les  deux  constantes 
arbitraires  que  Tintégrale  renfermera ,  en  assujet- 
tissant la  courbe  à  passer  par  les  deux  points  A  et  B 
de  la  surface  donnée.  L'équation  qu'on  obtiendra 
de  cette  manière ,  et  qui  sera  ,  comme  on  voit , 
indépendante  de  la  grandenr  et  de  la  direction  de 
la  vitesse  initiale  k  ,  devra  être  celle  de  la  ligne  la 
pins  courte  entre  ces  deux  points. 

Or,  si  Ton  appelle  »,  C,  y^  les  angles  que  la  nor- 
male au  plan  osculateur  d'une  courbe  quelconque, 
an  point  dont  les  coordonnées  sont  «  ,  y ,  jb  ,  fait 
avec  leurs  prolongemens  dans  le  sens  positif,  et 
I   qu'on  fasse ,  pour  abréger, 


[{dxd^  y  —  d{yd*  «)>  -f-  {d%d*  s  ^  dsd*  s)«  -f  {dyd^  s  —  d%d^  y)*  ]>/*  =  h. 


on  troQven 


cos  «  = 


—  (dyd*  3 
h 


—  did»  y) , 


cos  €  =  —  {dsd*  X  —  dxd^  s), 


cos  >  s=  —  {dxd*  y  —  dyd*  »), 

d'après  les  formules  (S)  du  n»  19 ,  où  ces  mêmes 
angles  sont  r^résentés  par  x ,  /« ,  t .  En  vertu  de 
réqnation  (s) ,  on  aura  donc 

nos  X  oos  «  4*  ^^  ^  ^'^  ^  "t*  ^®*  y  ^^  f  =  0  ; 

ee  qui  montre  que  la  normale  au  plan  osculateur 
de  la  trajectoire,  et  la  normale  à  la  surface  donnée, 
sont  perpendiculaires  l'une  i  l'autre;  d'où  l'on  con- 
clut que  réqnation  (/),  qui  appartient  &  la  ligne  la 
plus  courte ,  est  aussi  celle  de  la  courbe  qui  a  par- 
tout son  pion  osculateur  normal  à  la  surface  don- 
née }  en  sorte  que  ces  deux  lignes  sont  une  seule 
et  même  courbe  tracée  sur  cette  surface,  quand  on 
les  assujettit  l'une  et  l'autre  à  passer  par  les  mêmes 
points  extrêmes  A  et  B. 

Il  suit  do  là  que ,  quand  ces  deux  points  appar- 
tiennent i  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface 
donnée  ,  cette  ligne  est  la  plus  courte  d'un  pointa 
l'autre  ]  car  son  plan  osculateur  en  un  point  quel- 
conque renferme  deux  normales  consécutives  a  la 
surface  donnée ,  et  est ,  par  conséquent ,  normal  h 
cette  surface. 


§  ni.  Diyruêion  iw  le  mouvement  de  fa  lunisffre. 

168.  Le  tbéorème  du  n«  160  est  connu  sous  la 
dénomination  de  pritteipê  de  la  moindre  acHon,  qui 
lui  vient  du  point  de  vue  métapbysiqne  sons  le^ 
quel  on  l'a  d'abord  envisagé ,  et  qu'on  a  depuis 
justement  abandonné.  Hais  il  peut  encore  être 
utile  de  donner  ici  une  des  premières  applications 
qu'on  a  faites  de  ce  principe,  celle  qui  est  relative 
i  la  réflexion  et  à  la  réfraction  de  la  Uumère  dans 
le  système  de  f  émission. 

Tant  qu'un  rayon  lumineux  se  meut  dans  nn 
milieu  d'une  égale  densité ,  sa  vitesse  et  sa  direc- 
tion ,  restent  les  mêmes  ;  mais  quand  il  passe  d'un 
milieu  dans  un  autre ,  sa  direction  s'infléchit  et  sa 
vitesse  change.  Dans  Tinstant  du  passage ,  la  lu- 
mière décrit  une  courbe  d'une  étendue  inappré- 
ciable, dont  on  peut  faire  abstraotion  sans  erreur 
sensible.  La  trajectoire  de  chaque  particule  lumi- 
neuse est  donc  alors  l'assemblage  de  deux  droites, 
dont  chacune  est  décrite  d'un  mouvement  uni- 
forme. Ainsi ,  en  appelant  y  et  y'  les  longueurs 
de  ces  droites ,  n  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le 
premier  milieu ,  n'  sa  \itesse  dans  le  second  ,  on 
aura  ny  ponr  la  valeur  de  l'intégrale  fwdi ,  prise 
depuis  le  point  de  départ  de  la  particule  jusqu'à 
son  entrée  dans  le  second  milieu  ,  et  n'y^  pour  la 
partie  de  cette  intégrale  relative  au  second  milieu; 
par  conséquent  cette  ititcgrule,  prise  dans  toute  re- 
tendue de  la  trajectoire ,  sera  exprimée  par  ny  -{- 
n'y'  ;  et  c'est  cette  somme  qui  doit  être  un  mtni- 
mvm,  d'après  le  principe  de  la  moindre  action. 
Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que,  si  le  se- 
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coii4  milieu  est  une  sabsUnce  diipbane  et  cristal - 
Usée,  la  vitesse  de  la  lumière,  dans  cette  substance 
dépendra,  en  général,  de  la  direction  du  royon  lu- 
mineux ;  en  sorte  qu'elle  sera  constante  pour  un 
même  rayon,  mais  variable  d'un  rayon  à  un  autre. 
Le  phénomène  de  la  damUê  réfraotûm  que  présen- 
tent le  êpttih  d^Isiandt  et  la  plupart  des  cristaux 
transparens ,  tient  i  la  différence  de  vitesse  des 
différent  rayons  lumineux  qui  les  traversent.  On 
doit  alors  regarder  la  vitesse  n'  comme  une  fonc- 
tion des  angles  qui  déterminent  la  direction  de 
chaque  rayon  ;  et  la  loi  de  la  réfraction  dépend  de 
la  forme  que  Ton  suppose  à  cette  fonction.  En  fai- 
sant une  hypothèse  convenable  sur  cette  forme , 
Laplace  est  parvenu  à  déduire  du  principe  de  la 
moindre  action  "^ ,  U  loi  de  la  double  réfraction , 
découverte  par  Huygens  et  confirmée  par  Malus  ; 
BMis  ce  n'est  point  ici  le  lieu  d'exposer  cette  théo- 
rie :  nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où 
tons  les  rayons  se  meuvent  avec  la  même  vitesse  , 
quelles  que  soient  leurs  directions.  Dans  le  calcul 
suivant ,  les  vitesses  n  et  n'  seront  donc  regardées 
comme  des  quantités  données  pour  chaque  milieu 
en  particulier,  et  indépendantes  de  la  direction 
des  rayons  lumineux. 

163.  Soient  maintenant  A  et  B  (fig.  40)  les  deux 
points  extrêmes  de  la  trajectoire.  Supposons  que 
la  surface  de  séparation  des  deux  milieux  soit 
plane  et  menons  par  ces  deux  points  un  plan  qui 
b  coupe  suivant  la  droite  CD.  Soit  encore  AEB  une 
ligne  brisée  au  point  E ,  qui  représente  la  projec- 
tion de  la  trajectoire  sur  ce  plan.  Menons  par  les 
points  A,  M,  E ,  les  perpendiculaires  AF,  BG,  HEM, 
à  In  droite  CD.  Puisque  la  position  des  points  A  et 
R  est  donnée,  les  trois  droites  AF,  BG ,  FG ,  sont 
connues  ;  mais  la  position  du  point  E,  et  les  angles 
AEH  ci  BEK.  sont  inconnus ,  et  doivent  être  déter- 
minés par  la  condition  du  mmimuiiL  Nous  supposo- 
fons  donc 

Ar  =  a,  BG  =  d,  FG=c,  A£H=:s,  BEK  =  *'; 

les  triangles  rectangles  AFE  et  BGE  donneront 

£F  =  a  tang  s,    £G  =  6  tang  s*  j 

par  conséquent ,  on  aura 

a  tang  jt  -f-  &  tang  s'  =  e.  (a) 

La  rayon  lumineux  traverse  la  surface  de  sépa- 
niàoa  des  deux  milieux  en  un  point  dont  E  est  la 
prajaction  sur  le  plan  de  la  figure.  Si  nous  appe- 
lons ^  la  distance  de  ce  point  inconnu  au  point  E, 
y  sera  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  s 
et  A£  seront  les  deux  petits  côtés  ,  et  y'  l'hypoté- 
onse  d'un  autre  triangle  qui  aura  m  et  BE  pour  ses 
deux  petits  côtés  ;  mats  en  considérant  les  trian- 
gles AEF  et  BEG ,  on  a 


on  aura  donc 


AE  = 


cos  s 


BE  =: 


cos  s'' 


'  Mêmêln  é»  Im  prtmiirt  eU$u  Éé  fUttiM ,  pour  Ptanée  18M 


=i/-T 


h* 


cos>  s* 


Si  Ton  substitue  cet  valeurs  dans  la  quantité  ny  -f» 
ny ,  il  en  résultera  une  fonction  de  s ,  jr ,  #' ,  qui 
devra  être  un  minimum  par  rapport  à  ces  trois  va- 
riables ,  dont  les  deux  dernières  sont  liées  entre 
elles  par  l'équation  (a).  II  faudra  donc  d'abord  que 
la  différentielle  de  cette  fonction ,  prise  par  rap» 
port  k  3 ,  soit  égale  à  léro  ;  d'où  l'on  conclut 


n's 


n  —  -f-n'-^  =—  +  —  =  0. 
tfs  tf s  y         y 

Or,  on  ne  peut  satisfaire  à  cette  condition  qu'en* 
prenant  s  =  0;  ce  qui  nous  apprend  que  le  rayon > 
lumineux  traverse  ou  point  E  la  surface  de  sépara- 
tion des  deux  milieux,  et,  par  conséquent,  qu'il  ne 
sort  pas  du  plan  perpendiculaire  à  cette  surface  , 
mené  par  les  points  A  et  B. 
En  faisont  donc  a  =  0 ,  on  aura  simplement 


iHf  +  «y^ 


na 


9ih 


cos 


cos  af 


et  en  égalant  i  léro  la  différentielle  complète  de 
cette  quantité  ,  il  vient 

tUksvRsds      .      n'6sin  jf'iLr' 

+  —rrr-, — =0; 


cos*  s 


cos*  m 


I 


mais  en  différentiant  aussi  l'équation  (a) ,  on  a,  en 
même  temps , 


COS*  JP 


cos*  dr' 


ds* 


et  si  l'on  élimine  —  entre  ces  deux  équations ,  on 
trouve 


n  aïn  s  =  n'  sin  s'. 


w 


Celle-ci  et  l'équation  (a)  détermineront  les  valeurs 
de  s  et  jr'  qui  répondent  au  mântmiim  de  ny  +  "'y'> 
Après  avoir  calculé  la  valeur  de  x,  on  construira  le 
point  E,  en  prenant  EF  =  a  tang  Sf  ensuite  on 
tirera  les  droites  AE  et  BE,  et  la  ligne  brisée  AEB 
sera  la  route  que  suit  le  rayon  lumineux  pour  aller 
du  point  A  au  point  B. 

L'angle  AEH  compris  entre  la  normale  EH  à  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux ,  et  le  rayon 
incident  AE,  est  ce  qu'on  appelle  VangU  étinei- 
dêHCê;  l'angle  BEK,  compris  entre  le  prolonge- 
ment EE  de  cette  normale  et  le  rayon  réfracté  BE , 
se  nomme  VangU  de  réfraction.  Ces  deux  ongles  ont 
été  désignés  par  x  et  jr'.  Ainsi  l'équation  (ê)  fera 
connaître  l'ongle  de  réfraction  quand  l'ongle  d'inci  • 
dence  sera  donné  ;  et  l'on  voit,  d'après  cette  équa- 
tion, que  le  sinus  de  l'ongle  de  réfraction  est  ou 
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sinus  de  Tangle  «Tincidence  dans  nn  rapport  con- 
stant. 

C'est ,  en  effet ,  la  lot  connue  de  la  réfraction  or- 
dinaire, dont  la  découverte  eat  due  à  Descartes,  le 
rapport  des  deux  sinus  dépend  de  celui  des  vitesses 
•  et  n'  relatives  aux  milieux  que  Pon  considère,  et, 
pour  cette  raison,  il  varie  avec  les  différentes  sortes 
de  milieux  transparens. 

164.  Si  le  rayon  lumineux ,  au  lieu  de  pénétrer 
dans  le  second  milieu ,  est  réfléchi  à  la  surface  de 
séporation,  sa  yitesse  sera  constante  dans  toute 
rétendue  de  la  trajectoire  ,  qui  est  alora  comprise 
en  entier  dans  un  même  milieu.  L'intégrale  yîwb 
sera  donc  égale  à  la  longueur  totale  de  la  trajec- 
toire ,  multipliée  par  cette  vitesse  constante  ;  par 
conséquent ,  cette  longueur  devra  être  un  nitm- 
tUÊM,  en  vertu  du  principe  de  la  moindre  action. 

Supposons  donc,  comme  dans  le  numéro  précé- 
dent, que  la  surface  de  séparation  soit  plane.  Soient 
A  et  B  (fig.  41)  les  deux  points  extrêmes  de  la  tra- 
jectoire ;  menons  par  ces  points  un  plan  perpendi- 
culaire ô  cette  surface ,  qui  la  coupe  suivent  CD  : 
chaque  porticule  de  lumière  ira  du  point  A  au  point 
B,  en  suivant  une  ligne  brisée  A£B,  la  plus  courte 
de  toutes  celles  qui  se  réfléchissent  sur  la  surface 
de  séparation.  Or,  il  est  d'abord  évident  que  cette 
ligne  sera  comprise  dans  le  plan  perpendiculaire  & 
cette  surface  ;  car  toute  autre  trojectoira  serait  plus 
longue  que  sa  projection  sur  ce  plan.  De  plus,  il 
est  aisé  de  prouver,  sans  aucun  calcul ,  que  la  plus 
courte  ligne  brisée  est  celle  qui  fait  deux  angles 
égaux  avec  la  droite  CD,  c'est-à-dire  que  si  Ton  a 

AEG  =  BED , 

h  ligne  AXB  sera  plus  courte  que  toute  autre  ligne 
brisée  AE'B,  dont  le  point  £'  appartient ,  ainsi  que 
S,  à  U  droite  CD. 

En  effet,  abaissons  de  A  la  perpendiculaire  AF 
•ur  cette  droite  ;  prolongeons-la  d'une  quantité  A'F 
égale  à  AF,  et  tirons  ensuite  les  droites  A'E  et  A'E'. 
Les  deux  angles  AEC  et  A'EC  seront  égaux  :  donc 
les  deux  angles  A'EC  et  BED  le  seront  aussi,  h  cause 
de  l'équation  précédente  ;  par  conséquent ,  la  ligne 
A'EB  sera  droite  :  on  aura  donc 

A'E  4-  B£  <  A'E'  +  BE'j 

et,  i  cause  de  A'E  =  AE  et  A'E'  =  AE',  il  en 
résultera 

AE  +  BE  <   AE'  -I-  BE'i 

oe  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Si  l'on  élève  au  point  E  la  perpendiculaire  EH 
sur  la  droite  CD,  A^  et  BEH  seront  les  angles 
d'incidence  et  de  réflexion  du  rayon  luminenx  qui 
va  du  point  A  au  point  B.  Ces  angles  seront  égaux, 
puisqu'ils  sont  complémens  des  angles  égaux  AEC 
et  BED;  d'où  il  résulte  la  Ipi  connue  de  la  réflexion 
de  la  lumière ,  qui  consiste  en  ce  que  l'angle  de 
réflexion  est  toujoura  égal  è  l'angle  d'incidence. 

196.  Lorsque  l'on  odnif  t  In  thcori«*  de  l'éfnissipn 


de  to  lumière ,  les  lois  de  la  réflexion  et  de  U  t^ 
fraction  se  déduisent  de  l'expression  du  carré  de  la 
vitesse  d'un  point  soumis  i  des  forces  d'attraciioo 
(no  168) ,  d'une  mouièra  plus  directe  qu'en  faisant 
usage  du  principe  de  la  moindre  action.  Cette  ques- 
tion nous  offrant  un  exemple  du  mouvement  d'na 
point  matériel,  intéressant  par  la  nature  des  forces 
que  l'on  j  considère,  et  par  son  application  à  In 
Physique ,  nous  allons  en  exposer  là  solution  dans 
le  cas  ordinaire ,  où  les  deux  milieux  que  travene 
la  lumière  ne  sont  pas  cristallisés. 

Dans  cette  théorie,  on  suppose  chaque  particule 
lumineuse  soumise  à  l'attraction  de  tous  les  pointa 
matériels  du  milieu  qu'elle  traverse,  et  l'on  regarda 
cette  force  comme  une  fonction  inconnue  de  la 
distance ,  dont  on  sait  seulement  qu'elle  décroît 
avec  une  extrême  rapidité  quand  la  distance  aug- 
mente ,  de  sorte  qu'elle  devient  tout-à^ait  insensî* 
ble  dès  que  la  distance  a  une  grandeur  sensible. 
Ainsi ,  par  exemple ,  désignons  par  r  la  distance  dv 
point  attiré  au  point  attirant,  par  m  une  ligne  da 
grandeur  finie,  mais  insensible,  et  par  a  la  basa 
des  logarithmes  népériens.  Une  force  de  cette  na- 

r 

^     I 

ture  ponrra  être  représentée  par  kê  A  étant 

son  intensité  ralative  à  une  distance  r  infiniment 
petite.  Dès  que  cette  distance  aura  une  grandeur 
sensible ,  et  sera ,  par  conséquemment ,  un  très 
grand  multiple  de  »,  cette  fonction  n'aura  plus  au- 
cune valeur  sensible. 

Tant  qu'un  rayon  lumineux  se  meut  dans  nn  mi- 
lieu homogène  et  d'une  densité  constante,  les  at- 
tractions qu'il  éprouve  se  détruisent,  et  son  mou- 
vement est  rectiligne  et  uniforme.  Hais  supposons 
qu'il  soit  parvenu  en  un  point  H  (fig.  4B)  aitué  è 
une  distance  insensible  de  la  surface  CD,  qui  sépara 
deux  milieux  différons ,  et  que  nous  supposerons 
horiiontale  pour  fixer  les  idées;  de  ce  point  M, 
abaissons  sur  CD  uno  perpefidiciflaire  HP,  et  me- 
nons ensuite ,  dans  le  milieu  supérieur ,  deux  plans 
CD'  et  C"D"  parallèles  i  CD,  dont  la  disUnce  mu- 
tuelle soit  égale  à  HP,  et  dont  le  premier  passe  par 
le  point  H;  il  est  évident  que  les  attractions  exer- 
cées sur  le  rayon  lumineux  au  point  H,  por  les  deux 
couches  do  milieu  supérieur,  qui  sont  comprises , 
Tuue  entre  CD  et  CD' ,  l'autre  entre  CD'  et  C  "D'', 
seront  égales  et  contraires;  elles  se  détruiront  donc, 
et  le  mobile  ne  sera  sollicité  que  par  l'attraction  de 
la  partie  du  milieu  qu'il  travene,  supérieure  à 
C'D",  et  par  l'attraction  totale  du  milieu  inférieur. 
Ces  deux  forces  seront  perpendiculaires  à  CD;  elles 
varieront  avec  la  distance  HP  suivant  des  lois  in- 
connues, mais  telles  que  chacune  de  ces  forces 
sera  insensible  quand  HP  ne  le  sera  pas,  et  qu'elles 
atteindront  leurs  maxima  lorsque  cette  distance 
sera  nulle,  ou  que  le  mobile  sera  parvenu  à  la  sur- 
face de  séparation  des  deux  milieux. 

Au  bout  du  temps  t,  je  représente  par  s  U  dis- 
tance HP,  et  par  Z  et  Z'  des  fonctions  inconnues  de 
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s^  qui  exprimeoi  les  forces  accélératrices  provenant 
des  attractions  du  milieu  inférieur  et  de  la  partie 
de  l'autre  milieu ,  supérieure  à  C'V,  La  force  ac- 
célératrice totale,  tendante  i  diminuer  m,  sera  la 
différence  Z —  Z';  par  conséquent,  on  aura,  dans 
le  niliea  supérieur , 


+  Z-Z'  =  0,        (1) 


pour  Téquation  du  mouTcment  vertical  d'une  par- 
ticule lumineuse. 

Lorsque  ce  mobile  aura  travené  la  surface  CD  en 
un  point  E,  et  quHl  aura  pénétré  dans  le  milieu  in- 
férieur jusqu'en  un  point  Wy  tel  que  la  perpendi- 
culaire H'P'  i  CD  soit  aussi  représentée  par  m,  U  est 
aisé  de  voir  que  la  force  accélératrice  qui  tendra  à 
diminuer  cette  variable ,  sera  alors  la  différence 
V  »-  Z;  en  sorte  que  l'on  aura 


+  Z'  —  Z  =  0 , 


w 


pour  l'équation  du  mouvement  vertical  dans  le  mi- 
lieu inférieur. 

Quant  an  mouvement  borisontal  ou  parallèle  i 
CD,  il  sera  uniforme  ,  et  la  vitesse  horizontale  ne 
changera  pas  en  passant  d^un  milieu  dans  l'autre; 
car  les  forces  attractives  de  chaque  milieu  se  dé- 
truisent parallèlement  &  CD,  et,  dans  ce  sens ,  un 
rayon  lumineux  n'est  soumis  &  aucune  force  accé- 
lératrice. Ainsi,  en  appelant  k  la  vitesse  de  la  lu- 
mière en  un  point  A  du  milieu  supérieur ,  situé  & 
une  distance  sensible  de  CD,  et  «  l'angle  aigu  que 
la  direction  de  cette  vitesse  fait  avec  la  verticale , 
on  nura ,  à  un  instant  quelconque,  A  sin  «  pour  la 
vitesse  parallèle  h  CD.  Si  le  rayon  lumineux  péné- 
tra ,  d^une  Quantité  sensible  ,  dans  le  milieu  infé- 
rieur ,  et  qu  on  représente  par  k'  et  m!  ce  que  de- 
viennent A  et  «I  en  un  point  A'  de  ce  milieu ,  situé 
i  une  distance  sensible  de  CD,  on  pourro  également 
représenter  la  vitesse  horizontale  du  mobile  par 
V  sin  «' j  en  sorte  que  Ton  devra  avoir 


&  sin  «  =  k'  sin 


(3) 


On  voit  aussi ,  â  priori,  que  la  trajectoire  do 
mobile  sera  une  courbe  plane  et  verticale;  il  ne 
restera  donc  plus  qu'à  déterminer  sa  vitesse  per- 
pendiculaire à  CD,  soit  dans  le  milieu  supérieur , 
toit  dans  le  milieu  inférieur ,  i  une  distance  quel- 
conque s  de  cette  surface  CD. 

166.  Je  désigne  cette  vitesse  par  u,  de  sorte 

qn*on  ait——  =  ti«  pour  les  deux  milieux.  En  mul- 

iipliant  Féquation  (l)  par  2dM,  inlégrant  et  dési- 
gnant par  c  la  constante  arbitraire ,  on  aura ,  dans 
le  milieu  supérieur , 

ie  supposerai  que  ces  dent  intégrales  s'évanouis- 


sent avec  s ,  et  je  représenterai  par  k  et  k'  leurs 
valeurs  à  une  distance  sensible  de  CD.  Il  sera  per- 
mis d'étendre  ces  intégrales  h  et  h'  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini;  car,  au  delà  d'une  valeur  sensible, 
les  fonctions  Z  et  Z' ,  et  par  conséquent  les  parties 
correspondantes  de  ftdM  eifl'dM^ ,  sont  nulles  ou 
insensibles  par  hypothèse.  On  pourra  donc  écrire , 
si  l'on  veut, 

*==/*  Zds,     hf=r    Vdz. 

D'ailleurs ,  pour  une  valeur  sensible  de  s  ,  on  a 
u*  =zk*  oos*  a  ;  on  aura  donc  alora 

k*  cos»  «  =:  0  -f-  2^'  —  SA  ; 

et  en  éliminant  o  de  la  valeur  générale  de  n*  ,  il 
en  résultera 

II*  =*i  cos*  m  +  2k''2V  +  2fVd%  — 2/Zds, 

en  un  point  quelconque  H. 

Je  représente  par  ki  la  vitesse  du  mobile  au 
point  E  de  la  surface  CD,  et  par  «i  l'angle  que  fait 
sa  direction  avec  la  verticale.  On  aura  en  ce  point 
n*  =k*x  cos  «a  ;  et  comme  il  répond  à  s  =  0  , 
les  deux  derniers  termes  de  la  formule  précédente 
s'évanouiront,  et  elle  se  réduira  à 

k*i  cos>  «1  =:  k*  cos>  «  4.  2A  —  2k'.    (4} 

Pour  que  le  rayon  lumineux  atteigne  la  surface  de 
séparation  des  deux  milieux ,  il  faudra  donc  que  le 
second  membre  de  cette  équation  soit  une  quan- 
tité positive,  ou  qu'on  ait 

k'  <  k  +  l/2k»  cos*  ». 

Si  cette  conditon  n'est  pas  remplie,  ce  qui  exi- 
gera que  l'attraction  du  milieu  supérieur  surpasse 
celle  du  milieu  inférieur ,  la  vitesse  verticale  du 
mobile  s'épuisera  avant  qu'il  ait  atteint  le  plan 
CD.  Il  y  aura  donc  un  point  de  la  trajectoire  où  la 
tangente  sera  horizontale.  Parvenu  en  ce  point ,  le 
mobile  rétrogradera  ;  les  deux  branches  de  cette 
courbe  ,  aboutissantes  en  ce  même  point ,  seront 
semblables  ,  puisqu'elles  seront  décrites  en  veKu 
de  forces  égales  pour  la  même  valeur  de  4;  jet,  pour 
une  grandeur  sensible  de  cette  distance  s ,  œs 
deux  branches  se  changeront  en  des  lignes  droites 
qui  feront  des  angles  égaux  avec  la  verticale ,  ou , 
autrement  dit ,  les  angles  de  réflexion  et  d'inci- 
dence seront  égaux. 

Si,  au  contraire,  l'attraction  du  milieu  inférieur 
surpasse  celle  du  milieu  supérieur,  et  que  la  con- 
dition précédente  soit  remplie ,  le  rayon  lumineux 
pénétrera  dans  le  second  milieu  avec  une  vitesse 
perpendiculaire  à  CD ,  qui  sera  déterminée  par  l'é- 
quation (4).  Dans  cette  hypothèse,  on  aura,  d'après 
l'équation  (9)  relative  à  ce  milieu , 

u*=k*,  cos»  «1  +  2fldM  —  2fVdM , 
en  supposant  toujours  les  intégroles  nulles  quand 
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s  =c  9.  A  nna  dtsUaeo  sensible  de  CD,  on  s 
««  =  kf»  eos>  a'\  on  aura  donc 

*'•  cos>  •'  =  *»i  cosi  Ai  +  Zh  -—  2A'i 

et  en  élininant  k*i  ces»  «i  au  moyen  de  Téqna- 
tioD  (4),  il  en  résultera 

V»  co8>  •'  =  k*  cos*  •  +  4A  ^  4A'.     (5) 

Pour  que  le  rayon  lumineux ,  après  avoir  traversé 
la  surface  CD,  pénétre  jusqu^è  une  profondeur  sen- 
sible dans  le  milieu  inférieur ,  il  sera  donc  néces- 
saire et  il  suffira  qu'on  ait 

Jb'  <  A  -I-  1/4A*  cos*  •. 

Lors  dono  que  A',  quoique  <  A  -f-  V^  ^  *  ^^**  *  ) 
surpassera  néanmoins  A  -f-  1/4  k*  cos»  «,  le 
mobile  ne  pénétrera  dans  le  milieu  inférieur  que 
jusqu'à  une  distance  insensible  au  delà  de  CD  ;  il 
rentrera  ensuite  dans  le  milieu  supérieur  ;  et  les 
deux  branches  de  sa  trojectoire  seront  semblables 
de  part  et  d'autre  du  point  où  il  commencera  à 
rétrograder.  Par  conséquent ,  la  lumière  sera  ré- 
fléchie comme  dans  le  cas  précédent ,  en  faisant 
Tangle  de  réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence  ;  en 
sorte  qu'il  y  a  deux  cas  distincts  de  réflexion  dans 
la  théorie  que  nous  considérons. 

187.  Supposons  maintenant  que  ni  Tun  ni  l'au- 
tre de  ces  deux  cas  n'ait  lieu,  de  sorte  que  le  rayon 
lumineux  soit  réfracté.  D'après  l'équation  (3) ,  on 
aura 

V*  sin*  m.'  =  k*  sin*  m.  ; 

et  en  ajoutant  membre  à  membre  l'équation  (6]  et 
celle-ci,  il  en  résultera 

*'•=  A»  +  4A  —  4A';  (6) 

ce  qui  montre  que  l'augmentation  du  carré  de  la 
vitesse  du  mobile ,  en  allant  du  point  A  du  milieu 
supérieur  au  point  A'  du  milieu  inférieur,  sera  in- 
dépendante ,  comme  cela  devait  être  (n»  167)  ,  du 
chemin  qu'il  aura  suivi. 

On  tire  aussi  des  équations  (3)  et  (6) 


sm 


sin  « 


[^kt+4[h-^vy 


0) 


formule  qui  renferme  la  loi  du  rapport  constant  du 
sinus  de  réfraction  au  sinus  d'incidence ,  et  qui 
donne  la  valeur  de  ce  rapport  en  fonction  de  la  vi- 
tesse A  de  la  lumière  dans  l'un  des  deux  milieux , 
et  de  la  différence  A  ^  A'  de  leurs  pùWMfirt  ré- 
frmgênghei  A'. 

Si  le  milieu  inférieur  est  terminé  par  deux  plans 
parallèles,  et  qu'il  y  ait  au-dessous  le  même  milieu 
qu'au-dessus,  l'expérience  prouve  que  la  lumière, 
après  avoir  subi  deux  réfractions  et  traversé  les 
deux  faces  du  milieu  intermédiaire ,  reprend  une 
direction  parallèle  à  celle  qu'elle  avait  dans  le 
milieu  supérieur.  C'est  aussi  ce  qui  résulte  de  Té- 
ciuation  (7)  ;  car  si  l'on  désigne  par  m."  Tangle  que 
le  rayon  lumineux  fait  avec  la  verticale,  après  être 


sorti  du  milieu  intermédiaire ,  il  faudra ,  pour  dé- 
terminer sin  •",  échanger  entre  elles,  dans  cette 
équation,  les  quantités  h  et  V,  et  y  mettre  A',  *', 
a",  au  lieu  de  Â,  «,  «'.  On  aura  donc 


sm  • 


II 


V 


sio 


---|^  jt'.+4(i-)k')» 


ou  bien  ,  en  vertu  des  équations  (6)  et  (7) , 


sm  «' 


ce  qui  donne ,  effectivement, 


jt 


Le  phénomène  de  la  dispêrtûm ,  qui  provient 
d'une  valeur  différente  de  l'angle  de  réfraction  a\ 
pour  les  rayons  diversement  colorés  dont  se  com- 
pose un  même  rayon  de  lumière  incidente ,  peut 
être  attribué  ,  d'après  la  formule  (7) ,  soit  à  une 
inégalité  de  leur  vitesse  k ,  soit  à  une  action  diffé- 
rente de  chaque  milieu  sur  ces  différens  rayons  , 
d'où  il  résulterait  des  valeurs  inégales  de  A  —  A'. 

168.  Toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  cette  équa- 
tion (7)  montre  que  le  rapport  du  sinus  de  réfrac- 
tion au  sinus  d'incidence  doit  changer  avec  la  vi- 
tesse de  la  lumière.  Or,  si  l'on  considère  une  étoile 
située  dans  le  plan  de  l'écliptique ,  il  y  a  une  épo- 
que dans  l'année  où  la  vitesse  de  la  terre  s'ajoute 
à  celle  de  la  lumière ,  et  une  autre  époque  où  la 
première  vitesse  se  retranche  de  la  seconde  ;  ce 
qui  rend  la  vitesse  de  la  lumière  ,  relativement  à 
un  milieu  qui  se  meut  avec  la  terre ,  sensiblement 
plus  grande  dans  le  premier  cas  que  dans  le  second. 
Le  rapport  dont  il  s'agit  devrait  donc  aussi  être  dif- 
férent à  ces  deux  époques  ;  mais  des  expériences 
très  précises  de  M.  Arago  ont  prouvé  qu'on  con- 
traire ce  rapport  ne  varie  pas  d'une  manière  sensi- 
ble pendant  tonte  l'année,  et,  de  plus,  que  sa  gran- 
deur est  la  même  pour  le  soleil  et  pour  les  diverses 
étoiles  d'où  lu  lumière  est  partie. 

Quelle  que  soit  la  théorie  de  la  lumière  que  Ton 
adopte ,  c'est  toujours  un  fait  très  remarquable , 
que  la  composition  de  la  vitesse  propre  de  la  lu- 
mière avec  celle  de  la  terre ,  qui  se  manifeste  dans 
le  mouvement  apparent  des  étoiles ,  connu  sous  le 
nom  d'aberration ,  n'ait  cependant  aucune  in- 
fluence appréciable  sur  la  réfraction  de  la  lu- 
mière qu'elles  nous  envoient  à  différons  jours  de 
l'année. 

Dans  le  vide ,  le  mouvement  de  la  lumière  di- 
recte ou  réfléchie  est  uniforme,  et  sa  vitesse  indé- 
pendante de  la  source  dont  elle  émane.  La  gran- 
deur de  cette  vitesse  est  telle ,  que  la  lumière 
parcourt  en  493,34  secondes  la  distance  moyenne 
du  soleil  à  la  terre  ;  ce  qui  donne  30960  myriamè- 
très  par  seconde. 

Un  rayon  lumineux ,  lancé  du  soleil  ou  d'une 
étoile ,  doit  éprouver  dans  sa  vitesse ,  comme  tout 
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•niie  projeetile,  une  dicninolion  dne  à  sa  pesanteur 
Yen  cet  tstre ,  c^est-à-dire ,  à  Tattraction  en  raison 
inverse  do  carré  des  distances  h  son  centre ,  que  la 
niasse  du  corps  exerce  sur  chaque  particule  maté- 
rielle de  la  lumière  ;  mais  cette  diminution  est  une 
fraction  très"  petite  de  la  Titesse  finale  de  la  lu- 
mière. Ainsi ,  par  exemple,  Tintensité  de  la  pesan- 
teur à  la  surface  dn  soleil  étant  Tingt*sept  fois  et 


demi  rioteasité  de  la  pesanteur  terrestre ,  eomme 
on  le  verra  par  la  suite ,  et  le  rayon  du  soleil  étant 
égal  &  1 10  rayons  de  la  terre ,  on  conclut  de  cd 
qu^on  a  vu  dans  le  no  143 ,  que  la  vitesse  de  la  lu- 
mière ,  pour  être  de  30060  myrianiètres  par  se- 
conde à  une  grande  distance  du  soleil ,  a  dû  être 
plus  grande  d^un  peu  moins  de  deux  niillioniènes 
seulement,  en  partant  de  sa  surface. 


CHAPITRE  IV. 


DB    LA    FORCE    GBNTRIFTJ6B. 


169.  La  pression  qu^un  point  matériel  exerce  sur 
courbe  qu^il  est  forcé  de  décrire ,  n^est  pas  la 
que  quand  il  est  en  équilibre  sur  cette 
coorbe.  L^étaC  de  mouvement  donne  naissance  à 
nae  preooion  particulière  qu^on  appelle  farce  osn- 
ififttSe,  parce  qu^on  Ta  d'abord  considérée  dans  le 
cercle  oà  elle  est  dirigée  suivant  le  prolongement 
dn  rayon ,  et  tend  continuellement  à  éloigner  du 
centre  le  mobile  sur  lequel  elle  agit.  Ost  cette 
force  que  nous  allons  considérer  dans  une  courbe 
qoelcooque. 

Soient  M^M  et  H'H  (fig.  43)  deux  élémens  consé* 
cotiCs  et  égaux  de  la  courbe  donnée,  H  et  H'  leurs 
milieux ,  HT  et  M'T  '  leurs  prolongemens.  Leur 
plan  et  Tangle  TUT  '  seront  le  plan  osculateur  et 
Tangle  de  contingence  de  la  courbe  au  point  X  ;  et 
si  Ton  mène  dans  ce  plan  la  droite  MO ,  qui  divise 
Tangle  M^MM'  en  deux  parties  égales ,  elle  repré- 
sentera la  direction  du  rayon  de  courbure  en  ce 
nème  point  X  \  en  sorte  que  le  centre  de  courbure 
sera  le  point  0  de  cette  droite.  Appelons  d$  Télé  • 
nent  S,ll  de  la  courbe ,  lequel  sera  aussi  égal  à 
IRH  '  ;  soient ,  en  outre ,  i  Tangle  infiniment  petit 
THT',  et  f  le  rayon  de  courbure  HO,  nous  au- 
rons (o«  18] 

ds 

f 

Cela  posé,  faisons  d'abord  abstraction  des  forces 
données  qui  peuvent  agir  sur  le  mobile ,  et  suppo- 
sons qn^ao  bout  du  temps  <^  il  arrive  au  point 
H  avec  nne  vitesse  e.  S'il  était  entièrement  libre , 
il  continuerait  à  se  mouvoir  sur  HT  avec  la  même 
vitesse;  mais,  par  bypotbése ,  il  est  forcé  de  dé- 


crire une  courbe  donnée  ;  ce  qui  change  la  direc- 
tion de  son  mouvement,  qui  devient  HT'.  Or,  si 
l'on  élève  sur  HT'  la  perpendiculaire  HK,  com- 
prise dans  le  plan  osculateur  et  en  dehors  de  la 
concavité  de  la  courbe ,  on  pourra  substituer  à  la 
vitesse  e^  dirigée  suivant  HT,  denx  autres  vites- 
ses ,  Tune  égale  à  e  cos  1  et  dirigée  suivant  HT', 
Tautre  égale  à  e  sin  ^  et  dirigée  suivant  MK ,  et 
alors  l'effet  de  la  coorbe  sera  de  détruire  la  der- 
nière de  ces  deux  vitesses ,  pour  ne  laisser  subsis- 
ter que  la  première ,  ou ,  autrement  dit ,  cet  effet 
se  réduira  à  imprimer  au  mobile  une  vitesse  égale 
et  contraire  à  e  sin  t.  La  courbe  donnée  étant  donc 
remplacée  par  un  polygone  infinitésimal ,  sa  résis  • 
tance  consiste  à  imprimer  au  mobile^  à  choque 
sommet  H  de  ce  polygone ,  une  vitesse  infiniment 
petite  9  sin  ^,  dirigée  en  sens  contraire  de  HR« 

Pour  assimiler  complètement  cette  résistance  & 
une  force  motrice/' qui  agit  incessamment  sur  le 
mobile,  nous  pouvons  supposer  que  la  vitesse 
V  sin  t  est  produite  pendant  que  ce  point  matériel 
va  de  H  en  H',  et  prendre  dt  pour  la  durée  de  cette 
action.  Nous  pouvons  aussi  négliger^  dans  cet  in- 
tervalle de  temps ,  le  changement  de  direction  de 
cette  force  ,  et  la  supposer,  par  exemple,  paral- 
lèle à  la  droite  HO.  Alors  la  force  accélératrice  cor- 
respondante  aura  pour  mesure,  comme  chacune 
des  forces  U,  V,  U",  etc. ,  du  n"  147,  la  vitesse 
esin  i qu'elle  produit  pendont  Tinstant  d<,  divisée 
par  dt;  et  en  appelant  m  la  masse  du  mobile ,  il  en 
résultera 

mv  siii  l 

'  — 'dt    ' 
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potir  U  ▼aleiir  de  f.  Donc ,  en  rempbçMit  sio  t  par 
1,  meiUnt  pour  i^  sa  valeur  précédente,  et  obier- 
vant  que  lif  =  m«  »  on  aura 


/•  = 


mv* 


La  pression  que  la  courbe  éprouve ,  et  qui  est 
uoiquement  due  à  Tétat  de  mouvement  du  point 
matériel  qui  la  décrit,  ou  la  force  centrifug;e  qui 
agit  sur  ce  mobile ,  est  égale  et  contraire  i  cette 
force  f.  Il  s'ensuit  donc  qu'au  point  quelconque 
H  de  la'courbe  donnée ,  la  force  centrifuge  est 
comprise  dans  le  plan  osculateur,  et  dirigée  en  de- 
hors de  la  concavité  de  cette  courbe ,  suivant  le 
prolongement  MN  de  son  rayon  de  courbure,  et  que 
son  intensité  est  en  raison  inverse  de  ce  rayon,  et 
en  raison  directe  de  la  masse  du  mobile  et  du  carré 
de  sa  vitesse. 

170.  Cette  vitesse  étant  e  sur  le  côté  H^H  et  de- 
venant V  cos  ^sur  le  côté  suivant  HH',  il  s'ensuit 
que  sa  grandeur  n'est  point  altérée  par  la  courbe  ; 
car  on  peut  négliger  la  quantité  r  (l  —  cos  1) ,  in- 
finement  petite  du  second  ordre ,  de  laquelle  il  ne 
pourrait  résulter  qu  une  diminution  infiniment  pe- 
tite de  vitesse,  sur  une  partie  de  la  courbe  de 
grandeur  finie.  Le  mouvement  sur  une  courbe 
quelconque  est  donc  uniforme  quand  le  mobile 
n'est  sollicité  por  aucune  force  donnée.  C'est  ce 
qu'on  a  déjà  vu  dans  le  n»  167;  mais  nous  voyons 
de  plus  que  ce  résultat  tient  à  ce  que  l'angle  de 
contingence  est  infiniment  petit,  et  qu'en  un  point 


où  deux  courbes  différentes  se  coopenieat  tout 
un  angle  fini,  le  mobile  éprouverait  une  perte  finis 
de  vitesse ,  en  passant  d'une  courbe  à  l'antre  ;  la- 
quelle perte  serait  égale  à  sa  vitesse  primitive, 
multipliée  par  le  sinus  verse  de  cet  angle. 

Lorsque  le  mobile  est  sollicité  par  une  ou  plu- 
sieurs forces  données ,  sa  vitesse  varie  i  raison  dea 
composantes  de  ces  forces  tangentes  à  la  trajec- 
toire, et  leurs  composantes  normales  exercent , 
comme  dans  l'état  de  repos ,  une  pression  sur  cette 
courbe  qu'il  faut  joindre  à  la  force  centrifuge. 

Soit,  en  général,  mR  la  résultante  des  forces  don- 
nées qui  agissent  sur  le  mobile ,  quand  il  est  par- 
venu au  point  M.  Décomposons  cette  force  motrica 
en  deux  autres,  l'une  tangente  et  l'autre  normale 
à  la  trajectoire,  que  nous  représenterons  par  mT  et 
fliQ  ;  la  première  sera  la  force  qui  fera  varier  la  vi- 
tesse, et  la  seconde  produira  la  partie  de  la  pres- 
sion indépendante  de  l'état  de  mouvement  du  mo- 
bile. En  prenant  par  la  régie  du  parallélogramme 
des  forces ,  la  résultante  de  mQ  et  de  la  force  cen- 


trifuge f  ou     "1  on  aura ,  en  grandeur  et  en  direc- 
P 

tion ,  la  pression  totale  qui  aura  lieu  au  point  H  de 

la  courbe  donnée.  Cette  force ,  divisée  par  la  masse 

du  mobile ,  ou  la  résultante  des  forces  accéléra- 

trices  Q  et — ,  devra  coïncider  avec  la  force  P  de 

f 
ffi  162.  C'est  en  effet  ce  que  nous  allons  vérifier. 

171.  Je  remplace  les  équations  (6)  de  ce  nuaséro 

par  celles-ci ,  qui  s'en  déduisent  immédiatement, 
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;llo  que  soit  la  variable  inu 

lependante,  on  a 

.^^   ."^ 

dxd*  y  —  dyd*  x  ^  ds* 
dp                    dt* 

^'1 

dt\ 

di        ' 

dx*        ds*   ds*                dx           dx  ds 
dt*'^  ds*    dt*  "            dt    ~^   ds     dr 

ds 

à  cause  de  er=  — ,  il  en  résultera 

en  même  temps  « 

di 

dxd^  y  —  dyd*  s 
dsdï* 


=    V* 


d  — 
dx*  ds        V*  {dsd*  y  —  dyd*  x) 

ds*        ds  lu* 


dthakiqob,  FREnku  partb. 


97 


et  fon  troureni  de  même  y 

did*  s  —  dxd*  %        r>  {dzd^  se  —  dxd^  s) 


dMi<> 


cb» 


En  déngnmit  per  9,  9',  9",  les  ongles  que  la 
force  Q  fait  avec  dei  parallèle!  anx  azet  des  g,  y, 
j  ,  et  obsenrant  que  X,  T ,  Z ,  sont  les  composantes 
suivant  ces  parallèles  de  Q  et  de  la  force  tangen- 
ttelle  T,  on  aura  aussi 


ds  dy  dn 

d»  <i«  d!» 

et  an  moyen  de  ces  valeurs  et  des  précédentes ,  les  équations  (l)  deviendront 

•«  idxd^  y  ^  dyd^')       ^   /^         _.        ^             \       ^  /^           ,        *  \ 

— i i- 1 i=s  Q  ( _  cos  fl/*  -^  -^  cos  0   1—  P  (  -^  cos  V cos  «    1 

^  ^V^*^df*/^iis  (fr  / 


.ds 


d* 


/d% 


dt 

dx 


r«  (dzd*  T  —  djFd»  s)        ^   /«'                   «*           .A       ^  /«*                   «*  „\ 

^  .  ,  ^  ss  Q  1  —  cos  o cos  0"  1  —  P  i  —  cos  « cos  «/M, 

^  ^di  de  y  ^dê  da  f 

^  ^  ^^  =0  (  —  cos  e"  —  —  cos  o*  )  —  P  (  —  cos  V cos  «*  1 . 

^  ^dê  ds  y  ^dê  de  / 


(2) 


Or,  si  Ton  appelle  y^y^y"  les  angles  que  la  di- 
rection de  la  force  centrifuge ,  c^est-à-dire  le  pro- 
lengement  VR  du  rayon  de  oourbnre  XO ,  fait  avec 
des  parallèles  aux  axes  des  s  ,y,  »,  menées  par  le 
point  M  y  et  g\y\%\  les  coordonnées  du  centre 


de  courbure  0 ,  on  aura 

*— y=fCOS>,    y— y'=pcosy',    s— *'=fC08y, 

et  en  combinant  les  équations  (2)  avec  les  for- 
nrales  du  n«  80  ,  on  en  déduira  sans  difficulté , 
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lis  k  cause  qne  les  forces  P  et  Q  sont  perpen- 
dtcnlaires  \  la  tangente  de  la  trajectoire,  on  a 

d!«  dy  dj 

—  cos  g  +  —  cos  g*  -| cos  g"  =  0, 

ds  dff  df 

d!*  dy  dj 

—  ros  «4-  —  cos  «' -^  —  cos  «''  =  0; 
dis  df  ds 

ce  qui  téduit  lei  coefficiens  de  Q ,  dans  les  trois 
équations  précédentes,  à  «-  cos  g,  —  cos  9',  — 
eoa  y "^  et  cenx  de  —  P  à  -^  ros  ♦,  —  cos  ♦',  — 
ces  «"  ;  on  aura  donc  enfi^n 


cos  y  -f*  Q  ^^*  9  =^  '  ®°* 


f 


••-  cos  )/  4*  Q  ^*  9^=^  ^  ^^*  '*'f 
f 
e» 

—  cos  y"  +  Q  cos  g" = P  cos  •", 

f 
où  Pon  votl ,  comme  il  s^agissait  de  le  vérifier,  que 
la  force  P  est ,  en  grandeur  et  en  direction ,  la  ré- 


sultante des  deux  forces  —  et  Q. 

f 


13 


nuuii  M  sIcAiiftiift. 


17S.  Qiwad  le  mobile  wt»  ttvleinat  Mn]«tlt  k 
••  mouvoir  rar  nne  tarfîiee  dmmée,  il  faudra  «pM 

mv* 
la  ffëaullante  des  forças  aotric«$ mQ  ei «  qui  «si 

f 
déjà  peq>endicaUire  à  sa  trajentoire ,  toit,  de  pliUy 
nonnnle  à  cette  surface.  En  oppelnnt  donc  mil  cette 
résultante,  et  désignant  par  «  et  4  les  angles ,  aigus 
ou  obtus  )  que  font  ses  deux  composante»  avec  ope 
partie  déterminée  de  la  normale  à  la  surface  ,  au 
point  où  se  trouve  le  mobile ,  on  aura 


=  ±(q 


cos  «  -f- 


-^  cos  4l< 


La  force  N  agira  suivant  cette  partie  de  la  normale 
ou  suivant  son  prolongement ,  selon  que  la  quan- 
tité comprise  entre  les  parenthèses  sera  positive 
ou  négative  ;  et  pour  que  N  soit  toujours  une  quan- 
tité positive ,  on  prendra  le  signe  supérieur  dans  le 
premier  cas,  et  le  signe  intérieur  dans  le  second. 
Cette  force  accélératrice  N  devra  être  égale  et  con- 
traire à  celle  qui  entre  daoa  le»  éqnatiooa  (S)  du 
n®  161  ;  et ,  en  effet ,  celles-ci  ne  différant  des 
équations  (5]  du  n»  162  qu^en  ce  quelles  contien- 
nent fl^Ky/Af  r,  au  lieu  de  —  P,  «,  V,  «",  oa  ou 
déduirai  par  l'analyse  précédente,  des  consfosautea 
de  la  force  11 ,  qui  seront  égales  et  contraires  à 
celles  ^e  Ton  a  trouvées  pour  la  ferce  P. 

Dans  ce  même  cas  d*une  surface  donbée ,  si  fou 
désigne  par  «'  et  4'  le*  angles  que  leé  forces  mQ 


frottement  contre  la  surface  donnée,  ou  la  rétia- 
tance  d'un  milieu  ^  ne  fera  pas  dévier  le  mobile  , 
de  la  ligue  la  plus  courte  entre  son  point  de  départ 
et  son  point  d'arrivée. 

173.  Enfin,  si  le  mobile  est  entièrement  libre , 
il  faudra  que  la  composante  normale  à  la  trajec- 
toire, de  la  force  motrice  mR  qui  le  sollicite,  fasse 

me* 
équilibre  à  sa  forée  centrifuge  — — »  puisque  dans 

f 
ce  cas  il  n*y  a  pas  de  courbe  ou  de  surface  donnée 
qui  puisse  détruire  la  résultante  normale  de  œs 
deux  forces.  Il  faudra  donc,  en  premier  lieu,  que 
le  plan  osculateur  de  la  trajectoire  soit  celui  qui 
passe  par  la  tangente  et  par  la  direction  donnée  de 
la  force  luR  ;  en  appelant  I  l'angle  que  cette  direc- 
tion, en  un  point  quelconque,  fait  avec  le  rayon 
de  courbure  HO ,  il  faudra ,  en  outre ,  que  cet 
angle  soit  aigu  pour  que  la  composante  normale  de 
la  force  mR  agisse  en  sens  eontraire  de  la  force 
centrifuge  qui  est  dirigée  suivant feNj  et  cela  étant, 
on  devra  avoir 


et— f«nt  atec  un  axe  mené  par  le  foint  où^  se 

trouve  le  mobile,  tangent  à  celte  surface  et  per- 
pendiculaire à  la  trajectoire  ,  de  sorte  qu'ion  ait 

cos*  «  4"  ^®**  «'  =  1 ,     cos*  4  +  ^^*  4'  =  ^\ 

il  faudra  que  la  somme  des  composantes  de  ces 
deux  fofcw  suivant  cet  aie  tangent ,  soit  égale  à 
téro ,  puisque  leur  résultante  est  normale  au  même 
point  delà  surface  \  on  aura  donc 

e» 

Q  cos  •»  +  —  cos  4'  =  0; 

f 

équatioi  qui  pourra  servir  à  déterminer  rindioai- 
son  4'  du  plan  osculateur  de  la  trajectoire  sur  le 
plan  tangent  à  la  surface  donnée. 

Lorsque  le  mobile  ne  sera  soumis  à  aucune  force 
donnée,  où,  plus  généralement,  lorsqu'il  ne  sera 
soumis  qu'à  une  force  tangente  à  sa  trajectoire , 
on  aura  Q  =  0  ;  il  en  résultera  donc  cos  4'  =  0  et 
4'  =  90^ ,  en  sorte  que  le  plan  osculateur  de  cette 
courbe  sera  constamment  perpendiculaire  à  la  sur- 
face donnée.  Cette  propriété  étant,  en  général, 
celle  de  lu  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points 
donnés  sur  cette  surface,  o'eaé  cette  ligne  que  le 
mobile  décrira,  einsi  qu'on  Ta  dit  précédenmient 
(no  101]  ;  mais  maintenant  nous  voyons ,  en  outre , 
qu'une  force  tangente  à  la  trajectoire ,  telle  qu'un 


V* 

R  cofl  f  =r  ^. 

f 


{«) 


Quand  la  force  accélératrice  R ,  à  laquelle  le  mo- 
bile est  soumis,  sera  une  force  centrale  dirigée 
vers  un  point  connu,  et  que  l'observation  aura  fait 
connaître  la  courbe  quUl  décrit  autour  de  ce  centre 
fixe,  on  pourra  déduire  de  Téquation  de  œtte 
courbe ,  le  rayon  de  courbure  f  et  l'angle  9  qu'il 
fait  avec  la  direction  de  la  force  R;  on  déduira 
aussi ,  de  cette  équation  ci  de  la  proportionnalité 
des  aires  aux  temps  (n»  166),  l'expression  de  la 
vitesse  v  en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire; 
par  conséquent ,  l'équation  (a]  déterminera  la  va- 
leur de  R,  ou  la  loi  de  la  force  centrale  qui  fait  dé- 
crire au  mobile  la  oonrbf  donnée.  C'est  de  cette 
manière  que  Newton  a  découvert  la  loi  de  la  force 
dirigée  vers  le  centre  du  soleil ,  qui  fait  décrire  à 
chaque  planète  une  ellipae  dont  ce  point  occupe 
un  des  foyers  j  mais  on  verra  )  dans  la  suite,  qu'en 
partant  des  mêmes  données,  cette  détermination 
peut  s'effectuer  par  un  caleul  plus  simple. 

174.  Huyghens,  à  qui  Ton  doit  la  mesure  de  le 
force  centrifuge ,  la  déduite  de  la  considération  du 
mouvement  circulaire;  et  quoique  cette  méthode 
soit  moins  directe  que  la  précédente ,  je  crois  ce- 
pendant utile  do  Texposer  ici  en  peu  de  mots. 

Soit  H  (fig.  44)  un  poiut  matériel  attaché  à  un 
point  fixe  C  par  un  fil  inextensible  CM  ;  supposons 
qu'une  percussion  lui  imprime  une  vitesse  n,  dans 
une  direction  perpendiculaire  à  la  longueur  du  fil  ; 
et,  pour  simplifier  la  question,  supposons  aussi 
qu'aucune  force  motrice  donnée  n'agisse  sur  le  mo- 
bile. Ce  point  matériel  va  décrire  un  cercle  AV., 
dont  le  centre  et  le  rayon  seront  le  point  fixe  et  la 
longueur  du  fil.  Pendant  ce  mouvement ,  te  61  qui 
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TCtieat  le  «nobilo  éprouvera ,  ilrat  \p  teii«  do  n 
loDgaeur,  une  certaine  iêtuiim  qui  n'est  autre 
cboie  que  la  force  centrifuge.  En  appliquant  uu 
mobile  une  force  égale  à  cette  tension  et  constam- 
ment dirigée  ^ers  le  centre  fixe ,  on  pourra  faire 
abstraction  du  fil ,  et  considérer  le  mobile  comme 
entièrement  libre.  C'est  donc  en  Tortu  de  cette 
force  centrale,  dont  la  grandeur  est  inconnue, 
combinée  avec  la  iriteate  a  ,  que  le  œrola  sera  dé- 
crit. 

n  s'ensuit  d'abord  que  les  secteura  eireulaires 
décrits  par  le  rayon  du  mobile ,  seront  proportion- 
nels au  temps  (n»  166)  ;  ce  qui  exige  que  les  arcs 
de  cercle  parcourut  le  soient  aussi.  Le  mou? émeut 
cîreulaire  sera  donc  uniforme  ;  et  si  l'on  désigne 
par  «  l'arc  décrit  dans  le  temps  <,  on  aura  «  =  mt. 

Soient  m  la  masse  du  mobile ,  m*  la  force  cen- 
trale ,  et ,  oonséquemment ,  •  la  force  accélératrice 
qu'il  a'agira  de  déterminer.  Quelle  que  soit  cette 
force,  on  peut  la  regarder  comme  constante  en 
grandeur  et  en  direction  pendant  un  intenralle  de 
tempo  infiniment  petit}  ainsi ,  pendant  que  le  mo- 
bile décrit  l'arc  de  cercle  infiniment  petit  MX  ',  la 
force  «sera  supposée  constante,  et  parallèle  au 
rayon  C^iqui  aboutit  â  l'origine  de  cet  arc  ;  d'où 
nous  concluons  que  si  le  mobile  n'était  pas  animé 
de  la  vitesse  a,  la  force  centrale  lui  ferait  parcou- 
rir ,  dam  ua  tenpa  infiniment  petit,  le  sinus  -verac 
■11,  ou  la  projection  sur  CM  de  l'arc  MM'  qu'il  dé- 
erit  réellement.  Or,  toute  forée  accélératrice  a  pour 
mesure  le  double  de  l'espace  infiniment  petit 
qa*elle  est  capable  de  faire  parcourir  à  un  mobile 
dans  un  temps  infiniment  petit ,  divisé  par  le  carré 
de  ce  temps  (n®  118)  \  si  donc  on  appelle  «  le  sinns 
verse  MK ,  et  r  le  temps  employé  à  décrire  Tare 
[',  ooanra 

2« 


maia  en  désignant  cet  arc  par  a,  cl  le  ruyuii  CM 
par  r^  on  a 

*■* 

CM  pfenant  l'aco  au  lieu  <&e  la  «xiriie;  doue  à  oause 
de  ^^  mr,  on  aura 

a* 


Cette  valeur  de  «  est  donc  celle  de  la  force  cen- 
trifuge r.ipportéeb  l'unité  de  masse,  dans  un  cer- 
cle décrit  d'un  mouvement  uniforme.  On  en  con- 
clut immédiatement  que  cette  force,  dans  une 
courbe  quelconcfue ,  aura  pour  mesure  le  carré  de 
la  vitesse  divisé  par  le  rayon  de  courbure  ;  car  la 
trajectoire  ayant  drai  élémens  consécutifs  com- 
lunns  avec  son  cercle  oscolateur,  on  peut  supposer 
que ,  pendant  on  temps  infiniment  petit ,  le  mobile 
se  nent  eircotairement  autour  du  centre  de  cour- 


bore,  «A  qnfil  «  oeeaéquemment  la  force  oentrifvge 
qui  eesivtent  à  oe  mouvement.  £n  multipliant  par 
m  cette  forée  aoeélératriee ,  on  aura  la  mémo  va- 
leur que  pour  la  Soroe  désignée  par  /*dans  le  n«  169. 
176.  Pour  comparer  la  force  centrifuge  dans  le 
cercle  à  la  pesanteur,  aupposons  que  la  vitesse  e 
soit  celle  qui  serait  due  à  une  bauteur  à,  de  sorte 
qu'on  ait  u*  =  2^h  (n»  IdO) ,  en  désignant  par  f  la 
gravité  ;  il  en  résultera 


ce  qui  montre  que  la  force  centrifuge  est  à  la  pe- 
santeur, comme  le  double  de  la  hauteur  due  à  la 
vitesse  du  mobile  est  au  rayon. 

Si  le  mobile  est  un  corps  dont  les  dimensions 
soient  très  petites  psr  rapport  à  sa  distance  au  point 
C ,  on  pourra  considérer ,  dans  toute  son  étendue , 
la  valeur  de  a  comme  à  très  peu  près  constante , 

et  prendre  le  rapport  —  pour  celui  de  la  force  oen« 

S 
trifu^e  provenant  du  mouvement  circulaire,  au 

poids  du  corps  sur  lequel  elle  agit. 

tjoand  le  mouvement  n'aura  pos  lieu  dan»  ua 
plan  horiiontal ,  la  vitesse  du  mobile ,  la  force  oeo- 
trifuge  et  la  tension  du  fil  attaché  an  point  C,  se- 
ront variables.  Supposons  que  le  mobile  «e  meuve 
dans  un  plan  vertical  ;  désignons  par  C^k  le  carré 
de  sa  vitesse ,  quand  il  se  trouve  dans  le  plan  hori- 
tentai  passant  par  le  point  C;  et,  à  un  inatent 
quelconque,  appelons  s  sa  distance  à  ce  plan,  re- 
gardée comme  positive  lorsque  le  mobile  sera  situé 
au-dessous ,  et  comme  négative  quand  il  aura  paaaé 
au-dessus  ;  nous  aurons  à  cet  instant  2f  (  à  +  e) 

amaTh-f-s) 
pourle  carré  de  sa  vitesse  (n»  160),  et  .--^-^^ — ^-^ 

pour  la  force  centrifuge.  Pour  avoir  la  tension  to- 
tale du  fil,  il  faudra  ajouter  à  cette  force  la  com- 
posante du  poids  du  mobile  dirigé  suivant  le  pro- 
longement de  son  rayon ,  laquelle  composante  est 

égale  à  -^— ,  comme  il  est  aisé  de  le  voir.  Donc  , 
^  r 

en  appelant  A  la  tension  totale  dn  fil  à  un  instant 
quelconque ,  nous  aurons 


•  = 


«1^  {tk  +  S») 


Cette  force  exprimera  aussi  la  pression  que  le 
point  C  éprouvera  À  chaque  instant ,  suivant  la  di- 
rection du  rayon  qui  aboutit  au  mobile.  Elle  at- 
teindra son  maximum ,  lorsque  le  mobile  sera  au 
point  le  plus  bas  du  cercle ,  où  l'on  a  s  =  r,  et  son 
mmimum,  lorsqu'il  sera  au  point  le  plus  élevé ,  où 

3r 
Ton  a  a  =-*  r.  Si  A  est  moindre  que  —,  la  tension 

2 

deviendra  négative  et  se  changera  en  nne  contrac- 
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tion  pendaot  ooe  partie  do  moQTMMBt  :  il  faudra 
alors  que  le  fil  soit  infleiible  pour  que  le  OBonve- 
ment  circulaire  ait  lieu.  On  néglige,  dans  ce  calcul, 
le  poids  et  la  force  centrifuge  du  fil  j  ce  qui  suppose 
sa  masse  très  petite  par  rapport  à  celle  du  mobile. 
On  verra,  par  la  suite,  comment  on  y  devrait  avoir 
égard  si  cela  était  nécessaire. 

170.  Revenons  an  mouvement  circulaire  et  uni- 
forme ,  et  désignons  par  T  le  temps  que  le  mobile 
emploie  à  parcourir  la  circonférence  entière.  On 
aura 

Sirr 


et ,  par  consécpient , 


4««  r 


ce  qui  montre  que  la  force  centrifuge  est  en  rai- 
son directe  du  rayon  du  cercle ,  et  en  raison  in- 
verse du  carré  du  temps  d*ttne  révolution  entière. 
Lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d^un  aie 
fixe,  tous  ses  points  décrivent,  dans  le  même 
temps ,  des  cercles  dont  les  plans  sont  perpendicu- 
laires à  l'axe ,  qui  ont  leurs  centres  dans  cet  axe , 
et  pour  rayons  les  perpendiculaires  abaissées  de 
chaque  point  sur  ce  même  axe;  par  conséquent, 
les  forces  centrifuges  de  ces  différens  points  sont 
entre  elles  comme  ces  perpendiculaires.  Ainsi, 
par  exemple,  la  force  centrifuge  des  corps  placés  à 
la  surface  de  la  terre ,  et  qui  tournent  avec  elle 
autour  de  Taxe  denpùlet ,  est  proportionnelle  aux 
rayons  desjMfoltf^a  quMls  décrivent  ;  et,  de  plus , 
cette  force  est  dirigée  en  chaque  lieu  de  la  terre 
suivant  le  prolongement  du  rayon  du  parallèle  qui 
aboutit  en  ce  point. 

177.  La  force  qui  précipite  les  corps  vers  la  terre, 
et  que  nousoppelonspMOfifSHf^  est  due  principa- 
lement à  Tattraction  du  sphéroïde  terrestre  sur  ces 
corps.  Hais  quelle  qu^en  soit  la  cause ,  il  est  tou- 
jours certain  que  la  force  centrifuge  diminue  cette 
tendance  des  corps  pcsans  ;  en  sorte  qu'excepté  au 
pôle ,  où  la  force  centrifuge  est  nulle ,  la  pesanteur 
est  t>artQut  n^oindre  que  ai  la  terre  n'avait  pas  de 
mouvement  de  rotation.  A  Téquateur,  la  force  cen- 
trifuge et  la  pesanteur  sont  dirigées  en  sens  con- 
traire Tune  de  Pautre;  la  pesanteur  y  est  donc 
égale  à  Texcès  de  l'attraction  de  la  terre  sur  la  force 
centrifuge  ;  par  conséquent ,  on  a 


4ir«r 


T» 


y  étant  cette  pesanteur,  G  l'attraction  terrestre,  ou 
la  pesanteur  qui  aurait  lieu  si  la  terre  était  immo- 
bile ,  r  le  rayon  de  Téquateur,  et  T  le  temps  de  la 
rotation  de  la  terre, 
f^e  second  terme  de  cette  focmiile  étont  très 


petit  par  rapport  au  premier ,  oo  a ,  à  Uèê 
près. 


.      4»»  r 
Pour  convertir  en  nombre  la  fraction     _     ,  on 

pourra  prendre  le  rayon  du  méridien  an  lien  dn 
rayon  r  de  Téquateur ,  dont  il  est  peu  différent  ; 
on  aura  alors 

2irr  =  40000000». 

En  prenant  la  seconde  pour  unité ,  et  négligeant , 
dans  ce  calcul ,  la  petite  variation  de  la  pesanteur 
à  la  surface  de  la  terre ,  on  a  aussi  (n»  116) 

g  S9  0»,80806. 

Oiiad'aUleurs(nolll) 

T  =  86164  ; 

et  de  le  on  conclut ,  à  très  peu  près . 


4ir»  r 

HtT 


1 


Ainsi,  à  Téquateur ,  la  pesanteur  est  diminuée 

de— par  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre 
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autour  de  son  axe.  Si  ce  mouvement  devenait  plus 
rapide  ,  le  temps  T  diminuerait ,  et  la  force  cen- 
trifuge différerait  moins  de  la  gravité.  Kn  obser- 
vant que  280  est  le  carré  de  17,  on  voit  qu'il  suffi- 
rait que  la  rotation  eût  lieu  en  un  dix-septième  de 
jour,  pour  que  la  force  centrifuge  à  Téquateur  fàt 
égale  à  la  gravité;  alors  la  pesanteur  y  serait  égale 
à  séro ,  et  les  corps  abandonnés  à  eux-mêmes  y  de- 
meureraient en  équilibra. 

Dans  ce  calcul ,  nous  avons  seulement  eu  égard 
à  la  force  centrifuge  provenant  du  mouvement  de 
rotation  des  corps  pesans  autour  de  l'axe  de  la 
terre  ;  et,  en  effet ,  on  conçoit  que  le  mouvement 
de  translation  autour  du  soleil ,  qui  est  commun  à 
tous  ces  corps,  à  la  terra  et  à  son  axe,  ne  saurait 
influer  sur  leur  tendance  à  s'écarter  de  cette  droite 
mobile.  £n  imaginant,  par  exemple ,  un  fil  paral- 
lèle à  Téquateur,  attaché  à  cet  axe  et  aboutissant  à 
un  corps  situé  à  la  surface,  il  est  évident  que  sa 
tension  ne  changera  aucunement  par  Teffet  d'un 
mouvement  qui  emportera  ,  à  la  fois ,  Taxe ,  le  fil 
et  le  corps ,  sans  changer  leurs  positions  relatives. 

178.  La  force  centrifuge  diminue  la  pesauteur  eu 
tous  les  points  de  la  surface  de  la  terre;  mais  d'une 
quantité  moindre  qo^à  Téquateur,  soit  parce  qu'en 
allant  de  Téquateur  au  pôle  la  force  centrifuge  dé- 
croit, soit  parce  que  Tangle  qu^ellefait  avec  la 
verticale  augmente.  £n  appelant  toujoun  r  le 
rayon  de  Téquateur,  et  désignant  par  |4  la  laliluda 
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lai 


d'im  liaii  quelconque  de  la  terre ,  et  par  «  le  rayon 
da  parallèle  correspondant ,  on  aura 

u  =z  r  cos  fé'^ 

en  négligeant  la  non-sphéricité  du  globe  terrestre, 
Tangle  /•  sera  celui  que  le  prolongement  de  «,  ou 
h  direction  de  la  force  centrifuge ,  fait  avec  la  ver- 
ticale ;  la  composante  Terticale  de  la  force  centri- 
foge  s*obtiendra  donc  en  multipliant  son  inten- 

.    ^*  u 

fité  -= — par  cos  /«  ;  ce  qui  donne 


T» 


4irs  r  cos*  fé 


Ti  » 

pour  la  diminution  de  la  pesanteur  due  à  la  rota- 
tion de  la  terre  ;  et ,  d'après  ce  qui  précède,  cette 
quantité  aura  pour  valeur 

cos*  /M 
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Ga  serait  là  tonte  la  diminution  que  la  pesanteur 


éprottverait^  si  la  terre  était  une  sphère  bomogène  : 
elle  serait  proportionnelle  au  carré  du  cosinus  de 
la  latitude  ;  et  la  diminution  totale  du  pèle  où  Ton 
a  M  =  OOo,  à  Téquateur  où  Ton  8^  =  0,  s'élève- 
rait à  ^^.  Hais  la  terre  est  un  sphéroïde  aplati  k 
289 

ses  pôles  )  Tattraction  qu'elle  exerce  sur  les  corps 
placés  à  sa  surface  diminue,  pour  cette  raison ,  en 
allant  du  pôle  à  Téquateur  ;  cette  diminution ,  en 
chaque  point  de  la  surface,  est  aussi  proportion- 
nelle au  carré  du  cosinus  de  la  latitude  j  elle  s'a- 
joute à  celle  qui  est  produite  par  la  force  centri- 
fuge, et  par  cette  addition  le  coefficient-^  aug- 

Wr*#aF 

mento  et  devient    -—  à  peu  près.  C'est  dono  cette 

fraction  — -  qui  exprimera ,  comme  nous  l'avons 
200^ 

déjà  dit  (no  117),  l'accroissement  total  du  poids 
d'un  corps  transporté  de  l'équateur  au  pôle. 


CHAPITRE   V. 


BXSMPLES    DU    MOUVEMEIVT    D  UN    POINT    MATERIEL    SUR    UNE    COURBE 

OU    SUR    UNE    SURFACE    DONNEE. 


SI«v.  OêdUation  âup€ndulê  simple, 

179.  Un  pêmdtilê  est,  en  général,  un  corps  solide 
pssant,  qui  oscille  autour  d'un  axe  fixe  et  horixon- 
tal.  Mais  pour  comparer  plus  facilement  entre  elles 
les  durées  des  oscillations  de  différens  pendules  et 
les  intensités  correspondantes  de  la  pesanteur,  les 
géomètres  ont  imaginé  un  pendule  idéal  qu'on  ap- 
pelle fêmdmlë  swmpU,  et  qni  consiste  en  un  point 
matériel  pesant ,  suspendu  à  un  point  fixe  par  Tin- 
termédiaire  d'un  fil  inextensible  et  inflexible ,  dé- 
nué do  pesanteur  et  même  de  densité ,  et  dont  la 
longueur  est  celle  de  ce  pendule. 

On  verra ,  dans  un  autre  chapitre,  qu'il  y  a  tou- 
jonrs  un  pendule  simple  dont  les  oscillations  coïn- 
cident ,  et  pour  leurs  durées  et  pour  leurs  amplitu- 
des ,  avec  oellea  d'un  pendule  quelconque ,  et  nous 


montrerons  comment  la  longueur  du  premier  peut 
se  déterminer  d'après  la  forme  et  les  dimensions  du 
second.  Nous  ferons  voir  aussi  que  cet  aoooid 
ayant  lieu  entre  les  mouvemens  de  deux  pendules 
dans  le  vide,  il  subsistera  également  dans  un  mi- 
lieu résistant ,  quelle  que  soit  la  fonction  de  la  vi- 
tesse qui  exprime  la  résistance.  Ainsi,  il  suffira  de 
considérer  le  mouvement  du  pendule  simple ,  soit 
dans  le  vide,  soit  dans  un  milieu  résistant  ;  et  c'est 
ce  qu'on  va  faire  dans  ce  premier  paragraphe. 

180.  Soient  C  (  fig.  46)  le  point  de  suspension , 
CB  la  verticale  passant  par  ce  point  fixe ,  et  GA  la 
position  initiale  du  pendule.  Supposons  que  le 
point  matériel  qui  le  termine  parte  du  point  A  avec 
une  vitesse  k  perpendiculaire  à  CA,  et  dirigée 
dans  le  plan  des  droites  CA  et  CB;  il  est  évident 
qu'il  ne  sortira  pas  de  ce  plan  vertical ,  et  qu'il  y 


tôt 
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déorirm  des  nrot  de  cercle  dont  C  e§t  le  centre  et 
CA  le  rayon. 

An  bout  du  temps  queloooqae  f,  soit  S  la  post* 
taon  du  mobile  ;  des  points  M  et  A,  obéissons  sur  la 
verticale  CB,  des  perpendiculaires  HP  et  AD,  et 
faisons 

CP  =  s ,      CD  =  c. 

Ka  désignant  par  y  la  gravité  et  par  v  la  vitesse  da 
mobile  au  point  H,  nous  aurons,  dans  le  ou  du 
vide  (no  150), 

9*=  k*  +  2g  (s  —  c)  j 

et  si  Ton  appelle  s  Tare  AH  décrit  par  le  mobile, 

de 
de  sorte  qu*on  ait  —  ==  e,  on  en  déduira 

di 


dt 


di=: 


l^*«  +  2sr  C*  -  <^) 

Désignons  par  I  Tangle  HGB,  qui  sera  positif 
quand  le  pendule  se  trouvera  à  gauche  de  CB , 
comme  la  droite  CA,  et  négatif  lorsque  le  pendule 
sera  &  droite  de  la  verticale.  Soit  aussi  a  Tangle 
ACB ,  ou  la  valeur  initiale  de  t.  On  aura 

dt  d^ 

#=a(«—  •)    v=  —  =  — o  — , 

dt  di 

en  représentant  par  a  la  longueur  CM  ou  CA  du  pen- 
dule. On  aura ,  en  mémo  temps , 

M  zis  a  cos  I,      0  :=■  a  cos  a; 

et  ou  moyen  de  ces  valeurs ,  celle  de  dt  deviendra 

—  aJe 


dt=z 


y/^k^  ^  2ga  (cos  t  —  eus  «)* 


(i) 


Telle  est  donc  la  formule  qu'il  s'agira  d'intégrer 
exactement  ou  par  approximation. 

181.  Il  n'y  a  qu'un  eus  dans  lequel  l'intégration 
sous  forme  finie  soit  possible ,  c'est  lorsqu'on  a 

k*  =  2ga  (l  +  cos  •)  ; 

oeqai  a  lieu  quand  le  mobile  part  du  point  A  avec 
la  vitesse  qu'il  anrait  acquise  en  tombant  d'une 
hauteur  égale  è  £D  ;  E  étant  le  point  le  plus  élevé 
du  cerole  qu'il  décrit.  En  (aisant  «  z=  24,  et  obser- 
vant que 

1  -t"  <:os  24  =  2  cos>  4 1 
ou  a  alors 

W^  g     COS  4 

J'inicgre,  je  détermine  la  constante  arbitraire,  de 

1 
sorte  qu'on  ait  4  =  *— '  «  quand  i  =  0  ,  et  je  mets 

2 
1 

—  •  à  la  place  du  4  i  il  ▼ient 
8 


2  s      ^^    (l+sin  1/20)  (l-sin  1/2.) 

Si  le  point  A  coïncidait  avec  le  point  E,  on  au- 
rait •  =  V  ;  ce  qui  rendrait  infinie  cette  valeur  de 
i,  quel  que  fût  l'angle  1.  Cela  signifie  que  le  mo- 
bile ne  quitterait  pas  le  point  £  j  et  en  effet ,  dans 
ce  cas,  sa  vitesse  initiale  serait  nulle,  et  la  tangente 
au  point  £  étant  horisontale  ,  il  y  demeurerait  en 

équilibre. 

Le  point  B  répondant  à  9=0,  on  aura ,  dans 

tout  autre  cas , 


it/l 


log 


1  +  sin  1/2  • 
1  ~  sin  1/2  # 


pour  le  temps  que  le  mobile  emploiera  à  parcourir 
l'arc  AB.  Avec  sa  vitesse  acquise  en  ee  point,  il 
s'élèvera  sur  la  demi-circonférence  BA'K  ;  mai»  , 
d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n<»  152,  il  devra  eni* 
ployer  un  temps  infini  pour  atteindre  le  peint 
£  :  c'est  ce  qui  a  lieu  effectivement  ;  car  en  fa  i  - 
sont  •  =  —  »,  ona#^aD. 

Quelle  que  soit  la  vitesse  initiale  k  et  l'angle  * , 
la  formule  (1)  pourra  s'intégrer  par  les  fonctions 
elliptiques  ;  en  sorte  que  le  temps  des  oseilletioaM 
ondes  révolutions  du  pendule  se  calculera  toujours 
au  moyen  des  tables  numériques  de  ces  fonctions  ; 
mais  ,  dons  la  pratique ,  on  a  seulement  besoin  de 
connaître  la  durée  des  oscillations  très  petites,  que 
nous  nous  bornerons  à  considérer. 

182.  Pour  que  le  pendule  ne  fasse  que  de  petites 
oscillations  de  part  et  d'outre  de  la  verticale  CB,  il 
faudra  que  Tangle  •  et  la  vitesse  k  soient  peu  con- 
sidérables ;  on  pourra  toujours  rendre  cette  vitesse 
tout-à-fait  nulle,  en  faisant  partir  le  mobile  d*un 
point  un  peu  plus  élevé  que  A,  c'est>à-dire,  en 
augmentant  convenablement  l'angle  «;  on  ne  nuira 
donc  pas  à  la  généralité  de  la  question  en  suppo- 
sant ib  =  0  j  ce  qui  réduit  l'équation  (l)  à 


-.=-lXf 


de 


9    p^  2  cos  6  —  2  cos 
Pur  les  formules  connues ,  on  a 


,(2) 


cos  •  =:  1  —  —  + 
2 


•4 


1.2.3.4. 


—  etc.. 


"**  •  ==  *  -  7  +  TiJT 


"*  esc* 


Les  angles  «  et  t  étunt  très  petits  ,  par  hypothèse  ,. 
je  néglige  leurs  quatrièmes  puissances;  il  en  ré- 
sulte simplement 


*  = 


-kl. 


i» 


^|/a«^l» 
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IM 


la  iotégmot  et  observant  que  I 
déduit 


•  qooiid  t3sO| 
I 


I  =  |/^     —  arc  l  C08  =  —  J  ; 


il*oû  Ton  tire 

a    dt  a  a 

Ces  formoles  montrent,  conformément  à  ce 
qu*on  a  déjà  vu  (  no  169  ] ,  que  le  pendule  fera  une 
mite  indéfinie  d'oscillttions  é«;8lft8  et  isochrones 
de  part  «i  d^autre  de  la  verticale  CB  :  il  reviendra , 
avec  une  vitatae  nulle ,  au  point  A  où  Ton  a  0  =  «| 


toutes  les  fois  que 


.u^- 


sera  un  multiple  de 


Zwf  et  au  point  A',  situé  à  la  même  hauteur  que  A 
et  on  Ton  a  0  =  —  « ,  toutes  les  fois  que  0  sera  un 
nioUiple  impair  de  «-.  £n  appelant  T  le  temps  qu'il 
emploiera  à  aller  de  Tun  de  ces  points  extrêmes  à 
Pautre,  c'est-à-dire ,  le  temps  d^une  oscillation 
entière  I  on  a 


=.j^ 


Les  durées  des  deui  demî-osciUations,  Tune  des- 
oendante  et  Tantre  ascendante ,  seront  égales  entre 

1 
elles  et  à  »  T« 

2 

* 

Ba  général ,  à  deux  instans  séparés  par  un  temps 
égal  à  Ty  le  pendule  occupera ,  des  dens  côtés  de  la 
verticale  CB,  des  positions  également  éloignées  de 
cette  droite ,  et  sera  animé  de  vitesses  égales  et 
contraires  ;  car  si  Ton  met  t  «f-  T  à  la  place  de  i, 

40 
dans  les  Talcnrs  de  0  et  ^- ,  on  voit  qu'elles  ne  font 

dt 
que  chanj;er  de  signe. 

Le  pendule  coïncide  avec  la  verticale  quand  on 
a  0  =  0 ,  ont  égal  à  un  multiple  impair  de  1/^  T  ;  il 
eo  résulta 


-  =  ±.|/I. 


di 
et,  par  conséquent , 

pour  la  vitesse  du  mobile  au  point  B.  En  appelant 
ê  la  hauteur  DB  de  son  point  de  départ  au-dessus 
de  B ,  on  aura 

&  =s  a  (l  —  cos  m)  sss  l/2na*  , 

à  cause  que  Ton  néglige  la  quatrième  puissance  do 
•.  Abstraction  faite  du  signe ,  la  vitesse  acquise  an 
point  le  plus  bas  sera  donc 


ce  qui  est ,  comme  cela  devait  être ,  la  vl 
à  la  hauteur  6. 

183.  La  valeur  de  T  est,  comme  on  voit,  indé- 
pendante do  Tangle  «  ;  elle  subsistera  encore ,  et 
sera  rigoureusement  exacte,  quand  cette  ampli- 
tude «  sera  infiniment  petite.  Si  donc  on  écartait 
le  pendnle  infiniment  peu  de  la  verticale ,  il  em- 
ploierait pour  7   revenir  un  temps  fini  et  égal 


à  1/2 


K^î. 


Dans  ce  mouvement,  le  mobile 


décrirait  un  espace  infiniment  petit  dans  un  temps 
fini  ;  ce  qui  vient  de  ce  que  Tintensité  de  sa  force 
accélératrice  serait  infiniment  petite.  En  effet, 
cette  force  est  la  pesanteur  décomposée  suivant  la 
tangente  à  la  trajectoire;  or,  dans  retendue  de 
Tare  infiniment  petit  qui  aboutit  au  point  le  plus 
bas  de  cette  courbe,  la  tangente  fait  avec  la  verti- 
cale un  augle  qui  diffère  d^un  droit  d^une  quantité 
infiniment  petite  ;  le  cosinus  de  cet  angle,  par  le- 
quel il  faut  multiplier  la  pesanteur  pour  obtenir  sa 
composante ,  est  donc  infiniment  petit  ;  par  consé- 
quent ,  cette  composante  est  aussi  infiniment  pe- 
tite. 

On  peut  étendre  ce  résultat  aux  oscillations  d*on 
point  matériel  pesant  sur  une  courbe  quelconque , 
dont  le  plan  osculatenr  au  point  le  plus  bas  B  est 
vertical  ;  car  dans  «ne  étendue  infiniment  petite  la 
eourbe  coïncide  avec  son  cercle  osculatenr,  et^ 
dans  une  étendue  seulement  très  petite,  elle  s^eo 
écarte  très  pou  ;  d'où  il  suit  que  C  étant  le  centre 
de  ce  cercle ,  la  durée  des  osoitlations  très  petites 
sur  la  courbe ,  de  part  et  d'antre  de  son  peint  B,  eit 
la  même  que  pour  un  pendule  simple  dont  G  serait 
le  point  de  suspension ,  et  qui  aurait  peor  lon- 
gueur le  rayon  de  courbure  CB  correspoudant  à  ce 
point  B.  Les  oscillations  très  petites  ont  donc  une 
même  durée  indépendante  de  leur  amplitude,  sur 
toutes  les  courbes  verticales  qui  ont  la  même  cour- 
bure à  leur  point  le  plus  bas.  Lorsque  le  plan  oscu* 
lateur  en  ce  point  n'est  pas  vertical ,  il  faut  rem- 
placer dans  la  valeur  de  T  la  gravité  g  par  sa 
composante  dans  ce  plan,  laquelle  est  égale  à 
g  Binif  en  appelant  sTincUnaison  du  plan  donné 
sur  un  plan  horisontal. 

184.  Quand  l'angle  «  a  une  grandeur  finie  et  seu- 
lement très  petite ,  la  valeur  précédente  de  T  n'est 
qu'approchée. 

En  effet ,  si  l'on  conserve  les  quatrièmes  puis- 
sances de  «  et  de  0  dans  les  valeurs  de  cos  «  et 
cos  0|  et  qu'on  les  substitue  dans  la  formule  (2),  on 
aura 


*=-l/| 


d0 


9  l/^%  ^u  |/l— 1/12(«»+0«) 
A  ce  degré  d'approximation ,  il  faudra  prendre 

[l  - 1/18  (..  +  «.  )j"''^=  1  +  1/84  (..  +  I.  )  ; 


M4 


TtAtri  Bi  mtcàSHfim. 


on  aura  dooe 


formule  qui  s^intèiçre  par  les  régies  connues.  En  in- 
tégrant depuis  A  =  «  jusqu^à  9  =  —  «,  pour  at oir 
la  durée  T  d^nna  oscillation  entière,  on  trouTa 

ce  qui  montre  qne  cette  durée  est  un  peu  augmen- 
tée par  la  grandeur  de  Tamplitude. 

Il  en  résulte  que  si  Ton  appelle  n  le  nombre  des 
oscillations  infiniment  petites  d^un  pendule  quel- 
conque dans  un  temps  donné ,  et  n'  le  nombre  des 
oscillations  du  même  pendule  et  dans  le  même 
temps,  quand  leur  amplitude  «  est  seulement  très 
petitCi  on  aura 

•  «»'  (i  +  !l), 

ear  le  nombre  »'  doit  diminuer  dans  le  même  rap- 
port que  la  durée  de  chaque  oscillation  est  aug- 
meaiée  par  la  grandeor  de  cette  amplitude. 

186.  Quoiqu^on  ait  soin  dans  les  différens  usages 
du  pendule ,  de  faire  en  sorte  que  Tamplitude  des 
oicillations  soit  très  petite ,  ce  qui  rend  toujours 
snfiisante  la  correction  relotive  à  la  grandeur  de  « 
qu*on  fient  de  déterminer,  il  est  bon ,  néanmoins , 
de  connattre  la  série  couTergente  par  laquelle  on 
peut  exprimer  la  durée  d'une  oscillation,  quelle 
que  aoit  son  amplitude. 

Pùttt  cela ,  soient  «  et  Clés  sinus  verses  des  an- 


gles •  et  «p  d«  sorte  qu^on  ait 

1—  cos0  =  #,      1—  cesa  =  C- 
on  aura ,  en  même  temps. 


de  = 


|/2«  —  ar«  ' 
La  formule  (2)  deviendra 


2^       g 


dM 


9  l/êJ-TT*  \/"l  —  1/2*  ' 

et ,  pour  en  déduire  la  durée  1/2  T  d'une  demî-oe-' 
cillation ,  il  faudra  intégrer  depuis  «  =  C,  qui  ré- 
pond è  0  =  «,  jusqu'à  ar  =  0,  qui  répond  à  ê  s=  0. 
Or ,  en  dé? eloppant  par  la  formule  du  binôme , 
on  a 


Is 


1.3**     1.2.6  »« 


2.4.6  8 


(i)'. 


\  "T')       ^22  '  2.4  4 
série  dont  le  terme  général  est 

1.3.6...2II  — l 
2.4.6... 2fi 

et  qui  sera  toujours  convergente,  à  cause  que  s  est 
constamment  moindre  qne  2.  Si  donc  on  interYertit 
Tordre  de  l'intégration,  ce  qui  est  permis  en  chan- 
geant en  même  temps  le  signe  de  dif  qu^on  fasse 
ensuite,  pour  un  nombre  quelconque  n  oa  séro , 

/«C  s"dr 

1 
et  qu'on  double  la  valeur  de  —  T,  il  en  résidtera 


.    /1b    /  11  1.2     1  1.3.6    1  « 

T  =  K     —  (Ao  +  — .  —  A,  + A,  H Al  +  etc.  ). 

g    ^  2    2  2.4     4  2.4.6     8  / 

Les  valeurs  des  intégrales  définies  Ao ,  Ai  ,  A» ,  I  duire  successivement  tontes  les  autres.  En  effet , 
As  ,  etc.,  sont  liées  entre  elles  de  manière  que  1  on  a,  identiquement. 
Tune  d'elles  étant  connue ,  il  est  facile  d'en  dé-  1 


9*-*dx 


2 


/ 


{s  —  1/;?C)  JT»  -  *  dx 

l/C4F  —  #> 


{x  —  1/2C)  *•-»<!#  ^     /• 

:^  =— s--»  l/Cj?~j?» +(»  —  !) /r"-»j/C«—«»djr, 


|/C*— *• 


l/Cx  — 


yjr"  -  »  |/  C*  —  JF>  d»" 

dVù  Ton  conclut 

ir"  dx 


^  J  l/ifmp       J   l/c*-#.  * 


IX^ 


l/c*—  *• 


— =.  =—  *■-  »  |/C*  —  #t  _-  («  ^  i)  / -—----. 

i/C«— *•  «/  l/c*  — s» 


DTNAUQUE,  niHlIW  PAETDL 


SUS 


et ,  ptr  coniéqiicni, 

«"  dm 


/>    m*  dm 


— 1 


|/^C«-.#«  + 


(a— 1)< 


-><i» 


Aus  dem  limites  jr=rO  et  «=C ,  on  a  |/^Cs--jr»=:0  ; 
en  puMnt  enzintégralet  définies,  on  anie,  d'après 

ecttè  dernière  équation ,  Aa  =  ■      ""        A«  —  i . 

Si  Ton  fait  suceessivement  n  =  1, = 2| = 3|  etc., 
dans  cette  formnle  y  on  en  déduit 
« 

Ai  ^  ^  C  Ao  » 

s  1.S 

Aa  S3  —  C  Al  =  —  C*  Ao , 
4  1.4 

6  i.S.1 

As  =  ^  C  Ag  =  *—  €»  Ao  , 


etc.; 


\AA 


par  conséquent ,  nous  aurons  généralement , 


A« 


ft«4*6»«*Sn 


e-A.; 


et  quant  à  la  Taleur  de  Ao ,  on  aura 


■/■ 


da 


|/C»  — ar« 


«r. 


En  substituant  les  Taleurs  de  Ao^  Ai ,  Ai ,  etc., 
dans  celle  de  T,  il  en  résulte 


-^^[-(^^Q-Q'^^©"-] 


pour  la  série  qu'il  s'agissait  d'obtenir,  et  qui  est  es- 
sentiellement conTcrgente,  puisque  l/^C  est  tou- 
jours moindre  que  Tunité. 

Si  Pcm  néglige  la  quatrième  puissance  de  « ,  on 
aura  C  =  1/2  «';  il  faudra  réduire  la  série  à  ses  deux 
premiets  termes ,  et  la  valeur  de  T  coïncidera  atec 
celle  du  numéro  précédente 

186.  Considérons  actuellemeiit  le  moutement  du 
pendole  simple  dans  un  milieu  résistant.  En  cou- 
serrant  toutes  les  notations  précédentes ,  la  com- 
posante de  la  pesanteur  suivant  la  tangente  HT, 
•era  g  sin  (,  à  cause  que  Tangle  que  cette  droite 
lait  avec  la  verticale  MU  est  complément  de  Tangle 
■CB  ou  0.  Désignons  par  V  la  force  accélératrice 
proTenant  de  la  résistance,  laquelle  est  dirigée  en 
sene  contraire  de  cette  composante  ^  sin  I ,  et  ap- 
pelons ê  Faro  AM{  Téquation  dn  mouTement 
lera  (n*  11») 


—  ^  o  sin  I  —  V* 
d^ 


w 


On  pourra  faire  diiférentes  hypothèses  sur  la  va- 
lenr  de  V  en  fonction  de  la  vitesse  du  mobile  ;  le 
plus  simple  est  de  la  supposer  proportionnelle  à 
cette  vitesse,  de  sorte  que  Ton  oit 

g    de 

k    di 

en  désignant  par  k  une  vitesse  constante  et  don- 
née. On  a  aussi 


s=r  a  (•  —  •),  «in  •  =  •  — 


+  etc.; 


si  donc  è  est,  comme  précédemment ,  un  très  petit 
angle,  et  que  Ton  néglige  sa  troisième  ptiissadce, 
l'équation  (8)  deviendra 

d»^       g    dk        g 

1 ^ 1  =  0. 

<tt>        k  dt         a 

Son  intégrale  complète  est 
=  fo  cos  t'y  f/^    —  '^'H^iint^  y^    —je     , 


I 


en  représentant  par  o  et  e'  les  dens  oonatantea  ar- 
bitraires, par  •  la  base  des  logarithmes  népériens, 
et  faisant,  pour  abréger. 


k< 


Je  détermine  c  et  e'  par  les  conditions  I  =  •  et 

dl 

— =  0 ,  quand  <  :=:  0  ;  ce  qui  donne 

di 

^  _    *k^ 

e  =  «t    C  =   I      I    "■  ■■ . 

Par  conséquent  I  on  ava 


(coê  tyy^    — 
a 


l^ 


9* 


fin 


Syi 


'*4>'^ 


et,  en  diiférenttant , 


14 


MM 
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pour  les  formules  qui  font  connaître,  à  nn  insttnt 

quelconque ,  la  position  dn  pendule  et  sa  ritesse 

angulaire. 

de 
k  la  fin  de  chaqne oscillation, on  a  — =0;  ce  qui 

di 


a  lieu  toutes  les  fois  que  ty 


y^ 


est  uo  mul- 


tiple de  «-.  Il  s''en8uit  donc  que  les  oscillations  sont 
isochrones ,  comme  dans  le  vide ,  et  qu^on  a 


=  -k^l 


y  9 

pour  la  durée  d^one  oscillation  entière  ;  en  sorte 
qu'elle  est  augmentée ,  par  la  résistance  du  milieu, 
dans  le  rapport  de  Tunité  à  la  fraction  y. 

Quant  aux  amplitudes  des  oscillations ,  ellesiSi- 
mhiuent  continuellement  à  cause  de  rezponentielle 

•  ^*  En  appelant  »«  Tamplitude  de  la  n'***  oscil- 
lation, c'est-à-dire,  en  supposant  qu'on  ait  (^ 
(—1)^  «a  ,  quand  #  =  fiT,  il  en  résultera 


■«- 


V^9i 


«.  =  «a  ttyk        ; 

ce  qui  montre  que  les  amplitudes  successives  for- 
ment une  progression  géométrique  décroissante , 

dont  le  rapport  est  «        Zyh 

Toutefois ,  ce  mouvement  oscillatoire  suppose 
que  y  soit  une  quantité  réelle;  et,  en  effet ,  c'est 
ce  qui  a  lieu  dans  les  expériences  du  pendule ,  qui 
n'a  jamais  une  longueur  extrêmement  considéra- 
ble ,  et  dont  la  densité  est  toujours  très  grande  eu 
égard  à  oelle  de  l'air  «où  il  se  meut  :  la  vitesse  k 
ittant  proportionnelle  au  rapport  de  la  première 
densité  à  la  seconde ,  elle  est  très  grande  par  rap- 
port à  1/2  y/^ga,  et,  conséquemment ,  y  est  une 
quantité  réelle  qui  diffère  peu  de  l'unité.  Si ,  au 

contraire ,  on  avait  2k  <  l/j^a ,  y  serait  imagi- 
naire et  de  la  forme  C  \/^ —  1 ,  en  désignant  par  C 
une  quantité  réelle  \  par  les  formules  connues ,  les 
sinus  et  cosinus  qui  entrent  dans  l'expression  de  I 
se  changeraient  en  exponentielles  ;  et  cette  trans- 
formation faite,  on  verrait  que  l'angle  ft  ne  pour- 
rait devenir  nul  qu'après  un  intervalle  de  temps 
infini  ;  en  sorte  que  le  pendule  approcherait  indé- 
finiment de  la  verticale  CB,  sans  pouvoir  la  dépas- 
ser ni  même  l'atteindre  rigoureusement. 

187.  A  meture  que  les  amplitudes  des  osoilla- 
tions  diminuent ,  l'expérience  prouve  qu'elles  ap- 
prochent de  plus  en  plus  de  décroître  dans  l'air  en 
progression  géométrique  :  elles  s'en  écartent  peu , 
par  exem'ple ,  lorsque  l'angle  »  est  d'un  tiers  de 
degré  oo  au-dessous.  L'expérience  montre,  de  plus, 
que  ce  décroisseroent  est  très  lent  ;  ainsi ,  dans 


une  expérience  de  Borda,  où  il  avait  lien 
ment  en  progression  géométrique,  l'amplitade  ne 
se  réduisait  qu'aux  deux  tiers  environ ,  après  1800 
oscillations.  En  appliquant  l'expressibn  de  ••  à  cet 
exemple ,  on  aura  donc 

1800irl/Jfâ 


•  2yk  =  8/3 

et,  par  conséquent , 

.       ^     =  y  log  8/^  =s  V  (6,40646); 


mais  on  a 

ga 

il  en  résultera  donc 


-  =  l  -  y.  ; 


(1800)»  ir«  (  1  —  v«  )  s=  >«  (0,40646)'  ; 

4'eûTon  tire 

y  est  1,00000000267... , 

0u  à  très  peu  près  y=  1  ;  ce  qui  permet  de  négfi- 
ger  la  résistance  de  l'air  dans  le  calcul  de  la  valeur 
de  T. 

On  peut  donc  admettre  que  quand  les  oscilla- 
tions sont  très  petites ,  la  résistance  de  l'air  est 
proportionnelle  à  la  vitesse ,  comme  nous  venons 
de  le  supposer,  et  que  cette  résistance  n'influe  pas 
sensiblement  sur  leur  durée.  Mois  lorsque  les  am- 
plitudes sont  un  peu  considérables ,  l'observation 
montre  qu'elles  ne  décroissent  plus  en  progression 
géométrique  ;  en  sorte  qu'il  devient  nécessaire  de 
faire  une  autre  hypothèse  sur  la  loi  de  la  résis- 
tance. 

188.  Supposons  cette  'force  proportionnelle  an 
carré  de  la  vitesse,  et  prenons 

V  -  L^iUL- 
k^  di*  ' 

k  étant  une  vitesse  constante  et  donnée  qui  sera 
toujours  très  grande  ;  en  sorte  que  si  l'on  fait 


Al 


=  M. 


t».  sera  une  très  petite  fraction.  A  cause  de 
ckjl,  l'équation  (3)  deviendra 


—  H-  -  sine=:  l/iÎM-i  (4) 

dt*        a  dt* 

en  la  multipliant  par  2(f8,  intégrant  et  faisant 

/de*  dfta         df 

---de  =  y,     -  = -, 
dp  dp         êk 
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1«7 


nout  auront 

^        «y 

—  —  —  cos  6  —  fiy  =  Oj 

^1         a 

équatioa  linéaire  du  premier  ordre,  dont  l'intégrale 
compléle  est 

f*^        2g  (stn  6  —  M  cos  t> 


r  étant  la  constante  arbitraire  et  e  la  base  des  lo- 
garithmes népériens.  Je  la  différentie  par  rapport 

1 1,  et  je  remets  —  au  lieu  de  —  ;  il  vient 

dt»  d^ 


d^*  M^        Zg  (cos  t  +  fé  sin  ft) 

(l   +  f*«  )a 


dl> 


ce  qui  est  une  intégrale  première  sous  forme  finie 
de  Téquation  (4). 
Pour  déterminer  o,  je  suppose  qu'on  ait,  comme 

dh 
précédemment,  —  =  0  quand  0  =•  ;  il  en  résul- 

di 
tera 

2g  (cos  •  4*  /**  **"  •)      ~ 


f»e 


Par  conséquent,  on  aura,  à  un  instant  quelconque 


2^ 


(l+M-)fl 


[cos  *'+  ^  sin  fi  —  (cos  «-]-/*  sin  •)  #  —  f*  (•  ^  •)]. 


(«) 


An  point  le  plus  bas,  où  Ton  a  1=0,  on  aura  donc 


«*dl*        2ga. 

IT^T+Jir^^  -  (cos  .+.^sin.)a  ], 


pour  la  carré  de  la  vitesse  acquise  |  laquelle  est 
évidemment  moindra  que  dans  le  vide. 

En  vertu  de  cette  vitesse ,  le  mobile  montera 
sur  l'arc  BA'  jusqu'en  un  point  Ai  ,  moins  élevé 


quo  A',  et  pour  lequel  on  aura 


dfi 


.  Si  l'on  dé. 


di 


signe  par  — «i  la  valeur  correspondante  de  fi,  il  en 
résultera 

(cos  «1  —  ^  sin  «1  )  0/«*>  =(cos  a  -f~  /é  sin  «)tf— M*  j 

et  si  l'on  développe  les  exponentielles  suivant  les 
puissances  de  ^i,  et  qu'on  néglige  le  carré  de  cette 
fraction  très  petite,  on  aura 


cos  •,  —  ^  (sin  «1  —  «1  cos  «j  )  =  cos  a  -f*  M  («»"  •  —  «  cos  a). 


la  valeur  de  »i  que  l'on  tirew  de  cette  équation , 
différera  très  peu  de  «;  je  fab  donc  «i  =a— ^,  et 
Je  néglige  le  carré  de  ^  et  le  produit  fU  ;  il  vient 

#  sin  «  =  2/é  (  sin  •  «-  •  cos  a  ) , 
en  sorte  que  l'on  aura 

2fé 
«I  =s  «  —   .         (sin  •  —  •  cos  •  ) , 
sm  «  ^ 

pour  la  grandeur  de  0 ,  abstraction  faite  do  signe , 
à  la  fin  de  la  première  oscillation. 

Ce  résultai  ne  suppose  pas  les  oscillations  très 
petites;  mais  si  elles  sont  assex  petites  pour  qu'on 
poisse  négliger  la  quatrième  puissance  de  •  dans 
cette  valeur  de  «i  ,  elle  se  réduira  à 


2fM* 


Pirvenu  au  point  Ai  ,  le  mobile  redescendra  ^ 
st  il  continuera  ainsi  à  osciller  de  part  et  d'autre 
du  point  B,  jusqu'à  ce  que  les  amplitudes  de  ses 
oscillations  soient  devenues  sensiblement  nulles. 
Si  l'on  appelle  «■  Tamplitude  de  la  seconde  demi- 
oscillation  ascendante,  il  est  évident  qu'elle  se 
déduira  de  «j  ,  comme  on  a  déduit  »t  de  «  ;  en 
'orte  que  l'on  aura 


«>  =  «1  — 


2féat* 


3 


Et  de  même,  si  aj  ,  «4  ,  etc. ,  sont  les  amplitudes 
successives  des  autres  demi-oscillations  ascen- 
dantes, on  aura 


2^' 

15  =  «»  —  —  , 


•4  =  «S  — 


«/*•; 


3 


etc.  j 


ce  qui  montre  qu'elles  ne  décroîtront  plus  en  pro- 
gression géométrique ,  comme  dans  le  cas  de  la 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse. 

189.  Pour  déterminer  le-  temps  qui  répond  à  un 
angle  fi^  il  faudra  intégrer  la  valeur  de  di  tirée  de 
l'équation  (5);  ce  qui  sera  toujours  possible  par  la 
méthode  des  quadratures,  quand  les  valeurs  nu- 
mériques de  «^  /*^  I ,  seront  données.  Hais  dans  le 
cas  des  petites  oscillations ,  on  peut  obtenir ,  en 
série  convergente  ,  la  valeur  de  I  en  fonction  de  i, 
et  réciproquement. 

Je  supposerai  toujours  la  vitesse  initiale  du 
mobile  égale  à  léro  ;  la  valeur  de  I  à  un  instant 
quelconque ,  sera  une  fonction  de  I  et  »  qui  devra 
se  réduire  à  léro  dans  le  cas  de  «=0  ;  je  la  repré- 
senterai donc  par 

fi  :=  «fil  -|-  «•  fit  -]-  «'  h  -(r,  etc.  ; 

fil  ,  fis  y  fij  ,  etc. ,  étant  des  coeiBciens  indépen- 
dans  de  «.  En  substituant  cette  série  dans  l'équa- 
tion (4) ,  développant  les  denx  membres  suivant 
les  poissduces  de  «,  et  égalant  ensuite  les  cocfll- 
ctens  des  mêmes  puissances,  on  formera  une 


MB 


TiAirt  m  HiciAinQi». 


d*éqintioDS  diflérentleUet  do  MOOiid  ordre,  qak  fer- 
vironi  à  déterminer  les  inooniraet  t»  ,  t»  ,  0s  ,  etc. 

dl 
De  plus,  pour  qu^on  ait  !=•  et— =0|  <|auid 

di 
I  s=  0  et  quel  que  soit  • ,  il  faudra  que  les  Taleors 

dl.    dis 
initiales  de  It  |  ê^  ,  etc.,  ""->,-~-*,  etc.,  soient 

di      di 

dl. 
toutes  nulles,  et  que  oelies  de  li  et  — ^  soient 

di 
l'unitd  et  téro;  et  c'est  d'après  ces  conditions 
qu'on  déterminera  les  constantes  arbitraires  qui 
seront  contenues  dans  les  intégrales  complètes  de 
cette  suite  d'équations.  De  cette  manière ,  on  cal- 
culera autant  do  termes  que  l'on  voudra  de  la 
série  précédente.  Nous  bornerons  l'approximation 
au  carré  de  #,  et  nous  négligerons  le  cube  et  les 
puissances  supérieures  de  cette  quantité. 
Alors,  on  a  simplement 


^1.     .        d^l» 

=  m  -^  m,*  — ~ 

^      di»     ^         di» 


d$\         9 

dp         a 


sin  I  =  «Il  «f-  •*  *i  » 

dl»    _    ^  dl,* 
di»    ^^  di»   ^ 

et  en  substituant  ces  Taleors  dans  l'équattoa  (4) , 
et  égalant  les  coefficiens  de  •  et  de  m,*  dans  tas 
deux  membres,  il  vient 


d*  Il         $ 
H Il 

di»  a 


0, 


d»  ^»         g  1        dli> 

di»  a  2        di» 

En  intégrant  la  première  de  ces  deux  équations, 
et  déterminant  les  deui  constantes  arbitraires ,  de 

dl, 

sorte  qu'on  ait  li  c=0  et  —  =0,  quand  1=0, 

di 
nous  aurons 


1^ 


Uen  résultera 


la  seconde  équation  de?  tendra  donc 


d«  S  g 

-—  +  -•. 

di»  a 


=zJ^(l^  cos  W  K      — )  t 
4a    ^  a' 


et  l'on  i^urt 


I»  =  —  —  coa  I 

8 


K      — +  — ^  +  — f#cos2#K      — • 
a        4  18  a 


pour  son  inlégrale  assujettie  aux  conditions  I»  =0 

et— s=:0|  quand  ls=0. 
4$ 


Au  moyen  de  ces  expressions  de  li  et  |»  ,  celle 
de  I  défient 


=  (-t) 


cos  i 


1  +  —  +  cosa^K    -i 

a         4  la  a 


dl 


à  cause  de  ^  =  —  a  -— ,  on  aura ,  en  même  temps, 

di 


=  (•-~)|/^|^asin#K     i-  + 


«*  /« 


\/gi 


sin 


zt\/L, 


et  ces  formules  feront  connaître  la  position  et  la 
Titesse  du  mobile  à  un  instant  quelconque. 

190.   Si  nous  remplaçons,   dans  la  dernière, 

m9i[/^     — par2sinlj/^  — cos<|/   — ,  l'é- 

a  a  a 

quation  1^=0,  qui   a  lieu    à  la  fin  de  cbaque 


oscillation,  prendra  la  forme 


L'angle  «  étant  très  petit,  le  premier  facteur  ne 
peut  être  nul;  le  second  est  léro  toutes  les  fois  que 


•/i. 


4««.ns% 


im 


vciy    o«  la 


.=.p^, 


kOe 


à  attendre 
par/,  et 


le 
lepQnll.lB 

•  =rOyOa« 


f«eleaM- 


U  fin  petite  ^alcw  de  1" 


i^ 


qm 


«tte^Mt»  «UCre  très  pe«  de  1/ï  «;  toit  donc 


'■^l^caBt  le  carré  de  tel  le  pradiiil«l;  on  aaim 


l'iénteeee  de  Pair  augmente  donc  la  dorée  de  la 
f^teÛM  dcai-eaeUlatieD  dcMendaate,  dans  le 

"■Pfort  de  1 4* — à  ranité|  et  puisqu'elle  n'influe 

m  m  la  dorée  de  roscilUtion  enUére,  U  faut 
fi'cUe  diminne,  dans  le  même  rapport ,  la  dorée 
^  h  demi-oscillation  ascendante* 

la  rabstitonnt  cette  Taleor  de  i  dans  «Ue  de 
f,  et  obligeant  le  cube  de  «,  U  Tient 

«^sê  1*00  conclot  que  la  vitesse  acquise  au  point  le 
pki  bas  est  diminuée  par  la  résisUnce  de  Pair, 


^Mtle  rapportde  1 à  Tunité. 

8 
Si  Ton  désigne  par  — «i  la  valeur  de  I  qui  a  lieu 
i  la  fia  de  la  première  oscillation  entière,  et  qui 


r^nd 


-i^ 


on  aura 


2fA»* 


^^^■teio  précédemment. 

Ces  différons  résnltete  sont  tndépendans  de  la 
giandeor  du  eoefficient  /«  de  la  résistence,  et  sup- 
pMoit  seolem^t  Tangie  •  très  petit  ;  ils  convien- 


it  également  an  mooTcmcnt  do  pendule 
on  fluide  aériforme  et  dans  un  liquide,  pourro  que 
le  cocflicient  jk  soit  déterminé  pour  duique  milico 
en  particulier.  Dans  le  cas  de  •  très  petit,  il  est 
inutile  d^esansiner  lliypotbèse  d\nie  résiiUnoe 
pcoportionnelle  au  cube  ou  à  une  puissance  supé* 
rieore  de  la  vitesse  ;  car  il  n^en  poomit  lésoltoTi 
dans  les  valeurs  de  6  et  e,  que  des  termes  dépeo 
dans  des  puissances  de  «  supérieures  au  cane,  que 
Ton  a  regardés  comme  négligeables  dans  les  cal- 
culs précédons.  En  rapprocbant  ce  qo^on  vient  de 
trouver  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n*  ld7,  on  on 
conclut  donc  que  la  résistence  de  Tair  nUnflue  pas 
sur  la  durée  des  très  petites  oscillations  du  pen- 
dule, pour  lesquelles  on  néglige  la  eorrection 
relative  à  la  grandeur  de  Tamplitude  (n»  184). 
Quand  on  tient  compte  de  cette  cortcction ,  la 
résistance  a  une  petite  influence,  à  cause  qu^elle 
fait  varier  les  amplitudes  pendant  la  durée  du 
mouvement. 

191.  U  ne  suit  pas  de  là  que  la  dorée  des  osoU- 
lations  d'un  corps  pesant,  quelque  petite  qu^on 
la  suppose,  soit  la  même  dans  Tair  que  dans  le 
vide;  oar  ce  fluide,  par  la  pression  qu'il  eieroe  sor 
le  mobile,  augmente  cette  durée  en  diminuant  la 
pesanteur.  D'abord,  on  sait  par  l'expérience,  et 
nous  démontrerons  dans  r/rjfdro«laliî|«s  ^  qu'un 
corps  en  repos,  plongé  dans  un  fluide,  y  perd  une 
partie  de  son  poids,  égale  au  poids  du  fluide  dont 
il  occupe  la  place.  Ainsi ,  P  étent  le  poids  de  ce 
corps  dans  le  vide,  P'  son  poids  dans  l'air.  Il  le 
poids  d'un  volume  d'air  égal  à  celui  du  corps,  on  a 

P»  s=p—  a 

En  appelant  f  le  rapport  de  la  densité  de  l'air  à 
celle  du  corps,  y  la  gravité  dans  le  vide,  9'  ce  que 
cette  force  devient  dans  Tair ,  et  m  la  masse  du 
corps,  on  a  aussi 

n  =  Pp,      P=:ai9,      P'  =  ms'i 

on  aura  donc 

^'  =  y  (i  -  f). 

Or ,  si  l'on  désigne  par  T  et  T'  les  durées  des  pe- 
tites oscillations  d'un  même  pendule  qui   répon- 
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d«ut  am  dam  (orc««  accélératrices  f  et  j^,  on  aura 


et,  par  conséquent, 


T'  = 


k^T-^ 


Soit  aussi  o'  la  longueur  du  pendule  soumis  à  la 
gravite  g\  qui  fait  ses  oscillations  dans  le  même 
temps  que  le  pendule  soumis  à  la  gra? ité  ^  et  dont 
la  longueur  est  a  ;  il  faudra  qu'on  ait 


9  ^ 


d'où  Ton  tire 

rf  =  a  (l  -  ,). 

Donc,  par  la  seule  considération  de  la  perte  de 
poids  à  Tétat  de  repos,  la  durée  des  oscillations 
dans  Tair  se  trouve  augmentée  dans  le  ropport  de 

Tunité  &  ly^  l  —  f  pour  un  même  pendule,  et  la 

longueur  du  pendule  simple  se  trouve  diminuée 
dans  le  ropport  de  1  —  f  à  Tunité  pour  une  même 
durée. 

De  plus,  H.  Bessel  a  fait  voir,  por  Texpérience, 
que  la  perte  do  poids  qu'un  même  corps  éprouve 
dons  Tair  n'est  pas  la  même,  quand  il  est  en  repos 
et  lonqn'il  a  un  mouvement  oscillatoire.  Elle  aug- 
mente dans  le  second  cas  ;  et  il  en  résulte  qu'il 
faut,  dans  les  formules  précédentes,  multiplier  f 
par  un  facteur  f  plus  grand  que  l'unité,  et  dépen- 
dant de  la  forme  du  mobile.  Je  suis  parvenu  à  ce 
même  résultat  dons  un  Mémoire  sur  Us  Mouvêmenw 
nmuiianèê  d'un  pendtUe  êi  de  fair  environnant  *  ; 

et ,  d'après  mon  analyse  ,  on  a  /*  =  L  quand  le 

pendule  consiste ,  comme  celui  de  Borda ,  en  une 
sphère  suspendue  i  l'extrémité  d'un  Al  très  mince, 
dont  la  longueur  est  très  considérable  par  rapport 
au  diamètre  de  cette  sphère  ;  en  sorte  qu'alors  il 
fout  augmenter  de  moitié  la  correction  relative  à 
la  densité  de  l'air,  que  l'on  faisait  subir,  avant  l'ob- 
servation de  H.  Bessel ,  à  la  durée  des  petites  os- 
cillations et  k  la  longueur  du  pendule  simple.  Dons 
tous  les  cas ,  le  coefficient/* est  toujours  indépen- 
dant delà  densité  du  pendule,  ainsi  que  de  la  densité 
et  de  la  nature  du  fluide  dons  lequel  il  oscille  ,  de 
manière  qu'on  peut  toujours  le  déterminer  par  l'ex- 
périence, en  comparant  les  durées  des  oscillations 
de  deux  pendules  de  même  forme  et  de  densités  dif- 
férentes, dans  un  même  fluide,  ou  bien  d'un  même 
pendule  dans  deux  fluides  différons ,  tels  que  l'air 
et  I  t'du ,  par  exemple. 

192.  Maintenant ,  soit»  le  nombre  des  oscille - 
tions  infiniment  petites  qu'un  pendule  quelconque 

*  Mémfir0ê  et  l'Jetdémi9  itt  Seîncti ,  tome  XI. 


ferait  dans  le  vide  pendant  un  temps  donné  r.  Pour 
déduire  ce  nombre,  parla  règle  du  n»  184,  de  celui 
des  oscillations  très  petites  qui  est  donné  par  l'ob- 
servation ,  et  afin  d'avoir  égard  à  la  variation  des 
amplitudes  pendant  ce  temps  r,  on  a  coutume  de 
prendre  pour  l'angle  a  la  moyenne  des  amplitudes 
extrêmes  qui  sont  aussi  données  par  l'observation. 
Cela  étant ,  la  durée  T  d'une  oscillation  infiniment 
petite  de  ce  pendule  sera 

r 

n 

et  l'erreur  que  l'on  pourra  commettra  sur  la  mesura 
du  temps  r  aura  d'autant  moins  d'influence  sur 
cette  valeur  de  T,  que  le  nombre  n  sera  plus  consi- 
dérable. D'après  la  forme  et  les  dimensions  du 
corps  oscillant,  on  déterminero,  par  la  formule 
qui  sera  donnée  dons  un  autre  chapitre,  la  longueur 
du  pendule  simple,  dont  le  mouvement  est  le  même 
que  celui  de  ce  corps  ;  on  réduira  cette  longueur, 
comme  on  vient  de  l'expliquer  tout  à  l'heure,  i  ce 
qu'elle  serait  dans  le  vide;  et  si  on  la  désigne  par 
a  après  cette  réduction ,  et  qu'on  représente  par  g 
la  gravité  dans  le  vide ,  on  aura 


l=.l/î. 


d'où  1  on  tire 


w*  n*  a 


9  = 


w 


C'est  au  moyen  de  cette  formule  que  l'on  déter- 
mine avec  une  extrême  précision  ,  en  chaque  lieu 
de  la  terre,  lo  mesure  de  la  pesanteur,  ou  la  vitesse 
y  que  les  corps  pesons  acquièrent  en  tombant  ver- 
ticalement dans  le  vide ,  pendant  une  unité  de 
temps.  D'après  l'expérience  faite  par  Borda,  à  l'Ob- 
servatoire de  Parts ,  avec  un  pendule  d'environ  2 
mètres  de  longueur,  on  a 

a  =  0«,003866 , 

en  prenant  la  seconde  pour  unité  ;  et  l'on  en  con- 
clut 

g  =  0«,80806, 

en  ce  lieu  de  la  terre ,  c'est-à-dire ,  à  une  latitude 
de  48»  60'  14". 

M.  Bessel  ayant  fait  osciller  successivement  des 
corps  de  toutes  sortes  de  matières ,  tels  que  des 
métaux ,  de  l'ivoire ,  du  marbre ,  des  pierres  mé- 
téoriques ,  etc. ,  a  constamment  trouvé  des  valeura 
de  g  sensiblement  égales ,  les  plus  grandes  diffé- 
rences ,  de  part  et  d'autre  de  la  valeur  moyenne , 
s'élevant  à  peine  à  un  cent-millième  de  cette  va- 
leur ,  et  pouvant  être  attribuées  aux  erreurs  inévi- 
tables de  l'observation.  Il  ne  peut  donc  rester  au- 
cun doute  sur  la  parfaite  égalité  de  l'attraction 
exercée  par  la  terre  sur  tous  les  coms,  quelle  qu'ion 
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toit  la  natore ,  qui  font  situés  -en  un  même  Itou  de 
sa  surface  ;  car  cette  égalité  résulte  de  celle  des 
valeurs  de  la  pesanteur  g,  puisque  cette  force  est 
Teseès  de  Tattraction  terrestre  sur  la  composante 
? ertioale  de  la  force  centrifuge ,  commune  à  tous 
ces  corps. 

193.  En  considérant  la  surface  delà  terre  comme 
le  prolongement  du  niveau  des  mers  en  équilibre, 
on  démontre,  dans  la  Mécanique  céleste,  que  la 
variation ,  à  cette  surface ,  de  la  longueur  du  pen- 
dule simple  qui  fait  chaque  oscillation  dans  une 
unité  de  temps ,  est  proportionnelle  au  cosin\is  du 
double  de  la  latitude;  en  sorte  qu^en  désignant 
par  X  cette  longueur  en  un  lieu  dont  la  latitude 
est  4  9  on  doit  avoir 

X  =  1(1  —  «  cos  24);        (5) 

lei  m  étant  des  constantes  déterminées  par  Tobser- 
vation.  On  démontre  aussi  que  le  coefficient  «  est 
lié  à  Taplatissement  du  sphéroïde  terrestre  par  Té* 
quation 

dans  laquelle  on  appelle  l  cet  aplatissement,  de 
sorte  que  le  rayon  de  Téquateur  et  celui  du  pôle 
soient  entre  eux  comme  1  -|~  ^  e^  Tunité ,  et  où  Ton 
désigne  par  r  le  rapport  de  la  force  centrifuge  k  la 
pesanteur,  qui  a  lieu  à  Téquateur  et  dont  la  valeur 
est  (no  177) 

1 

""   289. 

La  formule  (&)  est,  en  effet ,  confirmée  par  Tes- 
périeoce  quand  on  fait  abstraction  des  circon- 
stances locales  qui  peuvent  influer,  comme  on  le 
verra  par  la  suite ,  sur  Tattraction  de  la  terre  et 
sur  la  longueur  du  pendule.  L'ensemble  des  obser- 
vatiotis  faites  à  différentes  latitudes  donne 

0  =  0,002688  ; 

ce  qui  suppose  ^  à  très  peu  près  égal  à  r,  La  con- 
stante I  est  la  valeur  de  x  eorrespondante  à  4  = 
46»;  «lie  diffère  peu  de  celle  qui  répond  à  la  lati- 
tude de  Paris  ;  et ,  d'après  celle-ci ,  on  a 

0«,998866  =  /  [1  +  0,002688.sin  (7o  40'  28^']]  y 

d'où  Ton  tire 

1  =  0"  ,998612. 

Si  Ton  fait  «  z=  1  et  r  =  1  dans  la  formule  (a); 
que  Ton  j  mette  successivement  /  et  x  &  la  place 
lie  a,  et  qu^on  désigne  par  p  et  «  les  valeurs  cor- 
respondantes de  ff,  on  aura 

p  =  irs  ^ ,        ir  =  ir«  X  ; 

on  aura  donc 

p  =  9«,80667 , 

et ,  a  ane  latitude  quelconque, 

«  =  |i  (1  —  0,002688  cos  24). 

Ib  obeer? «nt  que 

CM  24  =  ft  eos>  4  "~  ^  9 


on  Toit  que  la  diminution  de  la  pesanteur ,  en  al- 
lant du  pôle  à  Téquateur ,  sera  proportionnelle  au 
carré  du  cosinus  de  la  latitude ,  conformément  à 
renoncé  du  n»  178. 

En  transportant  un  même  pendule  en  différons 
lieux  de  la  terre,  on  voit,  par  Téqnation  (a),  que 
les  nombres  n  de  ses  oscillations ,  dans  un  même 
temps  r,  varieront  proportionnellement  k  la  racine 
carrée  de  la  gravité.  Ainsi ,  par  exemple ,  une  hor- 
loge réglée,  à  Paris,  sur  le  mouvement  diurne  de 
la  terre,  et  transportée  ensuite  à  Téquateur ,  retar- 
dera sur  ce  mouvement.  En  appelant  n  et  n'  les 
nombres  des  oscillations  de  son  pendule  en  un 
jour  sidéral  dans  ces  deux  lieux  de  la  terre ,  on 
aura 


1/ 


1—0,002088 


1+0,002688  sin  (7»40'28^')' 

et ,  par  conséquent , 

u'  =  86037  ; 

en  sorte  que  le  retard  sera  d'environ  127  secondes 
en  24  heures.  C'est  Tobscrvation  de  ce  retard  qui  a 
mis  en  évidence,  pour  la  première  fois,  la  varia- 
tion de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre. 

$  II.  Moupewuni  eur  la  eydoidê. 

196.  Soit  ABC  (fig.  46)  la  trajectoire  d^un  point 
matériel  pesant,  dont  le  plan  est  vertical.  Suppo- 
sons que  ce  mobile  parte  du  point  quelconque  D  , 
sans  vitesse  initiale,  et  qu'il  soit  en  M  au  bout  du 
temps  i;  des  points  D  et  H  abaissons  des  perpendi- 
culaires DE  et  HP  sur  la  verticale  passant  par  le 
point  B,  qui  est  le  plus  bas  de  la  courbe  ;  en  fai- 
sant EP  =  M,  et  désignant  par  9  la  vitesse  acquise 
au  point  H,  et  par  g  la  gravité,  noua  aurons  (no  169) 

si  Ton  suppose  que  la  pesanteur  soit  la  seule  force 
qui  agisse  sur  le  mobile.  Soit  aussi  «  Tare  BIS  ; 
comme  il  décroît  quand  le  temps  augmente ,  on 
aura 

de 

"        dl' 
et  si  Ton  fait 

EB=*,      PB  =  *=:*—  a, 

il  en  résultera 

de 


l/'Zgdi  =  - 


(0 


1^    A  —  *' 

quelle  que  soit  la  courbe  donnée. 

Cette  courbe  étant ,  par  hypothèse ,  une  cy- 
cloîde ,  on  aura  (n°  73) 


tia 
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en  détigvaiii  par  a  le  dianètre  BF  de  aon  ecrcle 
gdfiërateur.  On  aura  donc 


l/E 


!?*  =  - 


[/km  — 


m* 


et,  en  intégrant, 


on  n'ajoute  pat  de  constante  arbitraire ,  afin  qa*on 

ait  1= 0  à  i^origine  du  mouvement,  on  quand  s  =A. 

Si  Ton  appelle  f'  le  temps  que  le  mobile  emploie 

k  atteindre  le  point  B  qui  répond  à  s  =  0,  on  aura 


|/5  = 


arc  (cos  =  —!)=:«•, 


et ,  par  conséquent, 

Ce  temps  est ,  comme  on  voit ,  indé|>endant  de  la 
hauteur  h  du  point  de  départ  D  du  mobile ,  au- 
dessus  du  point  le  plus  bas  B;  en  sorte  que  cette 
propriété ,  qui  a  lieu  par  approximation  dans  toutes 
les  courbes  pour  une  hauteur  h  très  petite ,  est 
rigooreusement  vraie  dans  la  cyclolde ,  quelle  que 
soit  cette  hauteur ,  toujours  moindre  que  o  ou  BF. 
U  en  résulte  que  tous  les  mobiles ,  partis  en  même 
temps  de  difiérens  points  de  la  cyclo!de ,  arriveront 
en  même  temps  à  son  point  le  plus  bas. 


On  aura 


'i^- 


pour  le  temps  d'une  oscilla" 


9 


tion  entière  de  part  et  d^autre  du  point  B;  or,  on 
voit  que  ce  temps  est  celui  des  oscillations  très 
petites  du  pendule  dont  la  longueur  2a  est  le  rayon 
de  courbure  de  la  cydoîde  en  ce  point  (n»  72)  ;  ce 
qui  s'accorde  avec  le  résultat  du  n»  183,  relatif  i  la 
durée  des  petites  oscillations  sur  une  courbe  quel- 
conque ,  laquelle  durée  est  la  même ,  dans  le  cas 


de  U  cjcléEde,  que  cetlet  det  ofeiOttioM  d*Bne 
amplitude  quelconque. 

195.  Le  temps  que  le  mobile  emploie  k  paroov- 
rir  Tare  DB  de  la  eycloîde  est  encore  indépendant 
de  la  longneur  de  cet  arc ,  quand  le  mouvement  a 
lieu  dans  un  milieu  résistant ,  et  que  la  résistance 
est  supposée  proportionnelle  k  la  pfemière  puis- 
sance de  la  vitesse. 

9^ 

En  effet,  représentons  cette  foioe  par  — ^  comme 

dans  le  n»  186  \  la  composante  de  la  pesanteur  tui- 

dg  ds 

vaut  la  tangente  n  y  est  ^  — -,  en  observant  que  -— 

de  di 

est  le  cosinus  de  Tangle  TK!  que  fait  cette  droite 
avec  la  verticale  IN  ;  la  force  qui  agit  au  point  M, 
et  qui  tend  à  diminuer  Tare  BH  ou  «^  sera  donc  la 

ds  V 

différence  y  —  ~*ir"*i  P*'  conséquent,  on  aura 
de  k 

pour  réqoation  du  mouvement 


dti 
di^ 


=  -'<è-v)- 


ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 


d^  g        9    de        g 
di*         h    di        2a 


à  cause  de 


.  =  --.     -  =  - 


da 
de 


i 
2a 


Je  suppose  qu'à  Torigiiie  du  mouvement,  ou 
quand  I  =r  0^  la  vitesse  é  soit  nulle ,  et  qu'on  ût 
'  =  «9  en  déterminant  les  deux  constantes  aribi- 
traires  d'après  ces  conditions,  et  faisant ,  pour 
abréger, 


8à« 


l'intégrale  de  l'équation  précédente  sera  (n«  186} 


ê  z=z  »  (ces  Iv  y^    —  + 
^  2a 


\/zga 


sin 


20-^ 


2A 


8t  donc  on  appelle  f  le  temps  qui  répond  au  point  B 
ou  à  «  =  0,  on  aura 


to%ify 


%\ïk¥y 


8a 


0» 


équation  d'où  Ton  tirera  une  valeur  de  <'  indépen- 
dante de  m,\  ce  qu'il  s'agissait  de  trouver 
Si  la  résistance  est  très  petite ,  ou  la  vitesse  k 


très  grande,  on  aura  y  =  1 ,  à  très  peu  près  ^  et 
Téquation  précédente  donnera 


ce  qui  montre  que  le  temps  if  est  un  peu  augmenté 
par  cette  résistance. 

106.  Prolongeons  la  droite  BF  jusqu'en  O,  d'une 
quantité  égale  à  BF  ;  oe  point  0  sera  le  centre  de 
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courbure  de  la  ejeXtnâe  an  point  B;  at  ai  Ton  tnc« 
Icf  deux  demi-cycloïdea  OA  et  OC,  tangentes  aoji 
droites  OB  et  AC,  et  ayant  OF  pour  diamètre  de 
leur  cercle  générateur,  OA  sera  la  déYcloppante 
de  AB,  et  OC  celle  de  BC  (n»  72)  ;  par  conséquent , 
00  fil  d'une  longueur  constante  OB  ou  2a,  attaché 
au  point  0,  et  qui  s^enveloppera  successitement 
for  les  deux  courbes  OA  et  OC,  tracera  par  son  autre 
extrémité  la  cycloîde  ABC. 

Gela  fournit  un  moyen  de  construire  un  pendule 
cycloMal.  Pour  cela ,  supposons  que  les  courbes  OA 
et  OC  soient  tracées  en  relief ,  et  que  OB  soit  un  fil 
inextensible  et  parfaitement  flexible ,  attaché  au 
point  fisc  0;  attachons  aussi  un  corps  pesant  k  son 
autre  extrémité  B>  puis  écartons  ce  fil  de  la  position 
terticale,  de  sorte  qu^il  s^enteloppe,  en  tout  ou 
en  partie ,  sur  Tune  des  courbes  OA  et  OC,  et  que 
M  partie  non  enveloppée  soit  une  droite  tangente  à 
cette  courbe  :  eu  abandonnant  ensuite  le  mobile  k 
loi^mème ,  l'extrémité  inférieure  du  fil  décrira  la 
courbe  ABC;  et,  d'après  le  n»  194^  la  durée  des 
oscillations  de  ce  pendule ,  dans  le  vide ,  sera  ri- 
goureusement ,  et  constamment  indépendante  de 
leur  amplitade.  Mais  ce  moyen  ne  serait  suscepti- 
ble d  aucune  précision  dans  la  pratique;  et ,  d'ail- 
leurs, l'isocbronisme  des  grandes  oscillations  n'au- 
rait plus  lieu  dans  Tair,  la  résistance  de  ce  fluide 
n'étant  point  alors  proportionnelle  k  la  simple  vi- 
tesse. 

107.  On  appelle  fawtoeAroné  tonte  courbe  sur 
hqnelle  un  point  matériel  pesant  parrient  toujours 
dans  un  même  temps  au  point  le  plus  bas ,  quel 
que  soit  le  point  de  cette  courbe  d'où  il  est  parti. 
Ainsi  dans  le  vide ,  la  cycloîde  est  une  courbe  tau- 
toehrone  ;  et ,  de  plus ,  on  Ta  voir  qu'elle  est  alors 
la  seule  courbe  de  cette  espèce. 


Si  Ton  appelle  <'  le  temps  que  le  mobile  emploie 
à  aller 9  sans  vitesse  initiale,  du  point  D  au  point 
le  plus  bas  B,  sur  une  courbe  quelconque  ADB,  la 

▼aleur  de  f*  U^^Zg  sera  donnée  par  l'intégrale  de 
la  formule  (1) ,  prise  depuis  s:  ==  k  jusqu'à  #  =  0, 
ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  depuis  «  =  0  jus- 
qu'à Mz=h,  va  changeant  le  signe  de  cette  for- 
mule ;  on  aura  dono 

et  pour  trouver  la  courbe  tautochrone,  il  s'agit  de 
déterminer  «  en  fonction  de  s,  de  manière  que 

cette  valeur  de  t^  [/^2g  soit  indépendante  de  h. 

Or ,  je  suppose  cette  fonction  inconnue  dévelop- 
pée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x^  de 
sorte  qu'on  ait 

«  =  Am»  +  B«<  +  Cj^  +  etc.; 

A,  B,  C,  etc. ,  «,  C,  y,  etc. ,  étant  des  coefficiens  et 
des  csposans  indéterminés.  Comme  l'abscisse  x  et 
l'arc  «  ont  leur  origine  au  même  point  B,  on  devra 
avoir  en  même  temps  s:  =  0  et  «  s=  0;  il  faut  donc 
que  tous  les  exposons  «,  C,  y,  etc. ,  soient  positifs , 
et  qu'aucun  d'eux  ne  soit  zéro.  On  voit  aussi ,  d 
priori,  que  le  plus  petit  d'entre  eux  devra  être 
moindre  que  l'unité  ;  car  le  point  B  étant,  par  hy- 
pothèse, le  plus  bas  de  la  courbe  demandée,  la 
tangente  y  est  horixontale  ou  perpendiculotre  à 

dt 
l'axe  des  s^  ce  qui  exige  qu'on  ait  — =  oo  ,  quand 

dx 
«=0 

En  prenant  la  différentielle  de  cette  série ,  et  la 
substituant  k  la  place  de  ds  dans  la  formule  précé- 
dente ,  il  vient 


l/2g  =  hJ        . +  BC/         +C>/ 


leiaiss=As'  et  ibssAic';  les  limites  des  in- 
l^l^rales  relatives  à  cette  nouvelle  variable  s'  se» 
root  séro  et  l'ooité  ;  on  aura  ,  par  exemple , 


s>-»  dM 


•^etc. 


et  si  nous  faisons  |  pour  obr^r , 

,  ,r  •-!  daf  g^  m'  ^-i  da? 

il  en  résultera 


etc., 


H  \/2s  =  •AA'k**»/'  +  €BBfAC-i/«  +  yC^hy-'h  +  etc. 


n  est  important  d'observer  qu'aucune  de  ces  inté- 
giales  A',  B^,  C,  etc. ,  ne  peut  être  nulle;  car  les 
râleurs  des  différentielles  dont  elles  sont  les  sommes 
(tt»  IS)  ne  changent  pas  de  signe  entra  les  limites 
des  intégrations  :  ces  valeurs  sont  toutes  positives, 
tt  par  conséquent  aussi  celles  des  intégrales. 

Maintenant ,  il  est  évident  que  la  valeur  de  Éf  ne 
peut  étra  indépendante  de  h,  à  moins  que  tous  les 
icraies  de  la  série  précédente  ne  soient  nuls,  ex- 
cepté eelut  dans  lequel  l'exposant  de  h  est  séro,  ou 
*pi  répond  k  on  des  exposons  «,  C,  y^  etc.  |  égal 


k  — .  Supposons  que  ce  terme  soit  le  premier ,  ou 

2  1 

qu'on  ait  «  =  — .  Pour  que  le  second  terme  dispa- 

B 
raisse ,  il  faudra  que  le  produit  CBV  soit  nul  ;  ce 
qui  exige  que  B  soit  séro ,  puisque  C  et  B'  ne  le  sont 
pas.  On  verra  de  même  que  les  autres  coefli* 
ciens  C,  D,  etc. ,  sont  aussi  égaux  à  séro;  de  sorte 
que  l'équation  de  la  tautoehrone  se  réduit  à  celles  : 


=  A#«/> 


oo    t«  =  A*  s, 

15 
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qai  oppartieol  à  une  cycloMe ,  dont  la  bâte  eit  ho- 
riftonCale  et  doot  le  sommet  est  au  point  B  que  le 
mobile  atteint  toujours  dans  le  même  temps. 

Sn  désignant  par  a  le  diamètre  du  cercle  géné- 
rateur, on  aura  A*  =  4a,  et  par  conséquent 

1 
A  cause  de  •  =  —,  on  a  d  ailleurs 

Z 

A'=/  =>; 


on  aura  donc 


<"= 


«y 


comme  dans  le  n»  104. 

198.  Cest  encore  la  cydoîde  que  Ton  trouTO 
quand  on  cherche  la  brachyêtochrw*  dans  le  tide^ 
o^est-à>dire ,  la  courbe  AHB  (fîg.  47]  qu^un  point 
matériel  pesant  doit  suivre  pour  aller  dans  le  temps 
le  plus  court,  sans  Titesse  initiale ,  du  point  donné 
A  au  point  B  aussi  donné. 

Pour  déterminer  cette  courbe ,  soient  x,  y,  s^les 
trois  coordonnées  rectangulaires  du  point  M  où  se 
trouve  le  mobile  au  bout  du  temps  t;  soit  aussi  « 
Tare  AH  qu'il  a  parcouru.  En  supposant  que  Taxe 
des  s  soit  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, et  désignant  par  m  la  valeur  de  x  au  point 

dM 
A,  la  vitesse  — ,  acquise  en  H,  sera  la  vitesse  due  à 
dt 

la  hauteur  x  —  «  ;  en  représentant  la  gravité  par 
g,  on  aura  donc 

de  

di 

et  en  faisant,  pour  abréger, 


k< 


rfy« 


dx* 


de  sorte  qu'on  ait  cif  =  udx,  il  en  résultera 

udx 


j/2j  *  = 


l/TTT 


Donc,  en  appelant  C  la  valeur  de  x  au  point  B ,  et 
t' le  temps  que  le  mobile  emploiera  à  aller  du  point 
A  au  point  B,  nous  aurons 

v_         Z»^        udx 

Ainsi,  il  s'agira  de  déterminer  la  courbe  pour  la- 
quelle cette  intégrale  est  un  mtntmiMi;  mais,  pour 
plus  de  généralité,  je  considérerai  Tintégrale 


«=/; 


\udx, 


dans  laquelle  X  est  une  fonction  donnée  de  jr;  ce 
qui  nous  servira,  par  la  suite,  à  résoudre  un  antre 
problème  du  même  genre  :  dans  celui  dont  il  s'sgit 

OMintenant,  on  prendra  {x  —  «)     '  pour  X. 

199.  Désignons  par  %  une  quantité  constante  U 
infiniment  petite ,  et  par  ly  et  ^a  deux  fonctions 
arbitraires  de  «  ^  assujetties  seulement  à  la  condi- 
tion d'être  nulles  pour  «  =  «  et  pour  s  =  C ,  et  de 
ne  pas  devenir  infinies  pour  les  valeurs  intermé- 
diaires de  s.  Soient  U'  et  u'  ce  que  deviennent  U 
et  V  lorsqu'on  y  met  y  ^  tly  et  a  ^  ils  à  la  place 
de  y  et  Oy  de  sorte  qu'on  ait 


"■=/: 


X^dx, 


intégrale  qui  répondra  à  une  autre  courbe  AB'B , 
passant ,  comme  la  courbe  demandée  AMB ,  par  les 
points  A  et  B,  et  s'écartant  infiniment  peu  de  celle- 
ci.  Nous  aurons  oussi 


€• 


—  U  =  /*     X(ii'  — 


M)dXi 


et,  d'après  la  propriété  de  la  courbe  AHB ,  il  faudra 
que  cette  différence  U'  —  U  toit  positive ,  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  ly  et  Is,  et  quelque  signe 
qu*on  donne  à  i.  Or,  en  développant  la  différence 
II'— «  suivant  les  puissances  de  s,  et  désignant  par 
Uh  le  premier  terme  de  son  développement,  le  pre- 

C 
mier  terme  de  celui  de  U'  —  U  sera  %  f^  Xlxdx  ; 

d'où  l'on  conclut  qu'on  devra  avoir 


r: 


Xtudr  =  0, 


(•) 


sans  quoi  la  différence  U'  —  U  changerait  de  signe 
en  même  temps  que  i. 

^  Cette  condition  est  commune  au  wumxuim  et  au 
maximum  de  U.  Quand  elle  sera  remplie ,  la  diffé- 
rence U'  —  U  sera  en  général,  infiniment  petite  du 
second  ordre  ;  elle  aura  le  même  signe  que  le  coef- 
ficient de  •'■  dans  son  développement  ;  par  consé- 
quent, il  y  aura  majrtmtim  ou  mtiifiiNioi^  aelon  que 
ce  coefficient  sera  négatif  ou  positif.  Hais ,  comme 
il  est  évident  que  le  temps  t'  n'est  pas  susceptible 
d'un  maximum,  ce  coefficient  sera  certainemeni 
positif  dans  le  problème  de  la  brachygtochnmë  ,  et 
il  suffira  de  satisfaire  k  la  condition  exprimée  par 
l'équation  (a). 

La  quantité  ihi  n'est  autre  chose  que  la  différen 
tielle  de  u,  prise  par  rapjiort  k  y  et  x  ,  et  dans  la- 
quelle leurs  accroissemens  sont  représentés  par  ilg 
et  ils.  En  supprimant  le  facteur  i,  commun  k  itu 
et  à  sa  valeur,  on  aura  donc 

l    dy    dlu  \     ds    di* 

u    dx    dx  u    dx     dx^ 


r 
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en  sorte  que  Téquatioa  (a)  deviendra 

ds 


/ex  dy  diy  /%CXd% 
ds+f      -- 
u  u  dx  dx          ^  m  u  ds 


ds=Q, 


Hois  en  intégrant  par  partie ,  et  observant  que  les 
quantités  ly  et  Xa  sont  nulles,  par  hypothèse  ,  aux 
deui  limites  j^  =  «  et  jp  ==  C,  on  a 


dx 


lyds. 


fXd£ 


ce  qui  change  IVqnation  précédente  en  celle-ci  : 
Xdy^  /Xdiy.       T 


/      I     ^udx. 


dx 


Or,  ty  et  Xs  étant  des  fonctions  arbitraires  de  s , 
cette  intégrale  ne  peut  être  nulle ,  à  moins  que  la 
quantité  comprise  sous  le  signe/* ne  le  soit  elle- 
même  ;  par  conséquent ,  on  aura 


dx 


*y  + 


Xds 
^  u  dx 


i(ri) 


ds 


#a  =  0.    {h) 


200.  Si  la  courbe  demandée  AMR  et  la  courbe 
qnelconqtie  AM'R  doivent  être  tracées  sur  une  sur- 
face donnée  dont  Téquation  soit  L  =  0,  il  faudra 
que  les  valeurs  de  y  et  jb  en  fonction  de  x,  qu^ilsV 
git  de  déterminer,  et  ces  valeurs  augmentées  de 
ily  et  Ux^  satisfassent  successivement  à  cette  équa- 
tion ;  d^où  Ton  conclut 

Us  dL 

—  *y  H —  i'»  =  Oi 

dy  ds 

an  moyen  de  quoi  Ton  éliminero,  de  Téquation  (&), 
l'une  des  deux  quantités  Jy  et  Ils  :  Tautrc  s'en  ira 
en  même  temps  ,  et  Ton  aura 


Xdy 
dL  ~\udx 

7x     ^ 


Xdx. 

dl        \  y    rfj> 


7         dL     \  «  dx/ 


ds 


=  0. 


Cette  dernière  équation  et  L  =  0  seront,  dans  ce 
eas ,  les  deux  équations  de  la  courbe  demandée , 
et  pourront  servir,  par  exemple ,  à  déterminer  la 
courbe  de  la  plus  vite  descente  sur  une  surface 
donnée. 


Si ,  au  contraire,  le  màisf«if»i  de  U  doit  aToir  Itett 
entre  toutes  les  courbes  qui  aboutissent  ans  points 
A  et  R,  et  ne  sont  assujetties  à  se  trouver  sur  au- 
cune surface  particulière,  les  quantités  *y  et  H  se- 
ront arbitraires  et  indépendantes  entre  elles.  Il  fau- 
dra donc  que  leurs  coefficiens  soient  séparément 
nuls  dans  Téquation  (6),  qui  se  décomposera  oinsi 
en  deux  autres ,  savoir  : 

/X  dy^  /X  di^ 

i(- 1\        d{-  -) 

—S —  =  °'  "di  "'- 

c'est  ce  cas  que  nous  nons  bornerons  à  considérer. 
En  intégrant  et  désignant  par  a  et  of  les  dons 
constantes  arbitraires ,  nous  aurons 

X  dy  X   dx 

u  dx  tt  ds 

et,  par  conséquent , 

dy  dx 

a' a  —  =  0. 

dx  dx 

Intégrant  de  nouveau,  et  désignant  par  y  une  troi- 
sième constante  arbitraire ,  il  vient 

o'y  —  «•  =  >  î 

ce  qui  montre  que  la  courbe  demandée  sera  plane 
et  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui 
des  y  et  s.  Pour  simplifier,  je  prends  le  plan  de 
cette  courbe  pour  celui  des  *  et  y  ;  on  aura  alort 


=  K     i  +  7-i 


dx^ 

et  Pou  aura  seulement  à  considérer  la  première 
équation  (c),  qui  deviendra 

Xdy  =  a  [/dx*  +  dy*  ; 

d'où  l'on  déduit 

adx 


rfy  = 


\yxr= 


w 


a» 


Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  intégrer  cette  formule, 
ce  qui  dépendra  de  la  forme  de  la  fonction  X,  et  en* 
suite  à  déterminer  a  et  la  nouvelle  constante  arbi- 
traire ,  introduite  par  cette  intégration ,  d'après  la 
condition  que  U  courbe  demandée  passe  par  les 
deux  points  donnés  A  et  R. 

201.  Avant  d'aller  plus  loin,  soit  o  une  co^^nte 
quelconque ,  et  supposons  qu^on  mette  X  4-  c  à  la 
place  de  X  dans  les  formules  précédentes.  L'inté- 
grale U  deviendra 


U  =  /*    X  [/     l  -I-  -  ds  +  c  /*      1/ 


dy* 

l  -f  —  d*i 
dx* 
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et  l«  Yalcttr  de  y,  qui  li  read  on  wMiiitMi,  lere  don- 
née pir  féquation 


w 


Or,  cette  tomme  dUntégrales  qaeU  représente  étant 
un  mrnimMm,  en  considérant  toutes  les  courbes  qui 
aboutissent  aux  points  A  et  B,  il  est  évident  que  la 
première  intégrale 


iim  flMMbNM,  en  considérant  seulement,  parmi 
toutes  ces  courbes,  celles  qui  répondent  à  une  même 
▼aleur  de  la  seconde  intégrale. 

Cette  remarque  fort  simple  permet  d^étendre  im- 
médiatement aux  problèmes  de  muunmum  ou  de  mi- 
•éniOR  relatif,  les  solutions  des  problèmes  de  muLgi- 
wnmm  ou  de  mtiiMiiMi  absolu  ;  nous  en  Terrons  une 
application  par  la  suite. 

Comme  ici  la  seconde  intégrale  contenue  dans  U 
est  la  longueur  de  la  courbe  cberehée ,  il  s^ensuit 
que  Téquation  (a)  sertira  à  déterminer,  entre  toutes 
les  courbes  d'égale  longueur,  ou  iêapétimiirêê  ,  celle 
qui  répond  au  mMmuin  ou  au  loMurMitMi  de  la  pre- 


mière intégrale,  Ba  appelant  I  la  longueur  donnée 
et  commune  à  tontes  les  courbes ,  on  aura 

condition  k  laquelle  ou  satisfera  au  moyen  de  la 

constante  indéterminée  e,  qu^on  a  introduite  dans 

la  formule  (a). 

202.  Appliquons  actuellement  la  formule  (4)  ^  ^ 

courbe  de  la  plus  TÎte  descente. 

A  cause  de 

t 


l/«  — 


on  aura  alors 


|/fl  {s  —  a)  —  (*  —  •)• 


en  mettant — ^2!  ^  I*  place  de  a.  Or,  cette  équlion 


1/ 


a 


différentielle  est  celle  d^une  cyclotde  (n»  92)  dont 
la  base  est  horisontale  et  passe  par  le  point  de  départ 
A  du  mobile,  et  dont  le  cercle  générateur  a  a  pour 
diamètre  ;  ce  qu*il  s*agissait  de  trouter. 
I      En  intégrant ,  on  a 


y  —  0^  =  —  a.  arc  f  ces  =  '    j  — r  [/^a  («  —  a)  —  (s  —  «)•  ; 

V  étant  k  constante  arbitraire  qui  représente  la  ta-  I  par  C  celle  qui  répond  à  «  =  C,  on  aura 
leur  de  y  correspondante  à  s  =  •.  Si  Ion  désigne  | 


C  ■—•'  =  —  a  arc    (cos  = 
2  ^ 


a  —  se  +  2a 


)  -  K«  (C  -•)-(€  -  •)' 


lies  coordonnées  •  et  «',  C  et  C,  des  points  A  et  B , 
sont  données  ;  cette  dernière  équation  déterminera 
la  constante  a;  et  la  taleur  précédente  de  y  ne  ren- 
fermera plus  rien  dlnconnu. 
Au  moyen  de  la  taleur  de  d^,  on  a 


i^ 


=  V    i  +  -  = 


on  aura  donc  (n»  198} 


dM*      [/"a  —  *-(-• 


V^Z 


ds 


i/o  {s  —  •)  —  {s  —  m.)* 


et ,  par  conséquent , 


=  1/'^    — .arc    (cos  = 
2y  ^ 


a  —  2C  +  2« 


) 


pour  le  temps  le  plus  court  que  le  mobile  pnisae 
employer  k  paaser  du  point  A  au  point  B. 

Si  ces  deux  points  sont  situés  dans  une  même 
terticale ,  on  aura  C  =  a';  condition  à  laquelle  on 
satisfera  en  prenant  a  :=  qp  ;  car  on  a 


arc 


.  WBl 


f  COS  := 


a  —  2C  -(-  2« 


)=.rc    (.:--»»^''(C-«)-(C-«>). 


et ,  Vas  le  cas  de  a  =  qo  ,  cet  arc  peut  être  rem- 
placé par  son  sinus ,  ce  qui  réduit  à  séro  la  taleur 
précédente  de  C  —  «'.  Eu  même  temps  la  taleur  de 


I 


y  se  réduit  à  a!\  en  sorte  que  le  mobile  ne  s'écartera 
pas*  de  la  direction  verticale.  La  taleur  del' 
dra  aussi 


l»  = 


\yZ^  ^]/a  (C  -  g)  -  (C  -  >)>  1/^2  ÇC  -^  g) 

2g  a  g 
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ee  qui  est  efiectWement  le  temps  qnUl  d6tt  em- 
ployer à  porconm  la  haateur  C  —  «,  du  point  A  an- 
dettm  du  point  B. 

La  détermination  de  la  ligne  de  la  plat  Tite  des- 
cente étant  on  problème  de  pure  curiosité ,  Je  me 
sois  borné  à  en  considérer  le  cas  le  plus  simple,  ce- 
lai où  le  mouTement  a  lieu  dans  le  vide ,  et  où  les 
points  eitrèmes  sont  donnés.  Si  ces  points  A  etB 
ne  sont  pas  fiscs  et  donnés ,  mais  qnUls  soient  seu- 
lement assujettis  à  se  tronter  sur  des  courbes  don- 
oées  DAEet  FBG,  ou  sur  des  surfaces  aussi  données, 
la  brachystochrone,  dans  le  tide ,  sera  encore  une 
cycloUe ,  et ,  d'après  les  règles  du  calcul  des  Taria- 
tions,  on  pourra  déterminer,  dans  tous  les  cas ,  les 
coordonnées  de  ces  deux  points.  Dans  un  milieu  ré- 
sistant, cette  ligne  sera  une  autre  courbe,  dont  on 
obtient ,  par  les  règles  de  ce  calcul,  Téquation  dif- 
férentielle, dépendante  de  li  loi  de  la  résistance  par 
rapport  k  la  titesse  du  mobile.  Pour  tout  ce  qui 
concerne  le  calcul  des  Tsriations ,  je  rentenai  au 
Mémoire  sur  ce  sujet,  que  j'ii  inséré  dans'leXIIe 
tolume  fie  TAcadémie  des  sciences. 

}  m.  Mouvement  sur  une  êurfaee  donnée . 

20S.  Pour  donner  un  exemple  du  mouvement 
d'un  point  matériel  sur  une  surface  donnée.  Je  re- 
prends le  pendule  simple  du  n®  179  ;  mais  Je  sup- 
pose qu'après  Tavoir  écarté  de  la  verticale  CB 
(fig. 46), et  ravoir  transporté  en  GA,  on  lui  imprime 
une  vitesse  qui  ne  soit  pas  dirigée  dans  le  plan  ver- 
tical ACB.  Le  pendule  sortira  alors  de  ce  plan  ,  et 
le  point  matériel  qui  le  termine  se  mouvra  sur  la 
surface  d'une  sphère  décrite  du  point  C  comme  cen- 
tre, avec  un  rayon  égal  k  la  longueur  a  de  ce  pen- 
dule. La  percussion  qui  sera  exercée  sur  ce  mobile, 
k  Torigine  du  mouvement,  se  décomposera  en  deux 
forces,  l'une  dirigée  suivant  AG  ou  suivant  son  pro- 
longement ,  qui  sera  détruite  par  la  résistance  du 
point  fixe  €,  l'autre  perpendiculaire  k  AG,  qui  pro- 
dnira  la  vitesse  initiale  du  pendule ,  que  je  repré- 
senterai par  k.  Je  supposerai  que  le  mouvement  a 
lien  dans  le  vide  \  en  sorte  que  la  gravité  soit  la 
seule  force  accélératrice  donnée  qui  agisse  sur  le 
mebUe. 

Cela  posé,  au  bout  du  temps  i,  soit  GM  la  posi- 
tion du  pendule  j  et  désignons  par  Xj  y^  b,  les  coor- 
données rectangulaires  du  point  M.  Soient  oussi  m 
la  masse  du  mobile ,  et  mil  la  tension  inconnue  du 
fil  CM,  dirigée  suivant  son  prolongement.  En  pre- 
nant le  point  C  pour  l'origine  des  coordonnées  g, 
ffp  M,  les  composantes  de  la  force  accélératrice  N 
avivant  leurs  prolongemens  seront 

s  y  s 

—  H,  —  R,   —  îf. 

a  a  a 

Or,  si  l'on  applique  au  mobile  une  force  égale  et 
contraire  à  If ,  on  pourra  ensuite  lo  considérer 
entièrement  libre ,  et  faire  abstraction  du 


fil  CM  ;  donc  en  supposant  l'axe  des  s  positives  , 
vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  les 
trois  équations  dn  mouvement  seront 

d*  SB  s 

-  +-lf  =  0, 
df*  a 

d^  y        y  - 

-  +-N=:0,  ;>      (1) 
di^          a 

d^  %         s 

di^         a 

qui  s'accordent  aveo  les  équations  (3)  du  n«  161 . 
On  les  réduira  à  deux  psr  l'élimination  de  l'incon- 
nue If;  et  en  y  joignant  Téquation  de  la  sphère,  sa- 
voir, 

s*  -(-  y*  -|-  s*  =  a'  , 

on  aura  les  trois  équations  qui  devront  servir  à  dé- 
terminer »^  y,  M,  en  fonctions  île  <. 

204.  J'ajoute  les  équations  (l),  après  les  avoir 
multipliées  par  s,  y,  £;  il  vient 

sd^M  +  yd*y  +  Md^  M 

jj- +  Hfl  -  y,  =  0. 

En  différentiant  l'équation  de  la  sphère ,  une  pre- 
mière fois ,  on  a 

gd»  +  ydy  +  MdM=z  0,     («) 

et ,  une  seconde  fois  , 

sd*  X  +  yd*  y  +  si»  #  =  —  dx*  —dy*  *^  dM*  . 

Si  donc  on  représente  par  v  la  vitesse  du  mobile  au 
bout  du  temps  t,  de  sorte  qu'on  ait 

ds*  +dy*  +  d%* 


di» 


=  •■ 


il  en  résultera 


e»        ys 

N  =  -  +  -i 

a         a 

et,  en  effet ,  la  tension  mlf  doit  être  la  somme  de  la 

me»  My« 

force  centrifuge  •  et  de  la  composante  ^— 

a  a 

dn  poids  du  mobile  suivant  le  prolongement  du 
rayon  GM. 

J'ajoute  aussi  les  éqiAtions  (1),  après  les  avoir 
multipliées  par  ds,dy,  d%;  l'inconnue  If  disparaît 
en  vertu  de  Téquation  (2),  et  l'on  a 


dsd*  M  -)-  dyd^  y  jf-  dtd*^  i 

.  =  o»s. 


En  intégrant  et  désignant  par  h  la  constante  arbi- 
traire ,  on  aura  donc 

d^  -|-  (iy*  -)-  dt^ 


df 


=  ayi  +  *.     («) 


La  falour  initiale  du  premier  membre  est  k*  ;  par 
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conséquent,  si  Ton  déligne  par  y  celle  de  s,  on 
aura 

et ,  à  an  instant  quelconque , 

ce  que  nous  savions  déjà. 

Enfin,  je  multiplie  la  seconde  équation  (1)  par  s, 
et  jVn  retranche  la  première,  multipliée  par  y;  ce 
qui  donne 

d»  ff  d»  s 

di^  di* 

donc,  en  intégrant  et  désignant  par  o  la  constante 
arbitraire,  nous  aurons 

sdy  -^  ydx  =  cdt.         (4) 

De  cette  manière,  la  solution  du  problème  ne 
dépend  plus  que  des  trois  équations  différentiel- 
les (2),  (3),  (4),  qui  sont  du  premier  ordre,  et  dont 
la  première  a  déjà  pour  intégrale  Téquation  de  la 
sphère.  On  peut  séparer  les  variables,  et  réduire  la 
question  ani  quadratures  par  le  calcul  suivant. 

206.  L^équation  (2)  donne 

mds  +  ydff  ==  —  3dM  ; 

en  élevant  au  oarré  ses  deux  membres  et  ceux  de 
Féquation  (4),  et  ajouUnt  ensuite  les  équations  ré- 
sultantes, il  vient 

(«•  +  y»  )  {ds*  +  rfy»  )  =  s*  d%*  +c*di»  . 

Je  mets  a*  —  j>  au  lieu  de  «■  -|-  yt ,  et  j'éli- 
mine d*»  +  djf*  au  moyen  de  Téquation  (3}j  il  en 
résulte 

(«•  -_  ,«)  [{2sM+b)di»  ^-dM*  ]=  «dit  +c*di»  ; 
d^où  Ton  tire 


di  = 


ad% 


j/  (at  _  ,.  )  ^2j,,  +  4)  -  c** 


W 


Désignons  psr  r  le  rayon  vecteur  de  la  projec- 
tion du  mobile  sur  le  plan  horisontal  des  x  et  y,  et 
par4  Tangle  que  fait  ce  rayon  avec  Taxe  des  «;  nous 
aurons 

#  =  r  oos  4 1  y  =  r  sin  4  ï  'dy  —  ydx  =  r«  «i^  î 

à  cause  der»  ^a^  -^  %*  ,  Téquation  (4)  deviendra 

(a»  —  j»  )  <i4  =  cdi  ; 

et  en  y  mettant  pour  di  sa  valeur  précédente,  on 
en  déduira 

(••-*•)  t/(a.-a.)(2ys  +  6)-c-  * 

Les  intégrales  de  ces  expressions  àedteid\  fe- 
ront connaître  les  expressions  de  #  et  4  en  fonctions 
de  »;  elles  se  réduiront  toujours  aux  fonctions  el- 
liptiques, et  ue  pourront  s'obtenir  sous  forme  finie 
que  quand  la  quantité  du  troisième  degré  par|i|p- 


port  à  M,  renfermée  sous  le  radical,  aura  nn  factear 
double.  La  valeur  de  4  et  Téquation  de  la  sphère 
détermineront  la  trajectoire  du  mobile  ;  la  valeur 
de  <  en  fonction  de  m,  ou  de  m  en  fonction  de  t, 
fera  ensuite  connaître  la  position  du  mobile,  à 
chaque  instant  sur  cette  courbe. 

La  constante  h  est  connue  d'après  les  Tsleuri 
données  de  k  et  y.  On  déterminera  les  constantes 
arbitraires  qui  seront  introduites  par  les  intégra- 
tions de  dt  et  d\^  d*après  les  conditions  #  =  0  et 
4  =  0,  quand  js  =  ^,  dont  la  seconde  suppose 
qu'on  place  l'ase  des  m  dans  le  plan  vertical  ACB, 
d'où  part  le  pendule.  Il  ne  restera  donc  que  la 
constante  c  à  déterminer.  Or,  la  vitesse  e  du  mo- 
bile étont  perpendiculaire  au  rayon  CK  de  la  sphère 
sur  laquelle  il  se  meut,  si  on  la  décompose  en 
deux,  l'une  perpendiculaire  ou  plan  vertical  flCB, 
et  l'autre  comprise  dans  ce  plan ,  la  première  com- 
posante sera  la  vitesse  de  la  projection  horisontole 
du  mobile,  perpendiculaire  à  son  rayon  vecteur  r; 
en  la^désignant  par  u,  on  aura  donc  (n»  156} 

«  =  r--, 
dt 

ou  bien,  en  vertu  de  ^équation  (4), 

e  c 


donc ,  si  l'on  appelle  t  l'angle  que  la  vitesse  ini- 
tiale h  fait  avec  la  perpendiculaire  au  plan  ACB,  de 
sorte  qu'on  oit  «  r=:  A  cos  f  à  l'origine  du  mouve- 
ment ,  il  en  résultera 


c  =  A  l^a»  —  y»  cos  ■. 

Lorsque  la  vitesse  k  sera  nulle ,  on  aura  c  r=  0, 
ft  =  —  2y^,  et ,  par  conséquent. 


dt  = 


adi 


i^^^\^{a^  —  *•)(*—>')' 


ce  qui  coïncide  avec  la  voleur  de  <2f  du  n»  186,  en 
observant  que  a  —  s  et  a  —  y  sont  ce  qu'on  a  ap- 
pelé as  et  qC  dans  cette  valeur. 

206.  Considérons  spécialement  le  cas  où  le  pen- 
dule a  été  très  peu  écarté  de  la  verticale  CB,  et  a 
reçu  une  très  petite  vitesse  initiole.  Supposons 
cette  vitesse  horizontale,  et ,  par  conséquent,  per- 
pendiculaire ou  plan  ACB,  de  sorte  qu'on  ait  i  =  0. 
Désignons  par  C  une  fraction  très  petite,  et  fai- 
sons 

*  =  C 1/557 

Soient  aussi  «  et  0  les  angles  ACB  et  MCB;  en  né- 
gligeant leurs  quatrièmes  puissances ,  on  aura 


y  =  a  —  —  lufci  , 


»  r=z  a  —  ^  a0*  , 


*  =  —  2ya  +yo  (a«  +  C«  ),  e>  =yai  «t  c*  ; 
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et  lus  formoles  (6)  et  (6)  deviendront 


tH  =  ---. 


xdé 


«  [/{a*  —  ««  )  (««  —  C«  ) 


) 


(») 


L'angle  4  f<Bra  connaitre  la  position  du  plan  ver- 
tical MCB ,  dans  lequel  le  pendule  se  trouve  à 
diaqne  instant  ;  il  pourra  croître  indéfiniment. 
L*angle  0  déterminera  ,  aussi  à  chaque  instant,  la 
position  du  pendule  dans  ce  plan  variable  ;  on  le 
regardera  comme  une  quantité  positive ,  et  les  po- 
sitions du  pendule,  également  éloignées  des  deui 
côtés  de  la  verticale  GB,  répondront  à  un  même  an- 
gle 0  et  à  des  valeurs  de  4  V^^  différeront  entre 
elles  de  l8o<». 

d« 

D  après  la  valeur  de  — ,  tirée  de  la  première 

dt 
équation  (a),  on  voit  que  Tangle  0  sera  toujours 
compris  entre  m  et  C.  Si  Ton  a  C  =  «,  on  aura  con- 
stamment 0  =  «;  en  divisant  les  équations  (a)  Tune 
par  rnntre,  on  a ,  dans  tous  les  cas, 


•^  =  l/|^-" 


(») 


dans  le  cas  de  0  =  «  =  C,  on  aura  donc 


=  ^1^^, 


par  conséquent ,  le  pendule  décrira  alors  uniformé- 
neni  un  cône  droit  à  base  circulaire,  et  le  temps 

d*ane  révolution  entière  sera  2ir  |/^      — ,  c'est-à- 

9 
dire,  le  même  que  celui  d'une  double  oscillation 

dans  le  plan  vertical  ACB.  Ainsi ,  deux  pendules  de 

même  longueur  a,  qui  partiraient  ensemble  de  la 

même  droite  GA,  Tun  sans  vitesse  initiale  et  Tautre 


avec  une  vitesse  perpendiculaire  an  plan  ACB  et 

égale  à  a  \/^sa,  reviendraient  ensemble  &  cette 
droite  GA. 
207.  On  peut  écrire  la  valeur  dt  sous  la  forme  : 


d*  =  — 2|/    — 


0d0 


g  |/(..»-C«)«—(20«— •«—€»)« 
Je  fais ,  pour  simplifier, 
2%%  — •»  --Ci  =(«•  — C«  )4P,  40d0=(«*  — C»  )djr; 


le  radical  devient  ±  (  «»  —  C»  )  |/l  —  s*  i  et  il 
en  résulte 

di^zf.^y'  ^ 

2  g    [/l^x* 

A  cause  de  0  =  «  et  jr  =  1,  quand  t=  0,  on  tire 
delà 


a  9 

et ,  réciproquement , 


arc  (cos  =  «), 


s  =  uos  Zi 


On  aura  donc ,  à  un  instant  quelconque , 


/' 


0t  =  — («»  -J-Ct  )-| («•  —  C«)  cos  2ty^     —  j 

2  2  a 

ce  qui  montre  que  le  pendule  fera  dans  le  plan  va- 
riable MGB,  des  oscillations  isochrones  dont  les  ex- 
trémités répondront  à  0  =  «  et  0  =  C,  et  dont  la 

durée  sera  —  «■  y^      — ,  ou  moitié  d'une  oscilla- 
2  s 

tion  dans  le  plan  fixe  ACB. 

Je  substitue  cette  valeur  de  0*  dans  l'équation 
(£)j  en  observant  que 


cos 


2t  \/^  —  =  cos»  <|/ sin»  i  \/      — , 


il  en  résulte 


*+  =  |/i. 


^.tûi 


•«  cos»  i\/^ h  C«  lin*  I   Y       — 


a 


et ,  à  cause  de  4  =  ^  quand  /  =  0,  on  en  conclut 

«  tang  4  =  ^  **°6  '  K       — 

a 

Cela  étant,  le  mouvement  du  plan  MCB  ne  sera 
pina  uniforme  comme  dans  le  cas  de  «  =  C;  mais 


on  voit  que  ce  plan  effectnera  successivement  les 
quatre  quarts  de  sa  révolution  entière,  dans  des 


i.\/-. 


temps  égaux  entre  eux  et  an  temps 

pendant  lequel  le  pendule  fait  une  oscillation  dans 
ce  plan  variable. 
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On  tire  de  cette  dernière  équation 


cos*  4= 


«•cos«<|/^ |-€«iin«lp^   — 


€•  itn>  t  \/      L 


siu>  4  = 


a 


m*  CM*  4/^  —  +  C«  «în«  i\y^  L 


on  a  aussi 


#*  =  (fls  —  S*  )  cosi  4  =  0*  '*  co**  4i 
3f*  =  (a*  —  s*  }  sin*  4  =  '*  ^*  *<»>  4 1 


diaprés  la  ▼alenr  approcbée  de  a;  donc,  à  oanae  de 


••  z=s  «»  cos* 


i  \/^  —  +  c»  «n»  rl/^  — , 


nous  aurons 

9%  rs  e*  «I  eos>  4f    y*  =  A'  ^*  *>"*  4  V 
et,  par  conséquent 


9%  y* 

-    +    -  = 

•*       c> 


«•î 


ce  qui  fait  Toir  que  la  trajectoire  de  la  projection 
du  mobile  sur  le  plan  horisontal  passant  par  le 
point  C,  est  une  ellipse  qui  a  son  centre  en  œ 
point ,  et  Tun  de  ses  axes  dans  le  plan  AGB,  d'où 
part  le  pendule  aTcc  une  vitesse  perpendiculaire  à 
ce  plan. 


CHAPITRE  VI. 


EXEMPLES    DC    MOCyBMENT    DUN    MOBILE   ENTIBRBMBIIT   LIBRE. 


§  1er.  MewMmêmi  d»ê  prêftcHtêê. 

208.  Dans  ce  paragraphe ,  nous  nous  oocuperous 
particulièrement  des  ft^jêetiiêê  de  Tartillerie,  qoi 
sont  lancés  avec  de  grandes  vitesses,  et  soumis  à 
la  pesanteur  et  à  la  résistance  de  Fair. 

Faisons  d^abord  abstraction  de  cette  résistance , 
et  considérons  un  point  matériel  pesant  qui  part  du 
point  0  (fig.  48],  atec  une  vitesse  a  dirigée  suivant 
la  droite  OA.  Il  est  évident  que  le  mobile  ne  sortira 
pas  du  plan  vertical  passant  par  cette  droite.  Soit 
OHD  sa  trajectoire  dans  ce  plan,  laquelle  sera  tan- 
gente à  OA.  Dans  ce  même  plan ,  menons  deux  axes 
Os  et  Oy,  le  premier  horisontal ,  et  le  second  ver- 
tical et  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur. 
Prenons  ces  axes  pour  ceux  des  coordonnées  j  au 
bout  du  temps  quelconque  i,  soit  M  la  position  du 
mobile ,  s  son  abscisse  OP,  et  y  son  ordonnée  PM. 
Désignons  par  g  la  gravité.  Enfin ,  appelons  •  Tan- 
^te  aigu  A0#  que  fait  la  vitesse  initiale  a  avec 
Taxe  Os,  de  sorte  que  ses  composantes  soient 
a  cos  A  suivant  cet  axe,  et  a  sin  «  suivant  Taxe  Oy; 


Tangle  a  serait  négatif,  si  la  droite  OA  était  située 
au-dessous  de  Os. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n9  148,  les  mouve- 
mens  des  projections  du  mobile  sur  les  deux  axea 
Os  et  Oy  seront  indépendans  l'un  de  l'autre  ;  le 
mouvement  de  sa  projection  horiiontale  sers  donc 
uniforme  et  dû  à  U  vitesse  a  cos  a,  et  celui  de  sa 
projection  verticale  sera  dû  k  la  vitesse  initiale 
a  sin  «  et  k  la  force  constante  y  agissant  en  sens 
contraire  de  cette  vitesse;  par  conséquent ,  on  aura 


#  =  <  a  cos 


y  =  <  a  sin  «  —  —  ^'*  ; 

2 


et  si  Ton  élimine  t,  et  qu'on  suppose  la  vitesse  a 

due  à  une  hauteur  h,  de  sorte  qu'on  ait  a  =  l/itgk, 
il  en  résultera 


y  =  j?  tang  a  — 


s» 


4h  cos* 


pour  l'équation  de  la  trajectoire. 
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Cette  courbe  est  donc  une  parabole  qui  a  ton 
grand  axe  Terticalj  sou  sommet,  déterminé  par 

réquatioD  —  =  0,  répond  & 
ds 

m  =s  Zh  C09  m  s'in  mj     y  =s  fc  sin*  m  ; 

et  elle  rencontre  Taxe  Ox  en  un  second  point  B,  tel 
qu^en  appelant  b  la  distance  OB,  on  a 

5  =^  4A  sin  a  cos  «  =  2h  sin  2a. 

Cette  distance  b  est  ce  qu'on  appelle  VampUtude  du 
jet»  Dans  le  vide,  son  masimum  répond,  comme 
on  Toit,  à  •  =46o,  et  il  est  égal  à  2h,  c'est-à-dire 
double  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale. 

£o  appelant  v  la  vitesse  du  mobile  au  bout  du 
temps  i,  et  substituant  les  différentielles  des  va- 
leurs précédentes  de  :p  et  y  dans  Téquation 


ds*  4-  dy 

9*    == — 


di» 


il  CD  résulte 


^  =  «•  —  2agt  sin  «  ^  y*  <«  . 

Le  temps  que  le  mobile  emploie  &  arriver  au  point  B 
en  décrivant  la  courbe  OCB ,  est  le  même  que  s'il 
décrivait  la  droite  OB  avec  la  vitesse  a  cos  «;  il  est 
donc 


i  = 


4h  sin  a. 


a  cos 


a* 


H  à  cause  de  A  =:  — ,  il  en  résulte  gi  =  Za  sin  «; 

ce  qni  donne  v*  =  a*.  La  vitesse  en  ce  point  B  est 
donc  la  même  qu'au  point  0;  elle  est  dirigée  sui- 
vant la  tangente  B£,  et  l'angle  de  chute  EBx  est 
aussi  le  même  que  l'angle  de  projection  AOj?. 

Si  le  mobile ,  au  lieu  d'être  un  point  matériel 
est  un  corps  solide ,  de  forme  et  de  dimensions 
quelconques,  on  verra  par  la  suite  que  ces  équa- 
tions da  mouvement  parabolique  devront  être  rap- 
portées à  son  centre  de  gravité. 

209.  La  vitesse  a  étant  donnée ,  si  l'on  demande 
quel  doit  être  l'angle  a  pour  que  le  mobile  atteigne 
nn  point  déterminé,  dont  les  coordonnées  seront 
s  =  C  et  y  =  ^,  on  mettra  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion de  la  trajectoire,  et  l'on  aura 


>  =  C  tang  m  — 


€» 


1 


1  +  É* 


4A  cos>  a 
pour  déterminer  m.  En  faisant 

tang  «  =  s ,    cos»  a  = 
cette  équation  devient 

4hy  +  C»  -^  4hCa  4-  C«  s»  =  0  ; 
d*on  l'on  tire 

2A         1 

«  =  —  ±  —  l/lÂTZTïi^  -,  e» . 


1 


Cette  double  valeur  de  m  ou  de  tang  «  nous  mon- 
tre qu'on  peut  atteindre  un  but  donné ,  en  tirant 
sous  deux  directions  différentes ,  tant  que  4fc«  sur- 
passe 4hy  -|-  C>  ;  que  ces  deux  directions  se  rédui- 
sent &  une  seule ,  lorsque  ces  deux  quantités  sont 
égales;  et  qu'on  ne  peut  atteindre  le  but,  sous 
aucune  direction ,  quand  4fc«  est  moindre  que 
4A>  +  C. 

Ainsi ,  en  traçant  dans  le  plan  vertical  qui  passe 
par  la  direction  initiale  du  mobile,  la  parabole  dont 
Téquation  est 

4A>  -1-  C»  =  4fc>  , 

cette  courbe  divisera  le  plan  en  deux  parties,  telles 
que  tous  les  points  de  la  partie  extérieure  seront 
garantis  de  toute  atteinte ,  que  ceux  de  la  partie 
intérieure  pourront  être  atteints  de  deux  manières 
différentes,  et  ceux  de  la  ligne  de  séparation,  d'une 
manière  seulement. 

210.  La  théorie  du  mouvement  des  projectiles 
serait  donc  très  simple,  si  l'on  pouvait  négliger  la 
résistance  que  l'air  oppose  à  leur  mouvement; 
mais  dans  le  cas  des  grandes  vitesses  dont  nous 
nous  occupons  spécialement ,  cette  force  est  beau- 
coup trop  considérable  pour  qu'on  en  puisse  faire 
obstraction  :  elle  change  entièrement  la  forme  de 
la  trajectoire  et  les  lois  du  mouvement  sur  cette 
courbe,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Quelles  que  soient  la  forme  et  les  dimensions  du 
projectile,  on  fera  voir,  dans  un  autre  chapitre, 
que  son  centre  de  gravité  aura  le  même  monv»! 
ment  qu'un  point  matériel  pesant,  dont  la  masse 
serait  celle  du  mobile ,  qui  aurait  une  vitesse  ini- 
tiale donnée  en  grandeur  et  en  direction ,  et  au- 
quel on  appliquerait  en  outre ,  parallèlement  k 
elles-mêmes,  les  forces  provenant  de  la  résistance 
et  du  frottement  de  l*air  ,  qui  s'exercent  &  la  sur- 
face de  ce  corps  solide.  On  verra  aussi  que  la  force 
motrice  qui  résultera  de  ces  résisUnces  transpor- 
tées au  centre  de  gravité  ,  pourra  quelquefois  faire 
sortir  ce  point  du  plan  vertical  mené  par  la  direc- 
tion de  la  vitesse  initiale  ;  mais  ici  nous  suppose- 
rons que  ce  cas  n'ait  pas  lieu,  et  que  la  force  mo  - 
trice  dont  il  s'agit  soit  constamment  tangente  à  la 
trajectoire  du  centre  de  gravité. 

Cela  posé ,  pour  former  les  équations  de  son 
mouvement ,  conservons  toutes  les  notations  pré» 
ccdentes ,  et  supposons  qu'elles  se  rapportent 
maintenant  à  la  figure  4»,  où  la  trajectoire  OUI 
n'est  plus  une  parabole.  Soit ,  en  outre  ^  s  l'arc  OJI 
décrit  par  le  mobile  au  bout  du  temps  t,  et  R  la 
force  motrice  provenant  de  la  résistance  de  l'air , 
qui  sera  dirigée  suivant  la  partie  MT  de  la  tan- 
gente en  H.  Les  cosinus  des  angles  que  fera  cette 
droite  MT  avec  des  axes  menés  par  le  point  M  sui- 
vant les  directions  des  x  et  des  y  positives ,  seront 
ds  df 

"^  "^  8t  —  —  ;  en  appelant  m  la  masse  du  projeo* 
d9  di 

10 


its 
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tile  et  g  la  gravité,  nous  aurcma  donc 

*  di*  m  dt        di*  m  dt 

pour  les  équations  du  mouvement  de  son  centre 
de  gravité. 

Je  prendrai  pour  ce  projectile  une  sphère  homo- 
gène ou  composée  de  couches  concentriques  dont 
chacune  sera  homogène  ;  en  appelant  D  sa  densité 
moyenne  et  r  son  nyon  ,  on  aura  alors 


S    • 

Je  supposerai  aussi,  conformément  aux  hypothè- 
ses généralement  admises  ,  la  force  R  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité, 
à  la  surface  du  projectile  ,  et  i  la  densité  de  Tair  ; 
il  en  résultera 

R  fip  iff> 

^^^       gT*       ^^^m        a^^M     * 

m         Dr  d!*' 

f  étant  cette  densité ,  et  »  un  facteur  numérique 
qui  devra  être  déterminé  par  respérience.  Cette 
expression  satisfait  à  la  condition  de  Tbomogénéité 

R  de* 

des  quantités  ;  car  —  et  le  rapport  de  -*  à  r  sont 

m  di* 

deux  quantités  de  la  même  nature  que  la  gravité 

9 

^  ^  et  les  facteun  «  et  — -  sont  des  nombres  abs- 

D 
traits.  Pour  plus  de  commodité,  je  ferai 


=3  C 


Dr 


de  sorte  que  -—  soit  une  ligne  dont  la  longueur 

o 
sera  donnée ,  et  que  je  regarderai  comme  con- 
stante ,  en  faisant  abstraction  du  changement  de 
densité  de  la  masse  d'air  que  traverse  le  projec- 

tUe. 

R  <if> 

311.  Ko  mettant  à  U  place  de  — ,  sa  valeur  e  — , 

m  dl* 

les  deux  équations  du  mouvement  deviennent 


d^  s  di  ds 

-  +  « =  0, 

di»  dt  di 

d^f         dt   dy 
di»  di  di 


(1) 


L'intégrale  de  U  premtèfe  eet 

dM 

—   =  a  cos  »  e 

di 


en  observant  qu'on  a  —  =  a  cos  • ,  aii  point  0  où 

di 

«  :=  0,  et  désignant  par  s  la  base  des  logarithmes 

népériens.  La  forme  de  la  seconde  ne  différant  de 

celle  de  la  première  que  par  son  dernier  terme ,  je 

fais,  pour  Tintégrer, 

dif  ds 

T  =f  — i 

di  di 

p  étant  une  nouTelle  inconnue.  En  sabsttCvnBt 

cette  valeur  de  —  dans  la  seconde  équation  (1),  et 
di 

ayant  égard  à  la  premièra,  il  vient 

ds  dp 

di  di  ^' 

dm 
Je  divise  cette  valeur  par  le  carré  de  *—  on  de  sa 

di 
valeur  précédente  ;  il  en  résulte 


dp      ds  ^ 


di      di 


a*  cos* 


ê—. 


En  considérant  y  et  p  comme  des  fonctions  de  «  , 
on  aura 


dif      dM        djf         dp      ds        dp 

di      di        ds^         di*  di        dr* 

si  donc  on  fait  toujours  a*  =  ttgh,  l'équation  pré- 
cédente deviendra 


dp 
ds 


2k  cos*  a 


BUê^ 


(») 


et  ce  sera  Téquation  différentielle  de  la  trajectoire. 
On  a  identiquement 


y^l  +  p*  ds  =  dêi 

en  multipliont  membre  k  membre  ces  deux  der- 
nières équations,  on  aura  donc 


K  1  4.p«d!p=- 


flCf< 


2h  cos*  • 

d'où  il  suit ,  en  intégrant  et  désignant  par  y  la 
constante  arbitraire, 


k'wT' 


1 


I  r    y         y         2ek  cos»  « 
Four  déterminer  > ,  on  fera  ,  à  la  fois ,  «  =  0  et  p  =  tang  m-^  ce  qui  donne 


«IM. 


(3) 


>  = 


tek  cos*  « 


+  Ung  «  !•   l  -I-  Ung*  a  +  log  (Ung  a  +  {/ 1  +  tang*  •)  ; 
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mais ,  pour  abréger ,  je  conserterai  ^  ii  la  place  do 
cette  Taleur. 

Diaprés  lei  équations  précédentes,  on  a 


en  éliminant  Texponentielle  au  moyen  de  Téqua- 
tion  (3),  nous  aurons  donc 


cd9  = 


edjf 

\/ôsdt 


P\/H^+  lûg  (p  +  i/l+pi)^y^ 

5* 

IL* .. 


w 


formules  qui  ne  sont  point  intégrables  sons  forme 
finie  :  dans  la  dernière ,  on  regardera  te  radical 
comme  une  quantité  positive ,  parce  que  Pungle 
dont  p  est  la  tangente  diminue  quand  le  temps 
augmente. 

212.  Si  Ton  appelle  «  cet  angle,  c*est-à-dire,  Tin- 
cltnaîson  fflTs  de  la  tangente  i  la  trajectoire ,  sur 
Paie  horisontal  Os ,  on  aura 


p  z=z  tang  a» ,     dp 


dm 


COS>  a» 


Les  valeurs  de  x,  y,  t,  déduites  des  équations  (4) , 
seront  de  la  forme  jfxicf*;  Tintégrale  étant  prise  de 
manière  qu'elle  s^évanooisse  au  point  0  où  Ton 
a  «  =  «,  et  A  désignant  une  fonction  donnée  de  •■ 
On  calculera  ces  trois  valeurs,  pour  chaque  point  M, 
par  la  méthode  des  quadratures  (n»  16).  De  cette 
manière ,  on  pourra  construire  la  trajectoire  par 
points ,  et  Ton  connaîtra  le  temps  #  que  le  mobile 
emploiera  à  décrire  chaque  arc  OM,  dont  la  Ion- 
gneur  m  sera  donnée  par  Téquation  (3).  Quant  à  la 
vitesse  du  mobile  au  point  H,  on  aura 

ds*  di* 

e.  =  (1  +  !»•  )  —  =  y«  (l  +  f)«  )  - 1 

di*  dp* 


et ,  par  conséquent , 


C9*S= 


J(i  +  J»") 


>  —  P  |/i  +p'  —  log  (p+  yi+p' 


(6) 


En  étendant  ces  intégrales  jusqu^à  «  =  0,  on 
déterminera  Tabscisse  et  Tordonnée  du  point  G,  le 
plus  élevé  de  la  trajectoire.  Si  Ton  donne  ensuite 
h  m  des  valeurs  négatives  ,  on  déterminera  les 
points  de  la  branche  descendante  CBD  de  la  tra- 
jectoire. Quand  on  sera  parvenu  à  une  valeur  —  m! 
de  »,  pour  laquelle  Pordonnée  y  de  la  trajectoire 
sera  nulle ,  la  valeur  -correspondante  de  r  expri- 
mera Tamplitude  du  jet  OB,  qui  ne  sera  plus  double 
de  Tabscisse  du  point  C,  comme  dans  le  cas  du 
vide  ,  et  dont  le  masrâitiiM^  par  rapport  à  «,  répon- 
dra m  un  angle  moindre  que  46o  et  dépendant  de  la 
grandeur  de  la  vitesse  initiale.  L*angle  m!  ou  EBx  et 
la  vitesse  an  point  B  difi'éreront  aussi  de  a  et  a. 

Ainsi ,  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
seront  connues,  et  la  solution  du  problème  est 


complète,  sauf  la  longueur  des  culculs  numériques 
qu'il  faudra  exécuter  dans  chaque  cas  ,  lorsque  les 
valeurs  des  trois  constantes  h,  m,  e,  contenues  dans 
les  formules  précédentes,  seront  données. 

213.  Le  mouvement  du  projectile  sur  la  branche 
descendante  de  la  trajectoire ,  approche  de  plus  en 
plus  d'être  vertical  et  uniforme. 

En  effet,  soient  x%  ,  yi  ,ti  ,\es  valeurs  de  x,  y, 
t,  qui  répondent  au  sommet  C;  transportons  l'ori- 
gine des  coordonnées  en  ce  point ,  et  faisons 

en  sorte  que  s' et  y'  soient  l'abscisse  et  Tordonnée 
du  point  quelconque  M'  (fig.  60)  de  la  branche  des- 
cendante ,  rapportées  à  l'axe  horisontal  Cs'  et  à 
l'axe  Cy'  qui  est  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 
et  que  t  représente  le  temps  employé  à  parcourir 
l'arc  CH'.  Soit  aussi  pi  la  tangente  de  Tangle  H'T'^' 
que  fait  la  tangente  ô  la  courbe  en  M'  avec  l'axe 
Cs',  Nous  aurons 

et  k  cause  de 

iog(|/r+7r_pi) =_  log  (p> + [/i+pT), 

la  première  équation  (4)  deviendra 

df/ 

edx*  =  — , 
F 

en  faisant ,  pour  abréger  , 

y+r>  i^T+^+  log  (p-  +  l/T+7.  )=P'. 

L'ongle  aigu  M'T  jr'  pouvant  approcher  continuelle- 
ment d'un  angie  droit ,  la  variable  pi  croîtra  indé- 
finiment; mais  il  n'en  sera  pas  de  même  à  l'égard 
de  jr'.  Pour  de  très  grandes  valeurs  dep'^  on  pourra 

mettre  !>'  à  la  place  de  [/^l  +  p'*  ;  et  en  négli- 
geant y  -(-  log  2  par  rapport  àji'*  ,  on  aura 

1 
P'  =  p'.  +  -  log  pf*  , 

2 

ou  simplement  P'  =zp'*  ,  en  observant  que  le  lo- 
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garithme  d'une  quantité  trè»  grande  f'*  ,  et,  à  pins 
forte  raison  ,  1/2  log  p'*^  est  très  petit  relativement 
à  cette  quantité  :  on  aura  donc ,  pour  ces  Ta- 
leors  de  p', 

«fa*  =  -; 

en  intégrant  et  désignant  par  C  une  quantité  con- 
stante ,  et  il  en  résultera 

1 
*'  =  C ; 

ce  qni  montre  que  les  valeurs  de  x'  ne  croStront 
pat  indéfiniment  avec  celles  de  p'.  Cela  étant ,  soit 


- 1  r  *'• 


Obsenront ,  de  plus ,  que  pour  les  très  grandes 
valeurs  de  j^ ,  les  deux  dernières  équations  (4)  se 
réduiront  à 

iff  .^  àfl 

eM  =  —,     yead/=   —  ; 
t^  P' 


d*où  il  résultera. 


*=i/i, 


q  sera  une  ligne  de  grandeur  finie ,  qu'on  pourra 
calculer  par  la  méthode  des  quadratures  ;  et  si  Ton 
prend  sur  Cx'  une  partie  CA  égale  à  cette  ligne ,  la 
verticale  AB  menée  par  ce  point  sera  une  asymptote 
de  la  partie  CD  de  la  trajectoire;  en  sorte  que  le 
mouvement  du  projectile  sur  cette  branche  des- 
cendante ,  approchera  indéfiniment  de  la  direction 
verticale. 


par  conséquent ,  le  mouvement  final  et  vertical  du 
projectile  sera  uniforme;  ce  qn*il  s'agissait  de  dé- 
montrer. La  vitesse  de  ce  mouvement  sera  celle 
qu'un  corps  pesant  acquiert  en  tombant  dans  le 

1 
vide,  d'une  hauteur  égale  à  — ;  et  c'est  aussi  ce 

2e 
que  l'on  conclut  de  la  formule  (5),  en  mettant 
—  p^  au  lieu  éep,  et  considérant  ensuite  p'  comme 
une  très  grande  quantité. 

En  faisant ,  dans  la  première  équation  (4), 


p  =  tanga», 
et ,  pour  abréger , 


*  = 


cos*  « 


[y  —  tang  m  y  i  +  tang»  m  —  log  (tang  m  +  [/^i  ^  iang>  •)  ]  cos  »•  =  —  , 


on  en  déduira 


Si 


1      x«» 

=  -/       nd., 


pour  l'abscisse  du  point  C.  Si  donc  on  prend  sur 
OG  (fig.  49) ,  un  point  F,  tel  que  l'on  ait 

OF  =  xi  -i-  g, 

la  verticale  FG,  menée  par  ce  point  F,  sera  l'asymp- 
tote de  la  branche  descendante  de  la  trajectoire. 

214.  Soit   ON    le    prolongement  de  la  trajec- 
toire OCD^  le  point  de  départ  du  mobile  étant  0,  le 


n 

mouvement  n^aura  pas  lien  sur  cette  partie  de  la 
courbe;  mais  on  peut,  néanmoins,  désirer  d'en 
connaître  la  forme.  Or ,  on  la  construit  par  points , 
au  moyen  des  deux  premières  formult  s  (4),  en  y 
donnant  k  p  des  valeurs  positives  et  plus  grandes 
que  tang  «;  et  il  est  aisé  de  s'assurer  qu'elle  a  aussi 
une  asymptote,  mais  qui  n'est  pas  verticale,  comme 
celle  de  la  branche  descendante. 

Pour  cela ,  j'observe  que ,  d'après  la  valeur  de  y 
du  no  211 ,  il  y  a  toujours  un  angle  C  aigu  ,  et  >  a, 
qui  est  tel  que  p  ==  tang  C  rend  nul  le  dénomina- 
teur commun  de  ces  deux  formules ,  c'est-à-dire , 
un  angle  C  qui  satisfait  à  l'équation 


y  —  tang  C  [/^  l  +  tang»  C  —  log  (tang  C  +  j/l  -f-  tang"  C)  =  0.        (6) 


Cela  étant ,  on  voit  par  la  valeur  de  dp,  tirée  de 
l'une  ou  l'autre  des  deux  premières  équations  (4) , 
que  l'abscisse  s  et  l'ordonnée  y  croissant  indéfini- 
ment, abstraction  faite  du  signe ,  dans  cette  partie 
ON  de  la  courbe ,  la  quantité  p  ce^se  de  croître , 
lorsqu'elle  diffère  infiniment  peu  de  tang  C;  en 
sorte  que  p  ne  peut  jamais  dépasser  ni  même  at- 
teindre rigoureusement  cette  valeur  p  =  tang  C; 
ce  qui  signifie  que  la  branche  de  courbe  ON  a  une 
asymptote  qui  coupe  le  prolongement  de  l'axe  Ox 
sous  l'angle  C.  On  déterminera  sa  distance  au  point 
0  de  la  manière  suivante. 

Je  mène  par  le  point  0  un  axe  qui  fasse ,  avec  le 
)rolongem«f|t  de  Os^  an  angle  égal  au  complément 


de  C,  et  qui  soit  par  conséquent ,  perpendiculaire 
à  Tasymptote  de  ON.  J'appelle  «  l'abscisse  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe,  comptée  sur  cet 
axe  à  partie  du  point  0;  les  coordonnées  de  ce 
point,  par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy^  étant  ton- 
jours  X  et  y,  un  aura 


=  y  cos 


C  —  X  sin  C 


En  différentiant  et  mettant  pour  ds  et  tfy  leura  va- 
leurs données  par  les  deux  premières  équotions  (4), 
il  vient 


cdk  = 


cos  c  (tang  C  —  p)dp 


[y-F  1/  1  +  P'  -  ïog  (p+l/i+p«  )1 
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Ita 


formule  dans  laquelle  on  donnera  à  f  des  valeurs 
plus  grandes  ou  plus  petites  que  tang  «,  selon  qu'il 
s'agira  d'un  point  de  la  partie  ON  ou  de  la  partie  OM 
de  la  courbe.  On  peut  retrancher  de  son  dénomi- 
nateur le  premier  membre  de  l'équation  (6) ,  mul- 


tiplié par  cos  C)  et  si  Ton  fait ,  en  outre , 

dm 

p  =  tang  m,     dp  =:  — -   , 

cos*  • 

et,  pour  abréger, 


Ung  C  1/1  +  tang»  C  +  log  (tang  C  +  [/  l  +  tang»  C) 
—  tang  •  [/i  +  Ung.  .  —  log  (tang  •  +  j/l -|- tang»  a»>  =  U, 


il  en  résultera 

rf^  _  (tang  C  —  tang  a>)  dm 
cU  cos  C  cos>  • 
Or ,  en  faisant 

^  --.     cos  C     p       (tang  C  —  tang  «•)  dm 

U  cos»  m 


r. 


f  sera  une  ligne  de  grandeur  finie  ,  que  l'on  calcu- 
lera par  la  méthode  des  quadratures  ,  et  qui  eipri- 
mera  la  Tnleur  de  u  relative  à  l'asymptote  de  OPÎ, 
c'est-à-dire  ,  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  0  sur  cette  droite  ,  qu'il  s'agis- 
sait de  déterminer. 

Cette  droite  asymptotiqne  aura  pour  équation 

y  cos  C  -T-  X  sin  C  =  r; 

en  sorte  que  si  l'on  prend  sur  le  prolongement  de 
0;r  un  point  H  tel  que  l'on  ait 

OH  =      ' 


sin  C  ' 


l'asymptote  de  la  branche  ON  sera  la  droite  HK, 
menée  par  le  point  H,  et  faisant  avec  le  prolonge- 
ment de  Ojt  un  angle  KHO  supplément  de  C.  Les 
deux  asymptotes  FG  et  HK,  prolongées  au-dessus 
de  Taxe  0*,  se  rencontreront  en  un  point  L,  de 
manière  que  la  courbe  entière  sera  comprise  dans 
l'angle  KI.G ,  dont  le  complément  est  l'angle  C 
déterminé  par  l'équation  (0). 

215.  Lorsque  l'angle  de  projection  AOr  ou  «  est 
très  petit  (6g.  51],  le  projectile  ne  s'élève  qu'à  une 
petite  hauteur  au-dessus  de  l'axe  horizontal  Ojt, 
mené  par  son  point  de  départ.  Or,  dans  ce  cas,  on 
peut  obtenir,  avec  une  approximation  suffisante, 
l'équation  en  x  et  y  de  la  partie  OCB  de  la  trajec- 
toire ,  située  an-dessus  de  Ox;  et  même  on  peut 
étendre  cette  équation  jusqu'à  un  point  D,  dont  la 
distance  h  cet  axe  n'est  pas  très  considérable. 

En  effet ,  dans  toute  celte  partie  OCB,  ou  même 
OCD  de  la  trajectoire,  la  tangente  à  cette  courbe 
sera  presque  horizontale ,  et  la  quantité  p  très  pe- 
tite; en  négligeant  le  carré  de  p,  ou  aura  donc 

<iff  =  <2r ,     s  =s  X  , 

et  l'équation  (2)  deviendra. 


dp 

ds 


dÈ  y 

ds* 


1 


En  intégrant  deux  fois  de  suite  ,  et  déterminant  les 

constantes  arbitraires  de  manière  qu'on  ait  —  =r 

dx 
tang  a  et  y  =  0,  quand  x  =  0,  il  vient 


y  =:  X  tang  a  — 


8c»  h  cos»  « 


(tftr»  «  2CS  —  l)  , 


pour  l'équation  approchée  de  la  trajectoire ,  qu'il 
s'agissait  d'obtenir.  En  développant  l'exponentielle 
qu'elle  renferme,  réduisant  et  faisant  ensuite  c=  0, 
elle  devient  l'équation  exacte  de  cette  courbe  dans 
le  vide. 

D'après  l'équation  gdt*  ==  —  dsdp  du  n»  212,  et 

dp 

la  valeur  précédente  de  —,  on  aura 

dx 

dt  =    — — ^—  gf'dji  , 
[/^2gh  cos  m 

et ,  par  conséquent , 

1 


^/2^A 


cos 


*Jh  cos»  « 


^  etrr 


ce  qui  fait 'connaître  le  temps  I  que  le  mobile  em- 
ploiera à  pnrcourir  une  portion  quelconque  OM  de 
la  courbe  OCD. 

216.  Supposons  que  le  projectile  vienne  tomber 
sur  le  terrain  en  un  point  D;  représentons  par  x  l'a- 
baissement de  ce  point  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal ,  mené  par  le  point  0,  ou  la  perpendicu- 
laire DQ  à  l'axe  Ox;  soient  aussi  /  la  distance  OQ, 
et  r  le  temps  employé  à  aller  du  point  0  au  point  D; 
nous  aurons ,  à  la  fois , 

x  =  /,     y  =  —  X,     *=r; 

et  en  remplaçant,  pour  plus  de  simplicité,  cos»  m 
par  l'unité  dans  les  formules  précédentes ,  il  en 
résultera 


|w 


8c»  h  {y  +  l  tang  •)  =  *»f<  —  2c/  —  1 , 

Lors  donc  que  les  deux  constantes  A  et  c  seront 
données  ,  et  qu*on  aura  mesuré  l'angle  «  et  l'éléva- 
tion X  du  point  0  au-dessus  du  terrain ,  ces  équa- 
tions feront  connaître  la  portée  horizontale  l,  et  la 
durée  r  du  trajet  du  projectile.  Réciproquement, 
quand  on  connaîtra  «,  x,  l,  r,  par  des  mesures  di- 
rectes, ces  équations  pourront  servir  à  déterminer 
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le  coefficient  e  fie  li  résîsUnee ,  et  la  faaateor  h  due 
à  la  viteise  ioitiale.  En  éliminant  h,  on  a 

4{fi  +  aang a)  (a"  —  t)«  =  ^«  (#««'  —2c/—  l); 

équation  d^où  I^on  tirera  la  Talenr  de  e  :  Tune  dea 
denx  précédentea  donnera  ensuite  immédiatement 
la  Taleur  de  h. 

n  exiite  encore  de  Tincertitude  sur  les  gran- 
deurs des  portées  et  des  vitesses  initiales.  D*aprés 
Lombard  ,  pour  un  canon  de  24  chargé  au  tiers  du 
poids  du  boulet,  la  vitesse  initiale  est  de  463  mè- 
tres par  seconde  ;  et  pour  un  canon  de  12,  dont  la 
charge  est  aussi  le  tiers  du  poids  du  projectile, 
cette  vitesse  s^élève  à  404  mètres.  Suivant  le  même 
auteur ,  les  portées  correspondantes  et  relatives  k 
A  =  0,  sont  700  mètres  dans  le  premier  cas ,  en 
supposant  «  =  1»  16'  6",  et  660  mètres  dans  le 
second  cas ,  en  supposant  «  =  1^6'  36". 

Au  lieu  du  temps  r,  on  pourrait  employer  k  la 
détermination  de  h  et  de  c,  une  seconde  portée  du 
même  canon  à  une  élévation  différente  au-dessus 
du  terrain.  Ainsi ,  en  supposant  que  le  poids  du 
projectile,  celui  de  la  charge  et  Tangle  m  ne  soient 
pas  changés ,  les  quantités  A  et  o  resteront  aussi 
les  mêmes  ;  et  si  x  et  /  deviennent  a'  et  f,  on  aura 

8c"  h  {k'  +  f  tang  «)  =  #•«''  —  2cr  —  l  ; 

d*où  il  résultera 

(a  +  /  tang  •)  (•«"  —  2cr  —  1) 

=  (x'  +  r  tang  •)  (a«rf  —  2c/  —  1) ,    (6) 

•n  éliminant  h  au  moyen  de  la  première  équa- 
tion (a). 

Les  auteurs  de  Balistique  ne  sont  nullement 
d^accord  sur  la  grandeur  du  nombre  n  qui  entre 
dans  Texpression  du  coefficient  c,  savoir  (n»  210), 

__  »»P 

"~  Dr 

D*après  une  théorie  très  imparfaite  de  la  résistance 
des  fluides ,  ce  nombre  n  serait  3/Bj  mais  toutes  les 
expériences  le  donnent  plus  petit ,  et  Lombard  le 
fait  égal  à  9/40.  L^équation  (6)  fournirait  le  moyen 
le  plus  susceptible  de  précision  pour  la  détermina- 
tion de  0,  en  supposant  bien  connu  et  invariable , 
l'angle  de  projection  m, 

§  n.  Mouvement  dès  planètes, 

217.  Les  lots  du  mouvement  des  planètes  autour 
du  soleil  sont  connues  sous  la  dénomination  de 
Lois  de  Kepler  ,  parce  qu'elles  ont  été  découvertes 
par  cet  astronome,  qui  les  a  déduites  de  Tobserva- 
tion.  Elles  sont  au  nombre  de  trois  ,  dont  voici  les 
énoncés  : 

V*  Les  planètes  se  meuvent  dons  des  courbes 
planes,  et  leurs  rayons  vecteurs  décrivent,  autour 
du  centre  du  soleil ,  des  aires  proportionnelles  au 
temps. 


8*  Les  orbites,  c*est-à-dîre ,  les  trajectoires  des 
planètes,  sont  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe  un 
des  foyers. 

3*  Les  carrés  du  temps  des  révolutions  des  pla- 
nètes autour  du  soleil  sont  entre  eux  comme  lea 
cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

Toute  Timportance  de  ces  lois  n^avait  paa  d'abord 
été  comprise;  c'est  Newton  qui  en  a  montré  l'usage 
pour  déterminer  la  force  qui  retient  chaque  planète 
dans  son  orbite  ,  c*est-à-dire ,  la  direction  de  cette 
force  et  les  variations  de  son  intensité ,  soit  d'nne 
position  à  une  autre  d'une  même  planète,  soit 
d'une  planète  k  une  autre.  On  verra ,  en  effet ,  dans 
ce  paragraphe ,  que  chacune  de  ces  troia  choses  est 
une  conséquence  nécessaire  des  trois  lois  du  mou- 
vement planétaire  que  Ton  vient  d'énoncer. 

Ces  lois  se  rapportent  au  mouvement  du  centre 
de  gravité  de  chaque  planète  ;  c'est  le  mouvement 
de  ce  point  que  nous  allons  considérer;  et  quand 
il  sera  question  de  la  position  ou  de  la  vitesse  d'une 
planète ,  il  faudra  entendre  la  position  ou  la  vitesse 
de  son  centre  de  gravité. 

218.  Soient  AMBD  (fig.  52)  l'ellipse  décrite  par 
une  planète ,  AB  son  grand  axe ,  C  son  centre  ,  0  et 
0'  ses  deux  foyers ,  0  celui  qui  est  occupé  par  le 
centre  du  soleil ,  B  le  pèrihiUê  ou  le  point  de  l'or- 
bite le  plus  rapproché  de  0,  A  ïaphèÙê  ou  le  point 
le  plus  éloigné  du  soleil. 

Au  bout  du  temps  t  qui  sera  compté  k  partir  du 
passage  de  la  planète  k  son  périhélie,  soit  M  sa  po- 
sition sur  l'orbite.  Désignons  par  r  son  rayon  vec- 
teur OH,  et  par  %  l'angle  HOB  que  l'on  appelle ,  en 
astronomie,  Vanomalie  vrais.  Le  secteur  décrit 
par  ce  rayon  pendant  l'instant  dt^  sera  1/2  r*  d0 
(no  166)  ;  d'après  la  première  loi  de  Kepler,  on 
aura  donc 

r*  dh  =,  odt  ;  (1) 

o  étant  une  constante  égale  au  double  de  Taire 
décrite  dans  l'unité  de  temps ,  et  et  le  double  de 
l'aire  HOB  décrite  dans  le  temps  quelconque  f. 
Soient  aussi 

O'M  =  r»,  CB  =  CA  =  a,  CO  =r  CO*  =  oc. 

D'après  une  propriété  de  Tellipse ,  on  aura 

r  -J.  fJ  =  «a; 
dans  le  triangle  O'MO,  on  a  aussi 

r^»  =  r*  +  4rae  cos  •  -J-  4a»  c«  ; 

et  si  Ton  élimine  r'  entre  ces  denx  équations ,  il 

vient 

o(l  —  é»  ) 
^  (2) 


r  = 


i  -(-  c  cos  0  ' 


pour  l'équation  de  la  trajectoire. 

Pour  toutes  les  planètes  connues  avant  ce  siècle, 
Vexeentridié  e  est  une  fraction  très  petite.  Il  faut 
excepter  laplanète  mercure  dont  l'excentricité  sur- 
passe un  cinquième;  celle  de  l'orbite  de  la  terro  est 

c  =  0,01686318, 
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OIS,  a  peu  prés ,  un  soîiauticme.  La  plus  gnndo 
étAÎt  celle  de  Mars,  qui  surpasse  neuf  centièmes  ; 
cYUit  donc  pour  celte  planète  que  le  mouvemeut 
elliptique  devait  être  le  plus  différent  du  mouve- 
ment circulaire  excentrique  ,  que  l'on  adoptait 
atant  Kepler  ;  et  c'est ,  en  effet,  dans  les  observa- 
tions de  Ticho-Brahé ,  relatives  à  celte  planète,  que 
Kepler  a  reconnu  d'abord  la  différence  de  ces  deui 
mouvemens.  Si  Ton  développe  les  Taleurs  de  r  et  0, 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  e,  au 
moyen  de  Téquatton  des  aires  proportionnelles  au 
temps,  jointe  k  celle  de  la  trajectoire  elliptique  ou 
a  celle  de  la  trajectoire  circulaire  excentrique ,  on 
trouve  que  pour  un  même  temps  t,  les  développe- 
mens  correspondons  à  ces  deux  courbes ,  ne  dif- 
fèrent que  dans  les  termes  qui  dépendent  du  carré 
ou  des  puissances  supérieures  de  i;  circonstance 
qui  rendait ,  à  Tépoque  de  Kepler ,  la  différence  des 
deux  mouvemens  très  difficile  à  découvrir. 

219.  Si  Ton  appelle  T  le  temps  de  la  révolution 
d'une  planète ,  et  qu'on  fasse 


2ir 
Il  =  — 


f 


cette  constante  n  sera  la  vitesse  moyenne  ongn- 
laire,  et  nt  le  moyen  mouvement  de  la  planète. 

Imaginons  un  astre  fictif  dont  le  mouvement  soit 
uniforme,  et  qui  parte  du  périhélie  et  achève  sa 
révolution  en  même  temps  que  cette  planète^  son 
rayon  vecteur  décrira  l'angle  nt,  pendant  que  celui 
de  la  planète  décrit  l'angle  6j  1  angle  6  —  nt,  com- 
pris à  une  époque  quelconque  entre  ces  deux 
rayons,  est  ce  que  les  astronomes  appellent  Tégua- 
Uon  du  centre  :  il  est  positif ,  et  la  planète  précède 
l'astre  fictif,  en  allant  du  périhélie  à  l'aphélie;  le 
contraire  a  lieu  en  revenant  du  second  point  au 
premier.  Le  maximum  de  l'équation  du.  ceutre  dé- 
pend de  la  grandeur  de  l'excentricité. 

En  prenant  le  jour  moyen  pour  unité  de  temps, 
et  mettant  3d0o  au  lieu  de  2ir,  on  a ,  relativement 
à  la  terre. 

T  =  366j,266374 ,    n  =  Où  69'  6". 

Cette  valeur  de  T  est  la  durée  de  l'année  eidiraie, 
on  l'iotenralle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux 
retours  consécutifs  du  soleil  à  une  même  étoile , 
dans  son  mouvement  apparent  autour  de  la  terre. 
L'intervalle  compris  entre  deux  retours  consécutifs 
à  un  même  équinose,  est  plus  court,  à  cause  que 
les  points  équînoxiaux  ont  sur  VècHptique  un  mou- 
vement rétrograde,  on  en  sens  contraire  de  celui 
du  soleil.  Eu  prenant  50'',23427  pour  la  préceseûm 
annuelle  en  1800,  et  observant  que  le  rayon  vec- 
teur dn  soleil  emploie  0/,014168,  à  décrire  ce  petit 
angle ,  il  en  résulte 

366/,a422l6, 

pour  la  longueur  de  l'année  iqvmoxialê  au  com- 
mencement de  ce  siècle.  L'année  sidérale  est  con- 
stante; mais  la  précetaion  des  équinoxes  varie  un 


peu  ,  et  ,  par  eonséquent  rasai ,  l'année  équi- 
noxiale  :  sa  longueur  diminue  d'à  peu  près  une 
demi-seconde  par  siècle. 

220.  La  constante  c  aura  pour  valeur  le  double 
de  la  surface  de  l'ellipse  divisé  par  Tj  en  observant 

que  le  demi-petit  axe  est  a  [/  i  —  e*  ,  et  la  sur- 
face ira»  |/  1  —  e« ,  on  aura  donc 

Zira*  Kl  —  «• 


An  moyen  de  cette  voleur  et  de  celle  de  h,  l'é- 
quation (l)  devient 


r»  i9  =  na»  \/\  —  «t  jit. 
L'équation  (2)  donne 

/             <i  (1  —  e»  ) 
•  =  arc    I  cos  =  — - L 

\  êr 


-)■ 


d%  =  — '  ■  ' 

»'K  a»««  —  (r  — o)«    ' 


par  conséquent ,  on  aura 


nadt  s= 


rdr 


Pour  intégrer  ces  formules ,  foisons 

r  =^  a  (1  —  é  cos  «} ,-         (o) 
nous  ourons 
dr  =  oe  sin  « ,    ndt  =z  {\  ^  e  cos  u)  du  ; 

à  cause  de  r  =  a  (1  ~  a)  au  point  B,  il  faudra  que 
l'angle  ti  soit  nul  en  ce  point  où  l'on  o  oussi  <  =  0; 
en  intégrant ,  on  aura  donc 


fit  =  «  —  é  sin  II. 


(») 


En  mettant  pour  r  sa  valeur  dans  celle  de  dt,  et 
observant  que  cos  m  =  cos*  1/2  ti  <—  sin'  1/2  u, 
il  en  résulte 


rf«  — 

Kl- 

-a* 

du 

1 

1 

1  —  e  cos»  — 

«  + 

e  sin» 

—  V 

2 

2 

et  si  Ton  fait 

l 

tang  —  tt  = 
2 

s .     >— 

du 

2ds 

•  >     ^~ 

1 

cos»  — 

ti 

2 

cette  valeur  devient 

d% 

itt  z=  . 

2  \/T 

—  a» 

!-•  +  (»+•)  »* 
En  inKgraot  et  obierTant  que  I  et  m  (ont  lére  en 
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même  temps ,  c'est-à-dire,  an  point  B,  on  aura 

-  •  =  .rc  (  Ung  =  s  pX^I^J . 

d'où  Ton  conclut 
tang 


en  remettant  pour  s  sa  Taleur. 

Ces  trois  équations  {à),  {b),  (e),  expriment ,  sous 
forme  finie ,  les  valeurs  de  r,  nt,  t,  au  moyen  de  la 
variable  auxiliaire  u,  qu'on  appelle  VanomaUê  tX" 
eêntriquê.  En  éliminant  u  entre  elles ,  on  aura  les 
deux  coordonnées  polaires  r  et  6  de  la  planète  en 
fonctions  du  temps ,  sous  forme  de  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  de  rexcentricité ,  qui 
seront,  par  conséquent ,  très  convergentes  dans  le 
cas  des  anciennes  planètes.  Après  qu'on  aura  formé 
ces  séries ,  on  y  pourra  remplacer  les  puissances 
de  cos  nt  qui  se  trouveront  dans  le  développement 
de  r,  et  celles  de  sin  nt  que  renfermera  le  dévelop- 
pement de  6  ^-  nt,  par  des  cosinus  et  des  sinus  des 
multiples  de  nt.  Si  l'on  conçoit  qu'on  ait  ensuite 
ordonné  ces  développcmens  du  rayon  vecteur  et  de 
Téquation  du  centre  suivant  les  cosinus  ou  sinus 
des  multiples  croissans  de  ni,  on  pourra  déterminer 
directement,  parVaimlysc  suivante,  les  valeurs  des 
coefiiciens  de  ces  deux  séries  en  fonctions  de  l'ex- 
centricité. 

221.  Je  fais 

r=:Ao,-)- A  a  cosnf  4- AaCosSfit-)- . .  .-^Ajcos  int  -|-etc. , 
6 — fit=7Ba  sin  fi<-|-Bs  sin  2nt-)-...-|-Bisin int^eic.  ; 

Ao,  Al  ,  Aa  ,  etc. ,  Bj  ,  B*  ,  etc. ,  et  généralement 
Ai  et  Bi,  étant  les  coefficiens  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Si  t  et  s'  sont  deux  nombres  entiers  positifs  et 
différens,  on  aura  ,  en  eifectuant  les  intégrations, 

/       cos  int  cos  î^nt  d.  nt  =  0, 

/  *  sin  int  BÏni!ntd,nt=zOi 
et  dans  le  cas  de  s'  =  t',  on  trouvera 

/w  1 

cos*  int  d ,  nt  s=  -^  w  ^ 


s'=  0;  dans  ce  cas,  U  première  intégrale  est  égale 
à  ir,  et  la  seconde  à  zéro 

Cela  étant  ,  je  multiplie  le  développement 
de  r  psr  cos  int  d.  nt ,  et  celui  de  •  —  ni  par 
sin  int  d.  nt  ;  puis  j'intègre  depuis  nt  =  Ojus- 
qu^à  nt  =  «-.  Tous  les  termes  s'évanouissent, 
excepté  ceux  qui  ont  Ai  ou  ht  pour  coefficient,  et 
Ton  en  conclut 

2     pic 
Ki  ^^  ^  I       r  cos  Ml  d.  nt , 


B. 


2      /»«- 


sin  Ml  d.  ni. 


s 


.ir  1 

sin*  àil  d.  ni  =  —  «r. 

2 


Ces  dernières  formules  ne  s'appliquent  point  à 

t>et 


Dans  le  cas  de  s  =  0,  on  aura,  en  particulier, 

l        â%lC 

k^=^  ^  I       r  d.  nt, 
^J  o 

c'est-à-dire  qn^il  faudra  réduire  à  moitié  la  valeur 
générale  de  A/.  En  intégrant  par  partie,  et  obser- 
vant que  0  —  fil  est  zéro  aux  deux  limites  ni  =  0  et 
>*'  =  «'}  ^expression  de  Bj  pourra  être  remplacée 
par  celle-ci  : 


B. 


cos  Ml  d  (•  —  Kl). 


Je  substitue  à  la  place  de  r ,  nl^  • ,  leurs  valeurs 
en  fonctions  de  u,  tirées  des  équations  (a),  (ô),  (e); 
à  cause  de 


d\ 
du 


t/i-a« 
1  —  •  cos  II 


dnt 


=  1  —  «  cos  II, 


et  parce  que  ii  =  0  et  ii  =  «r  répondent  à  ni  r=  U 
et  nt  ==  ir,  il  en  résultera 


Ai=  —  /     (  l—  a  cos  ii)«  cos  (su  —  ie  sin  ii)  du, 

2  /**      cos(»u — tninu) 

^•=:z/o[k'l-a*  — (l— «cosn)»]  ^_^  cos  «  du 


formules  qui  feront  connaître  les  valeurs  numéri- 
ques des  coefficiens  A/  et  B;,  soit  par  la  méthode 
des  quadratures,  soit  par  la  réduction  en  séries. 
Pour  cette  réduction ,  on  aura,  par  le  théorème  de 
Taylor, 


.  s»  et  a  ei  . 

cos  (su  —  »9  sin  «}  =   (   l  —  — —  sin*  «  -| sini  ti  —  etc.    ) 

^  2  2.3.4  / 

/  •^•^  \     . 

-^  (  û  sin  II  —  ■  sin^  u  -^  etc.  )  sin  sw; 

V  2.3  / 


cos  tu 
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et  il  en  résnlteri  pour  Ai  et  Bi  des  séries  d^intë- 
grales  relatÎTes  à  u,  dont  les  valeurs  esectes  s^ob- 
tiendront  toutes,  soit  immédiatement,  soit  par  des 
formules  connues;  en  sorte  que  Ton  pourra  pro* 
longer  ces  déToloppemens  do  Ai  et  Bi  aussi  loin 
qtk^on  Toudra.  On  pourra  même  obtenir  leurs  ter- 
mes généraux  en  fonctions  de  t*  et  de  e;  mais 
ce  n^est  point  ici  le  lieu  d'insister  davantage  sur  ce 
lojet,  qui  appartient  spécialement  à  rAstronomie. 
Relativement  a  t  s=  U,  on  a 

a     r*ir  l 

Ao:=—  /     (l— a  cos  «}*  tfn  =  a  (l  -f  ^  «•  ) , 

en  ne  prenant  que  la  moitié  de  la  valeur  de  A;, 
qui  répond  k  •  =  0  :  c^est  le  seul  des  coefficiens 
A« ,  Al  ,  Aa ,  etc.  ,  Bi ,  B*  ^  etc. ,  dont  on 
puisse  obtenir  la  valeur  eiacte. 

223.  Si  Ton  appelle  v  la  vitesse  de  la  planète  au 
bout  du  temps  t,  et  l  Tangle  que  fait  sa  direction 
avec  le  prolongement  de  son  rayon  vecteur  r  ou  OH, 
on  anra  (n«  160) 


de 

V  sin  ^=3r  — . 
di 


En  éliminant  dt  au  moyen  de  Téquotion  (1) ,  on  a 

1 


dh'        r» 
En  vertu  de  Téqnation  (2),  on  a  aussi 


e  sin  #  r=  — . 

r 


1 


1  -^  a  cos  • 


1 

r 


a  sin  I 


d*oà  il  résulte 

a»  (1  —  a»  )•  r»  =  (1  +  2«  cos  •  +  ••  )  c«  , 
et,  par  conséquent, 


»»r= 


a»  (1 — B*)\  ^ 


/<!!-. 


Ysin*= 


t/5i; 


iW 


ce  qni  montre  comment,  dans  le  mouvement  ellip> 
tique,  la  vitesse  et  la  direction  du  mobile  en 
chaque  point  se  déterminent  au  moyen  de  son 
rayon  vecteur.  Diaprés  la  valeur  de  c  du  n»  220, 
ceOe  de  v*  peut  aussi  être  écrite  ainsi  : 


•« 


-T^^-') 


-Ces  fonnnlee,  Jointes  à  celles  des  numéros  précé- 
ésBs,  font  connaître  complètement  le  mouvement 
d^nne  planète  dans  le  plan  de  son  orbite;  mais 
on  vent  considérer  à  la  fois  les  mouvemens 


de  deux  ou  de  plusieurs  planètes,  il  est  néeessaira 
de  rapporter  la  position  de  cbacune  d'elles  è  un 
autre  plan,  qui  est  ordinairement  le  plan  de  l'ée^ 
tiquB  ou  de  Torbite  de  la  terre. 

223.  Soient  NON'  (Eg.  63)  Tinterseotion  du  plan 
de  Torbite  d'une  planète  avec  un  plan  passant  par 
le  centre  0  du  soleil,  OE  une  droite  menée  dansée 
second  plan,  OM'  la  projection  du  rayon  vecteur 
OH  de  la  planète  sur  ce  même  plan.  Désignons 
par  y  Tinclinaison  des  deux  plans,  par  «  Fangle 
NOE,  par  t*  l'angle  BON  que  fait  le  rayon  vec- 
teur OB  aboutissant  au  périhélie  avec  la  droite 
ON.  Ces  trois  angles  «,  ^^ ,  a* ,  devront  être  donnés, 
et  ils  détermineront  le  plan  de  Torbite  et  la  posi- 
tion de  rdlipse  dans  ce  plan.  Soient  aussi  ç  et4 
les  angles  variables  HOH'  et  H'OE,  que  fait  le  rayon 
vecteur  OM  avec  sa  projection  OH',  et  cette  pro- 
jection avec  la  droite  OE,  lesquels  angles  détermi- 
neront, à  chaque  instant,  la  direction  du  rayon  OH 
aboutissant  à  la  planète. 

Cela  posé,  considérons  l'angle  trièdre  qui  a  son 
sommet  au  point  0,  et  dont  les  trois  arêtes  sont 
OH,  OV,  OR.  L'anomalie  vraie,  ou  l'angle  HOB, 
étant  toujours  l|  les  trois  faces  de  cet  angle  trièdre 
seront 

HON  =  MOB  +  BON  =  •  4-  », 
r  ON  =  H'OE  —  NOE  =  4  —  •, 
HOH'  =3  f  ; 

la  première  sera  opposée  à  un  angle  droit ,  et  la 
troisième  à  l'angle  y.  D'après  les  premières  règles 
de  la  Trigonométrie  sphérique,  on  aura  donc 

sin  0  =  sin  )f  sin  (  •  •4-  M  ), 
tang  (4  —  •)  =  cos  ^  Ung  { •  4.  «,  ); 

et  l'angle  •  étant  connu  en  fonction  de  f,  par  ce  qui 
précède,  chacun  des  angles  f  et  4  lo  sera  aussi,  an 
moyen  de  ces  formules. 

Lorsque  le  plan  donné  sur  lequel  on  compte 
l'angle  4  ^^t  Técliptique ,  et  que  la  droite  OE , 
à  partir  de  laquelle  on  compte  cet  angle,  dans 
le  sens  du  mouvement  de  la  terre ,  est  celle  qui 
va  du  soleil  &  Téquinoxe  du  printemps,  les  angles  4 
et  0  s'appellent  la  longitude  et  la  laiihtdê  de  la 
planète  que  Ton  considère.  La  droite  NON'  est 
la  ligne  des  ntmdê  de  son  orbite  ;  si  elle  entre 
dans  l'hémisphère  èaréa/ quand  elle  traverse  le  plan 
de  l'écliptique  au  point  N ,  ce  point  est  le  nœud 
€ucê»dani,  et  N'  le  nosud  detoândant.  Selon  que 
la  plonète  se  trouve  dans  cet  hémisphère  ou  dans 
l'hémisphère  austral,  la  latitude  ç  est  positive  on 
négative,  et  l'angle  HON,  ou  •  -f*  »i  ^^  plu*  grand 
ou  moindre  que  180*.  L'angle  ç  s'étend  depuis  — 
90o  jusqu'à  90»,  et  l'angle  HON,  ainsi  que  la  longi- 
tude H'OE ,  depuis  léro  jusqu'à  360». 

Si  l'on  remplace  le  point  0  par  le  centre  de  la 
terre,  que  l'on  prenne  l'équateur  pour  le  plan 
donné  sur  lequel  on  compte  l'angle  4>  ^  ?^^' 
origine  do  cet  angle  la  droite  OE  qui  va  de  ee 
oentn  an  premier  point  du  aigne  ariêê,  les  angles 
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4  et  f  feront  «Ion  VmBtÊmtitm  droite  et  la  éécU' 
maitam  de  la  planète.  En  appliquant  les  formalea 
préoédentet  ao  moaTement  appareot  da  soleil  an- 
toor  de  la  terre,  on  aura  «=sOy  y  exprimera 
VMi^uUé  de  récliptiqtte,  et  Ton  devra  prendre 
pour  •  -I»  •  la  longitude  de  cet  astre  ;  d*on  il  résulte 
qu'en  la  désignant  par  &,  on  aura 

sin  f  =:  sin  ^  sin  X,    tang  4  =  cos  y  tang  x, 

et,  en  même  tempe, 

sin  y  tang  4 


sin  f  5= 


K  «;o»i3r+tang»4 


Les  plus  grandes  déclinaisons  boréale  et  australe 
répondent  à  x  =  9(H>  et  x  =^  270o,  et  sont  ±  y.  Cet 
angle  y  est  aussi  celui  que  fait  Taxe  de  rotation  de 
la  terre  avec  la  perpendiculaire  au  plan  de  rëclip- 
tique  ;  il  est  soumis  à  une  petite  inégalité  qu^on 
appelle  la  nutaiion  ,  dont  la  période  est  d'environ 
t8  ans,  et  le  masimum  de  9",4  seulement.  Sa 
valeur  moyenne ,  au  commencement  de  1800 , 
éUit 

y  =  23<»27'6ôf; 

elle  diminue  de  0*^46602  par  année. 

824.  Dans  tout  ce  qui  précède,  on  n'a  point 
en  égard  à  la  force  qui  agit  sur  choque  planète, 
dont  le  mouvement  a  été  déterminé  diaprés  les 
données  de  robtervotion ,  et  sans  recourir  aux 
principes  de  la  Dynamique  ;  il  s'agit  maintenant 
de  déterminer  les  lois  de  cette  force,  ainsi  qu'il 
a  été  dit  précédemment  (n«  217). 

Il  suit  de  la  première  loi  de  Kepler  que  la  force 
qui  retient  chaque  planète  dans  son  orbite  est 
constamment  dirigée  vers  le  centre  du  soleil  ; 
quoique  cette  conséquence  nécessaire  de  la  pro- 
portionnalité des  aires  au  temps  ait  été  déduite 
des  équations  du  mouvement  dans  le  n»  166,  il  ne 
sero  pas  superflu  d'en  donner  ici  une  démonstra- 
tion synthétique. 

SoitHi  H  (fig.  64)  le  côté  de  la  trajectoire  que  le 
mobile  décrit  pendant  un  temps  r  infiniment  petit. 
Arrivé  au  point  H,  si  aucune  force  n'agissait  sur  ce 
mobile,  il  décrirait,  dans  un  autre  temps  r,  une 
partie  Mm  du  prolongement  HT  de  Hi  M,  égale  à 
Ml  H;  mais,  à  cause  de  la  force  à  laquelle  il  est  sou- 
mis, il  se  transporte,  dans  ce  second  instant,  en 
un  autre  point  M'.  Soit  MR  la  direction  de  cette 
force  au  point  M;  pendant  le  temps  r,  on  pourra 
supposer  quelle  reste  parallèle  à  elle-même,  et 
alors  si  l'on  tire  la  droite  mH' ,  elle  sera  parallèle 
à  HK  (n»  148).  Or ,  si  C  est  le  centre  fixe  autour 
duquel  le  rayon  vecteur  CH  décrit  des  aires  pro- 
portionnelles au  temps ,  les  triangles  Hs  CM  et 
MCH',  qui  sont  les  aires  décrites  dans  deux  instans 
égaux,  seront  équivalons;  mais  les  triangles Hi  CM 
et  MCiN  le  sont  aussi ,  puisqu'ils  ont  leurs  sommets 
au  même  point  C,  et  leurs  bases  Mi  M  et  Mm  égales 
et  sur  une  mémo  droite;  les  triangles  MGm  et 
ICM'  sont  done  équivalens  ;  et  comme  ils  ont  une 


même  base  MC ,  il  fant  que  la  droite  mM'  qui  joint 
leurs  sommets,  soit  parallèle  à  cette  base;  par  con- 
séquent, la  droite  MS.,  parallèle  à  mM',  coïncide 
aveo  MC.  Donc ,  en  chaque  point  M  de  la  trajec- 
toire, la  direction  MK  de  la  force  sera  celle  du 
rayon  vecteur  MC  ;  œ  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer. 

Réciproquement,  si  la  force  qni  agit  sor  le  mo- 
bile, au  point  quelconque  M,  est  dirigée  suivant 
MC,  la  droite  mM'  sera  parallèle  à  ce  rayon  vecteur, 
les  deux  triangles  M'CM  et  MCm  seront  équivalens , 
et,  par  conséquent  aussi,  les  deux  triangles  M'CM 
et  Ml  CM.  Les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur 
autour  du  point  C,  en  deux  instans  consécutifs  et 
égaux,  étant  égales,  et  cela  ayant  lieu  dans  toute 
rétendue  de  la  trajectoire ,  si  la  force  qui  agit  sur 
le  mobile  est  constamment  dirigée  ven  ce  point,  il 
s'ensuit  que  les  aires  décrites  en  temps  égaux  se- 
ront égales,  et,  en  des  temps  quelconques,  propor- 
tionnelles à  ces  temps. 

226.  Soit,  comme  dans  le  n«  218,  M  la  position 
de  la  planète  au  bout  du  temps  I  (fig.  62).  Conser- 
vons toutes  les  notations  de  ce  numéro ,  de  sorte 
que  r  et  •  soient  le  rayon  vecteur  OM  et  Tangle 
MOB;  désignons,  en  outre,  par  s  et  y  les  deux 
coordonnées  rectangulaires  OP  et  PM,  rapportées  k 
des  axes  Os  et  Oy ,  dont  le  premier  passe  par  le 
périhélie  Bj  nous  aurons 

g  =3  r  cot  • ,  y  =  r  sin  • ,  #•  -{•  y>  =s  r*  . 

Soit  aussi  R  la  force  accélératrice,  inconnue  en 
grandeur,  qui  agit  sur  la  planète.  Cette  force  est 
dirigée,  comme  on  vient  de  le  voir,  suivant  le 
rayon  vecteur,  et  elle  agit  du  point  M  vers  le 
point  U,  à  cause  que  la  trajectoire  tourne  sa  conca» 
vite  du  côté  du  soleil;  les  cosinus  des  angles  qu'elle 

fait  avec  les  prolongemens  de  s  ety  sont  donc  —  — 

y  r 

et  —  *-;  par  conséquent  les  équations  du  mou- 

r 

vement  seront 

d*s  f        d>  y  y 

7-  =  -R-.,        -=-R-.     (l) 
di»  r        di*  r 

En  oppelant  toojoura  e  la  vitesse  eu  point  M, 
nous  aurons 

dx*       dy 

••=-  +  -, 
di»       di* 

et,  en  différentiant, 

1  d*  X  ch  y 

—  d.  e«=    —  ds  ^  —    dy; 


dt* 


di* 


par  conséquent,  si  Ton  ajoute  les  équations  (1) 
après  les  avoir  mnltipliées  par  dxeidy,et  si  l'on 
observe  que  sds+  ydy  s  rdlr,  il  en  r^ultera 


i 

—  d,  9*  :=-.  —  Rrfr. 
2 


DTRAUQUI,  PRUniRl  FAKTU. 


181 


dant  lo  oMmvefliMit  elliptique,  on  •  (■•  288) 


Z/é        ié 

r         a 

en  feiMnt 

on  aura  donc 

r» 

ce  qui  montre  que  la  force  qui  agît  lur  chaque  pla-^ 
nète  auit  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
su  centre  du  soleil. 

La  grandeur  de  cette  force  est  ^  à  l'unité  de 
distance  ;  soit  ft,'  ce  qu'elle  devient  pour  une  autre 
planète,  dont  le  demi-grand  axe  et  le  temps  de 
la  révolution  seront  représentés  par  a'  et  T'  ;  on 
aura  de  mémo 


#•'  = 


4w*  t^i 


Qr,  d'après  la  troisième  loi  de  lépler,  on  a 
d'oà  il  résulte 


a'9 


r . 


—  =  —  ,  I*  =s  f«'  i 

T«        T'« 

par  eonséqueni,  &  Funité  de  distance,  et,  générale* 
ment,  à  la  même  distance  du  soleil ,  la  force  accé- 
lératrice R  est  la  même  pour  deux  planètes  diflë- 
ventea» 

La  force  motrice  de  ebaque  planète  est  donc 
indépendante  de  sa  nature  particulière ,  et  propor- 
tionnelle à  sa  masse  comme  les  poids  à  la  surface 
de  la  terre.  Elle  varie  d'une  planète  &  une  autre 
suivant  la  même  loi  que  d'une  position  à  une  autre 
de  la  mémo  planète;  et  si  deux  planètes  étaient 
situées  à  la  même  distance  du  soleil  et  abandon- 
nées à  elles-mêmes,  sans  vitesse  initiale,  elles  tom- 
beraient d'un  même  mouvement  vers  cet  astre,  et 
l'atteindraient  dans  le  même  intervalle  de  temps. 

Ainsi,  les  trois  lois  de  Kepler  nous  font  con- 
aaftre  complètement  la  force  qui  retient  les  planètes 
dans  leurs  orbites  :  la  loi  des  aires  proportion* 
nellcs  au  temps  nous  fait  voir  que  cette  force 
cet  eonttamment  dirigée  vers  le  centre  du  soleil  ; 
celle  du  mouvement  elliptique,  ou  l'expression  de 
la  vitesse  qui  se  déduit  do  cette  loi  et  de  la  précé- 
dente, nous  montre  que  son  intensité  varie ,  pour 
une  même  planète,  en  raison  inverse  du  cirré  des 
dbtances  au  soleil  ;  enfin ,  nous  concluons  de  la 
l<n  des  carrés  des  temps  des  révolutions  propor- 
tionnels aux  cubes  des  grands  axes,  qu'à  égalité  de 
distance  eu  centre  de  oet  astre,  l'intensité  de  la 
force  metrioe  est  proportionnelle  aux  masses  de 


chaque  planète,  et  indépendante  de  sa  aellife  par- 

ticnlière. 

886.  Nevrton  a  étendu  aux  oomètee,  dans  leur 
mouvement  autour  du  tolell  ,et  aux  satellites 
autour  de  leurs  planètes  respectives,  les  lois  de 
Kepler  et  les  oonséquences  qui  s'en  déduisent 
relativement  à  la  forée  qui  agit  siur  ces  mobiles. 

Les  comètes,  dans  leur  mouvement,  ne  diffèrent 
des  planètes  qu'en  ce  cpi'elles  ne  sont  pas  con- 
stamment visibles ,  à  raison  de  l'éloignement  de 
leurs  aphélies  ;  ce  qui  rend  très  difficile  la  détermi- 
nation de  leurs  orbites.  Néanmoins,  il  y  a  mainte- 
nant trois  comètes  dont  on  connaît  les  orbites  et 
les  temps  de  leurs  révolutions,  presque  aussi  exac- 
tement que  pour  les  planètes.  A  l'égard  des  autres 
comètes ,  on  calcule  leur  mouvement  par  approxi- 
mation, en  prenant  pour  la  trajectoire,  dans  la 
petite  étendue  où  chaque  comète  est  visible,  une 
parabole  dont  le  foyer  est  au  centre  du  soleil, 
et  supposant  toujours  les  aires  décrites  par  le 
rayon  vecteur  autour  de  ce  point ,  proportionnelles 
an  temps  pour  chaque  comète.  Ce  cas  est  compris 
dans  les  formules  précédentes  du  mouvement  el- 
liptique, en  y  faisant 


a  =z  CD 


(!-•)  =  h 


h  désignant  la  distance  périhélie  OB,  qui  est  une 
quantité  finie. 

Les  niasses  des  comètes  sont  très  petites  par 
rapport  à  celles  des  planètes  et  paraissent  d'une 
tout  autre  nature.  En  vertu  de  la  troisième  loi 
de  Kepler,  les  forces  motrices  de  deux  comètes,  ou 
d'une  comète  et  d'une  planète,  à  la  même  distance 
du  soleil,  sont  entre  elles  comme  leurs  masses  res- 
pectives, et  leurs  forces  accélératrices  sont  égales^ 
il  en  est  de  même  à  l'égard  de  plusieurs  satellites 
(Tune  même  planète,  mais  non  pas  relativement 
aux  satellites  de  deux  planètes  différentes,  on  &  un 
satellite  et  nue  planète;  car  la  loi  des  oarrés  du 
temps  des  révolutions  proportionnels  aux  onbes 
des  grands  axes  n'a  lieu  que  pour  les  oorps  qui 
tournent  autour  d'un  même  centre;  nous  ferons 
connaître  par  la  suite  le  rapport  qui  existe  entre 
les  forces  motrices  de  deux  satellites  appartenant  & 
des  planètes  différentes,  et  entre  cellea  d'une  pla- 
nète et  d'un  satellite. 

Ajoutons  encore  que  dans  ces  derniers  temps  on 
a  étendu  les  lois  du  mouvement  elliptique  eus 
étoiles  doubles,  dans  lesquelles  un  mouvement 
révolutif  de  l'une  des  étoiles  autour  de  l'autre 
a  été  reconnu,  et  que  leurs  positions  relatives, 
calculées  d'après  ces  lois ,  se  sont  accordées  aussi 
bien  qu'on  pouvait  l'espérer  avec  leurs  positions 
observées. 

887.  Examinons  actuellement  les  altérations  que 
la  résistance  d'un  éther  très  rare  répandu  autour 
du  soleil,  produirait  dans  le  mouvement  elliptique 
des  planètes.  Leur  non  sphéricité  parfaite  et  le 
frottement  du  fluide  contre  leur  surface,  peur- 
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raient  faire  sortir  lo  œntre  de  grmvlté  do  plan 
de  son  orbite  :  on  fera  abstraction  de  ces  deux 
oirconstances ,  et  il  no  s'agira  que  de  former 
les  équations  du  montenent  de  ce  point,  en  ayant 
égard,  à  la  fois,  à  la  force  centrale  en  raison  in- 
verse dn  carré  de  la  distance ,  et  à  une  force  tan- 
gentiello  provenant  de  la  résistance  do  milieu 

Je  supposerai,  comme  dans  le  mouTcment  des 
projectiles  dans  Tair,  celte  résistance  proportion- 
nelle an  carré  de  la  Titesse ,  à  la  densité  du  milieu 
et  à  la  surface  de  chaque  planète  ;  la  force  accélé- 
ratrice qui  en  résultera  sera ,  en  outre ,  en  raison 
inverse  de  la  masse  du  mobile  ;  je  la  représenterai 

de» 
par  f  —  ,  en  désignant  par  da  Télément  de  la  tra- 

di* 

jectoire ,  et  par  f  un  coefficient  très  petit  et  pro- 
portionnel pour  une  même  planète,  à  la  densité  du 


milieu.  En  obsenrant  que  cette  force  agit  en  sens 
contraire  de  la  Titesse  dn  mobile,  et  représentant 
toujours  la'  force  principale  dirigée  vers  le  centre 

du  soleil ,  par  fi  à  Tunité  de  distance  et  par  —  à  la 

r* 

distance  r,  les  équations  (l)  dcTront  être  rem- 
placées par  celles-ci  : 


d*s        fàx 

dtt         r»    "" 

d»y        ttif 

-   +-  = 
di*         fS 


dt    â»  -^ 
'  di     di'l 


(«) 


En  employant  les  coordonnées  polaires ,  on  en 
déduit,  sans  difficulté,  ces  autres  équations 


d  {dr^  +  r«  det  )        *  ^    * 2p  (df-«  +  r*  dt*  )     ' 

dP  r  ""  5?  *•'  \     (3) 

d.  r«  dl  =s  —  f  r*  dlds , 


qui  en  sont  une  transformatioii. 

828.  Lorsqu^on  néglige  leurs  seconds  membres, 
les  équations  (8)  se  réduisent  à 


d^M  /AS 

dl*         r» 


0.      -  +  -  =  0,   (4) 
di*         H 


et  les  équations  (3)  à  celles-ci  : 

rf(dr»  +  fdl>)_^  !•  d.  -  =  0,  d.  r»  dl=0.  (6) 
di»  r 

On  satisfait  è  ces  équations  (6)  au  moyen  des  for- 
mules {a),  (6),  (c),  du  n»  220  ;  ces  formules  n^n 
sont  pas  les  intégrales  complètes,  parce  qo^elles  ne 
contiennent  que  deux  constantes  arbitraires  a  et  s; 
mais  si  Ton  fait  attention  que  les  équations  (5)  ne 
renferment  pas  explicitement  les  Tariabics  0  et  i,  et 
qu^elles  contiennent  seulement  leur  différentielles 
de  et  dt,  on  en  conclut  que  les  formules  du  numéro 
cité  devront  encore  satisfaire  à  ces  équations,  en 
ajoutant  des  constantes  quelconques  ktei  t.De  cette 
manière,  les  intégrales  complètes  des  équations  (6), 
et,  par  conséquent,  des  équations  (4),  seront  expri- 
mées par  ce  système  de  formules  : 

r  =  a  (l  —  s  cos  «), 
»<+•  —  «SSII— esin  u, 


tang 


f{.-.)=|/15 


Ung-  «  ; 


•W 


a,  e,  c,  »,  étant  les  quatre  constantes  arbitraires , 
et  N  une  constante  liée  à  a  par  Téqualion 

a*  n»  =  ft , 

2»  4n*  a' 

qui  résulte  de  --. = »,— —  =  a,  par  Téliminatoin  * 


de  T. 


T« 


Le  séro  de  la  variable  ti  répondra  toujours  à 
la  plus  petite  valeur  de  r,  ou  an  ]>érihélie  B 
(fig.  62).  Pour  II  =  0 ,  on  aura  •  =:  m  ;  de  sorte 
que  I  représentera  maintenant  Tangle  MOE,  compté 
&  partir  d'une  droite  0£ ,  qui  fait  un  angle  BOS 
=  §*,  avec  OB.  La  valeur  de  0  en  série  sera  de 
la  forme 

•  =:  m  +  I  +  •,  , 

en  désignant  pas  li  sa  partie  périodique,  ordon- 
née suivant  les  sinus  des  multiples  croissans  de 
nf-f-  i^M.  Cet  angle  t  sera  la  longitude  vraie  de  la 
planète  dans  le  plan  de  son  orbite,  au  bout  du 
temps  i  quelconque;  «<  •4-  i  exprimera 'sa  lon- 
gitude moyenne  au  même  instant ,  1  sa  longitude 
moyenne  à  Tépoque  d^où  Ton  compte  le  temps  i, 
et  «  la  longitude  de  son  périhélie. 

229.  Cela  posé,  quand  on  connaît  les  intégrales 
complètes  d'un  système  d^équations  différentielles 
comme  les  équations  (4),  on  en  déduit  les  inté- 
grales d^un  autre  système  d*équations  différen- 
tielles telles  que  les  équations  (2),  qui  ne  diffèrent 
des  premières  que  par  de  très  petits  termes,  an 
moyen  d^une  méthode  dont  les  géomètres  ont  fait 
les  plus  heureuses  applications  à  la  Méoamqmê  oé- 
leëtê,  et  que  je  vais  exposer  à  Toccasion  du  pro- 
blème qui  nous  occupe. 

Les  valeurs  de  x  et  y,  qui  satisfont  aux  équations 
(4),  sont  de  la  forme  : 

/*  et  F  indiquant  des  fonctions  données*  Pour  que 
ces  valeurs  satisfassent  encore  aux  équations  (4), 
j'y  considère  n,  e,  1,  m,  comme  de  nouvelles  varia- 
bles qu*il  s'agira  de  déterminer.  Hais  ces  incon- 
nues étant  au  nombre  do  quatre,  et  les  équations 
(2)  seulement  au  nombre  de  deux  1  je  peux  prendre 
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à  volonté  deui  équations  auiiliaires;  et  Ja  fais, 
en  conséqaenoe, 

^  àf  if  if 

—  dB  +  — is  +  — A  +  — A.=:0, 


df  d¥  dF         dF 

da  de  d*  dm 


(*) 


on ,  autrement  dit,  j'égale  à  xéro  les  parties  de  ds 


et  dy,  protenant  des  Tariatîons  de  a^  a^  i,  ». 

djf     df 
De  cette  manière,  les  Taleuri  complètes  de  —  et  — 

di      dt 
sont  simplement 

da        df       dy        df 

di         di'      di"  de 

En  différentiant  de  nouteau,  on  a 


rf'jr^  d^f  d^fda  d*fdê  d*  f  d%  d*  f  dm 

dt»         di*  dtda  dt  didê  di  dkh^  dïZ  di  ' 

<!•  y  ^  d»  F  d'fda        d»  f  de  d»  f  di  d*f  dm 

di*          df  dtda  di         didê  di  didê  di  ^Mm  Ti 


Or,  par  hypothèse,  les  Taleurs  précédentes  de 
JT  at  y  satisfont  aux  équations  (4) ,  en  y  regardant  a, 
'»  *i  •»  comme  des  constantes  arbitraires,  on  a  donc 
d*  f        iàM  d*f        fiy 

-   +  --  =  0,       -+-  =  0; 

df  r*  di*         r* 


par  conséquent,  si  Ton  substitue  les  Taleurs  corn- 

di*  s      d*  y 
plètes  de  —  et  ^  dans  les  équations  (a),   on 


aura 


d*f  d»f  d*f  d*f 

da  +  -^dê  + de  -1 dm  = 

dtda  didê  dtdt  dtdm 

i>  F  d*f  d*f  d*f 

da  ^ de  H di  H dm  = 

dtd9  dtdi  dtdm 


dtda 


at  ee  système  des  quatre  équations  (&}  et  (o) 
fcrrira  à  déterminer  a,  a,  •,  «,  en  fonctions  de  t. 

230.  Cette  substitution  de  quatre  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre,  aui  deux  équations  (2), 
qui  sont  du  second  ordre,  n^aurait,  en  général,  au- 
cun aTantage.  Hais  les  Taleurs  de  da,  de,  d%,  dm^ 
qu'on  lire  des  équations  (5)  et  (e),  auront  pour  fac- 
teur le  coefficient  p  de  la  résistance,  qui  est  une 
1res  petite  quantité;  les  parties  Tariables  de  a,  e, 
1,  »,  seront  donc  aussi  très  petites  ;  et  si  Ton  né- 
glige le  carré  de  p ,  on  pourra  considérer  a,  e,  i,  m, 
comme  des  constantes,  dans  les  expressions  de  da, 
i»,  dt,  dm  ;  ce  qui  réduira  aux  quadratures  le  calcul 
ées  pmrties  Tariables  de  a,  a,  i,  m.  Par  la  méthode 
des  approximations  successives,  on  obtiendra  ainsi 
des  Talenrs  dé  ces  quantités,  ordonnées  suiTsnt  les 
puissances  de  p  et  aussi  exactes  que  Ton  Toudra  ; 
nous  nous  arrêterons  à  la  première  puissance  de  p. 

Les  équations  (a),  après  qu'on  y  aura  substitué 
les  Talenrs  Tariables  de  a,  $,  •,  »,  feront  connaître, 
comme  dans  le  cas  du  mouTcraent  elliptique,  les 
Taleurs  de  r  et  •  en  fonctions  du  temps.  La  trajec- 
toire sera  encore  une  ellipse,  mais  dont  les  élémens 
varieront  continuellement.  Si  Ton  suppose  que 
Ton  construise  à  chaque  instant  rdlipse  constante 
qui  répond  aux  Taleura  des  élémens  à  ce  même 
iestant,  lea  ordonnées  «  et  y,  et  leurs  différentielles 
dMtidjf,  seront  communes ,  en  Tertu  des  équa- 
tions (6),  à  cette  ellipse  et  à  la  trajectoire,  qui  sera, 
par  coméquent ,  la  courbe  de  contact  de  toutes  les 


de  dM 

-  P dt, 

dt  di 

ds  dy 

—  P A; 

di    dt 


w 


ellipses  constantes.  Par  la  même  raison ,  la  vitesse 
du  mobile  et  ses  composantes  auront  les  mêmes 
expressions,  et  seront  déterminées  par  les  for- 
mules (d)  du  no  222,  dans  le  mouTcment  ellip- 
tique et  dans  le  mouTement  altéré  par  la  résis- 
tance du  milieu. 
231 .  Observons  qu^on  a  identiquement 

ni  =fndi  +ftdmi 

en  comprenant  fidn  dans  rinconnne  c,  on  pourra 
donc  écrire  ainsi  : 

fndt  •4-  •  —  «  :=  «  —  a  sin  « ,    (d) 

la  seconde  équation  (a).  Alors,  en  même  tempfl 
qu'on  changera,  dans  les  équationa  du  mouToment 
elliptique,  les  constantes  a,  e,  i,  »,  dans  leurs 
Taleurs  Tariables,  il  y  faudra  remplacer  ni  par  l'in- 
tégrale fndt,  que  nous  supposerons  nulle  quand 
I  =  0.  La  quantité  fi  qu'elle  renferme  se  déduira 
de  a,  au  moyen  de  la  formule 


n  = 


k' 


—   y  M 


1/ 


donnée  par  l'équation  a*  n*  =  /a  du  n«  228.  Cette 
intégrale /fid^  exprimera  le  moyen  mouTcmentde 
la  planète  (n«  219),  altéré  par  la  résistance  du 
milieu;  et,  de  cette  manière,  la  différentielle  du 
moyen  mourement  sera  ndi ,  dana  le  mouTement 
troublé  comme  dans  te  mouvement  elliptique. 
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TKAlTi  Dl  afCAinQUl. 


An  périliéUef  Vangle  0  —  •  est  égal  à  léro  ou  à 
un  multiple  do  360»  ;  en  Tertu  de  la  première  équa- 
tion (a),  il  en  sera  de  même  à  Tégard  de  Tangle  «  ; 
donc  I  pendant  fintenralle  de  temps  compris  entre 
deni  passages  consécutifs  de  la  planète  à  son  péri- 
hélie, la  quantité/fuil -{-•—•  augmentera  de  360«; 
ce  qui  serTÎra  à  déterminer  cet  intervalle ,  quand 
on  connaîtra  n,  •,  «  en  fonctions  de  t.  Le  temps  de 
la  révolution ,  ou  rinterTsUe  compris  entre  deoi 
retours  consécutifs  de  la  planète  an  même  point 
fise ,  sera  celui  qui  répondra  à  un  pareil  accroisse- 
ment de  sa  longitude  Traie  6. 

S32.  Nous  pouvons  remplacer  les  équations  (ê) 
et  (c)  par  d^autres  équations  équivalentes  |  des- 
quelles il  sera  plus  facile  de  déduire  les  valeurs 
de  da,  de,  d%,  dm. 

Pour  cela,  observons  que  si  une  équation  quel- 
conque 

f  (ni,  r,  1,  o,  •,  t,  t.)  =  0, 

a  lieu  dans  le  mouvement  elliptique,  elle  subsistera 
encore  dans  le  mouvement  altéré  par  la  résistance 
du  milieu,  en  y  regardant  a,  e,  c,  m,  comme  des 
variables  déterminées  par  les  équations  (è)  et  (c), 
etymettant/mf!  à  la  place  de  ni.  La  différentielle 
de  la  fonction  p  sera  donc  nulle,  soit  qu'on  la 
prenne,  dans  le  premier  cas,  par  rapport  à  ni,  r,  6  ; 
soit  qu^on  la  prenne ,  dans  le  second  cas,  par  rap- 
port à  fndi,  r,  6,  a  ;  i,  m;  or,  r  et  •  étant  des 
fonctions  de  m  et  y^  leurs  différentielles  sont  les 
mêmes  dans  les  deux  cas ,  en  vertu  des  équa- 
tions (ft);  par  conséquent,  en  supprimant, 
dans  la   différentielle  complète  de  f ,  la  partie 


M  d^         é^ 

<*  if.nl  4*  —  «f^  ^  ~~  ^'i  9^'  ^^  séparément  nulleii 
djil  <ir  dl 

on  aura 

di^  di^  è^  di^ 

^  da-\ de  -{^  ^  d%'\ ^s=0. 

da  d»  d%  dm 

Cela  posé,  après  avoir  mis  dans  Téquation  (2) 
du  n»  ftl8,  •  —  M  à  la  place  de  %,  on  en  déduit 

r  +  r»  coa  (•  —  #)  =  o  (l  —  ••  )  5 

en différentiant,  comme  il  vient  d^être  dit,  on  ama 
donc 

r  cos  I  d.  tf  oos  «-(-r  sin  •  d.  tf  sin  i*=d.a(l— ••  }.  (tf) 

Je  différentie  de  même  la  première  équation  (n)  et 
réquation  (d);  ce  qui  donne 

(1  —  tf  cos  «]  da  —  a  cos  «ds  -f-  ne  sin  «du  ==  0, 
dt  —  d»  -l"  >>°  *^  —  (1  ^  a  cos  ti)  dii  =  0 , 

en  considérant  ii  comme  une  fonction  de  a,  %,  t,  •. 
JTélimine  du  entre  ces  deux  équations;  il  vient 


(1— «cos  «)id0+a( 

Hais,  en  mettant  dans  les  formules 


•)=0. 


C0S1I=: 


1 — tang»  ^^ 
1-fUng*  lu 


sm  «  = 


Btang  ^M 
14-tang«  Lu 


à  la  place  de  tang  1/3  «  sa  valeur  donnée  par 
la  troisième  équation  (a),  on  a 


cos  u  =s 


a  -^  cos  (<  —  m) 
1  -)-  a  cos  (I  —  m) 


sin  «  = 


_l/(i-,.  )«i„  («--jO  . 


1  -|-  a  cos  (•  — -  •) 


an  moyen  de  quoi  Téquation  précédente  devient 


ri  —  a")  do  fl*  «»"  C  —  •) 

^i  ;  "^  — acos(l—  .)da+  ,  ^  (di  -  d.)  =  0.         (/) 


l^tf  cos(l  — •) 


1/     l  -  a- 


Ce  que  nous  disons  relativement  à  Téquation 
e  =  0 ,  s^applique  également  au  cas  où  la  fonction 
e  renferme  les  différentielles  premières  de  r  et  #. 
Ainsi,  Ton  a,  dans  le  mouvement  elliptique. 


di^  -i^  T^  dti 
dS 


8/« 


t^  d%  =  l//*a(l  —  a»  )dty 


en  mettant  (/^/m  au  lieu  de  a*  n  dans  la  valeur  de 
r*  dl  du  n»  220  :  or,  les  différentielles  dr  et  dl, 
ainsi  que  r  et  I,  restant  les  mêmes  lorsque  a,  a,  t,  •, 
deviennent  variables,  il  s'ensuit  qae  œs  deux  équa- 
tions mibaisteront  encore  dans  cette  hypothèse; 


cela  étant,  en  comparant  leurs  différentielles  com- 
plètes aux  équations  (S)  du  n»  828|  on  en  con- 
clut 


1  ,2  1. 

d.  -  =2p    ( )  da, 

a  \r  o/ 


(9) 


d.  j/o(l— a«  )  =  —  p  J/«  (1  — •■  ;*• 


Haintenant,  on  tirera  facilement  des  quatre 
équations  (a),  (/),  [3),  les  valeurs  de  do^  dt,  Â,  d» , 
en  y  mettant  pour  r  sa  valeur,  savoir, 

o  (  l  —  a»  ) 

r  =  T  , 

1  4~  'co>  (^  '"'  *} 
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•fin  de  les  exprimer  en  fonctions  de  Tangle  •  seulement,  on  troaye 


da  = 
«d«*  = 


2fa 


-  -j^^.   [l  +  2e  cos  (•  -  ^)  +  e.  ]  (ir,      • 

:  —   if  8in  (•  —  u)da^ 
^    8fe  lin  (0  -^  o)  [|/i  —  ^i  —  e«  —  e  cos  Ç  —  <»)] 
[l  +  e  cos  (•—•.)]  (l+|/l  — e.) 


W 


U  ?  ileur  4e  dit  qu^on  defin  tobetituer  dans  ces 
fommleei  att 

s   /         d^ 
^  =  K      rt  +  —  d«  ; 

d«» 


et  ea  y  enbstitnant  celle  de  r,  elle  devient 


dff  = 


[1  + s  cos  (•  —  »)]> 


de. 


On  intégrera  les  seconds  membres  des  équations 
(&)j  en  y  considérant  a,  s,  •,  #,  comme  des  oon- 
itantea,  ainsi  quUl  a  été  dit  précédemment;  et 
quand  le  coefficient  p  sera  donné  en  fonction  de  r, 
et  conséquemment  de  I ,  on  en  déduira ,  par  la 
méthode  des  quadratures  ou  par  la  réduction  en 
série,  les  valeurs  variables  de  a,  e,  •,  m,  qui  deTront 
être  substituées  dans  les  équattoos  du  mouvement 
elliptique. 

233.  Si  rezcentricité  §  est  une  très  petite  frac- 
tion, les  formules  (À),  réduites  à  leur  partie  prin- 
cipale, deviendront 

da=— 2pa«dt,    is  =  —  2pacos(9  —  M)d9, 
êim  =  •—  2pa  siD(6— i»)  dl,  <li  =  2paa  sin  (•— •]d0  ; 

et  Ton  y  pourra  considérer  le  coefficient  p  comme 
eoQstant.  En  intégrant  et  désignant  par  la,  I», 
J«,  ISy  les  parties  variables  de  a,  e«  i,  «,  on  aura 
donc 

^a  =  ^  2pa«  6, 
X  •  =  —  2pa  sin  (•  —  •) , 
9fm  ==  2pa  cos  (•  —  m)  , 
!•  =  —  2paa  cos  (• —  •). 

Si  Ton  exprime  par  in  la  partie  correspondante 
de  «,  ou  de  ■         ,  de  sorte  qu'on  ait 

31/7 


inz=z^ 


2o«  [/\ 


il  eo  résultera 


lis  r=  Spont. 

On  voit  donc  que  Teffet  de  la  résistance  d^un 
milieu  très  rare  sur  le  mouvement  d*nne  planète 
très  peu  excentrique,  serait  de  faire  décroître 
indéfiniment  le  grand  axe ,  d'augmenter  de  même 


la  vitesse  angulaire  n,  et  de  produire  dans  ebacune 
des  trois  quantités  §,  •,  «,  une  inégalité  dont  la 
période  est  la  même  que  la  réyolution  de  cette 
planète.  Non  seulement  le  mouvement  angulaire 
s'accélérerait  de  plus  en  plus,  mais  même  la  vi- 
tesse absolue;  car  elle  est  à  peu  près  égale  à  on;  son 
accroissement  est  donc  aJ^-f""^/  quantité  posi- 
tite  et  égale  à  pa*  «0. 
En  négligeant  tout-àfait  Texcentricité,  on  a 

r=^a,    %=:fndt+  •; 

si  donc  on  désigne  par  Ir  et  M,  les  partiee  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude  qui  proviennent 
de  la  résistance  du  milieu,  on  aura,  au  même  degré 
d'approximation , 

3 
*r  =  —  2pa*  «,    1«  =  —  pal*  . 

2 

En  vertu  de  cette  diminution  continuelle  du  rayon 
vecteur,  qui  s'élèverait  à  4vpa*  à  chaque  révolu- 
tion de  la  planète ,  elle  finirait  nécessairement  par 
atteindre  la  surface  du  soleil. 

Au  reste ,  s'il  existe  dans  .l'espace  un  éther  qui 
influe  sur  le  mouvement  des  astres,  c'est  sur  les 
comètes  que  cette  influence  peut  être  sensible, 
à  cause  de  la  petitesse  de  leur  masse,  et  parce 
que ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  le  cofficient  p 
est  en  raison  inverse  de  la  masse  du  mobile.  Et,  en 
effet,  on  n'a  reconnu  jusqu'à  présent  aucune  trace 
d'une  résistance  de  l'éther  dans  le  mouvement  des 
planètes  et  des  satellites  ;  mais  d'après  les  calculs 
de  H.  Enke,  cette  résistance  parait  influer  d'une 
manière  appréciable  sur  le  mouvement  de  la  co- 
mète récemment  découverte,  dont  la  révolutiou 
est  d'environ  1200  jours. 


$  m.  MâU99mênt  éPvn  pomi  matériel  êovmit  à  uns 

forcé  omiraie. 

234.  Le  problème  que  nous  allons  résoudre  est 
l'inverse  de  celui  du  paragfuphe  précédent  :  on  sup- 
posait alon  la  trajectoire  et  la  loi  du  mouvement 
données  par  l'observation ,  et  il  s'agissait  de  déter- 
miner en  grandeur  et  en  direction ,  la  force  & 
laquelle  ce  mouvement  était  dû  ;  maintenant,  on 
suppose  qu'une  foroe  constante  dirigée  ven  un 
centre  fixe,  et  donnée  en  fonction  de  la  distance 
du  mobile  à  ce  point,  est  appliquée  à  ce  mobile,  et 
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Ton  propose  dVn  concliire  la  trajectoire  et  la  loi 
du  mouToment. 

Cette  courbe  DHB  (fig.  55}  sera  comprise  dans 
le  plan  passant  par  le  centre  fixe  C,  et  par  la  direc- 
tion DÂ  de  la  vitesse  initiale.  Je  mène  dans  ce 
plan  et  par  le  point  C,  deux  axes  rectangulaires  Cx 
et  Cy,  dont  le  premier  passe  par  le  point  de  départ 
0  du  mobile,  et  qui  seront  les  axes  des  coordon- 
nées. An  bout  du  temps  t  y  compté  depuia  ce  dé- 
part, je  suppose  que  le  mobile  soit  en  H,  et  je 
désigne  par  dr  et  y  ses  coordonnées  CP  et  PH,  par  r 
son  rayon  Tecteur  CM,  et  par  R  sa  force  accéléra- 
trice ,  dirigée  de  H  Tcrs  C  et  donnée  en  fonction 
de  r  j  les  équations  du  mo^yement  seront 


dt*  r 


_'=  -  i  »;  (1) 
di*  r 


et  si  la  force  R  était  dirigée  suivant  le  prolon- 
gement de  CM,  il  suffirait  de  changer  les  signes  de 
leurs  seconds  membres. 

On  en  déduit  immédiatement  les  deux  intégrales 
premières 

dj«  +  dy* 
gdjf^--yds^=edi  ^  - 


dt* 


.=r-a/Rir+*, 


dans  lesquelles  &  et  o  sont  les  constantes  arbi- 
traires; et  si  Ton  appelle  9  Tangle  MCs^  de  sorte 
qu^on  ait 

«  =  rcosl,     y=rsiiil, 

ces  intégrales  deviendront 

dr«  4-  r*  da» 


r*  d0  =  edi  , 


dt* 


.=  -2/Rdr+ft;(2) 


d*où  Ton  déduira  des  valeurs  de  di  et  d0 ,  de  la 
forme 

dt  =  frdr,    de  =  Frdr, 

quHl  ne  s'agira  plus  que  d'intégrer  exactement 
ou  par  approximotion. 
£n  éliminant  dt  entre  les  équations  (2]  on  a 

1      » 


c" 


W/  +  .T  + 


2/R  A-  =  ft ,     (3) 


pour  Téquation  différentielle  de  la  trajectoire.  Si 
Ton  appelle  v  la  vitesse  du  mobile  ou  point  M, 
on  aura 

o>  =  6  —  2/Ri2r  ;         (4) 

et  en  représentant  par  ^  Tangle  que  sa  direction 
fait  avec  MC,  ses  compoyntes  seront 

dr  dl 

9  cos  1  = ,    r  sin  ^  =  r  — , 

dt  dt 


snivant  MC  et  suivant  ME  perpendioulaîre  à  ce 
rayon  vecteur. 

Les  deux  constantes  h  et  o,  et  celles  qui  seront 
introduites  par  riniégration  des  valeurs  dediei  d0, 
se  détermineront  d'après  la  position  et  la  vitesse 
initiales  du  mobile.  Pour  cela,  je  représenterai  par 
y  la  distance  initiale  CD,  par  •  Tangle  CDA  qui 
pourra  être  aigu  ou  obtus,  et  par  h  la  hauteur  due 
à  la  vitesse  initiale,  de  sorte  que  cette  vitesse 

soit  y1t$h,  en  appelant  y  la  gravité.  Si  Ton  snp- 
pose  que  Tintéçrale/Rdr,  qui  entre  dans  les  for- 
mules précédentes,  soit  nulle  quand  r=yy  <m  aura 
d'abord 

h  =  8jA, 

diaprés  la  valeur  de  v*  . .  En  vertu  de  Téquatioii 
rt  d0  =  odi,  la  valeur  de  v  sin  t  est  la  même  chose 

0 

que  -—  ;  par  conséquent,  nous  aurons 

r 


l/2yA 


sm 


Quant  aux  deux  autres  constantes  arbitraires,  on 
les  déterminera  de  manière  qu'on  oit  1=0  et 
r  =  ^  quand  t  =  0,  et  le  problème  sera  complète* 
ment  résolu. 

235.  Lorsque  la  force  R  est  proportionnelle  k  la 
dislance  r,  les  variables  «  et  y  sont  sé|>arées  dans 
les  équations  (1),  et  l'on  n'a  pas  besoin  de  recourir 
aux  coordonnées  polaires  et  aux  équations  (2). 

Soient,  en  effet,  k  la  valeur  de  R  qui  répond 
krz=zy^  et 

ht 
R  =  -, 

y 

sa  valeur  générale.  Les  équations  (1)  deviendront 


d*x  kx      d>y 

dt»  y        dt* 

et  leurs  intégrales  complètes  seront 


Ay 


=  A  cos  I  ]/     —    +  A' 

y 


sin 


y  =   B   cos 


«|/  -  +«• 


sin  t 


A,  A',  B,  B',  étant  les  quatre  constantes  arbitraires. 
Pour  les  déterminer  >  on  a ,  d'après  les  suppositions 
précédentes , 


'  =  >,  y  =  0,  —  =  -   l^2$h 

dt 


d9  ._   . 

cos  A,  —  =  y2gh  sin  «, 
dt 


dthahiqui,  PRmiRE  partii. 


la? 


quand  I  =3  0  ;  d*où  il  résulta 


=  y,     A'f/        i=- 


l/2jfc 


cos 


B 


=  0,    B'K      -  = 


l^Ssk 


Bin 


d,  ptr  conséquent , 


z=zy  (   coB  i  y^       — — .^      COS  «  sin  <  |/^       —   1 , 


y  =  y 


sin  «  sin  I 


Cet  formules  nous  montrent  cpie  les  réYolutions 
du  mobile  autour  du  point  C  seront  isochrones ,  et 


à»,l/L. 


Isor  dorée  commune  égale 
dédoit 

>  sm  «  sin  <  |/^        —  =  y  |X       — , 

y  2^ik 


y  sin  «  ces  I 


On  en 


«-  =  «  sin  «  4'  y  co'  *  i 


d*où  il  résulte. 


ky 


—  y*  -^  ( S  sin  «  4"  y  ^^*  m)*  =:  y*  sin*  • , 

pour  réquation  de  la  trajectoiroi  qui  est,  comme  on 
▼oit,  une  ellipse  dont  le  centre  est  au  point  C 
Pour  que  cette  ellipse  soit  un  cercle,  il  faut  qu*on 
ait  «  =  OQo  et  A^  =  2gh,  Dans  ce  cas  le  mou- 
tement  est  uniforme;  car,  diaprés  les  valeurs 
de  jr  et  y  ,  on  a 


ds      • 

—  =  —  U^yk  sin  < 

di 


ce  i{tti  donne  S/yh  pour  la  vitesse  «.  La  force  cen- 
tnle  R  et  la  force  centrifuge  —  sont  constantes  et 

y 

tootes  deui  égales  à  A. 

Si  la  force  R  est  répulsÎTO  au  lieu  d^étre  attrac- 
tive, comme  on  Ta  supposé,  il  faudra  changer 
len — h  dans  les  formules  précédentes,  La  tra- 
jsetoire  sera  alors  une  hyperbole,  et  le  mouvement 
ceuera  d'être  révolutif. 

296.  Prenons  actuellement  la  force  R  en  raison 
inverse  du  cube  des  distances,  et  représeulons-k 

*>» 


-,  -  =  Ky*COS<>/^       -; 


R  = 


r»  i 


h  étant  toujours  sa  valeur  au  point  D. 
Rons  aurons,  dans  cette  hypothèse , 


2fKdr  =  A>  (  l ) 


à  oause  que  l'intégrale  doit  s^évanouir  quand  r=s 


dt 


En  ayant  égard  ans  valeurs  de  b  et  e,  et  faisant 

1 
yd.-- 
>  r 


dt 


d^ 


r  d^ 

réquation  (S)  deviendra 

dM*        /  ky        ^  1  ky 

-  +  {1 )«-= . 

d^*       ^        2^Jksin>  «^  sin*  «      Zyhsiu»  m 

Le  coefficient  de  s*  pourra  être  positif  ou  négatif; 
je  fais  donc 


1  — 


=  ±  fi*i 


2gk  sin* 

d'où  il  résulte 

ds* 

—  ±  II*  «■  =  cot*  •  ±  «• , 

de* 

et,  par  conséquent, 
nd%  = 


nd» 


P^cot*  «  ±  fis  If  n*  s* 
Dans  le  cos  des  signes  supérieurs,  on  aura 


ni  =  aro  (    sin  =  ]  —  «rc  (   sin  =       .  J 

\  y/  coi*  »  4-  »•  /  ^  |/^cot*  •  4-  «*  / 
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«t,  dans  le  cas  des  signes  inférieurs , 


n  -^  coi  « 

en  obserrant  qu'on  ar=:yetsz=l  quand  1=0. 
De  la  première  Taleur  de  ii0,  on  tire 

m  =  coi  «  sin  fi6  4~  *  ^^^  "^* 

Le  maximum  de  m  ou  le  iRMMRtfm  de  r  répond  à 
la  valeur  de  0,  tirée  de  Téquation  dM  =  0,  ou 

1 
tang  nt  =  —  cot  • , 
n 

pour  laquelle  on  aura 

a  =  —  =  |/^      1  ^  _  eot*  «. 
r  n» 

An  delà  de  cette  Taleur  de  I ,  le  mobile  s^éloîgneni 
indéfiniment  du  point  C,  et  son  rayon  tceteur  t 
sera  infini,  pour  la  plus  petite  Taleur  de  %  tiré 
de  Téquatioii  s  =  0,  ou 

tang  M  =  —  M  tang  «; 

Taleur  que  %  ne  pourra  atteindre  qu^après  un  temps 

infini.  In  mettant  à  la  place  de  r^  la  Taleur  de  — 

s 

dans  la  première  équation  (2),  on  en  déduira  sans 
difficulté,  t  en  fonction  de  I. 

Dans  le  cas  de  la  Taleur  logarithmique  de  ni,  on 
aura,  en  passant  aux  nombres  et  désignant  par  a  la 
base  des  logarithmes  népériens , 

«s  +  |/cot«  •— n"  +  »«  s»  =(«+  cot  «)  a^'; 
d'où  Tou  tire 

y        \  n%       \  —  n« 

s=— = — (ii+cot>i)a    +— (»—•  col«)a      j 
r       2f»  Su 

ce  qui  montre  que  r  diminuera  indéfiniment,  en 
.  sorte  que  le  mobile  décrira  une  spirale  autour  du 
point  C,  et  atteindra  ce  point  après  un  nombre 
infini  de  réTolutions. 
Si  Ton  fait  «  =:  OO»,  pour  simplifier,  on  aura 


r  = 


8» 


ni        —  ni  ' 


pour  Téquation  de  cette  spirale.  La  première  équa- 
tion (2)  deTient 

4>  <il 


|/2^*  d*  = 


et,  en  intégrant,  on  a 


ni  l/^gh  = 


f  »•        — nt\t  ' 

\ê       —  e         ) 


237.  Pour  dernier  exemple,  supposons,  comme 
dans  la  nature,  la  force  R  en  raison  inTerse  du 
carré  des  distances;  de  sorte  qu'on  oit 

R  =  -  ,       J'f^dr  =  »^  (  l  -  1  V 

k  étant  Tintensité  de  cette  force  au  point  D,  pour 
lequel  Tintégrole  est  supposée  nulle. 
Si  Ton  fait 


-  =  p,  Zky^h=zQ, 

r 
l'équation  (8)  de  la  trajectoire  dcTiendra 
dpi 


c«  —  =  2ky*  p— c«  p»  —  Cj 
dl> 


d*on  Ton  tire 


d^  =s 


edf 


En  intégrant  et  désignant  par  t*  la  constante  arbi- 
traire, on  aura  donc 


(«>■  —  c*  p        \ 
COS  =S:   —  ) 

|/Ai  ^4  —  c»  c  / 

ce  qui  donne 


ky*  r=zo*  —  rl/k*  y*  — c«  Ccos(l  —  •),  {«) 

en  mettant  »  -{"  *  *  ^^  place  de  t* ,  afin  que  i>  soit 
la  valeur  de  •  qui  répond  à  la  plus  petite  Tslenr 
der^  c'est-à-dire,  au  point  de  la  trajectoire  où 
le  mobile  est  le  plus  rapproché  de  C, 

Pour  en  déduire  Téquation  de  cette  courbe  en 
coordonnées  rectangulaires,  je  fais 

s'  =  r  cos  (  •  —  •  ),    y'  =  r  sin  (  •  —  «•  )j 

â^  et  y'  seront  les  coordonnées  du  mobile  rappor- 
tées à  des  axes  Cs'  et  Cy',  tels  qo«  Ton  ail  »'Cg 
=  •  ;  od  aura 

âp*»  +  y*»  ss  r«  ; 

et  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  Téqua- 
tion  (a)  de  la  trajectoire,  elle.deviendra 


k*  yi  y't  +Cc«  jr'«  =  c4  —2c»  s'  [/k*  yi  -.c»C. 

Or,  sous  cette  forme,  on  Toit  qu'elle  appartient  à 
une  section  conique,  qui  sera  une  ellipse,  une 
parabole  ou  une  hyperbole,  selon  que  la  constante 
C  sera  positive,  nulle  ou  négative.  On  voit  aussi 
que,  dans  tous  les  cas ,  le  point  C  sera  un  foyer  de 
cette  courbe;  car,  d'après  Téquation  (a),  le  rayon 
Tecteur  r  est  une  fonction  linéaire  de  Tabcisses'; 
ce  qui  n'a  lieu ,  dans  les  trois  sefctious  coniques  , 
que  quand  Porigine  des  coordonnées  est  un  de 
leurs  foyers. 
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A  cAiise  d«  (  =r  Pgk,  on  onrn 

C  =  2*^  —  2yh', 

il  sVnsnît  donc  que  le  signe  de  C,  et,  par  con- 
téqoent,  la  natiire  de  la  section  conique  qui  sera 
dëcvito  par  le  mobile,  ne  dépendra  que  de  sa  dis- 
tance et  de  sa  vitesse  initiales,  et  nnllement  de  la 
direction  de  cette  vitesse;  en  sorte  que  difTërens 
points  matériels  partant  d^un  même  point  D,  avec 
des  Titesses  égales,  décriront  tous  des  sections 
coniques  de  même  nature,  quelles  que  soient  leurs 
directions  initiales.  Si  Ton  a,  par  exemple,  h  su  g, 
la  courbe  décrite  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  selon  que  la  hauteur  due  à  la 
TÎtetse  initiale  sera  moindre  que  CD,  égale  à  cette 
distance,  on  plus  grande. 

238.  Dans  le  cas  de  Tellipse,  Téquation  (a) 
montre  que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
de  r,  répondent  &  0=z  «  •{.  «  et  9=  u\  en  les  dési- 
gnant par  a  (  1 -f- e)  et  a  (1  — •),  de  sorte  que  a 
soit  le  demi-grand  axe  et  e  Texcentricité,  on  aura 
donc 

(  V—  \/k*yi^  c«C)  a{\  +  •  )  =  c» , 
(  *>•  +  l/»«"74  —  c«  C  )  a  (  1  —  «  )  =:  c«  , 
Ao,  ce  qui  est  la  même  chose, 

Co  (  l  +  e  )  =  *^»  +  \/k*yk^  c«  C, 

Ca  (  t  ^  e  )  =r  ft^ri  —  l/jk«  y\  —  0%  C. 

En  ajoutant  ces  équations  et  les  multipliant  mem- 
bre à  membrCi  il  vient 

ta  s=  ky*  ,      Ca«  (  1  —  #•  )  =  c«  . 

Si  Ton  7  met  pour  C  et  o  leurs  taleurs 


,} 


(») 


t  =1  Z{ky  —  yA  ) ,     e  =  y  l/^2gh  sin 
on  en  déduit 
2(*>  —gk)a=zky*  , 

yk  |/l  — ••  =2  |/jA(A>  — sfA)  sin 

ce  qui  fait  connaître  le  demi-grand  axe  et  Texcen- 
trîcité.  On  déterminera  Tangle  m  en  faisant ,  à  la 
fois,  •  =  0  et  r  =  7.  dans  l'équation  (a).  Ainsi,  les 
dimensions  de  Tellipse  et  la  position  de  son  grand 
■xe  seront  comnlètcroent  déterminées,  diaprés  la 
position ,  la  vitesse  et  la  direction  initiale  du  mo- 
bile. Quant  à  son  mouTcment  sur  cette  courbe ,  il 
est  connu  par  les  formules  (a),  (6),  (c),  du  no220. 
Le  carré  de  la  TÎtesfe  à  un  instant  quelconque 
cet,  d'après  la  formule  (4)  du  n»  234 , 


V*  =  2gh  —  2ky  + 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose  i 


2ky^ 


^   r  a    * 


(«) 


à  cause  de  In  valeur  qu'on  tient  de  trouver  poor  a, 
et  en  faisant  ky*  =  /« ,  do  sorte  que  /a  soit  \À. 
comme  dans  la  formule  du  n*  226,  Tintensité  de  la 
force  centrale  k  Tunité  de  distance. 

230.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  considérer  en  par- 
ticulier le  mouvement  parabolique  que  Ton  prend, 
par  approximation,  pour  celui  des  comètes  pendant 
la  durée  de  leur  apparition. 

A  cause  que  Ton  a ,  dans  ce  cas  ,  C  7=  0  ou 
ky  =r  gk,  les  équations  (5)  donnent  a  =  »  et 
e=l,  ce  qui  a  effectivement  lieu  dans  la  pwtbolQ. 
La  formule  (e)  se  réduit  à 

2/* 


eu  appelant  m  la  vitesse  dans  un  cercle  du  rayon  t, 
on  aurait,  en  vertu  de  la  même  formule, 


!!•=   -; 


r 


par  conséquent ,  à  distance  égale  du  soleil ,  la 
vitesse  d'une  comète  est  à  celle  d'une  planète  qui 

décrirait  un  cercle,  comme  |/2  est  i  |« 
En  général,  les  équations  (A)  donnent 

A>a(l^e)(l+«)  =  2gky  sin*  ., 

en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  la  der- 
nière, et  les  multipliant  ensuite  par  ceux  de  la 
première.  Si  donc  on  appelle  f  la  plus  courte  dis- 
tance de  la  comète  au  soleil,  de  sorte  qu^on  ait 

I»  =z  fl  (l  —  e), 

et  qu'un  fasse  A^  =r  ^ffc  et  «  =  l,  on  aura 

/>  =  y  sin>  «j 

ce  qui  détermine  la  distance  périhélie,  an  moyen 
de  la  distance  et  de  la  direction  initiales  du  mobile, 
que  l'on  suppose  connues. 

Je  fais  C  r=  0  et  Ay  =:  ^A  dans  l'équation  (a],  et 
j'y  mets  pour  c*  sa  valeur  de  2gkiy*  sin*  m\  elle 
devient 

r  ^  2y  sin*  •  —  r  cos  (•  —  «}; 
d'où  il  résulte 

*"■"  l  +  cos  (•  —  •)'  ^* 

pour  Téquation  de  la  trajectoire.  Si  Ton  y  fait 
•  £=  0  et  r  =  y ,  on  en  déduit 

)^(  l  4~  cos  m)  =  2^,      eos   -^  «  =  sin  «j 

ce  qui  détermine  l'angle  »  que  fait  le  rayon  vecteur 
du  périhélie  avec  celui  qui  aboutit  au  point  de  de- 
part  du  mobile. 
Je  substitue  les  valeurs  de  c  et  de  r,  dans  la  pre* 
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mière  équation  (8)  du  n*  8S4,  «t  Je  faU,  pour 
abréger  j 

y  y  9^  »'°  •  _  « 

— — — —  N| 

F" 

il  en  résulte 

^ ^= .  k^i. 

ll+co.{l-.)]' 
Eu  obierrant  que 

l-|-coa(«^«)  =  8  cos»  7  { •  —  •  ), 
et  faisant 

on  aura  dono 

d^  ndi 

ces*  4  "^  i^/y' 

d*oii  Ton  tire,  en  intégrant  et  désignant  par  •  la 
constante  arbitraire , 

(8  +  Ung«4)  tang  4  +  I  =77=. 

Pour  déterminer  cette  constante,  on  a,  en  même 
temps, 

«  =  0,*      1  =  0,       4  =  -    f  .; 
et  à  eause  de  cos  1/2  «  =  sin  •,  il  en  résulte 
•  =  (  8  •4-  cot*  «  )  cot  «. 

Bn  appelsnt  f'  le  temps  écoulé  depuis  le  départ 
du  mobile  Jusqu'à  son  passage  au  périhélie,  on 
aura  à  la  fois 

i  =  e,      e  = ..,      4  =  0» 


et,  par  conséquent, 


a  == 


3n 


Cela  étant,  désignons  par  le  r  le  temps  compté 
à  partir  de  Tinstant  de  ce  passage,  de  sorte  qu'on 
ait  t  =  f'  -^  r,  nous  aurons 

p  +  tang.   J.(t-.)]t'»Dg^(t-...)=^;  (a) 

en  résolvant  cette  équation  du  troisième  degré,  on 
aura  donc  tang  1/2  (t  —  m)  en  fonction  de  r,  et, 
par  suite,  r  et  t  à  un  instant  quelconque  :  le  temps 
r  sera  positif  après  le  passage  au  périhélie,  et  néga- 
tif atant  oe  passage. 
A.  cause  de 


la  Talenr  précédente  de  »  est  la  médie  que 

1/7 

n  =  — ; 

elle  est  donc,  d'après  Téquation  a>  «»  =/«  do 
n»  888,  la  TÎtesae  moyenne  angulaire  d'une  pla- 
nète dont  le  demi-grand  axe  serait  égal  à  p  ;  et 
si  Ton  appelle  s'  celle  de  la  terre  et  I  son  demi- 
grand  axe,  de  sorte  qu'on  ait 


on  en  conclura 


f»  =: 


ay  I 


pVv 

pour  la  valeur  de  %, 

840.  Cette  analyse  montre  qu'en  considérant 
la  détermination  du  mouvement  d'une  comète, 
comme  un  problème  de  dynamique ,  et  supposant , 
en  conséquence,  que  sa  position,  sa  direction  et  sa 
vitesse  initiales  soient  connues ,  on  peut  déduire 
de  ces  données ,  la  distance  p  du  sommet  de  la 
parabole  à  son  foyer,  l'instant  du  passage  du  mo- 
bile par  ce  sommet  ou  la  valeur  de  1*,  et  la  posi- 
tion de  l'axe  dépendante  de  l'angle  «  ;  les  équa- 
tions (c),  (d),  (a],  font  ensuite  connaître  la  viteaae 
de  la  comète  et  sa  position  sur  sa  trajectoire  à 
un  instant  quelconque  ;  et  comme  le  plan  de  cette 
courbe  est  celui  qui  passe  par  le  centre  du  soleil  et 
par  la  direction  de  la  vitesse  initiale ,  il  s'ensuit 
que  le  mouvement  est  complètement  déterminé, 
lais  le  problème  astronomique  est  différent.  Lon- 
qu'on  découvre  une  comète,  les  observations  no 
donnent  pas  immédiatement  le  pian  de  son  orbite, 
sa  distance  au  soleil,  sa  vitesse  et  sa  direction, 
à  l'instant  où  elle  apparaît;  en  sorte  qu'en  prenant 
sa  position  i  cet  iostant|  pour  son  point  de  départ, 
les  constantes  ^,  k,  «,  ne  sont  pas  données  comme 
dans  le  problème  précédent.  La  question  consiste 
alors  à  déduire  des  observations,  les  valeurs  de 
cinq  quantités,  savoir  :  l'inclinaison  de  l'orbite 
et  la  longitude  de  son  noeud  ascendant  sur  le  plan 
de  Técliptique ,  ce  qui  déterminera  le  plan  de 
l'orbite;  la  longitude  du  périhélie  et  sa  distance 
au  soleil ,  d'où  il  résultera  la  position  de  l'orbite 
dans  son  plan  ;  et ,  enfin ,  le  temps  correspondant 
au  passage  de  la  comète  par  son  périhélie.  Lorsque 
ces  cinq  inconnues  sont  déterminées,  les  équationa 
(c),  (d),  (a),  représentent ,  comme  précédemment^ 
le  mouvement  de  la  comète  dans  son  plan.  Or, 
chaque  observation  de  la  comète  donne  son  ascen- 
sion droite  et  sa  déclinaison;  trois  observations 
fournisseut  donc  six  données ,  et ,  par  conséquent, 
six  équations  qui  sont  plus  que  suffisantes  pour 
déterminer  les  cinq  inconnues;  et  cela  perniei 
de  remplacer  deux  de  ces  équations  par  leur  com- 
binaison la  plus  propre  à  diminuer  Pinflucnce  dea 
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erreun  dei  obierfations.  Lm  Talean  approohéet 
des  cinq  élémens  qu'on  Tient  d'ënumérer  étant 
ainsi  conclues  de  trois  observations  faites  k  Tëpo- 
que  do  l'apparition ,  les  observations  subséquentes 


servent  ensuite  à  corriger  ces  premières  valeurs  et 
à  vérifier  les  formules  (d)  et  (je), 

lions  ne  pouvons  qu^indiquer  ici  ce  problème 
d'astronomie,  dont  il  existe  différentes  solutions. 


CHAPITRE  VII. 


DIGHBSSION    SUA    L  ATTRACTION    UNIVSRSELLB. 


241 .  Lêê  point»  matériels  de  touM  iêê  corps  ^atti' 
romt  mmtudismsnt,  m  rfliton  dt'recle  dès  masses,  et 
imtsrss  du  carré  des  distancés. 

Cette  grande  loi  de  la  nature,  que  Newton  a  dé- 
couverte, est  une  conséquence  nécessaire  de  l'ob- 
servation et  do  calcul.  On  peut  voir,  en  effet,  dans 
VEsposiUon  du  Systems  du  Momds,  comment,  en 
en  partant  de  Teipérience,  on  est  conduit,  sans 
aucune  hypothèse  et  par  une  suite  de  raisonnemens 
rigoureui,  au  principe  de  Vattraotion  umaorseUs, 
la»  développemens  de  ce  principe  sont  l'objet  spé- 
einl  de  la  Mécanique  célssts.  Dans  ce  chapitre, 
oons  nous  bornerons  à  en  exposer  succinctement 
les  principales  conséquences. 

243.  La  force  qui  retient  les  planètes  dans  leurs 
orbites,  est  la  résultante  de  l'attraction  exercée  par 
tous  les  points  matériels  du  soleil  sur  tous  ceux  de 
diaque  planète.  Vu  la  petitesse  des  dimensions  du 
soleil  et  des  planètes  par  rapport  aux  distances  qui 
lee  séparent,  on  conçoit  que  ces  attractions  peu- 
vent être  regardées,  avec  une  approximation  sufli- 
saate,  comme  des  forces  parallèles  et  égales  dans 
tonte  l'étendue  d'une  même  planète;  leur  résultante 
est  alors  égale  à  leur  somme ,  et  la  distance  restant 
la  même ,  la  force  motrice  de  chaque  planète  est 
proportionnelle  au  produit  de  sa  masse  et  de  celle 
da  soleil;  ce  qui  devient  encore  plus  exact,  à 
cause  de  la  forme  à  peu  près  sphérique  de  ces 
deux  corps,  lorsqu'on  prend  pour  leur  distance 
celle  de  leurs  centres  de  gravité  (n»  09). 

Supposons  donc,  pour  exprimer  numériquement 
l'islenstté  de  cette  force,  que  l'on  prenne  une 
certaine  distance,  par  exemple,  celle  du  soleil 
à  la  terre,  pour  unité  linéaire;  choisissons  une 
nasse  et  un  intervalle  de  temps  déterminés  pour 
mutés  de  ces  deux  sortes  de  quantités  ;  et  prenons 
pour  unité  de  force,  comme  dans  le  n»  118, 


la  force  accélératrice  constante  qui  produit  dans 
l'unité  de  temps  une  vitesse  égale  à  l'unité  de 
longueur.  Concevons  maintenant  deux  corps  dont 
les  masses  soient  égales  à  celle  qu'on  a  prise  pour 
unité,  et  qui  soient  placés  ii  une  distance  l'un 
de  l'autre  égale  à  l'unité  linéaire;  soityia  force 
attractive  de  l'un  des  deux  corps  sur  l'autre,  c'est- 
à-dire,  le  rapport  numérique  de  son  intensité  i 
celle  de  la  force  choisie  pour  unité  ;  soient  aussi 
H  et  m  la  masse  du  soleil  et  celle  de  la  planète  :  la 
force  motrice  de  la  planète  sera  /Hm,  à  l'unité  de 

distance,  et  deviendra  :^ ,  à  la  distance  quel- 
conque r. 

La  grandeur  de  la  quantité  que  nous  désignons 
par  f,  dépend  du  pouvoir  attractif  dont  la  matière 
est  douée  ;  ce  pouvoir  est  le  même ,  à  égalité  de 
masse  et  de  distance,  pour  tous  les  corps  de  la 
nature;  rien  jusqu'à  présent,  ne  fait  soupçonner 
qu'il  augmente  ou  diminue  avec  le  temps  ;  et  nous 
avons  lieu  de  penser  qu'il  a  été  et  qu'il  restera 
constamment  le  même. 

243.  La  force  motrice  de  la  masse  M ,  due  à  l'at- 


traction de  m,  est  aussi  représentée  par 


/mM 


r« 


de 


manière  que  la  réaction  de  chaque  planète  sur 
le  soleil  est  égale  et  contraire  à  l'action  de  cet 

.     /Mm 
astre  sur  la  planète;  mais  la  force  motrice—, 

agissant  sur  les  deux  masses  M  et  m,  leur  impri- 
mera à  chaque  instant  des  vitesses  infiniment  pe- 
tites qui  sont  réciproquement  proportionnelles  n 
ces  masses,  ou,  autrement  dit,  leurs  forces  accélé- 

/«•    /« 
ratrices  sont  —  et  — .  Il  en  résulte  que  si  ces  deux 
r»       r« 
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corps  lont  abandonne*,  mdb  aucune  vîtette  ini* 

tiale,  à  leur  attraction  mutuelle,  ils  s^aTanceroni 
Tun  Ters  Taulre  en  parcourant,  dana  le  même 
temps,  des  espaces  qui  seront  en  raison  inTorse 
de  leurs  masses  ;  ils  se  joindront  au  centre  de 
gravité  de  M  et  m,  qui  partage  leur  distance  primi- 
tive en  deni  parties  réciproquement  proportion- 
nelles aus  masses. 

En  général,  si  la  planète  est  projetée  dans  Tes- 
pace  suivant  une  direction  quelconque,  et  qn^on 
propose  de  déterminer  son  mouvement  apparent 
autour  du  centre  du  soleil,  regardé  comme  un 
point  fixe,  il  faudra  concevoir  que  Ton  imprime 
à  chaque  instant  à  cet  astre,  une  vitease  infini- 
ment petite,  égale  et  contraire  à  celle  qu^tl  reçoit 
de  l'attraction  de  la  planète;  mais,  afin  de  ne 
point  altérer  le  mouvement  relatif  de  ces  deux 
corps,  il  faudra,  en  même  temps,  imprimer  cette 
vitesse  k  la  planète;  ce  qui  revient  à  lui  appliquer 
une  force  occélératrice  égale  et  contraire  à  celle 
du  soleil  ;  donc ,  dans  le  mouvement  dont  il  est 
question,  la  force  accélératrice  de  la  planète  m 
sera  constamment  dirigée  vers  le  soleil  S,  et  égale 

/"  /- 

à  la  somme  des  deux  force»  —  et  ^-;  si  donc  on 

/* 
veut  Texprimer  por  —  comme  dans  le  n»  225,  il 

r« 

faudra  prendre 

/*  =  /  (  M  4-  m  ). 

Ainsi,  Ton  devra  substituer  cette  valeur  dans 
les  différentes  équations  dn  mouvement  elliptique 
qu'on  a  donné  précédemment;  par  conséquent, 
Téquation 


4îr«  flS 


T« 


=  /*» 


dn  n"  cité,  donnera 


4ir» 


ai         /(M  +  trt)' 


(0 


T  étant  toujours  le  temps  de  la  révolution  de  la 
planète,  et  a  le  demi-grand  axe  de  son  orbite. 
T- 
Le  rapport  «-  qui  dépend ,  comme  on  voit,  de  la 
a' 

quantité  m,  difTéreru  dono,  pour  deux  planètes  dont 
les  masses  sont  inégales  ;  en  sorte  qti^on  ne  peut 
pas  supposer  quMl  soit  rignureuscment  le  même 
pour  toutes  les  plnnètes.  Cependant  les  observa- 
tions qui  conduisent  h  la  troisième  loi  de  Répler, 
pron^nt  que  ce  rapport  est  sinon  exactement ,  du 
moins  à  très  peu  prés  constant;  il  en  faut  donc 
conclure  que  les  masses  des  planètes  sont  très 
petites  par  rapport  à  celle  du  soleil;  ce  qui  fait 

T« 
que  le  rapport  —  du  carré  du  temps  au  cube  do 

a* 

la  distance  moyenne  varie  très  peu  en  passant 


I 


d'ttae  planète  à  une  autre.  La  owate  de  Jupiter^  le 
ploa  oottsidérable  do  toutes,  est  efrectivement 
rooindTe  qu^un  millième  de  la  roasae  dn  aoieil. 

844.  C'est  pour  cette  raison  que  Tattractioo  mu- 
tuelle des  planètes  ne  produit  que  des  fmrtW' 
hatiang,  ou  très  lentes ,  ou  très  peu  considérablea , 
dans  le  mouvement  elliptique  dû  à  Tattraction  du 
soleil.  En  effet,  les  masses  de  deux  planètes  étant 
M  et  Mp  la  force  motrice  dirigée  de  Tune  vera 

fi 


Pautre,  est  exprimée  par —*,  à  la  distance  »; 
la  force  occélératrice  de  m  provenant  de  Tattrac- 

tion  de  m^,  sera  donc  — ;  et  comme  la  distance  p 

f 

ne  devient  jamais  très  petite  par  rapport  à  la  dis- 
tance r  de  m  au  soleil,  il  s^ensutt  que  si  m,  est  une 
très  petite  fraction  de  ■ ,  le  mouvement  de  m 
produit  par  rattractîon  solaire  devra  être  fort  peu 
modifié  par  Taitraction  de  m^. 

Les  pertnrbations  planétaires  peuvent  donc  être 
déterminées  par  la  méthode  de  la  variation  dea 
constantes  arbitraires ,  qne  nous  avons  expliquée 
précédemment  (n»  229).  Ellea  août  de  deux  espèces. 
Les  unes  consistent  en  des  mèfaêiiiê  féfmdiftÊtê 
généralement  très  petites,  dont  les  périodes  com- 
prennent des  multiples  pou  considérables,  en  gêné* 
rai,  des  révolutions  de  la  planète  troublée  et  de  la 
planète  perturbatrice.  Cependant  lorsque  leurs 
moyens  mouveroens  approcbent  d'être  eommeotu- 
rables,  ces  périodes  peuvent  devenir  beaucoup 
plus  longues,  et  les  inégalités  beaucoup  plus  sensi- 
bles. Ainsi,  les  moyens  mouvemens  de  Saturne  et 
do  Jnpiter  étant  à  peu  près  entre  eux  comme 
2  et  6,  Laplace  a  trouvé  quUI  résulte  de  Tattrae- 
tion  mutuello  de  cea  deux  planètes ,  une  inégalité 
dont  la  période  est  de  029  ans,  et  dont  le  mfBsimmm 
est  d'environ  48'  dans  la  longitude  de  Saturne, 
etd'i  peu  près  20'  dans  celle  de  Jupiter. 

Les  autres  perturbations  des  planètes  sont  :  l«lcs 
mouvemens  progressifs  du  périhélie  et  des  naands 
de  leurs  orbites ,  dans  lesquels  ces  points  pareoo- 
rent  la  circonférence  entière ,  en  des  temps  extrè> 
meroent  longs  qui  peuvent  surpasser  no  millier 
de  siècles  ;  2<»  les  variationa  séculaires  qui  affec- 
tent les  excentricités  et  les  inclinaisons  de  ces 
orbites,  ainsi  que  les  longitudes  moyennes  des 
plnnètes ,  dont  les  périodes  sont  semblablea  aux 
précédentes,  et  dont  les  amplitudes,  peu  consi- 
dérables ,  ne  sont  pas  encore  bien  connues. 

Hais  tandis  que  ces  divers  élémens  du  mou- 
vement elliptique  varient  simultanément  en  vertu 
de  l'attraction  planétaire ,  il  est  très  remarquable 
que  cette  force  n'altère  aucunement  les  grands 
axes  des  orbites  et  les  moyens  mouvemens  des 
planètes  qui  seront  les  mêmes  k  toutes  les  épo- 
ques, ainsi  que  les  temps  des  révolutione,  liéi 
aux  grands  axes  par  l'équation  (l).  Toutefois,  les 
variations  séculaires  des  longitudes  moyen  net  en 
produisent  de  semblables  dans  les  intervallea  eotre 
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deux  retours  contécuiifs  à  un  méoie  point  fiie; 
cIIm  sont  insensibles  dans  le  mouTement  des  pla- 
nètes, mais  non  pas  dans  celui  des  satellites,  et 
particulièrenieut  dans  le  mouTement  de  la  lune, 
5psi  s^accélére,  pour  eette  raison,  de  siècle  en 
siècle. 

La  force  accélëratrice  qui  provient  de  l'atlrac- 
tion  d'une  planète  m,,  sur  une  antre  planète  m, 
étant  indépendante  de  la  masse  m  et  proportion- 
nelle à  la  masse  m,^  on  conçoit  que  les  pertur- 
bations dues  à  cette  force  et  observées  dans  le 
mouvement  de  m  autour  du  soleil,  peuvent  servir 
à  déterminer  le  rapport  de  la  masse  m„  à  celle 
de  eet  astre.  Ainsi,  par  exemple,  d'après  la  grande 
inégalité  de  Saturne,  produite  par  l'action  de  Jupi- 
ter, on  a  trouvé  la  masse  de  cette  dernière  planète 
égale  à  1/1070  de  celle  du  soleil.  Nous  indiquerons 
tout  à  Theure  un  autre  moyen  de  calculer  la  masse 
des  planètes,  quand  elles  sont  accompagnées  d'un 
ou  plusieurs  satellites. 

Les  comètes,  à  cause  de  la  petitesse  de  leurs 
nasses,  ne  produisent  aucun  effet  appréciable  sur 
les  planètes^  mais  leurs  mouvemens  sont  troublés 
par  les  attractions  planétaires,  et  Ton  détermine 
aosai  par  la  méthode  du  n«  229,  leurs  pertur- 
bnlaons  qui  influent  considérablement  sur  les  épo- 
ques de  la  réapparition  de  chaque  comète,  c'est-à- 
dtre,  sur  Tintervalle  de  temps  compris  entre  deux 
passages  consécutifs  à  son  périhélie. 

Zi6.  Soient  m!  et  m  les  masses  d'un .  satellite 
et  de  sa  planète ,  et  r'  la  distance  de  leurs  centres  ; 
la  force  motrice  du  satellite,  dirigée  vers  le  centre 


de  la  planète,  sera  aussi  exprimée  par 


fm  *i' 


a 


cette  distance  r*  ;  le  coefficient  /  étant  le  même 
que  précédemment.  Dans  son  mouvement  apparent 
autour  de  la  planète,  In  force  accélératrice  du  satel- 

m' 
Ule  aura  pour  expression  -^,  en  faisant 

^.'=/(m-f-ii»'). 

Je  représenterai  par  a'  le  demi-grand  axe  de 
Toibâte  da  satellite,  et  par  T' le  temps  de  sa  révo- 
Iviîoa^  en  appliquant  Téquation  (l)  à  son  mouva- 


it, on  aura 


T« 


4k* 


/(m  +  Wj' 


et  si  l'on  divise  ces  deux  équations  membre  à 
membre,  afin  d'éliminer  le  coefficient  /",  il  en 
résultera 


T» 

o"          m  +  m' 

T'. 

a3   ~   M  +  m 

Or^  si  roo  excepte  la  lune,  les  masses  des  satel* 
litts  sont  très  petites  par  rapport  è  celles  de  leurs 
pleoèlee  reepeetives  :  la  nasse  d'un  satellite  de 
J«pittr,  par  exemple,  n'est  pas  uu  dix-niillièine  de 


celle  de  cette  planète  ;  on  peut  donc  mettre  m  à  la 
place  de  m  -{->  m'  dans  cette  dernière  équation , 
et  comme  a,  a',  T,  T',  sont  des  données  de  l'obser- 
vation, elle  pourra  servir  à  déterminer  le  rapport 
de  if  à  M.  C'est  de  cette  manière  que  Nevrton 
a  trouvé  pour  la  masse  de  Jupiter,  1/1067  de  celle 
du  soleil;  ee  qui  diffère  peu  de  la  fraction  1/1070 
qu'on  a  obtenue  depuis  par  un  outre  moyen. 

240.  L'attraction  mutuelle  des  satellites  d'nne 
même  planète,  quand  elle  en  a  plusieurs ,  et  finé- 
galité  d'action  du  soleil  sur  chaque  satellite  et  sur 
sa  planète,  produisent  dans  les  mouvemens  ellip- 
tiques des  satellites,  des  perturbations  analogues 
à  celles  que  nous  venons  d'indiquer  pour  les  pla- 
nètes. Les  perturbations  provenant  de  l'action  ré- 
ciproque des  satellites,  font  connaUro  les  rapports 
de  leurs  masses  à  celle  de  la  planète ,  dont  l'at- 
traction produit  leur  mouvement  elliptique.  Mais 
ce  moyen  manquant  pour  la  lune,  on  y  supplée 
par  d'autres  considérations,  parmi  lesquelles  je 
vais  indiquer  l'action  de  ce  satellite  sur  les  eaux 
de  la  mer. 

Soient  G  (fig.  66)  le  centre  de  la  terre ,  A  celui 
de  la  lune,  H  un  point  quelconque  du  sphéroïde 
terrestre  ;  faisons 

CA  =  • ,     AU  =  f ,     CM  =r  r , 

et  appelons  x  l'angle  ACK  ;  nous  aurons 

f»  =:  «•  —  2ar  cos  X  +  r«  ; 

et  si  nous  abaissons  du  point  M  la  perpendiculaire 
MB  sur  la  droite  AC,  nous  aurons  anssi 

MB  =  r  siit  X,     AB  =  «  —  r  cos  x. 

Au  point  M,  la  force  accélératrice  provenant  de 
l'attraction  de  la  luue  et  dirigée  suivant  MA,  aura 

pour  valeur  — ,  en  désignant  par  m'  la  masse  du 

satellite,  et  par  f  le  même  coefficient  que  pré- 
cédemment. Les  composantes  de  cette  force  sui- 
vant la  perpendiculaire  MB  et  la  parallèle  MD  à 
la  droite  AC,  seront  dono 

fm'r  si  II  X      fin'  a        fin'r  cos  x 

.3  )  p3  pA 

Je  substitue  la  valeur  de  f  dans  ces  quantités  ; 
et  la  plus  grande  valeur  de  r,  c'est-à-dire,  le 
rayon  du  globe  terrestre,  étant,  à  peu  près,  un 
soixantième  de  «,  je  néglige  le  carré  de  r;  en  fai- 
sant alors 


fin'f  sin  X 


2/m't'  cos  X 

=  •, ; =  P\ 


les  deux  composantes  de  l'attraction  lunaire  seront 
p  et  —  -f-  0''  Tous  les  points  de  la  terre  sont  donc 
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tollicités  parallèlement  &  GA  par  une  force  contUnte 

/-• 

et  égale  h  — ,  et,  en  outre,  par  des  forcée  f  et  f' 

dont  la  rëtollaDte  varie  en  grandeur  et  eo  direc- 
tion d'un  point  H  à  un  autre,  et  eat  nulle  au 
centre  C.  Or ,  il  ett  évident  qu^en  vertu  de  la 

force  — ,  la  masse  entière  de  la  terre  se  portera 

a,* 

vers  la  lune ,  d*un  mouvement  commun  à  toutes 
ses  parties,  sans  que  les  points  de  la  partie  fluide 
changent  de  position  relative;  o''est  donc  aui  forces 
p  et  f'  appliquées  aux  différeos  points  de  la  mer , 
que  seront  dus  le  fus  et  le  rtfius  produits  par 
l'action  de  la  lune. 

La  masse  du  soleil  étant  H,  et  a  sa  distance  à  la 
terre,  si  Ton  désigne  en  outre,  par  fi,  4i  4't  ^^ 
que  deviennent  x,  f ,  9')  relativement  à  cet  astre, 
on  aura  de  même 

fMr  sin  ft  fi/Mr  cos  m 

4  = lî 1       4= -: , 


a» 


a» 


pour  les  composantes  de  la  force  provenant  de 
Taction  du  soleil,  qui  concourent  au  phénomène 
des  marées.  En  les  comparant  aux  forces  p  et  p\  on 
voit  que  pour  un  point  de  la  mer,  dont  le  rayon 
vecteur  r  fait  le  même  angle  x  ou  fi  avec  le  rayon 
vecteur  de  la  lune  ou  du  soleil,  les  actions  de 
ces  deux  astres,  qui  produisent  les  oscillations 
de  la  mer ,  sont  entre  elles  comme  leurs  masses, 
divisées  par  le  cube  de  leurs  distances  au  centre 
de  la  terre.  Or,  on  conçoit  que,  toutes  choses 
d^ailleurs  égales,  les  grandeurs  de  ces  oscillotions 
doivent  être  entre  elles  comme  les  forces  corres- 
pondantes }  si  donc  on  désigne  par  »  le  rapport  de 
la  marée  lunaire  à  la  marée  solaire,  dans  un  même 
lieu  de  la  terre  et  pour  des  positions  semblables 
des  deux  astres,  on  aura 


équation  dans  laquelle  on  prendra  pour  •  et  a  les 
distances  moyennes  de  la  lune  ou  du  soleil  à  la 
terre,  et  d^où  Ton  tire, 

m'  «s    S 


m 


a^  m 


en  appelant  m  la  masse  de  la  terre. 

D'après  les  lois  différentes  que  suivent  les  ma- 
rées lunaire  et  solaire,  on  peuteiTectivement,  dis- 
tinguer les  unes  des  autres,  et  déterminer  leur 
ropport  en  chaque  lieu  de  la  terre.  La  moyenne 
d^un  grand  nombre  d'observations,  faites  dans  le 
le  port  de  Brest,  donne  * 

m  =z  3,3633 , 
pour  la  valeur  de  ce  rapport.  La  distance  a  est, 

*  Véeami^m  riitttf,  tom»  V,  pa|t  IM. 


à  très  peu  près,  400  fois  la  distance  «,  et  la 
masse  H,  comme  on  le  verra  tout  à  Theore,  aussi  à 
très  peu  près,  36S000  fob  la  masse  m.  Au  moyen  de 
cer  valeurs,  on  trouve,  diaprés  la  formule  pré» 
cédente,  la  masse  de  la  lune  égale  à  1/76  de  celle 
de  la  terre. 

Indépendamment  des  oioîllations  de  la  partie 
fluide  de  la  terre,  les  actions  du  soleil  et  de  la  lune 
produisent  encore ,  dans  le  mouvement  du  sphé- 
roïde terrestre  autour  de  son  centre  de  gravité, 
à  raison  de  sa  nou'sphéricité,  des  perturbations 
que  nous  ferons  connaître  lorsqu'il  sera  question 
du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide. 

247.  On  peut  remarquer  que  la  composante  des 
forces  f  et  V,  suivant  le  prolongement  BE  dn 
rayon  CM,  est  f'  cosx  -*f  sin  x;  en  sorte  que  sa 
valeur  est 


(  2  co»«  X  —  sin*  X  ) 


fmr 


C'est  la  diminution  de  la  pesanteur  au  point  H, 
produite  par  l'action  de  la  lune.  Or,  en  supposant 
que  H  appartienne  à  la  surface  de  la  tenre,  et  dési- 
gnant par  g  la  gravité  en  ce  point,  on  a  aussi 
fm=sgr*  jk  très  peu  près  ;  d'ailleurs,  le  wefîaniBi 
de  2  cos*  X— sin*  x  répond  à  x=0 ,  et  est  égal  à  S. 
La  plus  grande  valeur  de  cette  diminution  de  pe- 

2gn 
sauteur  sera  donc  ■  '        ;  quantité  à  peu  près  égale 

> 
à  un  huit'millionième  de  g,  en  prensnt  00  pour 

le  rapport  — .  Pour  que  l'influence  de  l'action 

r 
lunaire  sur  la  longueur  du  pendule  à  secondes  fût 
appréciable,  il  faudrait  donc  pouvoir  porter  l'exac- 
titude jusqu'à  la  seconde  décimale  au  delà  des 
cent -millièmes,  où  l'on  s'arrête  ordinairement 
dans  la  mesure  de  sa  longueur.  Cette  influence 
produirait,  dans  la  mesure  du  temps,  une  inégalité 
réglée  sur  le  mouvement  de  la  lune,  dont  le  wtasi* 
mum  ne  s'élèverait  qu'à  un  demi-centième  de  se- 
conde en  un  jour. 

248.  Abstraction  faite  de  la  force  centrifuge  due 
à  la  rotation  de  la  terre,  la  pesanteur  que  nous 
observons  à  sa  surface  est  la  résultante  des  atUnao- 
tions  exercées  par  tous  les  points  du  sphéroïde  sur 
chaque  point  matériel,  laquelle  résultante  ne  dé- 
pend que  de  la  position  et  de  la  masse  de  ce  point, 
et  nullement  de  la  nature  du  corps  auquel  il  appar- 
tient ;  c'est,  en  effet ,  ce  que  rexpérience  a  pleine- 
ment confirmé.  L'intensité  de  cette  force  doit  di- 
minuer à  mesure  qu'on  s'élève  au-dessus  de  la 
surface  de  la  terre  ;  et  c'est  aussi  ce  qui  réaulta 
des  observatious  du  pendule ,  faites  à  différentes 
hauteurs.  De  plus,  la  pesanteur  terrestre,  diminuée 
dans  le  rapport  du  carré  du  rayon  de  la  terro 
au  carré  du  rayon  de  Torbite  lunaire,  doit  être 
la  force  accélératrice  qui  retient  la  lune  dans  son 
orbite.  Or,  la  distance  du  satellite  étant,  à  peo 
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près,  60  fois  le  rayon  de  la  terre,  il  s^ensuii  que  la 
lune,  si  elle  n^OTsit  aucune  vitesse,  devrait  tomber 
vers  lâ  terre,  de  la  même  quantité  en  une  minute 
qo^un  corps  quelconque,  dans  le  vide,  en  une 
seconde  à  la  surface  de  la  terre.  Cette  quantité 
n*68t  autre  chose  que  le  sinus  verso  de  Tare  que 
la  lune  décrit  sur  son  orbite  en  une  minute,  ou, 
à  très  peu  près,  le  carré  de  cet  arc  divisé  par 
le  diamètre  de  cette  courbe  j  et  comme  la  circon- 
férence de  Torbite  est  60  fois  celle  de  la  terre, 
on  en  conclut  que  la  quantité  dont  il  s'agit  est 

An 
égale  à  40  millions  de  mètres,  multipliés  par 

fi« 

eo  désignant  par  n  le  nombre  de  minutes  que  con- 
tient une  révolution  lunaire.  Il  faut  donc,  d'après 
la  valeur  de  la  gravité  g  qu'on  a  trouvée  par  Tei 
périence  du  pendule ,  que  ce  produit  soit  à  très 
peu  près  égal  à  4>n,00;  on  trouve,  effectivement, 
4B,88pour  sa  valeur,  en  observant  que  «=39343. 
La  différence  serait  encore  moindre,  en  ayant  égard 
à  diverses  circonstances  dont  nous  avons  fait  ab- 
straction pour  simplifier  la  démonstration. 

La  pesanteur  terrestre  est  donc  un  cas  parti- 
culier de  l'attraction  universelle;  et,  pour  cette 
raison,  l'on  appelle  aussi  cette  force  générole  la 
pesamtêur  ou  la  gravùation  umvêrselle. 

249.  A  cause  que  la  terre  s'écarte  peu  de  la 
forme  sphérique ,  l'attraction  qu''elle  exerce  sur 

/« 

un  point  de  sa  surface  est  à  peu  près  — ,  comme  celle 

d^une  sphère,  en  désignant  par  m  sa  masse,  par  r 
son  rayon,  et  par  f  le  coefficient  de  l'attraction 
universelle.  Cette  valeur  approchée  doit  être  tout- 
à-lait  eiactepour  les  points  appartenant  à  un  cer- 
tain jporo/fills  ;  et,  d'après  la  théorie  de  l'attraction 
des  sphéroïdes  peu  différens  d'une  sphère,  ce  pa- 
nllèle  est  celui  dont  le  carré  du  sinus  de  la  lati- 
tude est  1/1.  Sur  ce  parallèle,  la  pesanteur  a  pour 
mesure  9b,79386  (no  193);  mais,  pour  l'égaler 
à  Tattraction  terrestre,  il  faut  préalablement  l'aug- 
menter de  la  composante  verticale  de  la  force  cen- 
trifuge, laquelle  composante  est  égale,  sous  ce  pa- 

2 
rallèle  à  la  fraction ----^  de  la  gravité  (n»  178). 


3iS89 


Donc,  en  faisant 


9  =  (9«,79386  )  (  1  +  5;^  )  =  9.",8l646, 


on  pourra  regarder  cette  valeur  de  la  gravité,  oinsi 
modifiée,  comme  égole  à  l'attraution  de  la  terre,  et 
poser  l'équation 

9    —    —- 
r» 


Sa  la  multipliant  membre  a  membre  par  TëquA- 


tion  (1)  du  no  843,  appliquée  au  mouvement  ûv  la 
terre  autour  du  soleil,  on  en  conclut 


M  +  m        4ir«  o'  , 

formule  qui  va  servir  à  déterminer  le  rapport  de  Ih 
masse  de  la  terre  à  celle  du  soleil. 

Si  l'on  conçoit  un  triangle  rectangle  qui  ait  pour 
base  le  rayon  de  la  terre,  et  pour  hauteur  sa  dis- 
tance au  soleil,  le  petit  angle  opposé  à  la  base 
est  U  parailiueê  du  soleil ,  que  l'on  détermine  di- 
rectement par  des  observations  astronomiques,  et 
que  Ton  peut  oussi  déduire  d'une  certaine  inégalité 
produite  dons  le  mouvement  de  la  lune  par  l'ac- 
tion du  soleil ,  que  l'on  appelle  l'inégalité  parai- 
lactique.  La  grandeur  de  la  parallaie  varie  avec 
le  rayon  de  la  terre  et  son  éioignement  du  soleil 
auxquels  elle  répond;  pour  la  distance  moyenne  a 
et  pour  le  rayon  r  qui  aboutit  au  parallèle  dont 
le  sinus  de  la  latitude  est  |/  1/3,  sa  valeur  est 
8^',60.  On  a,  par  consé|uent, 

r 

—  =  Ung  8",60,       a  =  (  23084  )  r. 
a 

Sous  ce  même  parallèle ,  et  en  prenant  1/290  pour 
l'aplatissement  de  la  terre,  00  a 

r  =  636456101 , 

pour  son  rayon.  Le  temps  de  sa  révolution  autour 
du  soleil,  exprimé  en  secondes,  est 

T  =:  (  86400  )  (  385,266374  ). 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celle  de  g,  qui  sup- 
pose aussi  qu'on  a  pris  la  seconde  pour  unité  de 
temps,  on  trouve 


m  = 


364692 


260.  Le  soleil  est  une  sphère  d'un  rayon  égal 
à  110  fois  celui  de  la  terre;  on  connaît  donc  le 
rapport  des  volumes  de  ces  deux  corps  et  celui 
de  leurs  masses ,  d'où  l'on  conclut  immédiatement 
le  rapport  de  leurs  densités  moyennes  :  celle  du 
soleil  est,  à  peu  près,  le  quart  de  la  densité  de 
la  terre. 

A  la  surface  de  cet  astre,  l'attraction  est  expri- 
mée par 

/M 
en  appelant  R  son  rayon.  A  cause  de 


R  =  UOr, 


r* 


celte  quantité  est  la  même  chose  que 

(  IIU)«  m   ' 


19 
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•t  elle  a  pour  felenr  (29,6)  f,  diaprés  celle  de 

H 

— .  La  durée  de  la  rotation  da  soleil  autour  de  ton 

m 

aie  étant  de  26;\6,  la  force  centrifuge  à  son  équa- 

leiir  n^est  que  le  siiiéme  de  cette  force  à  Téqoa- 
teur  de  la  terre.  En  négligeant  donc  la  diminution 
qu*elle  produit  dans  la  pesanteur  à  la  surface  du 
soleil,  on  Toit  que  le  poids  d^un  corps  à  cette  sur- 
face est  20  fois  et  demie  le  poids  du  même  corps  à 
la  surface  delà  terre,  et  que  les  corps  y  parcourent 
à  peu  près  145  mètres  dans  la  première  seconde  de 
leur  chute. 

En  appliqusnt  successitement  Téquation  (t)  du 
n«  243  h  la  terre  et  à  une  antre  planète,  et  sup- 
posant que  les  quantités  w,  a,  T,  relatiTes  à  la 
terre,  deviennent  nii  ,  oi  ,  Ti  ,  par  rapport  k 
la  planète ,  on  en  conclura 


ai' 


a« 


par  Téltmination  de/,  t^onnaissaut  la  valeur  de  a 
par  Tobservation  de  la  parallaxe  solaire,  ou  autre- 
ment, ainsi  que  la  masse  m  de  la  terre  et  la  durée  T 
de  Tannée  sydérale,  cette  équation  servira  à  déter- 
miner la  valeur  du  dami-grand  aie  a,  d^une  planète 
quelconque,  lorsque  sa  masse  mi  et  le  temps  Ti  de 
sa  révolution  seront  donnés.  Le  procédé  du  n»  246 
pour  déterminer  cette  masse,  suppose  seulement 
qu^on  connaisse  une  valeur  opprochée  du  demi- 
grand  axe. 

251.  L'attraction  exercée  à  la  surfaee  de  la  terre 
par  une  masse  considérable,  telle  qu^une  haute 
montagne,  fera  dévier  les  corps  pesans  de  la  direc- 
tion verticale,  et  le  prolongement  du /!/  à  plomb 
n'ira  plus  rencontrer  le  ciel  au  iènith.  Il  s'en 
écartera  en  sens  contraire  des  deux  côtés  opposés 
de  la  montagne  j  en  sorte  que  si  tout  est  sem- 
blable de  part  et  d'autre,  pour  la  forme  de  la  mon- 
tagne et  pour  réloignement  du  fil  à  plomb ,  la 
distance  angulaire  des  deux  étoiles  par  lesquelles 
son  prolongement  ira  passer ,  sera  double  de  sa 


déviation.  Cet  effet  a  été  observé,  par  les  astro- 
nomes, au  Pérou  et  en  icosse  ;  mais ,  à  eause  que 
les  masses  des  plus  hautes  montagnes  sont  encore 
très  petites,  eu  égard  à  la  masse  de  la  terre,  lef 
déviations  dont  il  s^agit  sont  aussi  très  peu  con- 
sidérables, et  ne  sMIèvent  qu^à  de  petits  nombres 
de  secondes.  Voici  un  exemple  du  calcul  de  la 
déviation  du  61  à  plomb,  due  à  l'attractioo  d*une 
masse  donnée. 

Soit  A  (flg.  67)  le  centre  d'une  sphère  homogène, 
suspendue  à  Textrémité  d'un  fil  inextensible  et  in« 
flexible,  dont  Tautre  bout  est  attaché  au  point 
fixe  C;  soit  aussi  0  le  centre  fixe  d'une  antre 
sphère  homogène  qui  agit  sur  la  première.  Le  fil 
CA  s^écartera  de  la  verticale  GB  sans  sortir  du  plan 
passant  par  cette  droite  et  la  ligne  CO;  et,  dans  sa 
position  d'équilibre,  il  faudra  que  la  résultante 
du  poids  de  la  première  sphère  et  de  Tattraction 
de  la  seconde  vienne  passer  par  le  point  fixe  C. 
Or ,  oes  deux  forces  seront  appliquées  au  point  A, 
l'une  suivant  la  verticale  AD,  Tautre  suivant  la 
droite  AO;  et  elles  tendront  à  faire  tourner  le 
fil  CA  en  sens  opposés  autour  du  point  C.  Pour  que 
leur  résultante  passe  par  le  point  0,  il  faudra  donc 
que  leurs  momens,  par  rapporta  ce  même  point, 
soient  égaux  (  n®  46  )  ;  par  conséquent ,  si  Ton 
appelle  P  et  Q  le  poids  de  la  première  sphère  et 
l'attraction  totale  de  la  seconde ,  et  que  Ton  dé- 
signe par  |i  et  9  les  perpendiculaires  CE  et  CF, 
abaissées  du  point  C  sur  les  prolongemens  de  DA 
et  de  OA,  on  aura 

Pp  ==  Q9 , 

pour  l'équation  d'équilibre  qui  devra  servir  à  dé- 
terminer la  déviation  inconnue  BOA. 

rappelle  s  cet  angle ,  y  Tangle  donné  BCO,  a 
et  c  les  distances  aussi  données  CA  et  CO,  et  y  U 
distance  inconnue  AOj  nous  aurons 

y*  =  o«   +  C"   —  2ac  cos  {y  —  r) , 
et,  en  outre. 


.l,COA=°''°^>-*\     y=    °"'°{>-'), 


a  610  M. 


Appelons  aussi  m  la  masse  de  la  terre  Mi  celle 
de  la  sphère  mobile,  m'  celle  de  la  sphère  atti- 
rante. En  désignant  toujours  par/  le  coefficient  de 
Tattraction  universelle ,  et  représentant  par  r  ie 
rayon  de  la  terre,  les  forces  motrices  P  et  Q  auront 
pour  valeurs 


P  = 


/wW 
r» 


et  si  f  est  la  densité  moyenne  de  la  terre ,  f  ' 
celle  de  la  sphère  attirante,  et  r'  son  rayon ,  on 
aura  nnssi 


m 


Au  moyen  de  ces  différentes  valeurs,  l'équation 
Pp  =  Qg  se  changera  en  celle-ci  : 

pry'  siu  jp  =  fV»  C8in(^  "^  *)» 

où  il  ne  restera  plus  qu^à  mettre  la  valeur  de 
y  pour  en  déduire  ensuite  celle  de  s. 

Je  supposerai,  ce  qui  a  lieu  généralement,  la 
longueur  CA  du  fil  à  plomb  très  petite  par  rapport 
à  la  distance  CO.  En  négligeant  a  par  rapport  à  c 
dans  les  valeurs  de  y,  on  aura  simplemet|\  3f  =:  c; 
d'où  il  résultera  >» 


sin 


siii  (>—  jrj 


_        f 


Vi 


prc* 
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Li  dentUé  p'  et  le  nyon  r'  de  la  sphère  attirante 
restant  les  méraes,  la  valeur  de  a  que  Ton  tirera  de 
cette  équation  sera  d^aulaot  plus  grande  que  la 
distance  e  sera  plus  petite,  et  que  Tangle  y  appro- 
chera davantage  d^ètre  nu  angle  droit  ;  et  comme  c 
ne  peut  pas  être  moindre  que  le  rayon  r',  il  s^ensuit 
qu'on  aura  Ir  moMimum  de  déviation  du  fil  à  plomb 
que  puisse  produire  Tattraction  d'une  sphère  don- 
née ,  en  prenant  e  ==  W  et  ^  =  90»  ;  ce  qui  réduit 
Téquation  précédente  à 


tang 


8i  Ton  suppose,  par  exemple,  f  '  =  f ,  et  qu*on  de- 
mande quel  doit  être  le  rayon  r'  pour  que  la  dévia- 
tion m  s'élève  à  une  seconde,  on  aura  t''=r  tang  1"; 
et ,  à  canse  que  la  circonférence  2irr  de  la  terre 
est  de  40  millions  de  mètres,  il  en  résultera  W 
=30%8/S6....  Ainsi,  une  sphère  homogine  d'envi- 
ron 31  mètres  de  rayon ,  et  d'une  densité  égale  à 
la  densité  moyenne  de  la  teif  e,  ne  produit  qu'une 
déviation  d'une  seconde  au  plus  dans  la  direction 
do  fil  à  plomb  j  et  pour  qu'elle  la  produise,  il  faut 
qu'elle  touche  rextrémité  inférieure  de  ce  fil ,  et 
(pie  son  centre  soit  situé  dans  le  plan  borisontal 
passant  par  cette  extrémité. 

252.  Cette  moyenne  densité  de  la  terre,  conclue 
de  la  déviation  du  fil  à  plomb  que  produit  l'ottrac- 
tion  des  montagnes,  a  été  évaluée  à  quatre  ou  cinq 
fois  la  densité  de  Teau.  Cavendish  l'a  trouvée  égale 
k  cinq  fois  et  demie  cette  densité ,  en  la  déduisant 
de  l'attraction  exercée  par  deux  globes  de  plomb  de 
hoit  pouces  anglais  de  diamètre ,  qu'il  a  su  rendre 
sensible  par  le  moyen  de  la  haiamcê  de  torsion. 
Sans  entrer  ici  dans  tous  les  détails  de  cette  belle 
expérience,  des  diverses  précautions  qu'elle  <)xige, 
et  des  calculs  qu'il  faut  faire  pour  en  déduire 
on  résultat  exact,  je  vais  seulement  indiquer  les 
points  principaux  de  ces  calculs  (*). 

La  balance  de  torsion  est  l'instrument  le  plus 
exact  que  nous  ayons  pour  servir  à  la  mesure  des 
forces  très  petites.  Coulomb ,  à  qui  l'invention 
en  est  due ,  Ta  surtout  employée  à  mesurer  les 
forces  d'attraction  et  de  répulsion  des  corps  élec- 
Irisés  ;  et,  pour  cette  raison ,  elle  est  aussi  connue , 
en  Physique ,  sous  le  nom  de  la  baiancê  iUctriquê, 
Elle  consiste  principalement  en  un  fil  métallique 
très  délié,  vertical,  attaché  à  un  point  fixe,  et  à 
Textrémité  duquel  est  suspendu  un  levier  hori- 
xontal.  Supposons  ce  levier  formé  d'une  tige  très 
mince  ACA'  (fig.  58],  partagée  en  deux  parties 
égales  à  son  point  d'attache  C,  et  terminée  par 
deux  sphères  d'un  petit  diamètre,  dont  les  centres 
sont  A  et  A'.  Du  point  C  comme  centre ,  et  d'un 
rayon  égal  i  CA,  décrivons  le  cercle  borisontal 
BAB'A',  dont  nous  diviserons  la  circonférence  en 
nn  grand  nombre  de  parties  égales.  Lorsque  le 

'  On  Uouv*  dan*  U  1>  cMm  dn  /««immI  4a  VÈtaU  Pv/jImA- 
•tf  ••  vmm  mAietMB  «ueto  4a  mémoire  d«  Ca? tndiib. 


levier  tournera  autonr  du  point  C,  ses  extrémités  A 

et  A'  parcourront  cette  circonférence,  et  les  points 
de  division  auxquels  ils  répondront  à  chaque  in- 
stant feront  connaître  les  arcs  qu'ils  auront  dé- 
crits. Tant  que  le  fil  de  suspension  qui  aboutit  au 
point  C  n'est  pas  tordu,  le  levier  reste  en  repos 
dans  une  certaine  position.  Je  suppose  qu'il  ré- 
ponde alors  à  la  ligne  BCB';  si  Ton  vient  à  l'éoarter 
de  cette  ligne,  pour  le  mettre  dans  une  autre  posi- 
tion quelconque  ACA',  le  fil  de  suspension  sera 
tordu  sur  luinnème,  et  cette  torsion  tendra  à  ra- 
mener ce  levier  vers  la  ligne  BCB'.  Pour  le  retenir 
dans  la  direction  ACA',  supposons  que  l'on  appli- 
que à  ses  deux  extrémités  des  forces  égales  et  con- 
traires, dirigées  dans  le  pion  horiiontol,  et  perpen- 
diculaires à  sa  longueur,  la  valeur  commune  de 
ces  deux  forces  sera  la  mesure  de  la  force  de  tor- 
sion qui  leur  foit  équilibre.  Or,  tes  expériences  de 
Coulomb  ont  prouvé  que  le  fil  de  suspension  res- 
tant le  même,  cette  force  de  torsion  est  proportion- 
nelle à  l'angle  BCA  ;  en  prenant  donc  l'angle  droit 
pour  unité ,  appelant  h  la  force  de  torsion  qui 
répond  à  cet  angle ,  et  désignant  pnr  t  l'angle  BCA, 
cette  force,  dans  la  position  ACA'  du  levier,  sera 
égale  à  kt  :  ainsi,  dans  cette  position,  la  torsion  du 
fil  de  suspension  équivaudra  à  deux  forces  égales 
à  At,  horizontales ,  perpendiculaires  à  ACA',  appli- 
quées aux  points  A  et  A',  et  tendantes  à  ramener  le 
levier  à  la  ligne  de  repos  BCB'. 

Cela  posé ,  approchons  dn  levier  deux  sphères 
homogènes  d'une  même  matière ,  d'un  même  dia- 
mètre, et  symétriquement  placées  de  part  et  d'au- 
tre de  la  ligne  BCB'.  Soient  0  et  0*  leurs  centres 
situés  dans  le  plan  borisontal  qui  contient  le  le- 
vier à  égole  distance  de  C,  et  sur  une  droite  OCO' 
menée  par  ce  point.  L'attraction  de  ces  deux  corps 
va  écarter  le  levier  de  la  ligne  BCB';  et,  à  cause 
que  tout  est  semblable  autour  du  centre  C,  la 
droite  ACA'  tournera  autour  de  ce  point,  qui  res- 
tera immobile.  A  mesure  que  le  levier  s'écartera 
de  la  ligne  de  repos,  la  force  de  torsion  augmen- 
tera. Il  existe  une  position  dans  laquelle  cette 
force  ferait  équilibre  à  l'attraction  des  deux  sphères; 
mais  comme  le  levier  atteint  cette  position  avec 
une  vitesse  acquise,  il  la  dépasse,  et  il  oscille, 
de  part  et  d'autre  ,  à  la  manière  d'un  pendule 
borisontal.  L'observation  fait  connaître  la  durée 
d'une  oscillation  entière.  En  comparant  la  lon- 
gueur de  ce  pendule  à  celle  d'un  pendule  ordi- 
naire qui  oscillerait  dans  le  mémo  temps,  on  en 
conclut  le  rapport  de  lo  force  d'attraction  de  cha- 
que sphère  à  la  pesanteur  ;  et  par  suite ,  on  a 
le  rapport  de  la  masse  de  cette  sphère  à  celle  de 
la  terre.  L'équation  qui  sert  à  déterminer  ce  rap- 
port est  facile  à  former,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

263.  Les  deux  sphères  mobiles  dont  les  centres 
sont  en  A  et  A',  étant  sollicitées  par  les  mêmes 
forces ,  et  ayant  le  même  mouvement  autour  du 
point  fixe  G,  il  suffira  de  considérer  le  mouvement 
du  centre  de  l'une  d'elles,  dn  point  A,  pareicm- 
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plej  «oient  donc  oomme  dans  le  problème  pré- 
cédent , 

CA  =  o,         CO  =  c,        BCO  =  y; 

appelons  m' la  masse  de  la  sphère  attirante  dont  le 
centre  est  en  0,  et  /  le  coefficient  de  Tattraction 
anîTerselle;  au  bout  d'un  temps  quelconque  t, 
désignons  par  •  Tangle  ACB,  et  par  s  la  distance 
AO,  nous  aurons 

st  =:  a*  -|-  c>  —  Zao  cos  {y  —  •  ) ; 

et  la  force  accélératrice  provenant  de  l'attraction 

fm' 
dirigée  suivant  AO  sera  ^ — .  Je  la  décompose  en 

deux  autres  forces ,  Tune  dirigée  suivant  le  pro- 
longement de  CA,  et  l'autre  perpendiculaire  à  CA. 

fm' 
Cette  dernière  composante  sera  égale  à  -^  sinCAO, 


fm'c 
c'est-à'dire,  à-^^—  sin  (y  —  I),    en  y  mettant 

pour  sin  CAO  sa  valeur  déduite  du  triangle  COA. 
Si  l'on  retranche  de  cette  composante  tangente 
à  la  trajectoire I  la  force  de  torsion  M  qui  lui  est 
directement  opposée  ,  et  si  l'on  observe  que  l'arc 
BA  décrit  par  le  mobile  est  égal  à  a(,  on  aura 

pour  l'équation  du  mouvement  (n»  lfi2). 

L'attraction  de  la  masse  m'  étant  une  très  petite 
force,  l'angle  A  dont  elle  écarte  le  levier  ACA'  de  sa 
ligne  de  repos  sera  très  petit.  En  appelant  b  la  dis- 
tance BO,  on  la  valeur  de  s  qui  répond  à  0  =  0,  de 
sorte  qu'on  ait 

I  et  développant  suivant  les  puissances  de  0,  il  vient 


"°  (>— M  =   *'°  >-  Ua*  +  c«  )  cos  y  -  2ac - ac  gin»  y]-;^   +  elc. 
-s  6*  *^  o' 


idonc,  on  fait,  pour  abréger. 


_/m' 
[  (tt«  +  c«  )  cos  y—  8ac  —  ac  sin»  y]  — •  c  +  fc  =  y  , 


fm'c  sin  y  _ 

63  ^  * 


et  qu'on  néglige  les  puissances  de  6  supérieures  à 
la  première,  l'équation  du  mouvement  deviendra   . 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant , 


t  =  C  -^  ft  cos 


(•i/f  +  '■)' 


keik'  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

D'après  cette  valeur  de  9,  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  écart  du  levier  ACA',  à  partir  de  la  ligne 
BCB',  seront  C-f-  A  et  C  *  ft;  et,  si  Ton  tire  la 
ligne  DCIV,  telle  que  l'angle  BCD  soit  égal  à  C, 
le  levier  fera,  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  des 
oscillations  égales  et  isochrones  dont  l'amplitude 
sera  la  constante  ft  :  on  déterminera  l'angle  C  par 
l'expérience,  en  mesurant  le  plus  petit  et  le  plas 
grand  écart  du  levier ,  et  prenant ,  pour  cet  angle, 
la  demi-somme  de  ces  valeurs  extrêmes  de  6.  La 
droite  DCD'  qui  répond  à  0  =:  C  est  la  position  du 
levier 'dans  laquelle  il  demeurerait  en  équilibre, 
s'il  y  parvenait  sans  vitesse  acquise.  La  durée  de 
chaque  oscillation  entière  du  levier,  de  part  et 


d'autre  de  cette  ligne ,  sera  le  temps  pendant  le- 

quel  l'angle  t  \/ h  *'  augmentera  de  180»  i 

a 
en  le  désignant  par  T,  on  aura  donc 


T  = 


et  cette  durée  T  sera  aussi  donnée  par  l'obser- 
vation. 

Maintenant ,  si  l'on  appelle  9  la  gravité ,  et  I  U 
longueur  du  pendule  simple  qui  fait  ses  oscilla- 
tions infiniment  petites  dans  te  temps  T,  on  a 
(n»  188), 


=  .     \/i-. 


on  aura  donc 

^o  =  ^''  i 
par  conséquent,  h  cause  de 


fwlc  sin  y 


DYNAMIQUE,  PREMIÈRE  PARTIS. 


140 


nout  aurons,  finalement , 


» 


Cabi 


elr»    sin  y 


m  étant  la  masse  de  la  terre  et  r  son  rayon. 

Toutes  les  quantités  contenues  dans  cette  for- 
mule sont  connues  dans  chaque  eipérience  ;  elle 
servira  donc  à  calculer  le  rapport  de  la  masse  m' à 
celle  de  la  terre;  et  connaissant,  en  outre,  les 
Tolumes  de  ces  deux  corps  et  la  densité  de  m', 
OQ  en  conclura  la  densité  moyenne  de  la  terre. 

254.  On  démontre,  dans  la  Mieaniguê  ciUste, 
que  pour  la  sUbilité  de  Téquilibre  de  la  mer,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  que  la  densité  moyenne  de  la 
terre  surpasse  celle  de  l'eau.  C'est  parce  que  cette 
condition  est  remplie,  que  les  forces  provenant  des 
actions  simultanées  du  soleil  et  de  la  lune  ne  pro- 
duisent que  de  petites  oscillations  :  si  elle  ne 
Tétait  pas,  et  que  la  terre,  par  exemple,  en  conser- 
vant sa  densité  moyenne ,  fût  recouverte  par  une 
mer  de  mercure,  l'action  des  moindres  forces  étran- 
gères au  sphéroïde  terrestre,  produirait ,  dans  ce 
fluide  I  un  mouvement  progressif,  de  sorte  que  la 
mer,  au  lieu  d'osciller,  parcourrait  la  surface  en- 
tière de  la  terre. 

Oo  prouve  aussi,  par  diverses  considérations, 
que  la  densité  des  couches  concentriques  du  sphé« 
roide  terrestre,  doit  croître  en  allant  de  la  surface 
au  centre;  d'où  il  résulte  que  sa  densité  moyenne 
doit  surpasser  celle  de  la  couche  superficielle  ; 
condition  qui  se  trouve  effectivement  remplie;  car 
si  Ton  excepte  les  métaux,  qui  sont  eu  petite  quan- 
tité dans  cette  couche  ,  les  densités  des  autres 
matières  dont  elle  est  formée,  sont  toutes  beau- 
coup moindres  que  cinq  fois  et  demie  lu  densité 
de  Teau.  Mais  il  importe  d'observer  que  cet  ac- 
croissement de  densité  ne  suppose  pas  l'existence 
de  matières  entièrement  différentes  de  celles  que 
nous  voyons  à  la  surface,  et  dont  la  densité  propre 
serait  excessivement  grande  :  on  peut  admettre 
que  toutes  les  couches  de  la  terre  sont  formées 
d*nne  même  matière,  un  peu  compressible,  ou 
d^on  mélange  de  différentes  matières,  comme  à 
sa  surface;  et  dans  cette  hypothèse,  qui  parait  la 
plus  naturelle,  leur  accroissement  de  densité  se- 
rait dû  à  la  condensation  produite,  dans  chaque 
couche,  par  la  pression  des  couches  supérieures, 
qui  va  en  augmentant  de  la  surface  au  centre. 

Dana  l'intérieur  de  la  terre,  U  loi  de  l'attraction, 
dépend  de  U  loi  Inconnue  des  densités  ;  en  dehors, 
elle  varie  sur  le  prolongement  de  chaque  rayon ,  à 
peu  près  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
ao  centre  ;  et  d'un  rayon  à  un  autre ,  elle  éprouve 
en  même  temps  une  variation  proportionnelle  au 
carré  do  cosinus  de  l'angle  que  chaque  rayon  fait 
a^ec  Taxe  de  figure  du  sphéroïde  terrestre.  II  ré- 
sulte de  cette  dernière  variation  qu'à  égale  dis- 
tance du  centre  de  la  terre,  la  force  appliquée 
an  centre  de  la  lune  et  provenant  de  l'attraction  de 
ce  sphéroïde,  n'est  pas  la  même  dans  toutes  les 


directions  du  rayon  vecteur  ;  en  sorte  qu'on  peut 
considérer  cette  force  comme  étant  composée  de 
deux  autres,  l'une  provenant  de  la  partie  sphé- 
riqne  de  la  terre  et  qui  est  constante  ou  ne  varie 
qu'à  raison  de  la  distance  à  son  centre,  l'autre  due 
au  renflement  de  la  terre  à  l'équateur  et  qui 
varie  avec  la  direction  du  rayon  par  rapport  à 
l'nxe  des  pôles.  Laplace  a  déterminé  la  petite  iné- 
galité en  longitude  et  en  latitude ,  que  cette  se- 
conde force  produit  dans  le  mouvement  de  la 
lune  ;  on  conçoit  que  sa  grandeur  doit  dépendre  de 
l'aplatissement  de  la  terre;  et  en  la  comparant 
à  celle  que  Tobservation  a  donnée,  on  en  conclut 
un  applattssement  1/306,  peu  différent  de  celui 
qui  résulte  de  l'ensemble  des  mesures  du  pendule 
et  des  degrés  du  méridien. 

A  la  surface  de  la  terre,  la  variation  de  la  pesan- 
tenr  provenant  de  celle  de  l'attraction  et  de  la 
force  centrifuge,  suit  la  même  loi  qu'à  une  dis- 
tance quelconque  du  centre,  c'est-à-dire  qu'elle 
est  proportionnelle ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
{n**  178),  au  carré  du  cosinus  de  la  latitude.  Mais 
pour  vérifier  cette  loi  par  les  mesures  du  pendule 
à  secondes ,  il  faut  que  les  oscillations  ne  soient 
pas  observées  près  d'une  montagne  ;  car ,  en  même 
temps  que  la  composante  horisontale  de  son  attrac- 
tion écarte  le  pendule  de  la  verticale,  dsns  sa  posi- 
tion d'équilibre ,  la  composante  verticale  de  cette 
force  diminue  la  pesanteur ,  et ,  conséquemmcnt , 
la  longueur  du  pendule  simple.  En  évitant  cette 
cause  d'anomalie ,  on  trouve  encore  qu'en  certains 
lieux  la  longueur  du  pendule  à  secondes  s'écarte 
de  la  loi  de  variation  donnée  par  la  théorie  ;  ce 
qu'on  doit  attribuer  à  ce  qu'en  ces  lieux,  la  densité 
du  terrain ,  dans  une  étendue  et  une  profondeur 
considérables,  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  la 
densité  générale  de  la  couche  superficielle ,  d'où 
il  résulte  une  augmentation  ou  une  diminution 
de  la  pesanteur  totale,  et,  par  conséquent,  delà 
longuenr  du  pendule  simple ,  qui  est  proportion- 
nelle à  son  intensité.  Le  pendule  est  donc  aussi  un 
instrument  de  Géologie ,  qui  annonce,  par  ses  ano- 
malies, des  variations  d'une  grande  étendue  dans  la 
nature  du  sol. 

Au  reste ,  il  faut  observer  que  la  loi  du  décrois- 
sement  de  la  pesanteur ,  proportionnel  au  carré  du 
cosinus  de  la  latitude ,  en  allant  du  pôle  à  l'équa- 
teur, suppose  qu'on  prend  pour  la  surface  de  la 
terre  le  prolongement  du  niveau  des  mers  ;  et 
comme  les  lieux  des  continens  où  se  font  les 
observations  s'élèvent  à  des  hauteurs  différentes 
au-dessus  de  ce  niveau,  il  est  nécessaire  do  réduire 
les  longueurs  observées ,  à  celles  qui  auraient  Heu 
à  ce  niveau  même  sur  chaque  verticale.  Cette  ré- 
duction se  fait  ordinairement  en  augmentant  la 
pesanteur  et  la  longueur  du  pendule  à  secondes , 
dans  le  rapport  du  carré  de  la  distance  du  lieu 
de  Tobservation  au  centre  de  la  terre,  au  cam* 
de  cette  même  distance  diminuée  de  la  hauteur  de 
re  lieu  au-dessus  du  niveau  des  mers  ;  ce   qui 
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revient  à  négliger  rattraction  de  la  couche  de 
terre  comprise  entre  la  surface  du  contioent  et  le 
prolongement  de  la  surface  des  mers.  On  tb  yoît, 
dans  le  naméro  suivant ,  que  cette  correctiou  est 
trop  grande  de  prés  de  moitié. 

266.  Soient  AM'B  (  6g.  69  )  la  surface  d'un  conti- 
nent ,  DAUBE  le  niveau  des  mers  et  son  prolonge- 
ment, et  C  lo  centre  de  la  terre;  soient  aussi  H'  le 
lieu  de  Tobscrvation ,  et  M  le  point  où  le  rayon  CM' 
rencontre  ce  prolongement  ;  M'M  sera  la  hauteur 
du  point  H  au-dessus  de  la  surface  des  mers,  que  je 
représenterai  par  h,  et  qui  serm  donnée  par  un 
nivellement  ou  par  des  mesures  barométriques. 
Si  H'  était  très  voisin  de  la  mer,  la  pesanteur  pour- 
rait être  un  peu  diminuée  et  sa  direction  un  peu 
dérangée,  à  cause  que  la  densité  de  Teau  est  moin- 
dre que  celle  du  terrain  j  mais  je  supposerai  que 
cela  n'oit  pas  lieu,  et  je  supposerai  aussi  qu'autour 
du  point  H'  la  surface  du  terrain  soit  horisontale 
ou  sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  GH',  et 
que  sa  densité  soit  uniforme.  Il  s'agira  de  calculer 
Tattraction  exercée  au  point  M',  par  la  couche 
AM'BSI,  élevée  au-dessus  du  niveau  des  mers.  Dans 


ce  calcul,  on  pourra  faire  abstraction  de  la  cour- 
bure de  cette  couche  et  de  la  variation  de  son 
épaisseur,  ou,  autrement  dit,  on  pourra  considérer 
l'épaisseur  de  cette  couche  comme  constante  et 
égale  à  fc,  dans  toute  l'étendue  où  son  attrac- 
tion peut  être  sensible.  Je  représenterai  par  e  le 
rayon  de  cette  étendue ,  et  par  p'  la  densité  de  la 
couche. 

Cela  posé,  soit  K  un  point  quelconque  de  la  cou- 
che attirante;  désignons  par  s  et  y  ses  distances 
à  la  surface  du  terrain  et  au  rayon  CM';  et  décri- 
vons deux  surfaces  cylindriques  qui  aient  MM'  pour 
axe  commun,  et  dont  les  rayons  soient  y  ^^  y  -f*4^* 
Le  volume  compris  entre  ces  deux  surfaces  aura 
2«ryiy  pour  base  et  dM  pour  hauteur;  et  si  on 
le  décompose  en  anneaux  horisootaux  d'une  épais- 
seur infiniment  petite,  le  volnme  de  l'anneau  qui 
répondra  au  point  R  sera  2vydydM,H  sa  masse 
2ief'ydydM.  L'attraction  de  cet  anneau  sur  un  point 
matériel  situé  en  M'  se  réduira  à  une  force  dirigée 
suivant  MM',  qui  sera  égale  è  la  somme  des  compo- 
santes verticales  des  attractions  de  tous  ses  peints; 
et  comme,  pour  le  point  quelconque  R,  on  a 


la  force  accélératrice  provenant  de  l'attraction  de 
l'anneau  entier,  aura  pour  valeur 


cns  KM'M  =  i 


2ir 


rff'tftdyds 

(y  +  *•  ). 

y  étant  tonjours  le  coe£Bcient  de  Tattractinn  uni- 
verselle. Par  conséquent,  pour  avoir  l'attraction  de 
la  couche  que  nous  considérons,  il  faudra  intégrer 
cette  formule  depuis  «  =  0  jusqu'à  s  =  A,  et  de- 
puis y=:0  jusqu'à  y  =c;  ce  qui  donne 


V  =  air/p»  (c  -f  A  -  I/c.  +  A-  )  , 

en  désignant  cette  force  par  *'.  Mais,  en  général, 
l'épaisseur  verticale  de  la  couche  attirante  est  pe- 
tite, eu  égard  à  son  rayon  horizontal;  si  donc 
on  néglige  >«  par  rapport  à  c«  ,  on  aura  sim- 
plement 

h'  =  2x/>'A. 

Soit  k  Tottraction  exercée  au  point  H  par  lu  par- 
tie de  la  terre  qui  se  termine  au  niveau  des  mers, 
et  r  le  rayon  CM  ;  cette  attraction  nu  point  M'  de- 
viendra 

kr* 


(r-fA/ 


En  désignant  la  pesanteur  et  la  composante  verti- 
cale de  la  force  centrifuge  par  y  et  y  au  point  M,  et 
par  g'  et  y'  au  point  M',  on  aura  donc 


k  — 


>»  5^'  = 


*r« 


(r  +  hy 


+  V  . 


y  y*  +  S" 

Je  développe  le  premier  terme  de  y*  suivant  les 
puissances  de  A^  puis  je  retranche  y'  de  y,  et  je 
néglige  le  carré  de  A  et  ta  petite  différence  y'  —  y; 
il  vient 

2kh 

9-9'  = *'. 

r 


A  cause  de  la  petitesse  du  facteur  — ,  on  peut  faire 

r 
k  =  g'  dans  le  premier  terme  de  cette  formule  ; 
dans  la  petite  quantité  A',  on  peut  aussi  supposer 


3 


en  désignant  par  f  la  densité  moyenne  de  la  terre , 

4wr* 
et  prenant      ^     pour  son  volume  ;  il  en  résultera 


8 


alors 


ik'  =  !l!M 


2fr 


et,  par  conséquent , 


Sp'fc' 


-^{'^T-tï 


C'est  donc  par  le  facteur  compris  entre  les  parcn- 


r 
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thèses,  et  non  par  le  fucteur  1  -f ,  comme  on  a 

r 
coutume  de  ie  faire,  qn^on  devra  multiplier  la 
pesaotenr  ^  qui  a  lieu  sur  un  continent,  h  une 
hauteur  h  au^deuns  du  niveau  des  mers ,  pour 
la  réduire  à  ce  niveau.  On  peut ,  en  général ,  éva- 
luer p'  à  la  moitié  de  p,  et  prendre,  en  conséquence, 


6h 
1  -f"  —  pou>'  ce  facteur.  A  Paris ,  réiévation  h  du 
4r 

point  de  ^Observatoire  où  se  trouve  le  baromètrç , 
est  de  63  mètres;  d^où  il  résulte  que  la  gravité 
et  la  longueur  du  pendule  à  secondes  y  sont  moin- 
dres qu'au  niveau  des  mers,  dans  le  rapport  de 
Tunité  à  1,0000125. 
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fiie  une  droite  Iracëe  dans  le  plan  des  «  ci  y;  maii 
alort  les  forces  comprises  dans  ce  ^  plan  seraient 
détruites ,  soit  parce  quelles  rencontreraient  cet 
axe  fixe,  soit  à  cause  qu^elles  lui  seraient  paral- 
lèles. On  pourrait  donc  les  supprimer;  et,  cela 
fait,  Téquilibre  serait  rompu,  contre  Thypothèse, 
puisque  rien  n^enipécherait  plus  les  forces  perpen- 
diculaires au  plan  des  «  et  y  de  faire  tourner  le 
corps  solide  autour  de  Taxe  fixe;  par  conséquent, 
Téquilibre  est  impossible  tant  que  oes  dernières 
forces  ne  se  détruisent  pas  séparément.  Cela  étant, 
en  Terra  de  même  que  Téquilibre  ne  peut  exister 
entre  les  forces  comprises  dans  le  plan  des  a  et  y, 
sans  que  les  forces  parallèles  k  Taxe  des  y  ne  se  dé- 
truisent entre  elles;  car  s^il  avait  lieu,  et  que  cette 
eendition  ne  fût  pas  remplie ,  on  fixerait  un  point 
de  Taxe  des  jp,  qui  détruirait  toutes  les  forces  diri- 
gées saÏTant  cette  droite  :  rien  n^empècherait  plus 
les  forces  perpendiculaires  à  cette  droite ,  de  faire 
tourner  le  système  outour  de  ce  point  ;  en  sorte 
que  réquilibre  se  trouTcrait  détroit  par  Tadditiou 
d'un  point  fixe,  ce  qui  serait  absurde. 


Gela  posé,  si  le  corps  solide  que  nous  consi- 
dérons est  entièrement  libre ,  il  faudra  d*abord 
(  n«  67  ),  pour  Téquilibre  des  forcée  |wrallèles 
Poos>,  V  cos  y,  F'  oos  y,  etc.,  jf  et —  y,  f*  et  — 
g\  s"  ^^ — ^'#  etc.,  que  leur  somme  soit  nulle  ;  ce 
qui  donne 

P  cos  >  -f-  P'  cos  y*  +  P"  cos  y"  +  etc.  =  0. 

Il  faudra,  en  outre ,  que  les  sommes  de  leurs  mo- 
mens  par  rapport  au  plan  des  s  et  s  et  à  celui  des 
y  et  s,  qui  sont  parallèles  à  ces  forces,  soient  aussi 
nulles.  Or,  par  rapport  au  premier  plan,  on  a 

yP  cos  >  -f  y'P'  cos>'  -f-  y"F'  cos  y"  +  etc., 

pour  la  somme  des  momens  des  forces  P  cos  y  ; 
P'  oos  y,  F'  cos  y,  etc.,  celle  des  momens  des 
forces  y,  y*,  y",  etc.,  est 

^  +  yy +  y'y+etc.; 

et  la  somme  des  momens  des  forces  — *  y»  —  y'i 
— jf',  etc.,  a  pour  râleur 


sP  cos  C 


_,(,  +  '!l^)_,(,+ 


s'P'  co«  c 
7~ 


)- 


etc.. 


d'après  les  coordonnées  des  points  d^application  de  ces  diverses  forces.  On  a  donc ,  en  ajoutant  ces 
trots  sommes  et  réduisant, 

P  (y  cos  >  —  s  cos  C)  -f-  P'  (^  cos  >'  —  s' cos  C)  -f-  etc.  =  0  ; 

et  Ton  trouTcra  de  même ,  en  formant  la  somme  des  momens  des  mêmes  forces ,  par  rapport  au  plan 
des  y  et  »,  et  Tégnlant  &  séro , 

P  (s  cos  y  —  »  cos  •)  +  P*  (**  cos  y —  s' cos  •')  -(-  etc.  =  0. 


Quant  aux  forces  P  cos  C  —  h,V  cos  C  —  fc'; 
p»  008  C  —  h",  etc. ,  et  h,  h\  hf',  etc. ,  parallèles  & 
Taxe  des  y,  et  toutes  comprises  dans  le  plan 
des  JPet  y^  il  n*y  aura  que  deux  équations  d^équi- 
libre'(no  67);  il  suffira  que  leur  somme  soit  égale  à 
séro,  ce  qui  donne 

P  cos  C  -f-  P'  cos  C  +  P"  cos  C"  +  etc.  =  0  , 


et  que  la  somme  de  leurs  momens,  par  rappoK  au 
plan  des  y  et  s,  soit  aussi  égale  à  séro.  Or,  par 
rapport  à  ce  plan,  la  somme  des  momens  des  pre- 
mières forces  est 

s  (PcosC  —  A]  -l-y  (P'  cos  c  —  fc')  -f-  eto.r=  0; 

celle  des  momens  des  forces  h,  k\  k",  etc. ,  est  en 
même  temps , 


(._!£p)  +  .(„_îï^) 


-|-  etc., 


d'après  leurs  distances  à  Taxe  des  y;  par  conséquent,  en  égalant  la  somme  totale  &  séro,  on  aura 

P  («  cos  C  -^  y  cos  •  )  -f-  P*  (  s'  cos  C  —  y'  cos  •'  }  -f-  etc.  =  0. 


Enfin,  pour  réquilibre  des  forces  dirigées  sui- 
vant Taxe  des  jr^  il  suflira  que  leur  somme  soit 
nulle;  d^où  il  résulte 

P  cos  •  -|-  P'  cos  •'  -I-  P"  cos  •"  +  etc.  =  0. 


Telles  sont  les  six  équations  nécessaires  et  suffi- 
santés  pour  l'équilibre  d^un  corps  solide  entière- 
ment libre  et  sollicité  par  des  fiNtïes  quelconques^ 
qu'il  s'agissait  d'obtenir. 
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attl.  En  fiiùtnt,  pour  abréger. 


P  cos  A  +  p'  CM  «'  +  P"  cm  •"  +  eto.  =  X , 
P  cos  C  +  P'  oos  r  +  P"  OOft  C"  +  etc.  rr:  T  , 
9  C09  y  +  V  eoê  y'  -^^  ?"  cos  y"  +  etc.  =  Z , 
P  (  drcosC—  y  cos  «]  +  P'  (  x'  cos  C  —y'  cos  »'  )  +  etc, 

P(SC08«  — «  cos  >  ) -f  F   (   s'  COt  *'— K^CSOSy)    +   ctC, 

P(ycosy  — j  cos  C)  +  P'  (  y'  cos  y  — s'ooiC  )  +  etc. 


M, 


ces  équations  d*équUibre  dcTiendront 


X  =  0,  T  =  0,  Z  =  0,  L  =  0,  H  =  0,  K  =  0.  (l) 


On  peut  remarquer,  que  ces  quantités  L,  H,  M, 
ainsi  que  Z,  T,  X,  se  déduisent  les  unes  des  autres 
par  la  régie  du  n«  22. 

Cee  sii  équations  renferment  des  conditions 
d'équilibre  communes  i  tous  les  systèmes  de 
points  matériels  entièrement  libres |  car,  quelle 
que  soit  la  nature  d'un  pareil  système,  ou  la 
liaison  mutuelle  des  points  qui  le  composent,  il 
est  évident  qu'on  ne  troublera  pas  leur  équilibre 
en  rendant  lenrs  distances  invariables ,  sans  chan- 
ger leurs  coordonnées ,  ni  les  forces  qui  les  sol- 
licitent. Par  conséquent,  les  équations  d'équilibre 
d'un  système  de  forme  invariable,  qui  ont  lieu 
entre  ces  quantités ,  doivent  encore  subsister  pour 
tout  antre  système,  mais  alors  elles  ne  sont  plus 


suffisantes;  et  il  j  faut  joindre  d'autres  conditions 
spéciales  pour  chaque  système  en  particulier ,  qui 
serviront,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  à  déter- 
miner les  positions  relatives  de  ses  difTérens  points 
dans  l'état  d'équilibre. 

202.  Quand  les  forces  données  sont  toutes  paraK 
lèles  entre  elles,  les  angles  qu'elles  font  avecoba- 
con  des  aies  0»,  Oy,  Os,  sont  égaux  ou  snpplé» 
mentaires,  selon  que  ces  forces  agissent  dans  le 
même  sens  ou  on  sens  coutroire;  on  peut  les  snp* 
poser  égaux,  en  considérant,  en  même  temps, 
comme)  positives  les  forces  qui  agissent  dans  un 
sens ,  et  comme  négatives  celles  qui  agissent  dans 
le  sens  opposé  (n»  1 1);  on  aura  donc  alors 


•  =  •'  =  •»,  etc. ,  C  =  C  =  C",  etc.,  y  =z  y'  =:  y" ,  etc.  J 
an  moyen  de  quoi  les  trois  premières  équations  (l)  se  réduisent  &  une  seule,  savoir  i 

p  ^  p*  4.  prf  ^  etc.  =  0 , 
et  les  trois  autres  deviendront 


(  P#  +  P**'  +  P"*"  +  eto.)  cos  C 
(  Pf  +  P's'  +  P"s"  +  etc.)  cos  « 
(P^  +  P'y  +VY  +  etc.)  cos  y  = 

Mais  les  équations  d'équilibre  des  forces  parallèles 
étant  seulement  au  nombre  de  trois,  il  faut  que  ces 
trois  dernières  équations  se  réduisent  à  deux;  et, 
en  effet,  si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées 
par  cos  y,  cos  C,  cos  «,  on  trouve  une  équation 
identique;  en  sorte  que  Tune  d'elles  est  une  suite 
des  deux  autres. 

Quand  tontes  les  forces  données  sont  comprises 
ibns  un  même  plan,  on  peut  prendre  ce  plan  pour 
celui  des  jp  et  y  ;  alors  les  angles  y ,  y',  y'*,  ete., 
sont  droits,  et  les  coordonnées  m,  %\  s",  etc., 
égales  à  séro,  ce  qui  fait  évanouir  la  troisième 
«t  les  deux  dernières  équations  (1).  Dans  ce  cas 
pnlicuUer ,  comme  dans  le  cas  des  forces  paral- 
lèles, il  y  a  donc  seulement  trois  équations  d'équi- 
libre ,  qui  sont 

X  =  0,     Y=0,     L=0. 

20X  Lorsque  les  forces  données  ne  se  font  pss 
équilibre,  on  peut  demander  la  condition  qu'elles 


(Py     +    p/y'    +    pWyW     +    etc.)    COS    •  , 

(Pjt  +  p  **  +  p V  +  etc.  )  cos  y 
=  (Ps   +  P's'  +  P"j5"  +  etc.  )  cos  C. 


doivent  remplir  pour  avoir  une  résultante  unique , 
et  quelle  est  cette  résultante. 

Pour  répondre  à  cette  question,  je  désigne  par  E 
cette  force;  par  a,  h,  e,  les  angles  que  sa  direction 
fait  avec  des  parallèles  aux  axes  04?^  Oy,  Os,  me- 
nées par  un  de  ses  points ,  qu'on  prendra  pour  son 
point  d'application,  et  dont  les  coordonnées,  rap- 
portées à  ces  mêmes  axes ,  seront  représentés  par 
mi ,  yi  g  Ml,  Cette  force,  prise  en  sens  contraire 
de  sa  direction ,  fera  équilibre  aux  forces  données. 
Les  équations  (1)  auront  dooo  lieu  en  joignant 
k  P ,  F,  P",  etc. ,  une  force  égale  et  contraire  à  R  ; 
par  conséquent,  on  aura 

X  =  R  cos  a,  T  =  R  cos  6  ,  Z  =  R  cos  e  ,  (2) 


et,  en  outre, 

L  =  R  (  jTi  cos  è 

H  ==  R  (  Si  cos  a 

N  =  R  (yi  cos  c 


yi    cos  fl), 
Si    cos  c), 

Si      cos    è). 


lôd 
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c*eflt<4i-dirfl ,  eo  vortu  des  iroU  premières  éqoi- 
tions , 


ISx     —  XJi     +  m  r=  0.      î 


(3) 


Las  coordonnées  *i  »  yi  ,  »\  ,  pondant  appar- 
tenir à  un  point  quelconque  de  la  droite  suiirant 
laquelle  est  dirigée  la  r^ultante,  ces  trois  der- 
nières équations  seront  celles  de  ses  projections 
sur  les  trois  plans  des  coordonnées.  Pour  que  cette 
droite  existe,  il  faudra  donc  quelles  se  réduisent 
à  deiu;  or,  en  les  ajoutant  après  les  avoir  mul- 
tipliées par  Z,T,  X,  les  trois  variables  'i  ^  yi  ^  'i  ^ 
disparaissent,  et  Ton  a 

ZL  +  TM  +  Xlf  =  0  ;     (4) 

par  ooDséqoeat,  il  sera  nécesamre  et  il  suffira  que 
cette  ëqaation  (4)  soit  satisfaite  pour  que  les  forces 
données  aient  une  résultante  unique  :  quand  elle 
aura  lien,  cette  force  sera  déterminée,  en  grandeur 
et  en  direction,  par  les  équations  (3). 


Si  les  trois  sommes  X,  T,  1,  des  eonpoaanics 
parallèles  aux  aies  des  x,  y,  %,  sont  nulles,  Téqna- 
tion  (4)  sera  satisfaite  ;  mais  alors  la  résultante  sera 
une  force  infiniment  petite,  située  à  une  distance 
infinie  des  points  d^application  des  forces  données, 
ou ,  plus  exactement,  ces  forces  se  réduiront  à 
deux,  égales,  parallèles,  agissant  en  sens  con- 
traire, et  non  réductibles  à  une  seule  (n**  44). 

Lorsqne  les  trois  sommes  L ,  S ,  N ,  sont  nulles , 
Téquation  (4)  sera  aussi  satisfaite;  et  l'on  voit,  par 
les  équations  (3),  que  la  résultante  passera  par 
Torigine  des  coordonnées. 

204.  Quand  la  condition  exprimée  par  Téqna- 
tion  (4)  ne  sera  pas  remplie ,  on  y  pourra  satisfaire 
en  joignant  aux  forces  données  une  force  \3onve- 
nable.  Je  supposerai,  pour  plus  de  simplicité, 
qu'elle  passe  par  Torigina  0  des  coordonnées  ;  Je 
la  rapr^enterai  par  Q,  et  par  x,  /«,  r ,  les  angles 
qu'aile  fait  avec  les  axes  Ojt,  Oy,  Os.  Les  quantités 
L,  H ,  N ,  ne  changeront  pas  par  Taddition  da  cette 
force ,  et  les  sommes  X,  T ,  Z ,  augmenteront  des 
termes  Q  cos  x ,  Q  cos  /« ,  Q  cos  r.  L'équation  (4) 
deviendra  dono 


Q  (L  cos  r  +  M  cos  M  +  N  cos  x)  +  LZ  +  HY  +  HZ  =  0; 


en  sorte  qu'on  y  satisfera  d'une  infinité  de  ma- 
nières différentes ,  au  moyen  de  la  force  Q  et  des 
angles  x ,  /«,  r,  relatifs  à  sa  direction. 

La  résulUnte  B  des  forces  Q,  P,  P',  P",  etc.,  et 
sa  position ,  se  détermineront  au  moyen  des  équa- 
tions (2)  et  (3) ,  dans  lesquelles  on  mettra  X  -(- 
Q  cos  X ,  Y  4-  Q  cos  fi,  Z  4-  Q  cos  r ,  au  lieu  de 
X ,  Y ,  Z.  Les  forces  données  P,  P',  P",  etc. ,  pour- 
ront donc  être  remplacées  par  cette  résultante  R  et 
une  force  égale  et  directement  contraire  à  la 
force  Q  ;  d'où  l'on  conclut  que  quand  les  forces 
données  ne  sont  point  en  équilibre ,  ni  réductibles 
à  une  force  unique,  on  peut  toujours  les  réduire, 
d'une  infinité  de  manières  différentes,  à  deux  forces 
seulement ,  qui  ne  seront  pas  comprises  dans  un 
même  plan ,  sans  quoi  elles  se  réduiraient  à  une 
seule,  contre  l'hypothèse.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'on 
voit  immédiatement  par  la  transformation  du 
no  267;  car  les  forces  données  P,  P',  P",  etc., 
pourront  être  remplacées  par  la  résultante  des 
forces  parallèles  à  Taxe  des  s^  et  par  celle  des 
forces  comprises  dans  le  plan  des  «  et  y;  et  l'on 
pourra  ensuite  transformer ,  sans  difficulté ,  ces 
deux  résultantes  en  deux  autres  forces ,  d'une  in- 
finité de  manières  différentes.  En  cherchant  la  con- 
dition pour  qu'elles  se  rencontrent,  on  trouvera 
Téquation  (4),  relative  à  Texistence  d'une  résul- 
tante unique. 

205.  Si  l'on  considère  deux  corps  solides  A  et  A.' 
(  fig.  02),  qui  se  touchent  en  un  point  K  et  s'ap- 


puient l'un  contre  l'autre ,  et  si  Ton  supposa  qu'ils 
soient  sollicités  par  des  forces  données,  il  sera 
facile  de  déduire  de  ce  qui  précède  tes  conditions 
da  leur  équilibre. 

Pour  cela,  je  suppose  que  les  six  quantités  X ,  Y , 
Z,  L,  M,  N,  du  n»  261,  se  rapportent  au  corps  A,  el 
je  désigne  par  X',  Y',  Z',  L',  H',  N',  ce  qu'elles  de- 
viennent relativement  à  A';  j'appelle  Sx  ,  y  i  ,  si  , 
les  coordonnées  du  point  K  rapportées  eux  mêmes 
axes  que  celles  qui  entrent  dans  ces  diverses  quan- 
tités ;  par  le  point  R ,  je  mène  une  droite  HKH' 
perpendiculaire  au  plan  tangent  commun  aux  deux 
corps  ;  je  représente  par  a,  h,  e,  les  angles  que  fait 
la  partie  RH  de  cette  droite,  comprise  dans  A, 
avec  des  parallèles  aux  axes  des  9 ,f/,  m,  menées 
par  ce  même  point  R:  toutes  ces  quantités  sont  don- 
nées ,  et  il  s'agira  de  former  les  équations  d'équili- 
bre auxquelles  elles  doivent  satisfaire. 

Or,  le  corps  A  exercera  sur  A',  dans  la  direction 
RH',  une  pression  inconnue  que  je  représenterai 
par  R  ;  il  en  éprouvera ,  en  même  temps ,  une  résis- 
tance égale  et  contraire  à  cette  force  normale. 
Si  donc  on  joint  aux  forces  données  qui  agissent 
sur  A  une  force  R  dirigée  suivant  RH ,  on  pourra 
ensuite  faire  abstraction  de  A',  et,  de  même,  si  l'on 
joint  aux  forces  appliquées  à  A'  une  force  R  dirigée 
suivant  RH',  ou  pourra  aussi  considérer  A'  isolé- 
ment. Il  résulte  de  là  et  des  équations  (1)  qu'on 
aura  pour  l'équilibre  de  ces  deux  corps  les  doute 
équations  suivantes  : 
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X  -f  R  cos  a  s=  0 ,  Y  +  R  cos  6 
X'  —  R  co»  fl  =  0,  1'  —  R  cos  ft 


L  +  R  (*i  cos  6  —  yi 

M  -|~  R  ('«  cos  a  —  Xi 

W  -|-  R  (yi  cos  0    —  Il 

L'  —  R  (*i  cos  6  —  y» 

M'  —  R  («I  cos  a   —  #1 

W   —  R  (yi  coa  0  —  Si 


cos  a) 
cos  c) 
cos  b) 
cos  a) 
cos  0  ) 
cos  b) 


0 ,  Z  4'  R  ^^^  ^ 
0 ,  Z'  —  R  eos  0 

0, 
0, 
0, 
0, 

0, 
0. 


0, 
0, 


qai  se  réduiront  à  oose  par  rétîmination  de  R. 
Après  que  ces  oose  équations  d^quîlibre  auront 
été  vérifiées ,  Tune  des  précédentes  fera  connaître 
la  valeur  de  R,  qui  devra  être  une  quantité  positive 
pour  que  les  deux  corps  s'appuient  réellement  l'un 
contre  Tautre. 
Ces  doute  équations  donnent  immédiatement 

X  +  X'  =  0,  Y  +  r  =  0,  Z  +  r  =  0, 
t   +  L'  =  0,    H  +  M'  =  0,   N  +  W'  =  0; 

ca  qui  résulte  aussi  des  conditions  d'équilibre  com- 
mîmes à  tous  les  systèmes  entièrement  libres, 
comme  celui  des  deux  corps  A  et  A'  (no  261}. 

On  trouvera  pareillement  les  équations  d'équi- 
libre d^un  nombre  quelconque  de  corps  solides, 
dont  plusieurs  s'appuient  l'un  contre  l'autre  ;  et  il 
est  aisé  de  voir  que  le  nombre  de  ces  équations 
sera  égal  à  six  fois  celui  des  corps,  moins  le  nombre 
de  leurs  contacts. 

266.  les  équations  d'équilibre  d'un  corps  solide 
assujetti  à  des  couditions  données  doivent  être 
comprises  parmi  celles  d'un  corps  entièrement  li- 
bro  ;  cai  l'équilibre  de  celui-ci  ne  serait  pas  trou- 
blé, si  oo  l'assujettissait  k  ces  conditions  parti- 
ealière»;  en  sorte  qu'aucune  nouvelle  équation 
d'éqnitilire  ne  peut  être  introduite  par  ces  con- 
ditions. Mais ,  ou  contraire ,  une  ou  plusieurs  des 
éqoatioos  (1)  deviendront  superflues;  et  il  s'agira 
de  déterminer ,  pour  les  différons  cas  qui  peuvent 
se  présenter ,  celles  de  ces  équations  qui  resteront 
néceisaires.  Cest  ce  que  nous  allons  faire  succes- 
sivement dans  ce  numéro ,  en  supposant  toujours 
qu'on  oit  remplacé  les  forces  données  P,P',  P",  etc., 
par  Icrs  trois  groupes  de  forces  du  n»  250. 

lo  Si  le  corps  solide  qui  doit  rester  en  écioilibre 
renferme  on  point  fixe,  on  prendra  ce  point  pour 


l'origine  0  des  coordonnées.  Les  forces  dirigées 
suivant  l'axe  Os  seront  détruites  par  ce  point; 
ee  qui  fera  disparaître  l'équation  X  =  0.  Pour 
l'équilibre  des  forces  parallèles  à  l'axe  Oy  et  com- 
prises dans  le  plan  des  s  et  y,  il  ne  sera  plus  néces- 
saire qu'on  ait  Y  =  0,  et  il  suffira  qne  leur  résul- 
tante coïncide  avec  l'axe  Oy^  ou  que  la  somme  L  de 
leurs  momens,  par  rapport  au  plan  des  y  et  s, 
soit  égale  k  séro.  Enfin,  pour  l'équilibre  des  forces 
parallèles  à  l'axe  des  j,  l'équation  Zsss  One  sera 
plus  nécessaire;  il  suffira  que  leur  résultante  coïn- 
cide avec  l'axe  Os;  ce  qui  exigera  que  les  sommes 
de  leurs  momens,  par  rapport  aux  plans  des  y  et  m, 
et  des  «  et  s ,  qui  sont  les  quantités  —  M  et  R , 
soient  égales  à  séro. 

Ainsi ,  dans  ce  premier  cas ,  les  trois  équations 
d'équilibre  qui  resteront  nécessaires  seront 

L  =  0,    M  =  0,    N  =  0. 

Elles  signifient,  effectivement ,  que  les  forces  don- 
nées ont  une  résultante  unique,  et  que  cette  résul- 
tante vient  passer  par  le  point  fixe  0.  Cette  force 
exprimera ,  en  grandeur  et  en  direction ,  la  pres- 
sion exercée  sur  ce  point ,  et  sera  déterminée  par 
les  équations  (2). 

2o  Supposons  que  le  corps  solide  soit  retenu  par 
un  axe  fixe,  autour  duquel  il  est  assujetti  à  tour- 
ner, sans  pouvoir  glisser  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur. Prenons  cet  axe  pour  celui  des  s;  les  forces 
parallèles  à  cette  droite  Os  ne  pourront  produire 
aucun  mouvement,  et  les  trois  équations  Z  =  0, 
Jl  =  0,  N  =  0,  relatives  à  leur  équilibre ,  ne  seront 
plus  nécessaires.  Les  équations  X  =  0  et  Y  =  0  ne 
le  seront  pas  non  plus  pour  l'équilibre  des  forces 
comprises  dans  le  plan  des  jp  et  y;  en  sorte  que  , 
dans  ce  cas,  il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  équation 
d'équilibre,  qui  sera  L  =  0,  c'est-à-dire, 


P  (  *  cos  C  —  y  cos  •  )  -f-  P*  (  »'  cos  C  —  y  cos  •'  )  -f  etc.  =  0.     (6) 


Hais  si  le  corps  avait  la  liberté  de  glisser  le  long 
de  l'axe  fixe,  il  faudrait  en  outre,  pour  empêcher 
ce  mouvement,  que  la  somme  Z  des  forces  paral- 
lèles à  Os  fût  égale  a  zéro;  et  il  y  aurait  alors  les 
deux  équations  d'éqnilibre 

Z  =  0,    L  =  0. 

La  pression  que  l'axe  fixe  éprouvera  perpendicu- 
lairement à  sa  direction  sera  la  résultante  des 


forces  comprises  dans  le  plan  des  s  et  y,  détermi- 
née, en  grandeur  et  en  direction,  par  les  deux 
premières  équations  (2),  et  passant  par  le  point  0, 
en  vertu  de  l'équation  (5).  Les  forces  parallèles 
à  cet  axe  tendront  en  même  temps  à  le  faire  tour- 
ner sur  lui-même. 

En  comparant  les  quantités  H  et  If  à  L,  on  con- 
clut de  leur  composition  que  l'équation  d'éqnilibre 
autour  de  l'axe  Oy  sera  H  =r  0 ,  et  qu'elle  sera 
N  =  0  autour  de  Taxe  Ox.  Il  en  résulte  aussi  que 
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In  condition  d*ëqnUibre  antour  d*un  point  fixe  coa- 
sisto  en  ce  que  TëquiUbre  ait  lien  succefUYement 
autour  de  trois  axes  fixes  et  rectangulaires ,  menés 
urbitraircment  par  ce  point.  Par  conséquent,  si 
l'équilibre  existe  autour,  de  trois  axes  rectangu- 
laires qui  se  coupent  en  un  même  point ,  il  aura 
aussi  Heu  autour  de  toute  autre  droite  passant  par 
ce  point. 

So  Je  suppose  que  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  points  non  en  ligne  droite,  appartenant  au  corps 
solide,  soient  assujettis  à  demeurer  sur  un  plan 
fixe  dont  la  position  est  donnée;  et  je  prends 
ce  plan  pour  celui  des  s;  et  y.  Les  forces  parallèles 
à  Taxe  des  s  ne  pouTant  produire  aucun  mou- 
vement, les  équations  relatives  à  leur  équilibre 
n*auront  pas  lieuf  mais  les  trois  équations 

X  =  0,     Y  =  0,     l  =r  0, 

qui  répondent  aux  forces  comprises  dons  le  plan 
des  »  et  y^  seront  nécessaires  pour  empècber  le 
corps  de  glisser  on  de  tourner  parallèlement  à  ce 
plan  fixe. 

La  force  Z  e!i primera  la  pression  totale  que  le 
plan  fixe  éprouvera.  Si  le  corps  est  seulement  posé 
sur  ce  plan,  de  sorte  qu^il  s^agisse,  par  exemple, 
d'un  polyèdre  dont  une  f^tce  soit  en  contact  avec  le 
plan  des  s  et  y,  il  faudra  que  le  signe  de  Z  soit  tel, 
que  cette  force  appuie  le  corps  contre  ce  plan. 
Il  faudra,  en  outre,  que  cette  résultante  des  forces 
parallèles  à  Taxe  des  m  vienne  percer  le  plan  des 
^  et  y  dans  Tétendue  de  la  base  du  corps ,  éans 
quoi  elle  le  détacherait  de  ce  plan ,  en  le  faisant 
tourner  autour  de  Vm\  des  côtés  de  cette  base.  Or, 
si  Ton  appelle  Xi  et  yi  les  coordonnées  du  point  ou 
cette  résultante  rencontre  le  plan  des  g  ety^  ses 
momens  par  rapport  aux  plans  des  s  et  js  et  des  y 
et  jS  seront  Z  yi  et  Zsi\  ils  devront  être  égaux 
aux  sommes  des  momens  des  composantes  par 
rapport  aux  mêmes  plans;  et,  d'après  les  valeurs 
de  ces  deux  sommes  qu^on  a  trouvées  précédem- 
ment (no  260),  on  aura 

Zvi    =  —  M,     Zyi    =  M. 

11  faudra  donc  vérifier,  dans  chaque  cas  particulier, 
que  les  valeurs  de  Si  et  yi  ,  tirées  de  ces  équa- 
tions, appartiennent  à  un  point  de  la  base  du 
corps  ;  condition  d^équilibre  qui  ne  peut  être  expri- 
mée par  des  équations,  non  plus  que  celle  qui 
est  relative  au  signe  de  Z. 

4°  Si  les  points  du  corps  assujettis  à  rester  sur  le 
plan  fixe  des  jt  et  y  sont  seulement  au  nombre  de 
deux ,  ou  bien  s'ils  sont  tous  situées  sur  une  même 
droite ,  on  prendra  cette  ligne  pour  Taxe  des  y;  la 
résultante  Z  devra  alors  rencontrer  le  plan  des 
s  et  y  en  un  point  de  cet  axe  j  et ,  indépendam- 
ment des  trois  équations  du  cos  précédent,  on  aura 
cette  quotrième  équilibre  H  =  0. 


A»  Infln,  lorsque  le  corpa  solide  ne  tonchera 
le  plan  fixe  des  s  et  y  qu'en  un  seul  point,  où  l'on 
placera  Torigine  0  des  coordonnées,  on  verra,  oans 
difficulté ,  que  les  équations  d'équilibre  seront  au 
nombre  de  cinq,  savoir  : 

1  =  0,  T=0,    L=0,    H=:0,!l=0, 

La  force  Z  exprimera  toujours  la  pression  exeroée 
sur  le  plan  fixe  au  point  0,  et  devra  avoir  un  signa 
convenable. 

Ce  résultat  coïncide  avec  celui  du  numéro  pré- 
cédent; car  si  Ton  suppose  le  corps  A'  fixe  et  ter- 
miné par  un  plan ,  que  Ton  prenne  ce  plan  pour 
celui  des  4P  et  y  ^  et  le  point  K  (fig.  62)  pour  ori- 
gine des  coordonnées,  on  devra  faire,  dans  les 
équations  de  ce  numéro,  Si  =  0,  yi  =  0,  Mi  =  0, 
a  =  90o,  b  =  90»;  ce  qui  réduira  aux  cinq  équa- 
tions précédentes ,  un  pareil  nombre  des  six  équa- 
tions relatives  à  Téquilibre  du  corps  A.  La  sixième 
de  ces  équations  deviendra,  en  même  temps, 

R  4-  Z  =  0, 

en  supposant  qu^on  ait  c  =  0 ,  ou  que  la  partie 
KH  de  la  normale  soit  Taxe  des  s  positives;  par 
conséquent,  la  pression  exercée  sur  A',  qui  est 
égale  et  contraire  à  la  résistance  R,  sera  la  force  Z 
en  grandeur  et  en  direction. 

On  peut  remarquer ,  diaprés  cette  énumératîon 
des  différens  cas  d'équilibre,  que  les  nombres 
d'équations  relatives  à  un  corps  solide  gêné  par 
des  obstacles  fixes  peuvent  être  tous  ceux  qui 
sont  inférieurs  au  nombre  six ,  correspondant  è  un 
corps  entièrement  libre. 

267.  L'équation  (6)  relative  à  l'équilibre  autour 
de  l'axe  des  m  supposé  fixe,  ne  contient  ni  les  com- 
posantes parallèles  à  cet  axe,  des  forces  données 
P,  F,  P",  etc. ,  ni  les  coordonnées  parallèles  ao 
même  axe,  de  leurs  points  d'application  M,  S', 
S",  etc.;  en  sorte  que  l'équilibre  ne  serait  pas 
troublé,  si  l'on  remplaçait  ces  forces  et  leurs  points 
d'application  par  leurs  projections  sur  le  plan  des 
«  et  y,*  ce  qu'on  démontrerait  d'ailleurs  facilement 
à  priori. 

Soient  donc  Q ,  Q',  Q",  etc. ,  les  forces  P,  P*, 
P'',  etc.,  projetées  sur  le  plan  des  s  et  y,  c'est- 
à-dire,  décomposées  parallèlement  à  ce  plan  et 
transportées  aux  projections  des  points  H,  H', 
H",  etc. ,  sur  ce  même  plan.  Désignons  par  q , 
q',  q'*,  etc.,  les  perpendiculaires  abaissées  de 
l'origine  des  coordonnées ,  supposée  fixe ,  sur  les 
directions  des  forces  Q,  Q',  Q",  etc.  ;  et,  |iour  fixer 
les  idées ,  supposons  que  Q ,  Q',  Q",  tendent  à  faire 
tourner,  dans  le  même  sens,  autour  de  cette  ori« 
gine,  etque  Q'' ,  Q**,  etc.,  tendent  o  faire  tourner 
dans  le  sens  opposé.  Pour  l'équilibre  de  toutes  ces 
forces,  il  faudra,  d'après  le  n«  47,  que  Ton  ait 


Qy+    ()fql    +    qf'q"    -.    Q"g'M    _    Q.fg.T    —    etc.    =0,      (6) 
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en  considërani  q,  ^,  ^,  9"^  etc.,  comme  des 
quanUtét  potitÎTes,  aussi  bien  que  Q,  C'y  Q", 
Q'",  etc.  ;  par  conséquent ,  cette  équation  devra 
coïncider  btco  l'équation  (6);  ce  qu^on  vérifie,  en 
effet,  de  la  manière  suivante. 

Soient  H  (fig.  63)  la  projection  du  point  M,  OG 
etHG  ses  coordonnées  a  et  y,  HA  la  direction  de  la 
force  Q,  J^  et  fk  les  angles  que  fait  cette  droite  avec 
des  parallèles  aux  aies  Oj;  et  ^,  menées  par  le 
point  H.  Par  le  point  0,  menons  deux  autres  axes 
0«  I  et  Oyi ,  le  premier  suivant  la  direction  HA ,  et 
le  second  perpendiculaire  à  cette  droite  et  tel  que 
Tangle  yOyi  soit  aigu  ou  obtus  en  même  temps 
que  jrOst  ;  appelons  tx  et  yi  les  coordonnées  OF 
et  TH  do  point  H ,  rapportées  à  ces  nouveaux  axes  j 
nooa  anrons,  comme  on  sait, 

Si  =y  cos  f» -f-  s  cos  ^,  yi  =  y  cos  ^  —  sr  cos /«. 

Or ,  la  perpendiculaire  0&  ou  9,  abaissée  du  point 
0  sur  HA,  devant  être  une  quantité  positive,  on 
aura 

g  =  ±  y»    =  ±  (y  cos  X  —  «  cos  f*), 

selon  que  Tordonnée  yi  sera  positive  on  négative, 
oo,  ce  qui  est  la  même  chose,  d'après  le  sens 
qu'on  a  supposé  à  Taxe  Oyi  ,  selon  que  la  force  Q 
tendra  à  faire  tourner,  dans  un  sens  ou  dans  le 
srns  opposé,  autour  du  point  0.  Oo  a  d'ailleurs 

Q  ==  P  sin  >  , 

et,  de  plus  (n»  8) 

cos  *  =  sin  ^  cos  x ,    cos  C  =  sin  7^  oos  fi  \ 

il  en  résultera  donc 

Qg  =  ±  P  (y  cos  •  —  «  cos  C). 

Les  forces  Q'  et  Q"  tendant,  par  hypothèse, 


k  faire  tourner  dans  le  même  sens  qne  Q ,  on  aura 
de  même 

QV  =  ±  P*  (y  cos  •'  -  «'  cos  C), 
0*7'=  ±  P''(y"cos  a"—  #"cos  C"); 

et  les  autres  forces  Q'",  Q*^,  etc.,  tendant  à  fuire 
tourner  en  sens  opposé,  on  aura,  au  contraire, 

Q'V"  =  qp  F"  (  y"'  cos  ."'  —  »"'  cos  C") , 
Qw^  =  T  P"  (Sf*'  cos  n"  —  #«•  cos  €••), 
etc. 

On  prendra  donc ,  en  même  temps ,  les  signes 
supérieurs  ou  les  signes  inférieurs  dans  toutes  ces 
valeurs  ;  et  en  les  substituant  dans  Téquation  (6), 
elle  deviendra  Téquation  (6);  ce  quUl  s'agissait  de 
vérifier. 

268.  Le  corps  en  équilibre  étant  toujours  soumis 
k  la  pesanteur,  il  faudra  comprendre  parmi  les 
forces  données  P,  P',  P",  etc.,  son  poids  appliqué 
suivant  la  verticale  à  son  centre  de  gravité.  Suppo- 
sons, par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'un  corps  pesant 
posé  sur  un  plan  incliné  et  soutenu  par  une  seule 
force.  La  figure  64  représente  une  section  du  corps 
passant  par  le  centre  de  gravité  G ,  et  perpendi- 
culaire au  plan  incliné;  la  longueur  de  ce  plan 
est  AB ,  sa  base  BC ,  et  sa  hauteur  AC.  On  place 
l'origine  0  des  coordonnées  sur  la  verticale  GH 
passant  par  te  centre  de  gravité ,  et  Ton  prend  les 
axes  Ox  et  Ox  perpendiculaire  et  parallèle  à  AB  :  le 
troisième  axe  Oy,  qui  n'est  pas  représenté ,  serait 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  La  force  P 
sera  te  poids  du  corps ,  la  verticale  GH  sa  direc- 
tion ,  et  HO4P  l'angle  «.  On  aura ,  en  outre ,  «  =  0, 
y  =  0,  C  =  90o.  En  prenant  donc  P*  pour  la  force 
donnée  qni  soutient  le  corps  pesant,  les  équations 
d'équilibre  du  troisième  cas  du  n»  266  se  rédui- 
ront  à 


P  cos  •   +  P'  cos  •'  =  0,P'  cosC'  =  0,  F(y  cos  C  —  y'  cos  •' )  =  <>• 


D*après  les  deux  dernières ,  on  aura  C  =  90«  et 
y'szO;  ce  qui  montre  d'ubord  que  la  force  P*  devra 
être  comprise  dans  le  plan  des  x  et  s  /  et  en  eifet, 
cela  est  évidemment  nécessaire  pour  que  cette 
force  et  le  poids  du  corps  aient  une  résultante 
unique,  perpendiculaire  au  plan  incliné.  Je  suppo- 
serai que  0  soit  le  point  où  la  direction  de  P'  ren- 
contre la  verticale  GH,  et  je  représenterai  par  OD 
cette  direction.  L'angle  «'  ou  D0«  devra  être  obtus 
pour  satisfaire  &  la  première  des  trois  équations 
précédentes  ;  j'appellerai  i  Pangle  aigu  DOjt'  que 
fait  la  force  P'  avec  le  prolongement  de  Ojr,  de 
sorte  qu'on  ait  ^ 


cos 


=  —  cosX. 


L^angle  *  ou  BOs  est  le  complément  de  Tincli- 
naison  ABC  du  plan;  en  désignant  \a  hauteur  AC 


por  \  et  la  longueur  AB  par  l^  on  aura  donc 

A 


cos  •  = 


/  ' 


d'où  il  résultera  finalement 


y  =  P*  cos  /j 

équation  d'équilibre  qui  fera  connaître  l*une  des 
deux  quantités  P'  et  ^,  qnand  l'antre  sera  donnée. 
Lorsque,  par  exemple,  la  force  P'  sera  parallèh: 
au  plan  incliné,  on  aura/==0,  et,  conséquent' 
ment, 

P'  :  P  ::  *  :  / , 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

P'  =  P  fin  i , 
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en  appelant  i  rinclinaison  do  plan.  Si  Ton  appelle 
Q  la  pretsion  que  le  plan  éprouvera ,  et  qui  sera , 
dans  ce  cas,  la  composante  du  poids  P  suivant 
la  perpendiculaire  0»,  on  aura,  en  nième  temps, 

Q  ==  P  ces  ». 

269.  On  fait  ici  abstraction  du  frottement  qui 
sVjoute  à  la  force  P'  parallèle  au  plan  incliné, 
pour  empêcher  le  corps  de  glisser  le  long  de  ce 
plan.  Si  cette  force  P'  est  nulle,  le  frottement  seul 
peut  retenir  le  corps  tant  que  TincUnaison  t  n*a 
pas  atteint  une  certaine  limite.  En  désignant  par  k 
cette  limite ,  c^est-à-dire ,  Tangle  i  qui  a  lien  lors- 
que Téquilibre  Ta  commencer  à  se  rompre,  et 
supposant  qu^à  cet  instant  le  frottement  est  une 
fraction  /  de  la  pression ,  il  faudra  que  la  force 
fil  fasse  exactement  équilibre  à  la  composante 
P  sin  K  du  poids  du  corps ,  parallèle  au  plan  incli- 
né. Par  conséquent ,  on  aura ,  à  la  fois , 

Q  =  P  cos  X,    /  Q  =  P  sin  X  ; 


d'où  Ton  tire 


/  =  Ung  X  ; 


ce  qni  fera  connaître  la  valeur  def,  diaprés  Tob- 
scrvotion  de  Tangle  \,  sous  lequel  le  mouvement 
commence ,  et  qu^on  appelle  l'angle  du  frotte' 
ment. 

Toutes  choses  d'ailleurs  égales,  Texpérience 
prouve  cpi'à  Tinstant  qui  précède  la  rupture  de 
l'équilibre,  le  frottement  est  proportionnel  a  la 
pression  j  en  sorte  que  le  coefficient  f  et  Tangle  K 
sont  indépendans  de  la  pression  Q,  et  par  suite 
du  poids  P.  Ce  coefiicient  varie  avec  la  nature  du 
corps  et  le  poli  des  surfaces  :  on  a  oussi  remarqué 
qu'il  n'atteint  le  maximum  de  sa  valeur  qu'après 
que  le  contact  du  corps  et  du  plan  a  eu  lieu  pen- 
dant un  certain  temps,  différent  pour  les  corps 
de  nature  diverse  ;  et  ce  n'est  qu'a  partir  de  ce 
moMimuM  que  le  frottement  est  proportionnel  à  la 
pression. 

En  admettant  cette  loi  expérimentale,  il  en  ré- 
sulte que  si  plusieurs  corps  do  mémo  nature,  et 
dont  les  surfaces  ont  le  même  poli,  sont  placés  sur 
un  plan  borixontal ,  et  qu'après  un  certain  temps 
on  incline  ce  plan  graduellement ,  tous  ces  corps 
commenceront  à  glisser  sous  un  même  angle  x , 
quels  que  soient  leurs  poids  et  l'étendue  de  leurs 
surfaces  en  contact  avec  le  plan. 

270,  Lorsqu'un  corps  est  posé  sur  un  plan  hori- 
lontai,  la  pression  exercée  par  son  poids  P  se  dis- 
tribue entre  les  points  d'appui  de  ce  plan  ;  mais 
quand  leur  nombre  surpasse  trois ,  cette  distri- 
bution semble  d'abord  indéterminée  ;  ce  qui  pré- 
senterait une  difliculté  que  nous  allons  examiner. 


Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  ce  plan  bori- 
xontal soit  la  surface  d'une  table  dont  les  pieds 
sont  verticaux.  Dans  ce  pion ,  menons  deux  axes 
rectangulaires  Ox  et  Oy  (fig.  66).  Soient  C  la  pro- 
jection du  centre  de  gravité  du  corps  sur  ce  plan , 
et  A ,  A',  A",  etc. ,  les  points  de  ce  même  plan  qui 
répondent  aux  pieds  de  la  table.  Désignons  par 
Si  et  yi  ,  s  tiy,  s'  et  ^,  s"  et  y",  etc.,  les  coor- 
données de  ces  points  G,  A,  A',  A",  etc.,  rapportées 
aux  axes  Ox  et  Oy.  Pour  que  la  table  ne  soit  pas 
renversée,  il  faudra  que  le  point  C  soit  situé  dans 
l'intérieur  du  polygone  A  A'  A"  A"'  etc.  Cette 
condition  étant  remplie,  le  poids  P  appliqué  an 
point  C  se  décomposera  en  forces  parallèles,  diri- 
gées dans  le  sens  de  lo  peMuteur,  et  passant  par  les 
|>oints  d'appui  A,  A',  A",  etc.,  lesquelles  forées 
seront  les  chorges  que  les  pieds  de  la  table  auront 
à  supporter.  Soient  Q ,  Q',  Q",  etc.,  ces  charges 
inconnues;  d'après  la  théorie  des  forces  parallèles, 
nous  aurons 

P=Q+Q'  +  Q"+  etc., 
Ps,  =  Qs  +  Q'«'  +  q"x"  +  etc. , 
Py,    =  Qy  +    Q'y'  +  Q"y"  +  etc. 

Or,  s'il  n'existe  que  trois  points  d'appui  A,  A',  A", 
ces  trois  équations  suffiront  pour  déterminer  les 
charges  Q,  Q',  Q",  mais  s'il  y  en  a  quaUe  on  un 
plus  grand  nombre,  le  problème  sera  indéterminé, 
et  l'on  pourra  prendre  à  volonté  les  Taleun  de 
toutes  les  inconnues,  moins  trois,  pourvu  qu'il 
n'en  résulte ,  pour  ces  trois  inconnues ,  que  des 
valeurs  positives. 

Cette  indétermination  aurait  lieu,  en  effet,  si  la 
table  était  rigoureusement  inflexible  ;   mais  cela 
n'arrive  jamais;  et,  quelque  peu  flexible  qu^on  la 
suppose,  elle  se  déformera  un  tant  soit  peu  et 
se  comprimero  inégalement  dans  ses  différentes 
parties.  Or,  la  figure  qu^etle  prendra  et  la  quantité 
dont  elle  sera  comprimée  en  chaque  point  dépeu- 
dront  non  seulement  du  poids  P,  mais  aussi  da 
nombre  et  de  la  disposition  des  points  d'appui 
A ,  A',  A",  etc.  ;  et  Tune  et  l'autre ,  ainsi  que  la 
pression  qui  aura  lieu  en  chacun  de  ces  peints, 
«eront  complètement  déterminées  dsns  chaque  cas 
particulier.  Toutefois,  cette  détermination  est  un 
problème  très  difficile ,  dont  la  solution  générale 
n'a  pas  encore  été  donnée,  et  qui  appartient  k 
la  Physique  matbénwtique.  Nous  nous  bornerons 
ici  à  remarquer  que  tout  est  nécessairement  déter- 
miné dans  la  nature,  et  que  quand  quelque  chose 
nous  semble  indéterminé,  c'est  que  nous  avons 
fait  abstraction  de  quelque  donnée  du  problème, 
c'est-H-dire,  de  quelque  propriété  de  la  matière, 
comme  le  degré  de  flexibilité  de  la  table,  dans 
la  question  présente. 
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271.  Les  momens  que  nous  allons  considérer 
dans  co  chapitre  sont  ceux  dont  il  a  été  question 
dans  le  n^  42.  Ainsi,  le  moment  d^une  force  P  est  le 
produit  "Pp  de  cette  force  et  de  la  perpendiculaire  p 
abaissée  du  centre  des  momens  sur  sa  direction.  Si 
donc  <:e  centre  est  G  (fig.  66],  et  que  la  force  P  soit 
représentée  par  la  droite  HA  prise  sur  sa  direction , 
son  moment  aura  pour  expression  le  double  du 
triangle  CAH  qui  a  pour  base  cette  fur  ce  et  son 
sommet  an  point  G.  Diaprés  cela  ,  le  théorème 
du  n®  46,  relatif  au  moment  de  la  résultante  de 
deux  forces ,  n^est  plus  qu^une  proposition  de 
Géométrie  facile  à  démontrer. 

En  effet,  soient  HÀ  et  HB  les  deux  composantes , 
la  diagonale  UD  du  parallélogramme  MADB  sera 
leur  résultante  ;  et  le  point  G  étant  en  dehors  de 
Tangle  AME  et  de  son  opposé  au  sommet,  il  s^ogira 
de  prouver  que  le  triangle  CHD  est  la  somme  des 
triangles  GHA  et  GMB.  Or,  on  a  d'abord 

CMD  =  GHA  +  GAD  +  HÂD  ; 

en  abaissant  du  point  G  une  perpendiculaire  CE 
sor  la  droite  HB,  qui  rencontre  en  F  sa  paral- 
lèle AD,  on  aura 

CMB  =  1  HB.GE ,    GAD  =  -^   AD.CF  : 

et  à  cause  de  "^ 

HB  =  AD,     CF  ==  GE  -«  EF, 
il  en  résultera 

GAD  =  GHB  —  -!.  HB.  EF  : 

s  ' 

mais  le  produit  MB.  EF  est  la  surface  du  parallèle- 
gramme  HADB ,  ou  le  double  du  triangle  HAD  ;  on 
anra  donc 

CAD  =  GHB  —  HAD , 

et,  par  conséquent , 

CHD  =  GHA  +  CHB  ; 

ee  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Lu  figure  suppose  que  la  droite  EF  soit  la  diffé- 
rence des  peiprndiculaires  CE  et  CF  ;  elle  pourrait 
être  leur  somme ,  et  Ton  modifierait  sans  difficulté 
la  d^moastration  précédente  pour  l'appliquer  à  cet 


autre  cas.  On  prouirera  aussi ,  de  la  même  manière, 
que  le  triangle  CHD  est  la  différence  des  triangles 
CHA  et  GHB,  quand  le  point  G  est  placé  dans  l'angle 
AHB  ou  dans  son  opposé  au  sommet. 

272.  Par  le  centre  des  momens  (fig.  67),  menons 
un  plan  quelconque;  projetons  sur  ce  plan  la 
droite  AB  qui  représente  la  force  P  en  grandeur  et 
en  direction  ;  soit  Q  la  force  représentée  de  même 
par  la  projection  A'B'  de  AB;  le  moment  de  la 
force  P  sera  le  double  du  triangle  GAB,  et  celui  de 
la  force  Q  le  double  du  triangle  GA'B';  par  consé- 
quent, le  centre  des  momens  restant  le  même,  le 
moment  de  la  projection  d'une  force  sur  un  plan 
passant  par  ce  point,  est  la  projection,  sur  ce 
même  plan,  du  moment  de  cette  force. 

Si  Ton  appelle  H  le  moment  de  la  force  P , 
et  K  celui  de  sa  projection  Q  ;  que  l'on  élève  sur 
les  plans  de  ces  deux  momens  des  perpendiculaires 
CD  et  CE,  et  qu'on  appelle  l' l'angle  DCE,  cet  angle 
sfra  aussi  l'inclinaison  de  H  sur  K,  et  l'on  aura 
(uo  10) 

K  =  H  cos  i. 

Pour  une  même  force  P,  l'angle  l  et  le  moment  H 
changeront  avec  la  position  du  point  G  sur  la 
droite  CE;  mais  cette  droite  restant  la  même,  le 
produit  H  cos  X  ne  variera  pas  ;  car  K  ou  le  triangle 
CA'B'  ne  fera  que  se  déplacer  parollélement  à  lui- 
même,  sans  changer  de  grandeur. 

273.  Au  lieu  d'une  seule  force ,  considérons  uu 
système  de  forces  quelconques  P,  P',  P",  etc. 
Soient  H,  H',  H'',  etc. ,  leurs  momens  par  rapport 
au  point  G  (fig.  68).  Désignons  par  1",  ^,  i"^  etc.,  les 
ongles  que  les  perpendiculaires  CD,  CD',  CD",  etc., 
aux  plans  de  ces  momens,  font  avec  un  même 
axe  CE;  par  Q,  Q',  Q'',  etc.,  les  projections  de 
P,  P',  P",  etc.,  sur  le  plan  mené  par  le  point  G  et 
perpendiculaire  à  cet  axe;  et  par  K,  K',  K",  etc., 
les  projections  de  H ,  H',  H'^,  etc. ,  sur  ce  même 
plan.  Nous  aurons 

K  ==  H  cos  / ,  K'  =  H'  cos  I' ,  K»  =:  H"  cos  1",  etc. 

Si  l'on  voulait  seulement  connaître  les  aires  des 
projections  d'aprà  celles  des  surfaces  projetées,  il 
faudrait  considérer  les  inclinaisons  i,  1',  I",  etc. , 
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comme  des  ongles  aigus;  mais  «Uns  les  usages  que 
nous  ferons  des  projections  des  momens,  nous 
regarderons  ces  angles  comme  aigus  ou  obtus,  ou, 
autrement  dit,  nous  prendrons  pour  les  droites  CD, 
CI)',  CD",  etc.,  les  parties  des  perpendiculaires  aux 
plans  des  roomens  H ,  H',  H*',  etc.,  quL  font  des 
angles  aigus  ou  obtus  avec  Taxe  CE ,  selon  que  les 
projections  Q,  Q',  Q",  etc.,  des  forces  P,  P',  P",  etc., 
tendront  à  faire  tourner  autour  du  point  G,  dans  un 
sens  convenu ,  ou  dans  le  sens  opposé.  Ainsi ,  dans 
la  figure,  les  angles  DCE,  D'CE,  D"CE,  ëUnt  aigus, 
et  les  angles  D"'CE,  D*vCE,  etc. ,  ëUnt  obtus ,  cela 
suppose  que  les  forces  Q,  Q',  Q'',  tendent  à  faire 
tourner  dans  un  même  sens ,  et  les  forces  Q'", 
Q>*,  etc.,  dans  le  sens  opposé.  Les  droites  CD" 
et  CD"'  étant  le  prolongement  Tune  de  Tautre, 
eela  siguifle  que  les  forces  P"  et  P'''  sont  comprises 
dans  un  même  plan  passant  par  le  point  C,  mais 
quVUes  tendent,  ainsi  que  leurs  projections  4^" 
et  Q"',  à  faire  tourner  en  des  sens  opposés. 

En  appelant  S  la  somme  des  valeurs  positives  ou 
négatives  de  K,  K.',  &",  etc.,  nous  aurons 

S  =  H  001  ^+H'  ces l' 4-  H"  cos I"  +  etc.  ; 

abstraction  faite  du  signe ,  S  sera  la  somme  des 
moroens  des  forces  Q,  Q',  Q",  etc.,  qui  tendent 
à  faire  tourner  dans  un  sens ,  moins  la  somme  des 
momens  de  celles  qui  tendent  k  faire  tourner  dans 
le  sens  opposé  \  diaprés  le  tbéoréme  du  n»  47,  la 
quantité  ±  S  exprimera  donc  le  moment  de  leur 
résultante  qui  tendra  à  faire  tourner  dans  le  sens 
des  forces  qui  répondent  aux  angles  aigus  i", 
i*,  1",  ou  aux  angles  obtus  i"',  !>*,  etc. ,  selon 
(pie  la  valeur  précédente  de  S  sera  positive  ou 
négative. 

Si  Ton  change  à  la  fois  tontes  les  droites  CD, 
CD',  CD",  etc.,  dans  leurs  prolongemens,  les  angles 
/,  I',  1^',  etc.  ,  se  changeront  dans  leurs  supplé- 
mens,  et  S  deviendra  —  S.  Il  en  sera  de  même 
lorsqu^oo  reuipluccra  Taxe  CE  par  son  prolonge- 
ment CE'. 

La  sommo  S,  comme  chacune  de  ntê  parties, 
sera  indépendante  de  la  position  du  point  C  sur 
Taxe  CE;  elle  ne  dépendra  que  du  système  des 
forces  P,  P',  P",  etc. ,  de  la  position  de  cet  axe  et 
de  sa  direction  perpendiculaire  au  plan  de  pro* 
jection.  Dorénavant  nous  appellerons  cette  quan- 
tités le  moment  des  forces  P,  P',  P",  etc.,  par  rap* 
port  a  Taxe  CE. 

S  =  Q(«  cosfft  —  ycosx) 
+  Q"  («"  cos  {Af  —  y"  cos 

jT»,  y\  x',  f*';  *",  y",  x",  j»";  etc.,  éUnt  ce  que 
deviennent  s,  y,  x,  /t*,  relativement  aux  forces 
Q',  Q",  etc. 
Soient,  de  plus,  «,  C,  y\  •',  C,  y'j  •",  C,  y"j  etc., 


074.  D*après  cette  définilion,  les  trois  quantités 
L,  M,  N ,  du  n*  261 ,  seront  les  momens  des  forces 
P,  P',  P",  etc.,  par  rapport  aux  axes  des  coordon- 
nées positives  de  leurs  points  d^application. 

Pour  le  faire  voir,  soit  Q  la  projrction  de  la 
force  P  sur  le  plan  des  s  et  y ,  et  g  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  Torigine  des  coordonnées  sur 
sa  direction,  de  sorte  que  son  moment  par  rapport 
à  ce  point  ait  Qg  pour  valeur.  Supposons  que  la 
force  Q  agisse  de  A  vers  B  (fig.  69),  et  que  AC 
et  AD  soient  les  coordonnées  s  et  y  de  son  point 
d^application  A,  rapportées  aux  axes  rectangulaires 
Os  et  Oy.  Soient  aussi  x  et  ^  les  angles  BAC  et 
BAD'  que  fait  la  force  Q  avec  les  prolongemens 
de  «  et  y;  les  composantes  dirigées  suivant  AC  et 
AD'  seront  Q  cos  x  et  Q  cos  ft,  et  leurs  momens  par 
rapport  au  point  0,  yQ  cos  x  et  jrQ  cos  fâ,  ;  diaprés 
la  figure,  elles  tendront  à  faire  tourner  en  sens 
contraire  Tune  de  Tantre ,  et  la  force  Q ,  dans  le 
sens  de  Q  cos  fâ,  ;  on  aura  donc 

Qg  =  «Q  cos  M  —  yQ  cos  x. 

En  examinant  les  différentes  positions  que  pent 
avoir  le  point  A,  et  les  diverses  directions  qn*on 
peut  supposer  à  la  force  Q,  il  est  aisé  de  voir  que 
cette  équation  subsistera  quels  que  soient  les 
signes  de  s,  y,  cos  x,  cos  /t*,  pourvu  que  la  force  Q, 
transportée  au  point  E  ou  F ,  où  sa  direction  ren- 
contre Taxe  des  s  ou  des  y,  tende  à  faire  tourner 
Taxe  Os  des  x  positives ,  dans  Tangle  des  s  et  y 
positives,  et,  conséquemment,  Taxe  Oy  des  y  posi- 
tives, en  dehors  de  cet  angle,  comme  cela  est  indi- 
qué par  les  flèches  s  et  #'.  Si  le  contraire  avait 
lieu,  cVst-à-dire ,  si  la  force  Q,  ainsi  transportée, 
tendait  à  faire  tourner  Taxe  des  y  positives ,  dans 
Tangle  des  jp  et  y  positives,  et,  par  conséquent, 
Taxe  des  s  positives ,  en  dehors  de  cet  angle ,  on 
aurait 

Qg  :=  yQ  cos  X  —  «Q  cos  /a, 

quels  que  soient  aussi  les  signes  de  s,  y,  cos  x , 
cos  /A. 

Il  suit  de  là  que  si  S  est  le  moment  des  forces  P, 
P',  P",  etc.,  par  rapport  k  Taxe  des  m  positives,  et 
que  Ton  regarde  les  angles  /,  l'y  l'\  etc.,  du 
numéro  précédent,  comme  aigus  ou  obtus,  selon 
que  les  projections  Q ,  Q',  Q",  etc. ,  de  ces  forces 
tendent  à  faire  tourner  Taxe  des  s  positives,  dans 
Tangle  des  coordonnées  s  et  y  positives ,  ou  en 
dehors  de  cet  angle,  on  aura 

+  Q'  (  «'  cos  f*'  —  y*  oos  x'  ) 

x")  +  etc.; 

les  angles  que  font  les  directions  des  forces,  P,  P*, 
F',  etc. ,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x  ^y,  s  ; 
on  aura 


Q 

cos  « 
cos  c 


p  «in  y,  Q' 

sin  y  cos  X ,  cos  «' 
sin  y  cos  fâ, ,  cos  C 


P'  sin  y' ,  Q" 

sin  y'  cos  x' ,  cos  «" 
sin  y^  cos  fâ\   cos  C" 


P"  sin  y" ,  etc. , 
sin  y  cos  x" ,  etc. , 
sin  y"  cos  /tft",  etc.; 
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M  fl*après  eet  valenrt,  oella  de  8  oolooiden  trrte  la 
quantité  L  do  n«  201.  Ainn  L  est  le  moment  des 
forces  P ,  F,  P",  etc. ,  [>ar  rapport  à  Taie  des  s 
positives  ;  et  selon  qu^il  est  positif  ou  négatif, 
oe  système  de  forces  tend  à  faire  tourner  le  plan 
des  jp  et  s  positives  autour  de  cet  axe,  dans  Tangle 
triédre  des  coordonnées  positives,  ou  en  dehors  de 
cet  angle. 

Maintenant,  si  Ton  substitue  respectivement  les 
axes  dt9  s,  s,  y,  positives,  à  ceux  des  «,  y,  m,  posi- 
tives, L  se  changera  dans  K;  il  s^ensuit  dono  que 
X  est  le  moment  des  forces  P ,  P",  P",  etc. ,  par 
rapport  à  Taxe  des  y  positives,  et  que,  selon  quUl 
sera  positif  ou  négatif,  ce  système  de  forces  tendra 
à  faire  tourner  le  plan  des  s  et  y  positives  autour 
de  cet  axe ,  dans  Tangle  trièdre  des  coordonnées 
positives,  ou  en  dehors  de  cet  angle.  Cela  fait, si  Ton 
remplace  de  même  les  axes  des  %,  s  ,y  ,  positives, 
par  ceux  des  y,  »,  *  ,  positives ,  H  se  changera 
en  11  ;  par  conséquent.  Il  sera  le  moment  des  forces 
P ,  P',  P",  etc. ,  par  rapport  à  Taxe  des  s  posi- 
tives ;  et  suivant  qu*il  sera  positif  ou  négatif,  ce 
système  de  forces  tendra  à  faire  tourner  le  plan  des 
y  et  jr  positives  autour  de  cet  axe,  dans  Pangle  des 
coordonnées  positives ,  ou  en  dehors  de  cet  angle 
trièdre. 

Les  trois  quantités  L ,  H ,  Il ,  sont  dono ,  comme 
oa  Ta  dit,  les  momens  d^utt  même  système  de  force 


par  rapport  anx  trois  axes  des  ooordomiéet  poeitivea 
de  leurs  points  d^application;  et  les  signes  da  leurs 
valeurs,  tdlea  qu'elles  sont  écrites  dans  le  a*  86t, 
répondent  à  un  sens  de  rotation  connu ,  autour  da 
chaque  axe  supposé  fixe. 

276.  La  première  valeur  de  Qq  du  numéro  précé- 
dent, est  la  même  chose  que 

Qg  =  «P  cos  C  —  Py  coa  •« 

En  appelant  H  le  moment  de  P  par  rapport  à 
rorigine  des  coordonnées ,  et  l  Tangle  compris 
entre  une  partie  de  la  perpendiculaire  an  plan 
de  ce  moment  et  Taxe  des  m  positives,  on  aura  donc 
(no  272} 

H  oos  ^  =  P  (•  cos  C  —  y  eos  •]; 

ce  qui  auppose  que  celte  partie  de  la  perpendi* 
culaireau  plan  da  H,  soit  celle  qui  fait  un  angle 
aigu  ou  obtus  avec  Taxe  des  s  positives,  selon  que 
la  quantité  comprise  entre  les  parenthèses  est  posi- 
tive ou  négatiye. 

Soient  /|  et  /j  les  angles  que  fait  la  même  partie 
de  cette  perpendiculaire  avec  les  axes  des  y  et  des 
r  positives;  on  aura  de  même 

H  cos  il  =  P  (  j  C05  •  — >  s  cos  y  ) , 
H  cos  ia  =  p  (y  cos  y  —  J  cos  C). 

Si  dono  on  fait,  pour  abréger, 


(s  oos  C  —  yoos«]*  •{"('  ^^*  •  —  s  cos  y)*  +  {y  co»  y  --^  s  cos  C  }>  =  |>*  i 


et  qu'on  regarda  p  comme  une  quantité  positive,  il 
en  lésnltara 

àeantada 

oos*  l  -f-  cos*  Il  -f-  cos»  la  =  1  ; 

par  conséquent,  on  aura 

1 
oos#  =  —  (scoa  C  —  ycos«), 

P 

1 

ooa  #1  ss  —  (a  cos  «  —  jr  cos  y ) , 

P 

1 

oos  A  =  —  (y  oos  >  «—  a  oos  C  ) , 

P 

pour  déterminer  sans  ambiguïté  les  trois  angles 
'«  il  9  i*  •  L'angle  l  sera  aigu  ou  obtus,  comme 
on  Fa  supposé,  selon  le  signe  de  x  cos  C — y  oos  «, 
et  les  angles  It  et  h  selon  les  signes  de  a  cos  «  — 
s  cos  >  et  y  cos  y  —  x  oos  C. 

On  vérifiera  aisément  ces  formules.  En  effet, 
représentons  Téquation  do  plan  qui  comprend  l'ori- 
gine des  coordonnées  et  la  force  P,  par 

An  4-  Be  -t-  Cw  =  0  ; 


«,  9.  w,  étant  les  coordonnées  courantes.  Les  coor- 
données du  point  d'application  de  cette  force  étant 
s,  y,  »j  il  faudra  qu'on  ait 

Ajt  -t-  By  -t-  Cs  =  0  ; 

de  plus  les  équations  d'une  droite  menée  par  l'ori- 
gine des  coordonnées  et  parallèle  à  cette  force , 
seront 

V  cos  «  r=  «  COS  C  ,  w  oos  «  =:  «    OOS  y  g 

et  comme  cette  parallèle  aat  aussi  comprise  dana  la 
plan  que  l'on  oonsidère,  il  an  résultera  oetta  aa» 
coude  équation  de  condition  : 

A  cos  «  -{-  B  oos  C  -t-  C  cos  y  =  0. 
De  ces  deux  équations,  on  tire 


C  = 


B=z 


A  (jp  cos  C  —  y  cos  •) 
y  cos  y  —  ji  coa  C 

A  (s  cos  «  —  s  cos  y) 
y  ces  y  —  a  coa  C 


et  en  substituant  ces  valeun  dans  l'équation  du 
plan,  elle  devient 


•  (yoosy  —  jeo8C)  +  e(acos«  —  #cos>^)4"»''(*cosC^ycos«)  =  0. 
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Or,  diaprés  let  formulet  connues  (a»  17),  les  cosi- 
nus des  angles  /,  /i  ,  l^j  ,  qne  fait  la  normale  à  ce 
plan  arec  les  axes  des  u,v,w,  qui  sont  aussi  ceux 
des  s,  y,  »,  aufont  pour  iraleurs  les  formules  quUl 
s^agissait  de  vérifier. 

En  vertu  de  Téquation  H  =  Vp,  la  quantité  p  est 
la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigioe  des  coor- 
données sur  la  direction  de  la  force  P.  C'est  aussi 
ce  qui  se  vérifiera  sansdifficuUé,  en  prenant  lepied 
de  cette  perpendiculaire  pour  le  point  d'appli- 
cation de  Pj  car ,  si  Ton  appelle  r  le  rayon  vecteur 
de  ce  point,  qui  sera  alors  cette  perpendicnlaire, 
et  \ ,  fft ,  V,  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  les 
■xes  des  g,  y,  »,  on  aura 

•  =  r  COI  X I    y  =  r  cos  f« ,     k  c3  r  cos  7; 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  f  , 
et  ayant  égard  aux  équations  (n»*  0  et  9) 

cos*  «  -{-  cos*  C  -4*  cos*  y  =z  \  f 

cos*  X  -|~  ^^*  f*  "h  c^>*    '  =  1  f 
cos  «  cos  K  4-  cos  C  cos  /A  -4-  cos  y  cos  V  =  0, 
on  trouvera 

p*  =  r*  ou  p  =  r. 

270.  Les  momens  d'un  même  système  de  forces 
par  rapport  à  différens  axes,  jouissent  de  propriétés 
remarquables  qui  sont  une  conséquence  immédiate 
de  celles  des  projections  des  surfaces  planes  sur 
différens  plans ,  que  nous  allons  maintenant 
exposer. 

Soient  Ox,  Oy,  0»,  trois  axes  rectangulaires  qui 
se  coupent  en  un  point  0  (fig.  70].  Menons  par  ce 
point  trois  autres  axes  Osr',  Oy',  Ojb',  aussi  rectan- 
gulaires. Pour  déterminer  les  directions  de  ces  nou- 
veaux axes  par  rapport  aux  premiers,  faisons 

gOx'  =  »,  yOs?'  =  C,  *0x'  =  yt 
jrOy'  =  .',  yO^  =  C,  sOy*  =  y', 
»0*' =  •",    yOs'r=C",    sOs'  =  >"î 

et  considérons  «,  C,  y,  etc.,  comme  étant  neuf 
.angles  donnés ,  aigus  ou  obtus.  Leurs  cosinus 
seront  liés  entre  eux  par  six  équations.  En  con- 
sidérant successivement  les  trois  droites  0^, 
Oy',  Ojs',  on  aura  d'abord 

cos»  m    +  cos»  C    +  cos»  y    =  1,    i 
cos«  •'  +  cos»  C   +  cos»  y'  =1,   V  (1) 
cos«  m,"  +  cos»  C"  +  cos»  y"  =  1  j   \ 

et  k  cause  que  c'Oy,  jb'Ojb',  y'Os',  sont  des  angles 
droits ,  on  aura  aussi 

cos  •  cos  a'  -|~  ^^*  ^  ^^^  ^'  4"  ^^^  y  ^^^  >'  ^^  ^  i) 
cos  «  cos  a"-|"  cos  c  cos  €"+  cos  y  cos  y  =  0  ,>  {2) 
cos  •'  cos  a"+  cos  C'cos  C''+  COS  ^'cosy  =  0.  ) 

Les  neuf  ongles  «,  «',  a",  etc. ,  détermineront 
réciproquement  les  directions  des  premiers  axes 


0»,  Oy,  Oa,  par  rapport  aux  MOODds  M^  Oy*,  Os'. 

De  cette  manière  on  aura  d'abord 

cos»  «  -|~  c^**  "'   4~  ^^**  a"  =  If    \ 
cos>  C'+  cos»  C  +  cos»  C"  =  1,    1   (8) 
cos»  y  +  cos»  y^  +  cos»  y"  =  1 ,    / 

et ,  en  outre , 

cos  a  cos  C  4-  cos  •'  cos  V  4-  cos  m,"  cos  C" =0  y  i 
cosACOSy'\-co%m,'  coBy''^'CO»m,"coty":=0f\{4) 

cos  Ccos  y  4-  cos  C  cos  y^  4"  ^^*  ^"  ^^^  >"  =^^  i  I 

équations  qui  seront  équivalentes  aux  six  précé- 
dentes, et  pourront  leur  être  substituées. 

Soit  o  l'aire  d'une  surface  plane  terminée  par 
un  contour  quelconque ,  et  située  dans  un  plan 
passant  par  le  point  Oj  par  ce  point,  élevons  sur 
ce  plan  une  perpendiculaire  OD ,  et  faisons 

irOD  =  q ,    yOD  =  q\  lOD  ==  9". 

Ces  trois  angles  aigus  ou  obtus,  détermineront  ta 
direction  de  OD  et  celle  du  plan  a;  s*ils  se  cban- 
gint  tous  les  trois  dans  leurs  supplémens,  la  droite 
OD  se  changera  dans  son  prolongement ,  et  le  plan 
de  a  restera  le  même. 

Appelons  aussi  pyp',  p",  les  projections  de  a 
sur  les  plans  yOv ,  jtOjb  ,  xOy,  nous  aurons  (n»  10] 

|)  =  •  cos  9 ,    jp'  =  •  cos  ^,    f"  ==  a  cos  g". 

Soit ,  enfin ,  6  la  projection  de  a  sur  un  qua- 
trième plan,  qui  sera,  si  Ton  veut,  le  plan  ^Os', 
et  c  l'angle  jr'OD  ;  on  aura  aussi 

6  =  a  cos  e , 

et ,  d'après  la  formule  (2)  du  n»  9 , 

cos  c=cos  q cos« 4~  ^^^  4 ^^^  C  4~^^  9" ^'>)  W 
d'où  l'on  conclut 
h  =^  p  co%  m  -^  pf  co%  t  '^  pf^  cos  y  I     (6) 

équation  qui  fera  connaître  la  projection  d*une  aire 
a  sur  un  plan  quelconque ,  lorsque  l'on  connaîtra 
ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires. 

Comme  l'équation  (6]  n'a  lieu  qu'en  tenant 
compte  des  signes  des  cosinus  qu'elle  renferme,  il 
s'ensuit  qu'il  faut  de  même  avoir  égard ,  dans  l'é- 
quation (A),  aux  signes  des  projections  p,jv',f»", 
et  les  considérer  comme  des  quantités  positives  on 
négatives ,  selon  que  la  perpendiculaire  OD  au  plan 
de  a  fait  des  angles  aigus  ou  obtus  avec  les  axes 
Ox,  Oy,  Os. 

277.  Gela  posé,  considérons  de  même  un  n|om- 
bre  quelconque  d'aires  planes  a^a\  a",  ctc.L  si- 
tuées dans  des  plans  différens  \  projetons  toutes 
ces  aires  sur  les  trois  plans  jrOy,  xOz^  yOz  et  aiou- 
tons  ensemble  les  projections  faites  sur  un  mcme 
plan ,  et  ayant  égard  à  leurs  signes ,  ainsi  qWil 
vient  d'être  dit.  Soient  À,  À',  A",  les  trois  somtJaes 
qu'on  obtiendra  de  cette  manière;  soit  aussi  IBU 
somme  des  projections  de  o,  a\  a",  etc.,  sur  le  |klan 
y'Os';  en  formant  |K>ttr  chacune  de  ces  aires ,  /ose 
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écpiation  semblable  à  Téquation  (6),  et  ajoutant 
cnaiiiCa  toutes  ces  équations ,  on  aura 

B  =  A  cos  •  4~  ^'  <^<>s  C  +  ^"  cos  y» 

Représentons  encore  par  B'  la  somme  des  pro- 
jections de  a,  af,  a",  etc.,  sur  le  plan  s'Ojb'.  Il  est 
évident  que  la  valeur  de  B'  se  déduira  de  celle  de 
B,  par  la  substitution  de  Taxe  Oy  perpendiculaire 
A  ce  plan,  à  Taxe  Os'  perpendiculaire  ou  plan  y'Os', 
c*est-à-dire ,  en  mettant  dans  la  formule  précé- 
dente m,\  C,  y',  au  lieu  de  «,  C,  y  ;  ce  qni  donne 

B'  =  A  cos  •'  4-  B  cos  C  4-  G  cos  y'. 

Si  Ton  représente  de  même  par  B^'  la  somme  des 
projections  de  a ,  <  ef\  etc.,  sur  le  plan  «'Oy ,  sa 
Taleur  se  déduira  de  celle  de  B,  en  y  substituant 
•">  ^'f  >"i  «n  Heu  de  «,  C,  7.;  d'on  il  résultera 

B"  =  A  cos  •"  +  B  cos  C"  +  G  cos  y\ 

De  ces  valeurs  de  B,  B',  B",  et  en  ayant  égard 
aux  équations  (3)  et  (4),  on  tire  réciproquement 

A    =r  B  cos  •  4-  B'  cos  »'  4-  B"  ros  «",  \ 
A'  =  B  cos  C  4.  B'  cos  C  4.  B"  cos  C",  >  (7) 
A''  =  B  cos  y  4-  B'  cos  y  4-  B"  cos  >"  J 

Ces  différentes  équations  nous  montrent  que  les 
projections  des  surfaces  planes  sur  différons  plans, 
suivent  les  mêmes  lois  que  celles  des  lignes  droites 
sur  des  droites  différentes. 

278.  En  faisant  la  somme  des  carrés  des  valeurs 
deB,B^,  B",il  vient,  d'après  les  équations  (3) 

B*  4-  B**  4-  B"«  =  A*  4.  A'«  4.  A"«  ;    (8) 

ce  qui  fait  voir  que  la  somme  des  carrés  de  ces  trois 
quantités  B,  B',  B'',  ne  varie  pas  avec  la  direction 
des  trois  plans  rectangulaires  de  projection  aux- 
quels elles  se  rapportent.  Dans  le  cas  particulier  où 
toutes  les  aires  a,  a',  a",  etc.,  sont  dans  un  même 
plan ,  cette  somme  n'est  autre  chose  que  le  carré 
de  Taire  totale  a  4-  a'  4-  a"  4-  etc.  ;  et  si  Ton 
prend  ce  plan  pour  celui  des  axes  Oy  et  Os  ,  par 
exemple ,  on  aura  évidemment 

A  =  04-0' 4- a"  4.  etc.,    A'  =  0,    A"  =  0. 

Cherchons  actuellement  ce  qne  la  même  somme 
représente  dans  le  cas  général  où  les  aires  a,  a',  a", 
etc.,  sont  situées  dans  des  plans  quelconques. 

L'équation  (8)  donne 

B=  |/A«  +  A'«  4-  A"«  —  B'«  —  B">  j 

la  somme  B,  qui  varie  en  passant  d'un  plan  de  pro- 
jection à  un  autre ,  est  donc  la  pldl  grande  possi- 
ble ,  quand  on  a  B'  =  0  et  B"  =  0  j  et  alors  elle 

est  égaleà  J/A»  4-  A'«  4.  A".  Ainsi ,  la  quantité 
constante  dont  il  s'agit  représente,  dans  le  cas  gé- 
■étal,  la  plus  grande  somme  des  projections  sur 
oa  même  plan,  des  aires  planes  que  l'on  considère 
dans  Fetpace. 


279.  Le  plan  y'Os'  qui  répond  h  cette  plus 
grande  projection,  jouit  de  propriétés  importantes 
en  mécanique,  que  nous  ferons  conuaitre  dans  la 
suite  de  ce  traité.  Sa  position  est  facile  à  détermi- 
ner, d'après  les  équotions  B'  =  0  et  B"s=  0,  qui  le 
caractérisent. 

£n  effet ,  les  équations  (7)  se  réduisent  alors  à 

A=B  cos  «,     A'  =  B  cosC,    A"  =  Bcos  y\ 

d'où  Ton  tira 

A 

cos  •  = 


cot  c 


l/Kt  4_  A'«  4-  A"» 

A' 


J/a»  4-  A'«  4-  A"«  * 

A" 
00s  >  =      . 

|/a«  4-  A'«  4-  A"« 

Lors  donc  que  l'on  connaitra  les  sommes  A,  A',  A", 
des  projections  snr  trois  plans  rectangulaires  yOsr, 
sQsj  fOy,  choisis  arbitrairement ,  on  pourra  im- 
médiatement déterminer  la  direction  du  pian  yOa' 
do  la  plus  grande  projection ,  au  moyen  des  trois 
angles  « ,  C ,  y,  qui  se  rapportant  à  la  droite  0«' 
perpendiculaire  à  ce  plan.  Quant  à  sa  position  ab- 
solue dans  l'espace ,  il  est  é^dent  qu'elle  est  inàé- 
terminée;  car  les  projections  de  chacune  des  aires 
a,  a',  a",  etc.,  et,  par  conséquent ,  la  somme  de  ces 
projections ,  sont  les  mêmes  sur  tous  les  plans  pa- 
rallèles. 

280.  La  somme  des  projections  des  aires  a,  a', 
a",  etc.,  est  égale  sur  tous  les  plans  également  in- 
clinés sur  celui  de  la  plus  grande  projection. 

Pour  le  démontrer,  prenons  le  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  OD  ;  désignons  par  G  la  somme  des 
projections  de  a,  a',  a",  etc.,  sur  ce  plan;  soient 
toujours  9,  q'y  9",  les  angles  que  cette  droita  OD 
fait  avec  les  axes  OdP,  Oy,  Os,  et  0  Tanglesr'OD  qui 
mesure  Tinclinaison  de  ce  plan  sur  celui  de  la  plus 
grande  projection.  On  aura ,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  trouver  (0°  277), 

C  =  A  cos  g  4-  A'  cos  9*  4-  A"  cos  9". 

En  substituant  B  cos  «,  B  cos  C,  B  cos  y,'  à  la  place 
de  A,  A',  A",  on  aura  donc 

C  =  B  (cos  «  cos  q  4-  00s  C  cos  ^  4"  ^^  >  ^^  9'% 

ou  bien ,  en  vertu  de  la  formule  (6),  C  =  B  cos  e, 
et  en  mettant  pour  B  sa  valeur, 

C  =  |/a'  4-  A'«  4-  A"«  cos  c; 

par  conséquent,  la  voleur  de  G  est  la  même  pour 
tous  les  plans  qui  font  le  même  angle  0  avec  le  plan 
y'Os'  de  la  plus  grande  projection. 

Cette  valeur  diminue  à  mesure  que  l'angle  e  ap- 
proche de  90*;  elle  est  nulle  pour  tous  les  plans 
perpendiculaires  h  y'Ojs'. 

SBl.  Pour  appliquer  maintenant  à  la  théorie  des 
inomont  ces  propositions  relatives  anx  projections 
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dst  turfacet  |tUn«t,  il  loffll  de  rappoter  qoe  les 
tiret  a,  a',  a",  etc.,  tont  let  doublet  det  tritnglet 
qai  ont  poar  soumet  oomroun  le  point  0,  et  pour 
btses  les  droites  qui  représentent ,  en  grandeur  et 
en  direction ,  let  forces  P,  F,  P",  ete.,  que  Ton  t 
considérées  précédemment.  Leurs  moroens  L,  H,  N, 
ptr  ripport  tui  tzes  Ot,  Oy,  Oir,  des  coordonnées 
positives  de  leura  points  d'application  (n«d74}, 
seront  alors  les  sommes  des  projections  de  a,  a\ 
a'',  etc.,  sur  les  plans  jrOy,  sOt,  yOt  ;  et  Toict  les 
conséquences  qui  résultent  des  propositions  qu^on 
vient  de  démontrer  : 

l»  En  appelant  £  le  moment  des  forces  P,  P*, 
P",  etc.,  par  rapport  à  un  axe  passant  par  le  point 
0,  qui  fait  avec  les  axes  Os,  Oy,  Os,  des  angles 
«,  •',  «'',  tigus  ou  obtus,  on  aura 

E  =  N  cos  •  -(-  H  cos  •'  +  L  cos  •". 

2o  Parmi  toutes  les  directions  autour  du  point  0, 
de  Taxe  du  moment  E ,  il  en  est  une  pour  laquelle 
ce  moment  est  le  plus  grand  possible  et  égal  à 

|/L>  4~  ^*  -(-M*.  Par  rapporta  tout  tutre  axe,  pas- 
tant  toujours  par  le  point  0  et  perpendiculaire  à 
eeluidu  pins  grand  moment,  le  moment  £  est  téro, 

et  il  est  égal  à  \^U  +  M»  +N«  cos  i,  relative- 
ment &  un  axe  qui  fait  l*angle  t  avec  celui  du  plus 
grand  moment. 

Z**  Enfin,  si  Ton  appelle  «,  C,  y,  les  angles  que 
fait  Taxe  du  plus  grand  moment  passant  par  le 
point  0,  avec  les  axes  Os,  Oy,  Os,  des  momens  N, 
M,  L,  et  que  Ton  désigne  par  G  la  grandeur  de  ce 
plus  grand  moment,  on  aura 

n  H  L 

OOS  «  =:  — ,      cos  C  =  «^  ,       cos  y  =  —  , 

G  G  G 

et,  en  même  temps^ 


G  =  |/L«  4-  ■>  4.  n«  ; 

d'oo  il  résulte  qu^en  prenant  sur  les  oxes  Os,  Oy, 
Os,  à  partir  du  point  0,  des  droites  proportionnel- 
les aux  momens  N,  H,  L,  et  achevant  le  paralléli- 
pipédedont  ces  droites  seront  les  trois  côtés  adja- 
cens,  la  longueur  de  sa  diagonale  représentera  la 
grandeur  du  plus  grand  moment ,  et  cette  droite 
sera  Taxe  de  ce  moment  principal. 

Ces  théorèmes  remarquables  sont  dus  à  Euler. 
Ils  établissent  une  parfaite  analogie  entre  la  com- 
position des  momens  et  celle  des  forces  ;  analogie 
qui  tient  à  ce  que  les  forces  étant  représentées  par 
des  lignes  droites ,  les  momens  sont  exprimés  par 
des  surfaces  planes ,  qui  se  projettent  sur  des  plans 
différons ,  de  la  même  manière  que  les  lignes  inr 
des  droites  différentes  (no277). 

282.  Le  point  0  et  le  système  des  forces  P,  P', 
P",  etc. ,  étant  donnés,  j'appellerai  moment  pn$tei' 
palde  ces  forces,  leur  plus  grand  moment  G.  Si  Ton 
transporte  toutes  ces  forces  parallèlement  à  elles- 
mêmes  ,  en  ce  point  0,  elles  auront  une  résultante 


qoe  Je  désignerai  ptr  E  y  et  dont  let  eompotuitM , 
suivant  let  axet  Os,  Oy^  Os,  seront  let  troît  qnm- 
tités  X,  T,  Z,  du  n«  261.  La  considération  de  cette 
résultante  et  dn  moment  principal,  fournit  un 
énoncé  très  simple  det  résultott  du  chapitre  pré- 
cédent. 

Pour  réquilibre  det  forœt  P,  F,  P",  etc.,  appli- 
qoées  à  nn  corps  solide  entièrement  libre,  il  suf- 
fira que  la  résultante  R  et  le  moment  principal  G 
soient  égaux  à  xéro  $  car,  à  cause  de 

R>  =  X>  4-  ^*  +  Z> ,     G>  =  L>  +  H*  +  ff> , 

les  équations  R  =  0  et  G  ==  0 ,  entraîneront  les  six 
équations  d'équilibre  du  no261. 

On  en  peut  oonelure  que  pour  qu'un  système  de 
forces  fasse  équilibre  à  un  autre ,  il  est  nécessaire 
et  il  suiBt  :  !•  que  les  résultantes  R  qui  ont  lien 
dans  ces  deux  systèmes  soient  égales  et  contraires; 
2*  que ,  pour  un  même  point  0 ,  leurs  momens 
principaux  soient  égaux  et  répondent  à  det  axes 
dirigés  en  sens  contraire ,  ou  dont  Tun  soit  le  pro* 
longement  de  l'autre.  La  résultante  R  et  sa  direc- 
tion, le  moment  principal  et  la  direction  de  son 
axe,  resteront  les  mêmes,  dans  toutes  les  transfor- 
mations qu'on  peut  faire  subira  un  même  système 
de  forces ,  et ,  généralement ,  pour  deux  systèmes 
de  forces  équivalons. 

Soient  a,  h,  Op  les  angles  que  la  force  R  fait  avec 
les  axes  Om,  Oy^  Os.-  on  aura 

X  1  l 

cos  a  =z  —,    cot  h  =  —,    cos  e  :=  — . 
R  R  R 

Soient  aussi  »  l'angle  compris  entre  ta  direction  et 
Taxe  du  moment  principal  ;  »,  C,  y,  étant  let  angles 
que  fait  cet  axe  avec  Os,  Oy,  Os,  nous  aurons 

cos  »  =  cos  a  cos  •  -{-  cos  h  cos  C  -f-  cot  e  cos  y, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


cos  m 


_  XJI  +  YM  +  ZL 
"■  RG 


n  s'ensuit  donc  que  la  condition  d'une  résultante 
unique  qui  est  exprimée  (n»  263)  par  l'équation 

XN  +  TH  +  ZL  =  0, 

consiste  en  ce  que  l'axe  du  moment  principal  G  et 
la  direction  de  la  résultante  R  doivent  se  couper  à 
angle  droit.  C'est  ce  qu'on  vérifie,  en  effet,  en 
observant  que  si  les  forces  P,  P',  P'',  etc. ,  dant 
leur  véritable  position ,  ont  une  résultante  nnique, 
cette  force  doit  être  égale  et  parallèle  à  R,  et  que 
son  moment  par  rapport  ou  point  0,  doit  aussi  être 
le  moment  principal  G  ;  en  sorte  que  Taxe  du  mo- 
ment principal  est  alors  perpendiculaire  à  cette 
résultante  transportée  an  point  0  parallèlement  à 
elle-même  ;  mais  ce  raisonnement  ne  suffirait  pns 
pour  prouver  que  réciproquement ,  quand  l'équn- 
tion  précédente  a  lieu ,  les  forces  données  ont  une 
résultante  unique. 
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863.  Je  traasporte  le  point  0  en  un  antre  point 
quelconque  que  j'appelle  Oi  ;  je  désigne  p«r  Mi, 
tfi»  *t9  les  coordonnées  de  Ot,  rapportées  aux  axes 
ùs,  Oy,  Os^  et  par  L|,  Mj,  Ni,  ce  que  deviennent 
L,  H,  N  ,  relativement  à  ce  point  Oi  :  les  valeurs 
de  ces  deroières  quantités  se  déduiront  des  pre- 
mières (no  661  ),  en  y  mettant  s  —  spi  ,  y  —  yc  , 
s  —  Jii  ,  à  la  place  de  x,  y,  s  ;  et  il  en  résultera 


Ht  =  IV   -f-  Tii  —  Zyi  . 


(«) 


Ces  formules  montrent  que  quand  P,  P',  P",  etc., 
se  réduisent!  des  forces  égales,  parallèles  et  diri- 
Ijéei  en  sens  coniraire,  mais  non  directement  op- 
posées, anquel  cas  on  a  X =0,  Y  =  0 ,  Z  =0,  les 
quantités  Lt  ,  Hi  ,  Ni  ,  sont  indépendantes  des 
coordonnées  du  point  Oi  j  en  sorte  que  la  gran- 


deur du  moment  prineî|ial  et  la  direction  de  son 
axe  ne  varient  pas  aveo  la  position  de  ce  point.  £n 
effet,  quelque  part  que  soit  placé  le  point  Oi  ,  il 
est  évident  que  Taxe  du  momeut  principal  des  deux 
forces  parallèles  qu'on  peut  substituer  aux  forces 
données  P,  P',  P",  etc. ,  est  la  perpendiculaire  à 
leur  plan  ;  et  nous  savons  d'ailleurs  (n»  48)  que  la 
somme  des  momens  de  ces  deux  forces  qui  sera  le 
moment  principal  des  forces  données,  eit  une  quan- 
tité constante. 

Dans  tout  autre  cas,  le  moment  principal  change 
aveo  la  position  du  point  Oi  ;  et  Ton  peut  deman- 
der quel  doit  être  ce  point ,  ou  ces  points ,  sUl  y  en 
a  plusieurs,  pour  lesquels  ce  moment  est  un  ému- 
fRuei.  En  le  désignant  généralement  par  G|  ,  c'est- 
à-dire  ,  en  faisant 


G,«=L.«+  M.«+  N.« 


nous  aurons 


G,«  =  (L  +  Xyi  —  Yx,  )»  +  (M  +  Z«,  —  Xji  )«  +  (N  +  Yi,  —  Zy.  )« . 


Si  Ton  égale  à  xéro  ses  trois  diffcrences  partielles 
par  rapport  à  Si  ,  yi  ,  xj  ,  afin  de  déterminer  sa 
valeur  aiùitMa,  et  si  Ton  observe  que 

R«  =  L*  -f  H»  -(-  N*  , 

on  obtient  trois  équations  qu'il  est  facile  d'écrire 
sous  cette  forme  : 

R»s,  =  X  (X#.  +  Yy»  +  Zsi  )  +  YL  —  ZH, 
R»y»  =  Y  (Xjj.  +  Yyi  +  Zs,  )  +  ZN  ^  XL, 
K«s»  =  Z  (X*,  +  Yy.  +  Zx,  )  +  XI—  YN. 

Or,  si  Ton  ajoute  ces  Irois  équations  après  les  avoir 
multipliées  par  X ,  Y,  Z ,  on  trouve  une  équation 
identique;  il  s'ensuit  donc  que  Tune  d'elles  est 
une  suite  des  deux  autres  j  et  comme  les  coordon- 
nées St  ,yi  ,  Ml  ,  ne  s'y  montrent  qu'au  premier 
degré ,  elles  appartiennent  à  une  ligne  droite  qui 
est  le  lieu  des  centres  des  momens ,  par  rapport 
auxquels  le  moment  principal  est  au  minimum.  Il 
n'est  pas  nécessaire  d'examiner  lequel  a  lieu  du 
aiaxnmm  ou  du  sninMiiifli  ;  car  il  est  évident  que  la 
valeur  de  Gi  croit  indéfiniment  avec  les  variables 
'i  «  y«  j  'a  «  <^  ii^cs^  P^s  susceptible  de  maxi- 
■Mrm. 

284.  En  éliminant  la  quantité  ILsi  -|-  Yyt  -|~ 
Zjsi  ,  entre  les  équations  précédentes ,  prises  suc- 
cessivement deux  à  deux ,  on  trouve 

Z  (  NX  +  MY  +  LZ  )  ^ 


Xyj  —  Y««  +  L  = 


Zx\  —  Xsi  -f-  M  z= 


R« 
Y(NX  +  BY  +  LZ) 


AW 


X(NXH-MY  +  LZ) 
Y  s,  —  Zy,  4-  N  =  — i j- , 

équations  qui  appartiendront  aux  projections  sur 
les  trois  plans  des  coordonnées  du  lieu  des  centres 
des  momens  principaux  miRMia. 


On  en  déduit 


NX+JIIY  +  LZ 
<>.= 5 , 


W 


pour  la  valeur  du  moment  principal  mtNtminn,  qui 
est  ainsi  la  même  pour  tous  les  centres  Oi. 

Si  l'on  appelle  «i  ,  ^i  ^  >i  ,  les  ongles  que  l'axe 
du  moment  Gi  fait  avec  des  parallèles  aux  axes  Ojf, 
Oy,  Ox,  menées  par  le  point  Oi  ,  on  aura 

Ni  I,  L> 

cos  «I  =  —  ,      cos  Cl  r=  —  ,      cos  ^1  =  —  , 
Gi  G,  Gi 

quel  que  soit  le  centre  des  momens;  et,  d'oprès  les 
équations  {a),  {b),  {c),  il  en  résultera ,  en  particu- 
lier, pour  un  point  Oi  appartenante  la  droite  dé- 
terminée por  les  équations  {b), 

X  Y  Z 

cos  •!  =  — ,     cos  Cl  =  —  ,     cos  ^1  =  —  ; 
R  R  R 

ce  ^i  montre  que  les  axes  de  tous  les  moment 
principaux  mtfitifui,  dont  la  valeur  commune  est 
donnée  par  la  formule  {e),  sont  parallèles  entre  eux 
et  à  la  direction  de  la  force  R. 

Quand  les  forces  données  ont  une  résultante 
unique ,  il  est  évident  que  la  plus  petite  valeur  de 
Gi  doit  avoir  lieu  lorsque  le  point  Oi  est  pris  sur  sa 
direction  ;  ce  qui  rend  cette  valeur  égale  à  téro. 
Réciproquement ,  si  la  valeur  de  Gi  est  nulle  par 
rapport  à  un  point  Oi ,  on  en  conclura  que  les 
forces  données  P,  P',  P",  etc.,  ont  une  résultante 
unique ,  passant  par  ce  point  ;  car  si  elles  se  rédui- 
saient à  deux  forces  non  comprises  dans  un  même 
plan ,  on  pourrait  faire  passer  l'une  d'elles  par  le 
point  Oi  ,  et  réduire  leur  moment  principal  à 
celui  de  l'autre  force ,  lequel  ne  serait  pas  xéro, 
contre  l'hypothèse.  On  conclut  de  là  que  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  poor  que  les  forces 
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données  aient  iiiM'.rétiilUnte  unique,  consiste  en  ce 
que  leur  moment  principal  puisse  être  égal  à  léro. 
Ce  moment  étant  alors  un  wùumum ,  la  condition 
dont  il  s'agit  sera  eiprimée  par  Téquation 

LZ  +  MT  +  NX  =3  0, 

d'après  la  formule  (e);  et  le  point  0 ,  auquel  il  se 
rapporte  |  appartenant  à  cette  résultante ,  les  équa- 


tions de  la  droite  inivant  laquelle  elle  est 

seront 

Xy,  -  Tir,  +  l  ==  0 , 
Zsi  —  Xsi  -(-  JK  =  0 , 
T*i—  Zyi   +  N  =  0, 

en  Tertu  des  équations  (6).  Ces  résultats  coïncident 
avec  ceux  du  n»  S63  qu'on  a  trouvés  par  d'autres 
considérations. 


CHAPITRE  m. 


»  » 


EXEMPLES   DE   L  EQUILIBRE   D  UN    CORPS    FLEXIBLE. 


§  1er.  ÉqtnUbrê  du polyg&mê  funiculaire. 


285.  On  appelle ,  en  général ,  machiné  funicu- 
laire, tout  assemblage  de  cordes  liées  entre  elles 
par  des  nœuds  fixes ,  on  simplement  passées  dans 
des  anneaux  qui  peuvent  couler  le  long  de  ces  cor- 
des.  Le  nombre  des  rordons  qui  viennent  aboutir 
à  un  même  nœud  peut  être  quelconque;  mais  pour 
simplifier  la  question  ,  nous  supposons  que  chaque 
nœud  n'assemble  jamais  que  trois  cordons  ;  et,  en 
premier  lieu  ,  nous  exclurons  les  anneaux  mobiles. 

Prenons  donc  une  corde  parfaitement  flexible  et 
d'une  longueur  quelconque,  dont  A  etB  (fig.  71) 
soient  les  deux  extrémités.  Soient  M,  M',  M",  etc., 
diiférens  point  de  cette  corde  ;  attachons  à  ces  points 
des  cordons  HC,  WC,  M"C",  etc.,  suivant  lesquels 
agiront  des  forces  données  P,  P',  P",  etc.  ;  appli- 
quons aussi  au  point  M  une  force  donnée  H ,  agis- 
sant dans  la  direction  du  cordon  MA,  et  au  dernier 
des  points  M^  H',  M",  etc.,  une  autre  force  donnée 
K,  dirigée  vers  le  point  B.  Dans  Tétat  d'équilibre , 
cette  corde  flexible  formera  un  polygone  dont  les 
sommets  seront  les  points  A,  M,  M',  H",...  B,  et 
que  nous  appellerons  spécialement  un  polygone  fu* 
nicvlairê.  Il  s'agit  de  trouver  les  conditions  que  les 
forces  données  H,  P,  P',  P",...  R,  doivent  remplir 
pour  que  cet  équilibre  soit  possible ,  et  de  détermi- 
ner la  fignre  du  polygone  qui  convient  à  cet  état. 

Pour  trouver  ces  conditions ,  je  pars  de  ce  prin- 
cipe évident  que  si  l'équilibre  existe ,  chacun  des 
cordons  MM',  Jl' H",  etc.,  doit  être  tiré,  h  ses  deux 


extrémités ,  par  des  forces  égales,  dirigées  suivant 
ses  prolongemens  ;  car  si  ces  deux  forces  n'avaient 
pas  la  même  direction  que  le  cordon ,  rien  ne  les 
empêcherait  de  le  faire  tourner  ;  et  si  elles  n'é- 
taient pas  égales  et  contraires,  elles  feraient  avan- 
cer le  cordon  suivant  sa  direction. 

Il  s'ensuit  d'abord  que  la  résultante  des  deux 
forces  H  et  P,  appliquées  au  point  M,  doit  coïncider 
avec  le  prolongement  HD  du  cordon  M'M.  On  peut 
donc  transporter  le  point  d'application  de  cette  force 
au  point  M' situé  sur  sa  direction  [n<»  41);  en  la  com- 
posant ensuite  avec  la  force  P',  appliquée  &cepoint, 
il  faudra  que  cette  seconde  résultante,  qui  sera  celle 
des  trois  forces  H,  P,  P\  coïncide  avec  le  prolonge* 
ment  M'D'  du  cordon  M''  M';  et  par  conséquent,  il 
sera  permis  de  la  transporter  au  point  M".  Je  prends 
encore  la  résultante  de  cette  force  et  de  P"  qui  agit 
en  ce  même  point  M"  ;  j'ai ,  de  cette  manière ,  la 
force  qui  tire  le  cordon  M''M"'  à  son  extrémité  M", 
et  qui  doit  être  dirigée  suivant  son  prolongement 
M"D".  Celte  force  est,  comme  on  voit,  la  résul- 
tante des  forces  H,  P,  P',  P";  un  raisonnement 
semblable  prouverait  que  la  force  qui  tire  le  même 
cordon  à  son  extrémité  M'"  et  qui  doit  coïncider 
avec  son  autre  prolongement  M'"D"\  est  la  résul- 
tante des  forces  P'";  Piv,...,K  ;  ces  deux  résultan- 
tes sont  donc  égales  et  directement  opposées  ;  et, 
conséquemment ,  la  résultante  de  toutes  les  forces 
données  H,  P,  P',  P  '....  K  ,  doit  être  égale  à  séro. 
On  parviendrait  évidemment  au  même  résultat ,  en 
considérant  les  forces  qui  agissent  aux  deux  eatré- 
mités  de  tout  autre  c6té  du  polygone. 
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Ainsi ,  les  forces  ippliquées  an  polygono  fnniou- 
faiire  doivent  être  telles  qn^en  les  transportant  en 
un  même  point  parallèienent  à  elles-mêmes ,  elles 
s'y  fsMent  équilibre;  ce  qui  donne,  comme  on  sait, 


trais  équations  entra  les  grandeurs  de  ces  forées  et 
les  angles  que  font  leurs  directions  avec  trois  aies 
rectangulaires  menés  por  ce  point.  Ces  équations 
sont  (no  36) 


H  cos  a  4"  K.  cos  s  -f*  P  ^'^'^  *  4*  P'  ^^^  *'  ~(~  ^^'  =  ^i 
H  cos  &  4~  ^  ^^'  f  -^  V  cos  C  '{'  P  cos  C  -l-  ®^c.  =  0 , 
Hcose  •^^'  H  cos  g  '^'  ^  cos  y  +  ^'  cos  y'  -|-  etc.  =  0  j 


(») 


a,  9g  A,  «',  etc.,  désignant  les  angles  relatifs  k  Tnn 
des  axes;  è,  ^  C,  C,  etc.,  les  angles  relatifs  à  un 
autre  axe;  et  e,  g,  y,  y\  etc.,  ceux  qui  répondent 
an  troisième. 

886.  lorsque  les  forces  H ,  P,  F,  P",. ..  K,  et  les 
directions  des  cordons  par  lesquels  elles  agissent^ 
ne  satisferont  pas  à  ces  équations,  il  sera  impossi- 
ble qu'elles  se  fassent  équilibre  par  le  moyen  du 
polygone  funiculaire,  quelque  figure  qu'on  loi 
donne  ;  mais  toutes  les  fois  que  ces  équations  se- 
ront satisfaites ,  on  pourra  donner  au  polygone  une 
figure  telle  que  l'équilibre  ait  lieu.  Les  grandeurs 
et  les  directions  des  forces  H,  P,  P*,  P",.*<  K.,  étant 
données,  cette  figure  est  déterminée,  et  sa  con- 
struction résulte  de  la  suite  de  compositions  de 
forces  que  nous  Tenons  d'indiquer. 

En  effet ,  connaissant  les  directions  des  cordons 
lA  et  MC,  par  lesquels  agissent  les  forces  H  et  P, 
en  déterminera  la  grandeur  et  la  direction  de  leur 
résultante.  Sur  le  prolongement  de  cette  direction, 
à  partir  du  point  H,  je  porte  la  longueur  donnée  du 
edté  MM'  ;  cela  fait ,  j'applique  au  point  M' la  résuU 
tsnte  de  H  et  P  suivant  la  ligne  M'M ,  et  la  force  P' 
suivant  la  direction  donnée  du  cordon  WC  Je 
prends  la  résultante  de  ces  deux  forces ,  et  sur  le 
prolongement  de  sa  direction,  à  partir  du  point  M', 
je  porte  la  longueur  donnée  du  côté  WW,  Mainte- 
nant ,  je  fau  au  point  M"  une  construction  sembla- 
ble à  celle  que  je  viens  d'indiquer  pour  le  point 
I;  j'applique  en  M"  la  dernière  résultante  sur  le 
o6té  M"il',  et  la  force  P"  suivant  la  direction  don- 
née du  cordon  M*C";  je  compose  ensuite  ces 
deux  forces  en  une  seule ,  et ,  sur  le  prolongement 
de  eelle-ci ,  je  porte  la  longueur  donnée  du  côté 

Vie. 

Je  continue  ainsi  jnsqu'k  ce  que  je  sois  parvenu 
sn  dcftaier  des  nœuds  M,  M',  M",  etc.,  qui  sera ,  je 
suppose,  le  point  M^ ,  de  sorte  que  H*^B  soit  le  der- 
nier côté  du  polygone.  Sa  direction  est  connue , 
puisqu'elle  repi^ente  celle  de  la  force  extrême  K, 
qui  est  donnée  par  hypothèse.  Il  faudra  donc  que  la 
direction  prolongée  de  la  résultante  des  deux  forces 
appliquées  au  point  X>v ,  suivant  le  côté  WU^  et 
Rivant  le  cordon  Mi^G^ ,  coïncide  avec  la  direotion 
donnée  du  côté  M^^B.  Cest ,  effectivement ,  ce  qui 
arrivera  toujours;  car,  d'après  notre  construction^ 
la  force  dirigée  suivant  Mi*H'"  n'est  autre  chose 
qoela  résulUnte  des  cinq  forces  H,  P,  P',  P",  F", 
transportées  au  point  M>v  parallèlement  k  leurs  di- 
rections j  en  la  composant  avec  la  force  V^ ,  dirigée  | 


suivant  WC^ ,  on  aura  la  résultante  de  toutes  les 
forces  données ,  moins  la  force  K;  or,  en  vertu  des 
équations  (a),  qu'on  suppose  satisikites,  cette  ré« 
sultanteest  égale  et  directement  opposée  à  la  forée 
&  (no  86). 

Si  l'on  mène  por  le  point  A^  les  trois  axes  aux- 
quels se  rapportent  les  angles  o,  •,  •,  •',  etc.,  ô,  f, 
C,  C,  etc.,  0,  g,y^y\  etc.,  les  coordonnées  de 
chacun  des  sommets  du  polygone,  rapportées  A 
ces  axes,  seront  les  projections  sur  ces  mêmes 
axes  de  la  partie  du  polygone  comprise  depuis  le 
point  A  jusqu'à  ce  sommet.  On  pourrait  les  calcu- 
ler, en  fonctions  de  ces  angles ,  des  longueurs  des 
côtés  du  polygone  et  des  forces  données;  les  for- 
mules générales  que  l'on  obtiendrait  de  cettema- 
nière  serviraient,  dans  chaque  cas,  à  construire 
directement  tous  les  sommets  du  polygone ,  on  son* 
lemcnt  un  on  plusieurs  de  ces  points  ;  mais  il  est 
plus  simple  de  déterminer  successivement ,  et  les 
uns  au  moyen  des  autres ,  les  différons  côtés  du  po* 
lygone,  ainsi  qu'on  vient  de  l'indiquer. 

887.  Quand  les  /orces  données  remplissent  les 
conditions  exprimées  par  les  équations  (a),  et  qu'on 
a  fait  prendre  au  polygone  la  figure  propre  à  Té- 
quilibre,  l'intensité  commune  des  deux  forées  éga- 
les et  contraires  qui  tirent  chacun  des  côtés  suivant 
son  prolongement,  est  la  iêntion  que  ce  cordon 
éprouve;  il  est  donc  important,  dans  la  pratiqve, 
de  calculer  cette  tension,  et  de  s'assurer,  par  l'ex- 
périence, qu'elle  ne  dépasse  pas  oelle  qu'un  cordon 
du  même  diamètre  et  de  la  même  matière  peut  sup* 
porter  sans  se  rompre. 

Or,  d'sprès  ce  qu'on  vient  de  voir,  cette  tension 
variera  d'un  côté  à  l'autre  du  polygone  ;  la  tension 
du  côté  MM'  sera  égale  à  la  résultante  des  forces  H 
et  P,  ou  à  celle  des  forces  P',  P'',  F",...  K  ;  la  ten- 
sion du  côté  MW  sera  égale  à  la  résultante  des 
forces  H,  P,  P',  ou  à  celle  des  forces  P",  F",...  M; 
et  ainsi  de  suite.  Il  sera  donc  aisé ,  dans  chaque 
cas  particulier,  de  déterminer  les  tensions  qu'é- 
prouvent tous  les  côtés  du  polygone  en  équilibre , 
lorsque  les  grandeurs  et  les  directions  des  forces 
H,  P,  F,  P",...S.,  seront  toutes  données. 

Si  les  points  extrêmes  A  et  B  du  polygone  sont 
files ,  les  forces  H  et  K  représenteront  à  la  fois  les 
tensions  des  cordoas  qui  aboutissent  à  ces  points  et 
les  pressions  que  ces  points  éprouvent.  Dans  ce  cas, 
les  valeurs  de  H  et  R,  et  des  angles  a,  ô,  e,  ê,  f,  g, 
qui  déterminent  les  directions  des  deux  côtés  extrê- 
mes du  polygone,  ne  seront  plus  données  ;  mais  on      * 
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TEAITÉ  M  MECANIQUE. 


■UM  hait  éqnaiioDi  pour  déterminer  cet  huit  in* 
connues  ,  savoir,  les  éqoations  [a),  les  équations 
(  n»  0)  co8»a  «^  cos*6  -|-  cos«c = 1 ,  cos*0  -f*  cos*/*-!- 
cos*^=  1  f  et  trois  équations  résultant  de  ce  que  la 
position  des  deux  points  fixes  A  et  B  est  donnée. 
On  formera  celles-ci  en  calculant  les  valeurs  des 
trois  coordonnées  de  Ton  de  ces  points ,  rapportées 
à  des  axes  passant  par  Tautre  point ,  c^est-à-dire , 
les  projections  du  polygone  entier  sur  ces  trois 
axes ,  et  les  égalant  aux  valeurs  données  de  ces 
mêmes  coordonnéest 

La  détermination  de  ces  huit  inconnues  sero  gé- 
néralement très  compliquée;  mais  oprès  que  le 
polygone  funiculaire  aura  pris  de  lui-même  la  figure 
propre  à  l'équilibre  des  forces  appliquées  à  ses  som- 
mets, on  obtiendra  sans  difficulté  les  tensions  de 
ses  différons  oôtés  ;  ce  qui  suffira  pour  la  pratique. 
Ainsi,  en  décomposant  la  foroe  P  appliquée  au  point 
M  en  deux  autres  forées  dirigées  suivant  les  pro- 
longemens  des  côtés  AH  et  HA',  les  composantes , 
données  immédiatement  par  la  règle  du  parrilélo- 
gramme  des  forces,  seront  les  tensions  de  ces  deux 
côtés.  Celle  qui  agira  suivant  le  prolongement  de 
AH  devra  être  égalée  la  force  agissant  suivant  ce 
premier  côté,  lorsque  lo  point  A  sera  libre;  et 
quand  il  sera  fixe ,  elle  exprimera  la  pression  exer- 
cée sur  ce  point.  Pareillement,  les  composantes 
de  la  force  P'  suivant  les  prolongemens  de  HH' 
et  H'H",  exprimeront  la  tension  de  HH',  déjà  con- 
nue par  In  décomposition  de  P,  et  celle  du  côté 
adjacent  H'H"  ;  et  ainsi  de  suite. 

288.  Les  cordons  qui  forment  les  differens  côtés 
d'un  polygone  funiculaire  sont  toujours  un  peu  ex- 
tensibles ;  chacun  d^eux  s'allonge  d'une  petite  quan- 
tité, en  raison  de  la  tension  qu*il  éprouve  dans  Tétat 
d'équilibre  ;  et  lorsque  oette  tension  est  connue , 
on  peut  calculer  l'allongement  correspondant. 

Bn  effet ,  l'expérience  prouve  que  tant  que  la 
tension  d'un  fil  homogène  et  d'une  épaisseur  con- 
stante n'approche  pas  de  la  force  nécessaire  pour 
le  rompre ,  son  allongement  est  proportionnel  à  sa 
longueur  et  à  lo  tension  qu'il  éprouve  ;  il  varie 
d'oilleurs,  d'un  fil  à  un  autre,  avec  l'épaisseur  et  la 
matière  du  fil .  Cela  étant ,  je  suppose  que  Ton  at- 
tache à  un  point  fixe  un  fil  de  la  même  épaisseur 
et  de  la  même  matière  que  le  cordon  AH,  et  que 
l'on  suspende  à  son  extrémité  inférieure  un  poids 
donné  n,  très  grand  par  rapport  à  celui  du  fil. 
Soient  I  et  /  (1  -}-  «)  ses  longueurs  avant  et  oprès 
la  suspension  du  poids  XI;  cette  quantité  «sera  une 
fraction  très  petite ,  indépendante  de  /  et  propor- 
tionnelle à  n ,  en  négligeant  le  poids  du  fil  ;  en 
sorte  que  si ,  dans  une  outre  expérience ,  les  trois 
quantités  (,  «,  n^  sont/',  «',11',  on  aura 

«n' 
n 

quels  que  soient  /et  P.  Or,  il  est  évident  qu'un  fil 
attocbé  à  un  point  fixe  et  tiré  à  son  autre  extrémité 


par  une  force  dirigée  suivant  son  prolongement , 
est  dans  le  même  état  que  s'il  était  tiré  par  cette 
même  force  suivant  ses  deux  prolongemens.  Si  donc 
on  appelle  T  la  tension  du  cordon  AH ,  et  si  l'on 
suppose  qu'il  se  soit  allongé  dons  le  rapport  de 
1  4"  **  "  l'unité ,  on  aura 


n 


pour  déterminer  cet  allongement;  et  il  en  sera  de 
même  pour  tous  les  autres  côtés  du  poljigone. 

289.  Soit  que  les  points  extrêmes  A  et  B  du  po- 
lygone soient  fixes ,  ou  qu'ils  soient  libres ,  si  l'un 
ou  plusieurs  des  noeuds  H,  V,  H",  etc.,  8ent««m- 
plocés  par  des  anneaux ,  cette  circonstance  don- 
nera lieu  à  de  nouvelles  conditions  d'équilibre. 
Supposons,  par  exemple,  que  H"  soit  un  anneau  mo- 
bile qui  puisse  glisser  le  long  du  cordon  H'H  'H"'i 
il  est  clair  que  dons  ce  mouvement  la  somme  des 
distances  H'H''  et  H^'H'",  du  point  H"  aux  poinU  H'  * 
et  H"',  testera  constante.  Or,  si  l'équilibre  existe, 
cet  état  ne  sera  pas  troublé  en  rendant  fixes  ces 
deux  derniers  points  ;  mois  alors  le  point  H"  sera 
dans  le  même  cas  que  s'il  était  astreint  à  demeurer 
sur  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  dont  H' 
et  H"'  sont  les  deux  foyers ,  et  dont  le  grand  axe 
est  égal  k  la  longueur  donnée  du  cordon  H'H"H"'^ 
donc  ce  point  ne  peut  rester  en  équilibre  (n»  36], 
à  moins  que  la  force  P"  qui  lui  est  appliquée  ne 
soit  perpendiculaire  à  cette  surface  ;  d'où  il  suit , 
d'après  une  propriété  connue  de  l'ellipse,  que  la 
direction  de  cette  force  doit  couper  en  deux  par- 
ties égales  l'ongle  des  deux  rayons  vecteurs  H"H' 
et  H"H'". 

Lors  donc  qu'en  exécutant  la  construction  du 
no  286,  on  sero  porvenu  à  un  anneau  mobile  tel 
que  H"  et  que  l'on  aura  pris  la  résultante  des  deux 
forces  dirigées  suivant  H"H'  et  H"C'',  dont  le  pro- 
longement sera  le  côté  H"n'"  ;  si  l'on  trouve  que 
les  ongles  CH^H'  et  C"H"A"'  ne  sont  pas  égaux 
entre  eux ,  il  en  faudra  conclure  que  l'équilibre 
n'existe  pas.  £n  général,  il  faudra  que  la  direction 
du  cordon  H^'C,  ottocbéà  un  anneau  mobile,  ne. 
soit  pas  donnée  d'avance,  afin  qu'on  puisse,  en  la 
déterminant  d'une  manière  convenable ,  remplir  la 
condition  de  l'égalité  des  deux  angles  H'VC"  et 
M'"H"C". 

Observons  que  dans  l'état  d'équilibre,  les  ten- 
sions des  deux  côtés  odjacens  à  un  anneau  mobile 
seront  égales  entre  elles  ;  cela  résulte  de  ce  que  ces 
deux  côtés  font  des  angles  égaux  avec  la  direction 
de  la  force  appliquée  à  cet  anneau,  et  que  leurs 
tensions  sont  les  composantes  de  cette  force  sui- 
vant leurs  propres  directions  ;  diois  cette  égalité 
de  tension  peut  oussi  être  considérée  comme  évi- 
dente en  elle-même ,  puisque  les  deux  côtés  le 
long  desquels  l'anneou  peut  glisser  ne  forment 
qu'un  cordon ,  qui  doit  nécessoirement  éprouver 
la  même  tension  dons  toute  son  étendue. 
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200/  Ce  qae  nous  disons  à  l'égard  d*nn  anneau 
obligé  de  glisser  le  long  d*un  fil  considéré  comme 
inextensible  et  parfaitement  flexible ,  peut  s*éten- 
dre  à  tons  les  points  d'un  système  de  points  maté- 
riels en  équilibre.  Quelle  que  soit  la  liaison  de  ces 
points  entre  eux ,  on  ne  troublera  pas  cet  équilibre 
en  fixant  tous  les  points  du  système ,  excdpté  un 
seul.  Or,  si  la  liaison  de  ce  point  avec  les  autres 
est  telle  qu'il  puisse  encore  décrire  une  surface  ou 
seulement  une  ligne  courbe  autour  de  ces  points 
fixes ,  il  est  évident  que  le  point  mobile  sera  dans 
le  même  cas  que  si  la  surface  ou  la  ligue  courbe 
existait  réellement;  par  conséquent,  la  direction 
de  la  force  qui  lui  est  appliquée  doit  être  normale  à 
cette  surface  ou  à  cette  ligne. 

Concluons  donc  que  dans  tout  système  de 
points  matériels  en  équilibre,  la  force  appliquée  à 
chacun  de  ces  points  est  perpendiculaire  i  la  sur- 
face ou  à  la  ligne  sur  laquelle  ce  point  serait  obligé 
de  rester,  si  tous  les  autres  points  auxquels  il  est 
lié  étaient  regardés,  pour  un  moment ,  comme  des 
points  fixes. 

Quand  cette  condition,  relative  k  la  direction  des 
forces  et  à  la  liaison  des  parties  du  système ,  n'est 
pas  remplie ,  on  peut  être  certain  que  l'équilibre 
n'existe  pas;  mais  elle  ne  suffit  pas  à  elle  seule  pour 
assurer  l'équilibre  du  système. 

201.  Si  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  un  po- 
lygone funiculaire  suspendu  aux  deux  points  fixes 
A  et  By  sont  des  poids  donnés ,  il  résulte  de  la  con- 
struction du  no  286,  que  ce  polygone  tout  entier 
sera  contenu  dans  le  plan  Tertical  passant  par  ces 
deux  points  ;  et  cela  est  d'ailleurs  évident  en  soi- 
nème,  puisquHl  n'y  aurait  aucune  raison  pour 
qu'il  s'écartât  de  ce  plan  plutôt  d'un  côté  que  de 
Tautre.  En  prenont  alprs  la  perpendiculaire  à  ce 
pUn  pour  l'axe  auquel  répondent  c,g,y,  y\  etc., 
tous  ces  angles  seront  droits ,  et  la  troisième  équa- 
tion (a)  disparaîtra  ;  les  deux  outres  se  réduiront  à 


H  cos  e  4*  ^  <^os  «  = 
H  cos  h  4*  K  cos 


«=0,  1 

/•  +  n=o,  f 


(*) 


en  supposant  que  les  angles  a^  0  ,  • ,  «',  etc. ,  ré- 
pondent à  un  oxe  horixontal ,  et  les  angles  6,  /*,  C, 
Cy  etc.,  à  un  axe  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur, et  en  représentant  par  II  la  somme  des  poids 
P.  P*,  P",  etc.,  appliqués  au  polygone. 

L'équilibre  de  ce  polygone  ne  sera  pas  troublé  si 
l'on  rend  sa  forme  invariable;  par  conséquent,  la 
force  n  devra  être  égale  et  directement  opposée  à 
la  résultante  des  forces  H  et  K.  En  vertu  des  équa- 
tions (6],  elle  est  déjà  égole  et  contraire  à  cette  ré- 
sultante ;  il  faudra  donc  encore  qu'elle  passe  par 
le  point  O  (fig.  72),  où  les  prolongeroens  des  cor- 
dons extrêmes  AH  et  BN  viennent  se  couper,  et 
qu'on  peut  prendre  pour  le  point  d'application 
commun  aux  deux  forces  H  et  K.  Ainsi ,  dans  l'état 
d'équilibre ,  la  résultante  II  des  forces  verticales 
KP*,  P^',  etc.,  sera  dirigée  «nivant  la  verticale 


OD  ;  et ,  cela  étant,  on  aura  les  proportions  (n«20] 

H  :  n  ::  sin  bod  :  sin  aob, 

&  :  n  **  sin  AOD  :  sin  AOB , 

qui  feront  connaître  les  tensions  des  cordons  ex- 
trêmes ,  ou  les  pressions  H  et  K  exercées  sur  les 
deux  points  fixes  A  et  B  ,  quand  on  aura  mesuré 
les  angles  AOD  et  BOD. 

202.  On  peut  faire  sur  les  tensions  des  cordons 
qui  supportent  un  poids  donné ,  la  même  remarque 
que  Ton  a  déjà  faite  à  l'égard  des  pressions  éprou- 
vées par  les  points  d'appui  d'un  plan  horizontal  sur 
lequel  un  poids  est  placé  (n»  270). 

Supposons  que  les  trois  cordons  ottachés  aux 
points  fixes  A,  B,  C  (fig.  73),  se  réunissent  au  point 
H ,  et  qu*en  ce  point  un  poids  P  soit  suspendu  et 
agisse  suivant  la  verticale  MD.  Prenons  un  point  D' 
sur  le  prolongement  de  cette  droite,  et  construi- 
sons leparallélipipède  dont  MD'  est  la  diagonale,  et 
qui  a  ses  trois  côtés  adjacens  HA',  nB',HC',  sur  les 
directions  des  trois  cordons.  Si  l'on  représente  la 
force  P  por  la  droite  HD',  ses  composantes  suivant 
ces  directions  seront  représentées  par  les  droites 
HA',  HB',nC',  et  elles  exprimeront  les  tensions  des 
trois  cordons  HA,  HB ,  HC,  ou  les  charges  des  trois 
points  fixes  A,  B,  C,  lesquelles  se  trouveront ,  dans 
ce  cas ,  complètement  déterminées.  Hais ,  lorsque 
les  cordons  aboutissant  au  point  H  seront  au  nom- 
bre de  quatre ,  ou  en  plus  grand  nombre,  on  pourra 
décomposer  la  force  P  d'une  infinité  de  manières 
différentes,  suivant  leurs  directions;  en  sorte  que 
leurs  tensions  et  les  charges  des  points  fixes  ne 
seront  plus  déterminées,  et  une  ou  plusieurs  d'en- 
tre elles  pourront  être  nulles  ou  prises  arbitraire- 
ment. Or,  cette  indétermination  aurait  réellement 
lieu  dans  la  question  abstraite ,  où  l'on  n'o  tenu 
aucun  compte  de  l'extensibilité  des  cordons;  mais 
elle  n'existe  plus  dès  qu'on  a  égard  à  cette  propriété 
de  la  matière  :  alors  tous  les  cordons  s'allongent 
un  tant  soit  peu;  leurs  extensions  dépendent  de 
leur  nombre  et  de  leurs  positions  relatives;  et  si 
l'on  mesurait  ces  petits  allongemens  ,  on  on  pour- 
rait conclure  la  tension  de  chaque  cordon ,  ou  la 
charge  de  chaque  point  fixe  qui  a  réellement  lieu. 

Ainsi,  en  supposant  que  le  cordon  AH,  par 
exemple ,  se  soit  allongé  dans  le  rapport  de  1  -f*  ^ 
àTunité,  et  sachant,  d'ailleurs,  qu'un  cordon  de 
même  matière  et  de  même  diamètre  s'allonge  dans 
le  rapport  de  1  -)-  «  à  l'unité ,  quand  on  le  suspend 
Terticalement  à  un  point  fixe,  et  qu'on  attache  le 
poids  P  à  son  extrémité  inférieure ,  on  en  conclura 
(uo  288)  que  la  tension  éprouvée  par  ce  cordon , 
ou  lo  charge  que  supporte  le  point  A ,  est  égale  ou 

produit  —  p. 

Si  l'on  désigne  par  V  et  l',  •''  et  I",  etc.,  ce  que 
deviennent  les  fractions  •  et  /  relativement  aux 
cordons  HB,  HC,  etc. ,  et  par  y,  y,  >",  etc.,  les 
angles  aigus  que  font  les  cordons  HA,HB,  HC^  etc., 
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a? 6c  l«  tortioale  Hiy,  il  faudra  cpi'oii  «it 


—  co»  y  +  -^  C08  >'  -I C08  v"  +  etc.  ^  1  , 

afin  que  la  somme  des  composantes  t erticales  de 
toutes  les  tensions  soit  égale  au  poids  P.  En  proje* 
tant  les  mêmes  cordons  sur  un  plan  horixontal 
mené  par  le  point  H,  et  désignant  m,  u\  m",  etc., 
les  augles  que  les  projections  de  HA,  HB,  HC,  etc., 
font  aTecune  droite  XO  tracée  arbitrairement  dans 
ce  plan,  on  aura  aussi 

—  sin  7^  sin  M  -}-  —  »in  >'  sin  •'  -f-  etc.  =  0, 

—  sin  y  cos  m  -{-  -^  sin  y'  cos  •'  +  etc.  =  0, 


pour  exprimer  que  la  résultante  de  toutes  les  ten- 
sions est  nne  force  verticale. 

Quand  il  n*y  a  que  trois  cordons ,  ces  trois  équa- 
tions suffisent  pourdéterminer  les  rapports  de  leurs 

tensions  ou  poids  P,  ou  les  valeurs  de  — ,  — ,  — , 

«  «'  «" 
au  moyen  des  angles  que  ces  trois  cordons  font 
avec  la  verticale  HD',  et  des  angles  compris  entre 
1m  plans  de  cette  droite  et  de  leurs  directions. 
Quand  il  n*y  en  a  que  deus ,  leurs  directions  et 
cette  verticale  sont  comprises  dans  un  même  plan  \ 
ce  qui  réduit  à  nne  seule  les  deux  dernières  équa- 
tions. 

$  II.  ÈquUibré  (fiin  fii  flexible. 


a03  Considérons  d'abord  un  fil  pesant ,  homo- 
gène et  d'un  diamètre  constant  ;  supposons-le  par- 
faitement flexible  et  attaché  par  ses  extrémités  A  et 
C  (fig.  74)  à  deux  points  fixes  ;  et  proposons-nous 
de  déterminer  la  courbe  ABC  quUl  forme  dans  son 
état  d'équilibre.  On  nomme  cette  courbe  la  chai- 


WÊÊU$  elle  est  évidemment  oomprisa  dan»  le  plan 
vertical  passant  par  les  deux  points  fixes  A  et  C  ; 
car  il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  qu'elle  s'en 
ëcartèt  plutèt  d'un  côté  que  de  l'autre. 

Par  un  point  0 ,  venons  dans  ce  plan  denx  axes 
rectangulaires  Ox  et  Oy,  qui  seront  ceux  des  coor- 
données positives;  prenons  Os  horixontal  et  dirigé 
du  cèté  du  point  A,  et  Ùy  vertical,. dirigé  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  passant  par  le  point  B, 
le  pins  bas  de  la  courbe.  Soient  sr  et  y  les  coordon- 
nées OP  et  PU ,  rapportées  à  ces  deux  axes ,  d'un 
point  quelconque  H  de  la  chatnette ,  et  s  l'arc  BK 
aboutissant  en  ce  point  et  compté  du  point  B;  et 
désignons  par  «',  y',  é,  ce  que  deviendront  g,  y,  ê, 
relativement  à  un  autre  point  M'  de  cette  courbe, 
tel  que  l'on  ait  f'  >  '. 

Si  l'on  appelle  jp  le  poids  de  l'unité  de  longueur 
du  fil ,  lorsqu'il  est  couché  sur  un  plan  horisontal, 
p  (f'  —  t)  sera ,  dans  cet  état ,  le  poids  d'une  lon- 
gueur é  —  s  du  même  fil ,  puisqu'on  le  suppose 
homogène  et  d'une  épaisseur  constante.  Quand  il 
sera  suspendu  aux  deux  points  fixes  A  et  B,  ses  dif- 
férentes parties  s'allongeront  inégalement,  à  raison 
de  leurs  tensions  respectives  ;  et ,  en  même  temps, 
leurs  densités  ou  leurs  épaisseurs  diminueront 
de  manière  que  leurs  masses  ne  changent  pas  ;  par 
conséquent ,  le  poids  de  cette  longueur  s'  —  #  ne 
sera  plus  exactement  le  même  qu'auparavant; 
mais  si  la  matière  du  fil  est  très  peu  extensible ,  et 
qu'on  néglige  les  petites  dilatations  de  ses  parties, 
on  pourra  encore  prendre  p  (f'  —  «  )  pour  le  poids 
correspondant  à  l'arc  KM'  de  la  chatnette. 

Soient ,  en  outre ,  T  et  T' les  forces  inconnaes 
qui  agissent  à  ses  extrémités  H  et  M*,  et  proTÎen- 
nent  de  ce  que  ces  points  sont  liés  aux  parties  d 
et  AH'  de  cette  courbe.  En  Joignant  ces  forces  an 
poids  !'(«'  —  s),  on  pourra  considérer  HH'  comme 
entièrement  libre;  par  conséquent,  si  l'on  repré- 
sente par  «  et  C  les  angles  que  fait  la  direction  de 
la  force  T  avec  les  prolongemens  des  coordonnées 
jT  et  y  de  son  point  d'application,  et  par  «'  etC 
les  angles  analogues  relativement  à  la  forée  V^ 
nous  aurons 


T   cos  A   -{-  T'  cos   «'   =  0 , 
T   cos   C   +  T'  cos   C   =  p  (*'  —  «), 
T  (  «  cos  C  —  y  cos  •  )  +  r  (  •'  cos  C  —  y*  cos  •'  )  =  p  (*'  —  **)  Jr»  , 


W 


pour  Téquilthre  de  ces  trois  forces  comprises  dans 
un  même  plan  (n*>  262]  ;  xx  éUnt  Tabscisse  hori- 
sontale  du  centre  de  gravité  de  l'arc  HH'.  Elles 
auront  lieu,  quelle  que  soit  la  longueur  de  cet  arc  : 
si  on  la  suppose  infiniment  petite ,  on  pourra  né- 
gliger, dans  ces  équations,  les  quantités  infini- 
ment petites  du  second  ordre;  mais  il  faudra 
conserver  les  quantités  du  premier  ordre;  ce  qui 
n'empêchera  pas  qu'on  ne  doive  considérer  la  force 
T  comme  étant  dirigée  suivant  la  partie  HH  de  la 


tangente,  à  l'extrémité  H,  et  la  force  T',  suivant 
la  partie  H'H'  de  la  tangente,  &  l'autre  extré- 
mité H' . 

Pour  le  faire  voir,  prenons  sur  HH'  on  point  m 
tel  que  l'arc  Hm  soit  infiniment  petit  du  second 
ordre  ;  ce  qui  permettra  de  négliger  le  poids  de 
cette  partie  de  la  chaînette.  Si  l'on  fixe  le  point  m, 
l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  ;  or,  le  fil  étant  sup> 
posé  parfaitement  flexible ,  il  n'y  aurait  rien  qui 
empêchât  la  force  T  de  faire  tourner  l'arc  H»  au- 
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tout  de  M,  si  ello  n^ëtait  pi»  dirigée  tnîvftnt  ton 
prolongement  HH.  On  Terra  de  même  que  Ift  force 
r  doit  être  dirigée  suiTent  WW. 
Diaprés  cela ,  nous  aurons 

dx  d^ 

cos  •  =  —  — ,     cos  C  =  —  — , 
d9  de 

ds'  d}f 

cos  •'  =  —  ,  cos  €'==—; 

d^  dt? 

et  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre ,  ces  dernières  valeurs  seront 

dx  ds  dy  dy 

a=  —  -)-<{.—  ,     cos  C  =  -»  4"  ^'  — ' 
de      ■      de  de  de 


cos 


On  peut  aussi  prouver  qu^on  a  T'  =  T  -{-  ifl*.  En 
effet  y  la  quantité  T  est  une  fonction  des  coordon- 
nées du  point  quelconque  M  auquel  elle  répond , 
qui  devient ,  conséquemment ,  T  -(- 1^  au  point 
1';  en  ce  point,  elle  exprime  la  force  qui  agit  sur 
la  partie  supérieure  AM'  de  la  cbatnètte ,  suivant  la 
direction  M'H, ,  prolongement  de  HV.  Or,  si  m'  est 
un  point  de  la  courbe  dont  la  distance  à  M'  est  infi- 
niment petite  du  second  ordre,  la  force  qui  agit  en 
n'  sur  la  partie  Km',  sera  la  même ,  en  grandeur  et 
en  direction ,  que  celle  qui  agit  en  W  sur  AM'  ;  par 
oooséquent ,  la  partie  Wm'  de  la  chaînette  est  tirée 
en  sens  contraire ,  suivant  M'H'  et  m'Hj ,  par  des 
forces  T*  et  T  4-  «fTf  qui  doivent  être  égales  pour 
qne  MW  demeure  en  équilibre. 

Cela  posé,  je  substitue  ces  différentes  valeurs 
dans  les  deux  premières  équations  {a),  et  J*j  fais 
s'  —  «  =r  lit;  elles  deviennent 


ds  dy 

d.  T  —  e=  0,     d.  T  —  =|Kb. 
de  d» 


w 


Quant  à  la  troisième,  elle  prendra  la  forme 

(dy  dx  ^ 

s y  —  )  =  F«fAi 
di  dff  ^ 

en  y  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  or- 
dre ,  ce  qui  permet  de  remplacer  Si  par  a  dans  son 
second  membre.  Or,  cette  équation  est  la  même 
chose  que 

dy  ds 

»rf.  T  —  —  yd.  T  —  =  «xdf  ; 
dff  de 

et ,  comme  on  voit ,  elle  est  une  suite  des  deux  au- 
tres. Effectivement ,  le  problème  ne  peut  dépendre 
que  de  deux  équations,  puisqu^il  n*ya  que  deux 
inconnues 3f  et  T  à  déterminer  en  fonctions  de  s; 
la  première,  pour  connaître  l'équation  de  la  courbe, 
et  la  seconde ,  pour  savoir  quelle  est  la  tension  en 
un  point  quelconque  M,  c^est -à-dire ,  la  grandeur 
des  forces  égales  qui  tirent  l'élément  Hm  suivant 
ses  deux  prolongemens. 


204.  L'intégrale  de  la  première  équation  (6)  est 

ds 
T~  =  c, 

ds 

en  désignant  par  ela  constante  arbitraire.  Au  point 

ds 
B,  on  a  —  =  1  et  T  =  c;  si  donc  on  représente  la 

de 

tension  en  ce  point  le  plus  bas ,  par  le  poids  d'une 

longueur  fc  du  fil ,  on  aura  e=  pfc ,  et,  en  un  point 

quelconque , 

dt 
T  =  jpfc  — . 
dx 

La  seconde  équation  (6)  détiendra  donc 


d'où  l'on  tire 


dy        . 
ibd.  —  =  df  ; 
dx 


à9 
ds 


en  observant  qu'on  a ,  en  même  temps ,  t  r=  0  et 

—  =  0  au  point  B.  Ces  équations  feront  connaître 
ds 

immédiatement  l'arc  t  et  la  tension  T,  lorsque  l'or- 
donnée y  aura  été  déterminée  en  fonction  der. 

En  mettant  dans  l'équation  précédente,  à  la  place 
de  df ,  sa  valeur 


on  en  déduit 


ds  = 


kd.  — 
ds 


(/"■ 


1  + 


ds* 


4y 


En  intégrant  et  observant  qu'on  aiP=Oet  —  =0 

dx 

au  point  B  ,  on  en  déduit 

et ,  par  conséquent , . 

s  étant ,  à  rordinaire ,  la  base  des  logarithmes  né- 
périens. Je  multiplie  cette  équation  par 
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il  en  rétalia 
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on  aun  dono 


d'où  l'on  tire 


w 


en  observant  que  t  =  Oet  «=rO,an  point  B ,  et 
prenant  Torigine  0  des  coordonnées  à  la  distance  h 
au-dessous  de  ce  point ,  de  sorte  qu'on  ait  y  =  à 
quand  s  r=  0. 

Ces  équations  (e)  donnent  g=:h — ,  comme  plus 

haut.  La  seconde  est  Téquatton  de  la  cbatnette, 
sous  la  forme  la  plus  simple  ;  elle  montre  que  cette 
courbe  est  symétrique  de  part  et  d'autre  de  son 
point  le  plus  bas. 
La  valeur  précédente  de  T  deviendra 

de 

T  =  f»*  7"  =  «fî 
dx 

en  sorte  que  la  tension  en  un  point  quelconque  H 
est  exprimée  par  le  poids  d'une  longueur  du  fil , 
égale  à  la  perpendiculaire  MP  abaissée  de  ce  point 
sur  la  droite  horîiontale ,  passant  par  le  point  0. 
C'est  au  point  B  que  cette  tension  est  la  plus  petite  ; 


et  sa  Taleur  en  ce  point  estpA ,  comàie  oa  Ta  iup- 
posé. 

296,  Il  ne  reste  plus  qu*à  déterminer  k  mb- 
stante  h  qui  entre  dans  ces  formules.  L'eipression 
de  y  fera  ensuite  connaître  la  figure  de  la  cbat- 
nette ;  mais  pour  que  sa  position  soit  connue  dans 
le  plan  vertical  passant  par  les  points  A  et  C ,  il 
faudra  aussi  déterminer  la  distance  de  l'axe  Oy  à 
l'un  de  ces  points  fixes. 

Pour  cela,  je  mène  par  le  point  A  une  borison- 
taie  qui  coupe  l'axe  Oy  en  un  point  Q ,  et  par  le 
point  C ,  une  verticale  qui  rencontre  cette  borison- 
tale  au  fioint  D.  La  position  du  point  C,  par  rapport 
au  point  A,  étant  connue ,  les  distances  AD  et  DC 
seront  données.  Je  les  représente  par  a  et  6  ^  je 
désigne  aussi  par  A  la  disttnee  AQ  ;  eu  aorte  qu'on 
ait 

Al>=a,    ]>C  =  6,    AQ  =  *,     OB  =  i^; 

a  et  &  étant  des  quantités  données,  et  &  et  à- les 
deux  inconnues  qu'il  s'agira  de  déterminer. 

J'appellerai  è'  la  distance  QD,/  la  longueur  do» 
née  de  la  courbe  ABC ,  y  et  y'  ses  parties  AB  et 
BC ,  fia  flèobe  BQ;  on  aura 

k  +  V  =  a,    y+y'  =  f, 

en  regardant  k*  et  y'  comme  des  quantités  positives 
ou  négatives ,  selon  que  le  point  C  appartiendra  an 
prolongement  de  AB  ou  à  AB  même.  Les  ordonnées 
des  points  A  et  C  seront  k  +  feik+  f —  èf,  en 
considérant  aussi  la  quantité  b  comme  positive  ou 
comme  négative ,  selon  que  C  sera  au-dessous  ou 
au-dessus  de  la  droite  horiiontale ,  menée  par  le 
point  A. 
Si  l'on  fait  dans  les  équations  (c),  d'abord 

»  =  *,    #  =  y,    y  =  fc  +/•, 


et  ensuite 


il  en  rétnlters 


X  —      —  —  \  X  *'  *'  \ 


d'où  l'on  tire 


=^7V  +•      / 


De  là  et  de  k  4*  V  =  a^  on  conclut 


et ,  par  conséquent , 

-  ( .  _.     )  =  », 


w 


2« 
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ea  faÎMni,  pour  abréger, 


«»                I    /  /t  _  fti 
—  =  •,    |/^ — =  ». 

Cette  quantité  n  étant  composée  de  quantités 
données,  Téquation  (i)  fera  connaître  la  Taleur  de 
«,  et  par  suite  celle  de  h.  En  général ,  cette  équa- 
tion se  résoudra  par  des  essais  ;  et  Ton  en  déduira 
la  valeur  numérique  de  •  diaprés  celle  de  »,  aussi 
eiactement  qu^on  Toudra.  Si  n  diffère  très  peu  de 
Tunité,  la  valeur  de  •  sera  très  petite  ;  en  dévelop- 
pant alors  leseiponentielles,  et  négligeant  la  qua- 
trième puissance  de  a  ,  on  aura  simplement  •*  = 

•  (»  -  »)• 

Si  nous  faisons  auaei 


*  —  A' 


=  îf, 


mua  aurons 


»  =    -^  a  +  W,     k!  =   L  a  -^  hC: 
et  la  valeur  précédente  de  b  deTÎendra 


) 


oe  qui  fera  connaître  la  valeur  de  C ,  d*après  celle 
de  h^  et ,  conséquemment ,  les  quantités  h  et  h'. 
Le  signe  deV  décidera  de  quel  cMé  de  Oyy  le  point 
C  sera  placé. 

Le  cas  le  plus  simple  aura  lieu  quand  les  points 
fiies  A  et  C  seront  situés  sur  une  même  droite  ho- 
riaontale.  On  aura  alors  6=0;  Téquation  (s)  don- 
nera <  =:  0 ,  et , par  suite,  kzrzkfss  ^  a,  comme 
cela  doit  être.  Onaurîi ,  en  même  temps, 

ce  cpi  fera  connaftre  les  tensions  aui  points  A  et 
C ,  on  les  charges  que  ces  points  fixes  auront  à  sup- 
porter, après  que  la  valeur  de  h  aura  été  calculée. 
Daos  le  cas  général ,  ces  tensions  extrêmes  se  dé- 
duiront des  valeurs  de'y^  correspondantes  kx=zk 
etjr  =  — y. 

296.  Parmi  toutes  les  courbes  de  même  lon- 
gueur, qui  aboutissent  aux  points  donnés  A  et  C , 
la  chaînette  est  celle  dont  le  centre  de  gravité  est 
le  pluf  bas. 

Fa  effet ,  menons  par  le  point  A  (fig.  76)  un  axe 

brritontal  Ay',  et  un  aie  Ajt'  vertical  et  dirigé 

/jans  le  sens  de  b  pesanteur.  Soient  s' et  y'  les  coor- 

.Jonoées  d'un  point  quelconque  H ,  rapportées  à 

ces  axes.  En  appelant  irt  la  distance  du  centre  de 


grafité  d'une  courbe  quiconque  AMC,  k  Taxe  Ay', 
nous  aurons 


'"  =  />^^'  +  ^ 


d,'i 


b  étant  la  valeur  de  s'  qui  répond  au  point  C ,  et  / 
désignant  la  longueur  donnée  de  cette  courbe ,  de 
sorte  qu'on  ait 


'=/:i/^^ 


ds'. 


Or,  d'après  la  formule  (s)  du  n»  201 ,  la  courbe 
dans  laquelle  la  première  iptégrole  est  un  wiaxi- 
mum  entre  toutes  les  courbes  de  même  longueur, 
a  pour  équation  différentielle 

c'dx' 
|/'(^»  4-  c)»  —  C-' 

cet  c' étant  des  constantes  arbitraires.  En  intégrant 
et  observant  que  les  variables  »*  et  y'  sont  nulles 
en  même  temps,  il  vient 


y*  =  c'  log 


x'  +  c  +  l/(«'  +  c)«  —  c'» 


c  +  [/  c*  —  c» 
et,  par  conséquent, 

*'  +  «  +  !/(**  -f  c;»  —  c'«=  y  #«^, 
en  faisant ,  pour  abréger, 


+  \/^c*  —  c'»  =  y. 


On  tire  de  là 


«^  +  r  —  K{  «*  +  c  )*  —  c*»  =  y'  # 
en  faisant  aussi 


e  —  1/  e*  —  c*»  =  y'. 


On  aura  donc 


**  +  «=  7J-«''+  7V' 


'•.    (/■) 


pour  l'équation  de  la  courbe  qui  jouit  de  la  pro- 
priété demandée.  Au  point  C,  on  aura 


b  +  0  =z    L  y  e^  +    ^y' 


1 


a  étont  la  distance  donnée  de  ce  point  à  Taxe  \x', 
de  sorte  qu'on  ait  à  la  fois  s'  ==  6  et  y'  =  a.  Cette 
équation  particulière  et  la  longueur  /  de  la  courbe 
serviront  à  déterminer  les  deux  constontesc  et  c'. 
Maintenant ,  pour  faire  coïncider  Téquation  (/*) 
avec  celle  de  la  chaînette ,  désignons  par  c  une 
constante  indéterminée,  et  changeons  les  coor- 
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données  jr'  «1  y  en  d'ealras ,  telles  que  Ton  eit 

«'  +  e  =  — y,     f'  =  «  — rj 

de  manière  que  cet  oonvelles  coordonoëes  «  et  y 
soient  dirigées  en  sens  oentraire  de  y*  el  s',  et 
rapportées  à  une  antre  origine.  Par  ce  changement, 
Téquation  (/*]  deviendra 


»  =  -  7  >  «^ 


-_  1  ,V 


7t  * 


m 
T 


Déterminons  la  quantité  i,  en  posant  Téquation 

y    #7    =    y    e""7; 

et  désignons  par  —  Jk  ^  la  Taleur  commune  de  ces 
deui  quantités  égales,  de  sorte  qu'on  ait 

y  «  «*  =  —  fc  ,    y^  ê      «•  =  —  *. 

Comme  on  a  yy*  =  e'»  ,  il  en  résultera  ft  sse';  et 
Téquation  précédente  de  la  courbe  deviendra 

ce  qui  coïncide  avec  la  seconde  équation  (o)  que 
nons  avons  trouvée  pour  la  chatnette. 

297.  Si  la  force  verticale  qui  agit  sur  chaque 
élément  du  fil  suspendu  aui  points  A  et  C  (fig.  74], 
au  lieu  d^ètre  proportionnelle  k  la  longueur  de 
Télément  dê^  est  proportionnelle  k  sa  projection 
horisontale  ds,Ui  seconde  équation  (6)  deviendra 

d.T  —  =  pdsi 
de 

p  étant  une  constante  donnée  qui  représente  le 
poids  d^un  prisme  dont  la  hauteur  est  Tunité  11* 
néaire.  En  vertu  de  la  première  équation  (h),  qui 


ne  changera  pas ,  on  aura  toujours 

df 

dM 

en  désignant  par  k  une  ligne  de  longueur  incon* 
nue,  et  par  pk  un  poids  équivalent  à  la  tension 
au  point  B,  le  plus  bas  de  la  courbe.  Il  en  résultera 
donc 

M.  —  =  <{ei 
dm 

d*où  Ton  tire 

d9 
A  —  =  4f ,      2*y  =  s»  , 

dx 

en  plaçant  Porigine  des  coordonnées  ir  ety  an  point 
B.  Dans  ce  cas,  la  courbe  sera ,  comme  on  voit,  une 
parabole  qui  aura  son  sommet  au  point  le  plus  bas  { 
et  Ton  aura 


T  =  i»  1/  *-  +  "  , 

pour  la  tension  en  un  point  quelconque. 

En  employant  les  notations  du  n«  206 ,  on  aura, 
aui  points  Aet  C, 

8V=»',      »(/-*)  =  *'•. 

et  à  cause  de  k-^^  k'  =^a,  on  en  conclura 

2M  z=  a  (A  —  A'); 

ce  qui  fera  connaître  k,  V,  f,  quand  on  aura  dé- 
terminé Ay  dont  la  valeur  se  déduira  de  U  longueur 
/  du  fil.  On  aura ,  en  effet , 

dt        l        /** 

-  =  -t4-+j->,     «  =  / 

ds        h  ^J    -*• 

ce  qui  donne ,  en  effectuant  Tintégration  par  les 
règles  ordinaires. 


J/A«+  s*dx^ 


2W  =  A.  log        _!^ ^       4,  *  l/iHnkr+  A'  i/aT+K. 


En  supposant ,  pour  plus  de  simplicité ,  les  deux 
points  A  et  C  dans  une  même  droite  horixontaie, 
on  aura 

6  =  0,       i  =  4'=i.«j 
Téquation  précédente  se  réduira  à 

li 

et  Ton  en  déduira,  par  des  essais, la  voleur  appro- 
chée de  A ,  lorsque  les  valeurs  numériques  de  /  et 
k  seront  données. 

Cette  inconnue  A  se  déterminera  plus  facilement 

quand  la  longueur  /  de  la  courbe  différera  très  peu 

-«  projection  a;  ce  qui  rendra  la  valeur  de  h 


très  grande  par  rapport  &  a.  On  aura  alors,  en  séries 
très  convergentes , 


ft> 


k^ 


l/^A.+  À-=:A  +  JL 4   -  +  etc., 

•     A  •a* 

log      ^  *^         "^ —  = 4   —  +  etc. 

*  A  •    A* 

Au  moyen  de  ces  voleurs ,  Téquation  précédente 
devient ,  &  très  peu  près , 


*.(l-8*)  =  ^    »»; 


d^où  Pou  tire 


h  = 


\/^a 


4  \/Z  (/  —  a) 
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Oo  •  choiii  oel  exemple ,  perce  qoHI  tronre  m» 
•pplicetion  utile  dans  le  oonstrnction  des  ponti 
luspendiu,  où  il  etl  important  de  calculer  la  ten- 
lioii  de  la  ohatae  de  suipeniion  et  la  charge  de  tei 
pointa  d^appni. 

898.  Soppoeont  actuellement  que  tous  les  points 
do  fil  soient  sollicités  par  des  forces  quelconques* 
D  formera ,  en  général ,  une  courbe  à  double  oour- 
bnre;  les  équations  d^équilibre  de  chacun  de  ses 
élémens  seront  an  nombre  de  trois  ;  et,  en  soppo- 
mut  toujours  le  fil  parfaitement  flexible,  on  ob- 
tiendra ces  équations  par  les  considérations  que 
nous  avons  exposées  en  détail  dans  le  n«  803.  De 
cette  ODanière,  on  trouve 

dg 

<i.T (.  X  I  (if  e:  0 , 

de 

i«.T  —  +  T  .  ifc  =  0,     }        (l) 
di 

dM 

d.T  -.  +  Z  •  if  =  0 , 
dt 

M,  ff,  m,  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d*uu 
point  quelconque  M  de  la  courbe ,  d$  Télément 
différentiel  de  sa  longueur,  •  le  produit  de  la  den- 
sité do  fil  et  de  la  section  perpendiculaire  à  sa  lon- 
gueur, qui  ont  lieu  au  point  M,  de  sorte  que  %dê  soit 
Télénent  de  la  masse  du  fil  ;  T  la  tension  en  ce 
nème  point ,  ou  la  force ,  de  grondeur  inconnue , 
(pli  tire  cet  élément  %dê  suivant  chacun  de  ses  pro- 
kmgemens ;  X ,  T,  Z,  les  forces  rapportées  à  Po- 
nité  de  masse  et  parallèles  aux  axes  des  s,  y,  a,  qui 
répondent  au  point  M  et  seront  des  fonctions  don- 
nées de  ses  trois  coordonnées. 

Su  vertu  de  la  tension  T,  Télément  dt  aura 
éprouvé  une  extension  et  la  quantité  i  une  diminu- 
tion ,  telles  que  le  masse  tdt  nVit  pas  changé  ;  en 
désignant  donc  par  dif  et  •',  ce  que  ces  quantités 
étaient  dans  Tétat  naturel  du  fil,  on  aura 

tdt  =  •'di'  ; 

et  en  supposant  rextension  proportionnelle  à  la 
force  qui  la  produit  (n«  888),  nous  aurons,  en  même 
tempe, 

dff  =  (1  -f  »  T)ds';  (8) 

«  étant  nn  coefficient  très  petit,  dépendant  de  la 
matière  et  de  Tépaisseur  du  fil  au  point  M.  Quand 
le  fil  aère  homogène  et  d^une  épaisseur  constante 
dene  tonte  sa  longueur,  l' et  «  seront  des  quantités 
oonatantes  ;  mais ,  en  général ,  ces  deux  quentités 
pourront  être  regardées  comme  des  fonctions  don- 
nées de  Tare  a'^  i»mplé  d^un  point  déterminé  du  fil 
et  aboutissant  an  point  M. 

809.  8t  le  fil ,  de  nature  quelconque,  est  senle- 
ment  soumis  à  la  pesanteur  et  suspendu  verticale- 
ment l  un  point  fixe  que  j^appellerai  A  ,  les  deux 


dernières  éqnttioM  (l)dispamitroBt,  et  la  troisième 
se  réduira  à 

dî  -)-  gtd»  =  0 , 

en  prenant  Taxe  des  m  verticel  et  dirigé  dans  le 
sens  de  la  pesanteur,  et  désignant  cette  force  pur  y. 
Je  place  au  point  A  Torigine  dea  s  ,  et  j*Bppelle  Q 
la  valeur  de  Tqui  répond  &  «  r=  0,  c^est-è-dire,  la 
charge  que  ce  point  aura  à  supporter.  Au  point 
quelconque  M,  on  aura 

T  =  Q  —  c^tde  ; 

Tintégrale  étant  nulle  en  même  temps  que  jp. 

Appelons  B  Textrémiié  inférieure  du  fil  ;  atta- 
chons en  ce  point  un  poids  P,  et  désignons  par  /  la 
longueur  de  AB.  H  est  évident  que  P  sera  la  tension 
au  point  B  ;  on  aura  donc,  en  même  temps,  9=^1, 
etTn:  P;  ce  qui  donne 

Q  =  P  +  ^y]  *dm , 
et,  par  conséquent, 

T  =  P  4-  ^y^'  ftds  —  j/'id». 

Or,  le  second  et  le  troisième  terme  de  celte  formule 
sont  les  poids  da  fil  entier  et  de  sa  partie  AM  ;  il 
s'ensuit  donc  que  la  tension  au  point  H  eat  le  poids 
de  la  partie  BE,  augmenté  du  poids  P  ;  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident. 

La  loi  de  rallongement  du  fil  dans  toute  son 
étendue,  dépend  de  sa  nature  et  de  son  épaisscnr. 
Je  suppose,  par  exemple,  qu''!!  soit  homogène  et 
partout  d'une  même  épaisseur,  ce  qui  rendra  con- 
stant le  coefficient  «.  En  appelant  s' la  longueur  de 
la  partie  AH,  avant  que  le  fil  soit  tendu ,  laquelle 
longueur  devient  x  par  l'effet  de  la  tension,  et  met» 
tant,  en  conséquence,  da^  tidmnn  lieu  de  ds'  et  di; 
dans  l'équation  (8),  on  aura 

d;»  =  (1  4-  «T)  da'. 

Soient  aussi  9  la  longueur  totale  du  fil  avant  son  al- 
longement ,  et  p  son  poids  entier.  Le  poids  de  la 

partie  BM  sera  £-^-^^ — -  ,  et  la  tension  an  point 
■  aura  pour  valeur 

T  =s  P  4-  Kl — - — L. 

En  la  substituant  dans  l'équation  précédente,  inté- 
grant et  observant  qu'on  ajr'saO  et  «=0  au 
point  A,  il  vient 

*  -  «'  =  •Par'  +  211 -j \ 

pour  rallongement  de  la  partie  AH.  On  en  déduit 
l'allongement  total  en  faisant  «'  =  f  et  jr  =  /;  ce 
qui  donne 

/-r  =:«f  (P  +  4.  p); 

2'6 
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«a  sorte  qae  pour  sToir  égard  ao  pOMk  4u  fil  dans 
le  calcul  de  cet  allongemeat,  il  faut  ojouter  la  moi* 
tié  de  ce  poids  l  celui  qui  est  attaché  &  son  extré- 
mité inférieure. 
aOO«  Uans  le  cas  général,  j^ajoute  les  équa« 

é»  âféê 
lions (1)|  après  les at oir  multipliées  par—,  — ^, — ; 

4$  de  de 
il  en  résulte 

dt  +  •(Xifs  +  ld9  +  Um)  =  0,     (3) 

&  cause  de 


ds* 


dM* 


dt* 


"*"<£§•    •"!£»» 


dm       dx        dw       dy        dâ       dm 

—  A 1.  —  il.  -.-1 d.  —  =  0. 

de        de       de        de       ds  >     de 

Si  Ton  suppose  le  fil  homogène  et  son  épaisseur 
constenf  e ,  et  qu^on  Néglige  la  petite  dilatotion  de 
ses  élémens,  la  qualité  isera  constante;  de  plus, 
la  formule  \dM  -f-  Ti^  4*  ^'  ^*^  i  ^  général,  la 
différentielle  exacte  d^une  fonction  des  trois  Tsria- 
hles  s, y,  s I  considérées  comme  indépendantes; 
en  faisant  donc 

Xifc  +  Tdjr  +  Ml  =  -  d.  ♦  (*,y,  s), 

■•us  aurons 

iTI  =  «dé  (r,y,s), 

el,  par  conséquent, 

T  =  i^(»,y,s), 

en  comprenant  la  constante  arbitraire  dans  la  fonc- 
iion~f .  Cette  constente  disparaîtra  dans  la  diffé- 
rence des  valeurs  deT  relatives  à  deux  points  du  fil  ; 
il  s*ensuit  donc  que  sans  avoir  déterminé  la  figure 
d*équiUhre,  on  connaîtra  .l*accroissement  de  la 
tension  d*un  point  &  un  autre  ;  en  sorte  quMl  suffira 


que  la  tension  soit  connue  en  on  point  déCeno  lue 
pour  qu'elle  le  soit  aussi  dans  toute  la  longnonr 
du  fil. 

Quant  &  la  courbe  formée  par  le  fil ,  elle  sera 
déterminée  par  deux  des  trois  équations  (l)i  on  par 
deux  combinaisons  quelconques  de  ces  trots  équa- 
tions, dans  lesquelles  oneubatitneraia  valeur  pié» 
oédentede  T;  en  sorte  qu'il  faudra  géntelemenl 
intégrer  le  système  de  deux  équations  différentiel- 
les du  second  ordre  pour  connattre  cette  courbe. 
Son  raf  on  de  courbure  au  point  quelconque  ■,  s'ex- 
primera au  moyen  de  la  formule  différentielle  sui- 
vante, qui  n'est  que  du  premier  ordre,  et  qui 
suppose  seulement  connue  la  direction  de  la  tan- 
gente en  ce  point. 

Les  équations  (1)  peuvent  être  remplacées  par 
celles-ci  : 

d»        dff       dff         d9 

—  AT AT  —  =  v(Xi^  —  TAr), 

dt         dt        da         dt 

dM        dm       dM         dM 

—  AT AT  —  =4(Zd#  —  Us), 

de         di       dt         ds 

dff         ds        ds  dy 

—  AT AT  —  =  •(Tds  —  Zdy), 

di  de        de         d$ 

qui  sont  la  même  chose  que 

\ 

itd'»  —  dsi'g  =  (Idt  —  XdM)  ^  )  (4) 

<iy<i>.  -  dMd>f  =  (  W«  -  Id,)  ^, 

en  effectuant  les  différentiations  et  prenant  Tare  m 
pour  la  variable  indépendante.  Or,  si  Ton  appelle  f 
le  rayon  de  courbure  au  point  M,  on  a  (n^  18) 


^s 


*f  = 


[{dxd*  y  —  dyd*  s)*  +  (dsd>  s  —  dsd*  s)»  +  (dyd>  s  -^dâd*  jr)«  ]  '^ 
d'après  les  équstions  précédentes  et  la  valeur  de  T,  on  aura  donc 

f  (*i  y»  »)  ds 


f  = 


r-(«) 


[pWy  —  TA»)»  +  (ZAr  —  Um)»  +  (Tifs  —  ZAr)«  ]" 


Dans  le  cas  de  la  chaînette ,  on  a 

X  =  0,     Ts=-^,    Z  =  0,    f=^, 

en  prenant  les  axes  et  l'origine  des  coordonnées 
que  supposent  les  équations  (c)du  n«  S94.  On  aura 


donc 


f  =  y  — î 
4x 


ce  qu^il  est  aisé  de  vtirifier,  d'après  ces  équations. 
301.  Appliquons  ces  formules  au  cas  d'un  fil 


tendu  sur  la  surface  d'un  corps  solide ,  et  suppo* 
sons ,  pour  plus  de  simplicité ,  qu'il  ne  soit  soumis 
&  aucune  force  donnée,  de  sorte  que  la  seule 
force  qui  agisse  sur  ses  différons  points  soit  la  ré- 
sistence  inoonnue  du  solide  sur  lequel  il  s'appuie. 
Au  point  quelconque  M  du  fil ,  soit  IVdf  la  gran- 
deur de  cette  force  appliquée  k  l'élément  «It  du  fil, 
et  dont  les  trois  composantes  seront  Xtdr^  Y^dr , 
Ztdt;  sa  direction  sera  normale  à  la  surface  du  so- 
lide, et  dirigée  de  dehors  en  dedans.  La  pression 
qui  aura  lieu  sur  la  partie  du  solide  correspondmii 
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à  ii  lera  tfgBie  el  coninira  k  eelte  force  Ildv ,  de 
JMQière  que  N  eiprimera  la  met  are  de  le  pression 
apportée  à  Tunîté  de  longueur. 

En  appelant  a,  ^,  »,  les  anglee  que  fait  la  partie 
eit^rienre  de  la  normate  en  M  avec  des  parallé* 
les  aui  aies  det  «^  y  i  s«  menées  par  ce  point ,  on 
aura 

«X =11  ces  A,    iT  ^  n  008  /•,     iZ  =  9  cos  ?. 

Oe  plus ,  si  L  =  0  est  Téquation  de  le  surface  du 
solide,  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 


en  aura  anaai  (nP  El] 

A  dL  dL 

cosx  =  V — ,    00S|«  =  V — ,    cosrxssV — , 
dM  ég  d» 

en  prenant  eonvenablement  le  signe  de  V. 
€ela  étant,  nous  auront 

XdM+ldg  +  ZdM=:  mai  =  0; 

ce  qui  rendre  nulle  la  Taleur  de  dT  donnée  par 
Téquation  (3).  La  tension  sera  donc  la  même  dans 
toute  la  longueur  du  fil ,  quelle  que  soit  la  forme 
du  corps  solide.  Je  supposerai  sa  valeur  donnée ,  et 
je  la  représenterai  par  A.  Si  le  fil  est  attaché  par 
une  de  ses  eitrémités  à  un  point  du  corps,  et  qu'un 
poids  considérable,  par  rapport  l  celui  du  fil  qu'on 
a  négligé,  soit  suspendu  verticalement  &  son  autre 
bout,  ce  poids  sen  la  tension  k  et  la  pression  que 
le  point  file  éprouvera.  Si  le  fil  est  libre  par  ses 
deôi  bouts,  et  que  des  poids  considérables  y  soient 
auspeadusy  ils  eiprimeront  les  tensions  extrêmes  ; 
par  conséquent,  Us  devront  être  égaui  ,.et  chacun 
d^enx  sera  la  tension  il.  Enfin,  si  les  deux  bouts  du 
fil  sont  supposés  fixes ,  sa  tension  ^se  déduira  de 
aen  ratenti^Mi  |  qui  sera  constante  dans  toute  sa 
loogaeor.  * 

303.  Je  désigne  par  x',  ^u',  r',  les  angles  que  fait 
la  perpendiculaire  eu  plan  osculateur  au  point  ■, 


avec  des- parallèles  aux  axes  des  « ,  jf,  a.  Le  rayon 
de  courbure  en  ce  point  étant  f ,  on  aura  (n«  19) 


did»  y  —  dyd»  m 


dr3 
dsd*  JT  —  dsd*  M 


f  cos 


dfS 

dyd»  1  — dâd*  y 
dfJ 


=  fCOS/éV 


=  p  COS  x'. 


Si  donc  on  ajoute  les  équations  (4)  après  les  avoir 
multipliées  par  cos  r ,  cos  /*  ,  cos  x ,  et  qu'on  ait 
égard  aux  valeurs  de  X ,  T,  Z ,  qui  ont  lieu  dans  le 
cas  que  nous  considérons,  il  en  résultera 

cos  f  cos  *'  4*  cos  /A  cos  fâf  -f-  cos  X  cos  x'  :=  0  ; 

par  conséquent,  les  normales  k  la  surface  du  corps 
solide  et  au  plan  osculateur  delà  courbe  formée  par 
le  fil,  en  chaque  point  H,  sont  perpendiculaires 
l'une  à  l'antre  ^  ce  qui  est  la  propriété  caractéristi- 
que de  la  ligne  doiU  la  longueur  est  un  mwiMitMi 
on  nn  maximum  sur  une  surface  donnée  (n»  101). 
Il  s'ensuit  donc  qu'un  fil  tondu  sur  un  corps  solide, 
trace,  en  géaéral,Ja  plus  courte  distance  d'un 
point  k  un  autre  sur  la  surface.  A  la  rigueur,  il  est 
possible  que  cette  distance  soit^  au  contraire,  nn 
naxMitifli;  ainsi,  par  exemple,  deux  pointa  donnés 
sur  une  sphère  sont  les  extrémités  communes  à 
deux  arcs  de  grands  cercles ,  dont  l'un  est  la  pluf 
courte  distance  entre  ces  points,  et  l'autre  la  courbe 
plane  la  plus  longue;  or,  il  est  évident  que  l'équi- 
libre du  fil  tendu  sera  rigoureusement  possible  snr 
ces  deux  ores  de  cercle,  puisqu'on  le  plaçant  sur 
l'un  des  deux,  il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  qu'il 
s'en  écart&t  plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre;^meis 
sur  le  petit  arc  l'équilibre  sera  stoble,  et  sur  le 
grand  il  ne  sera  qu'instantané ,  de  sorte  q^'il  ne 
pourra  subsister,  phjfiiçuêm§»i ,,  qu'à  Paide  du 
frottement  du  fil  contre  le  corps  solide. 

Si  l'on  substitue  encore  les  valeurs  de  tX,  iT, 
tZ,  du  numéro  précédent^  dans  la  formule  (6),  on 
aura 


Kdy             dx         \        /dM  d»  Y 

^COSX COS^    I      +r  —  COSf  —  — C08X     I 

/d,  dM  \a  k 

4-(— COS/*  —  —  ces?    1    I  =  — , 
\dr  *        /J        r 


h  cause  de  «f  (ir ,  ff,  s)  =s  it.  En  même  temps ,  on  a 

dy»         dy«  ds« 

ds»   "*"   ds»    ''■    df»  "■     ' 

cos>  X  4-  ces*  fâ  +  ^^**  '  =  ^  i 
la  normale  à  la  surface  du  corps  et  la  tangente  à 


la  courbe  du  fil ,  en  chaque  point  M,  étant  perpen* 
diculaires  l'une  à  l'autre,  on  a  aussi 

ds  djf  dM 

—  cos  X  +  —  cos  f»  +  —  cos  r  =  0  } 

dM  dM  di 

or,  au  moyen  de  ces  trois  dernières  éqnalioni,  on 
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réduit  SADf  diffionlté  le  ooeffloienC  de  H ,  dans  U 
préeédente,  à  Tiiiiité.  On  •  donc  i îoiplattait 

h 

f 
c«  qat  montre  que  la  preatioD  nppeitée  à  l'unité 
de  longueur,  eieroée  par  un  fil  tendu  aur  la  surface 
d*un  corps  solide,  est  égale,  en  chaque  point  M , 
&  la  tension  divisée  par  le  rayon  de  courbure  du 
fil,  c^est-à-dire ,  par  le  rayon  de  la  seotton  nor- 
male k  la  surface  et  tangente  à  la  courbe  du  fil. 

903.  Ces  résultats  seront  modifiés  par  le  frotte- 
ment du  fil  contre  la  surfaœ  du  corps  sur  lequel  il 
s^appnie.  Pour  montrer  comment  on  doit  aToir 
égard  &  cette  force  dans  Téquilibre  d'un  fil  flexi- 
ble, je  Tais  considérer  l'équilibre  d'un  cordon 
ABHCD  (fig.  76),  dont  la  partie  BBC  est  appliquée 
sur  la  gorge  d^une  poulie  fiie,  et  qui  est  tirié,  sui- 
Tant  les  prolongemens  BA  et  CD  de  cette  partie , 
par  des  forces  données.  La  poulie  et  la  droite  AB 
seront  supposées  ▼erticales  ;  la  force  agissant  sni- 
Tant  BA  sera  un  poids  A,  et  je  représenterai  par  F 
celle  qui  agit  suivant  CD.  Les  tensions  qui  ont  lieu 
aux  points  B  et  C  suivant  les  tangentes  BA  et  CD , 
auront  A  et  F  pour  valeurs.  Je  supposerai  aussi , 
pour  simplifier  la  question ,  que  la  poulie  soit  cir- 
culaire ;  j^appellerai  c  son  rayon ,  et  je  prendrai  son 
centre  0  pour  l'origine  des  coordonnées  :  Taxe  des 
M  sera  perpendiculaire  à  la  poulie ,  Taxe  des  y  ver- 
tical et  dirigé  de  bas  en  haut ,  l'axe  des  m  horison- 
tal  et  passant  par  le  point  B.  Enfin ,  je  fixerai 
au  point  C  l'origine  de  l'arc  s  aboutissant  au 
point  quelconque  S  du  cordon,  de  sorte  qu'on  ait 
CX  =  «. 

Cela  posé,  si  le  frottement  était  nul ,  il  faudrait 
qu'on  eût  A  =  F  dans  le  cas  de  Téquilibre;  mais, 
à  raison  du  frottement,  l'équilibre  peut  subsister 
tant  que  la  différence  de  ces  deux  forces  A  et  F  n'a 
pas  dépassé  une  certaine  limite.  Concevons  donc 
que  l'éqniUbre  soit  sur  le  point  de  se  rompre  dans 

dtf  dy 

*d.T  — +  yd.T  —  +  lictiêz=zO, 


le  sens  du  poids  A  ;  ce  qui  rappoM  qn*on  ait  A  >  V. 
A  eet  instant ,  le  frottement  du  cordon  oontra  la 
poulie,  qui  a  lieu  au  point  quelconque  M,  sera  di- 
rigé ,  suivant  la  partie  HH  de  la  tangente,  en  ee 
point.  Je  représente  par  ^  son  intensité,  et,  oonuBe 
précédemment ,  par  H  la  réaistance  nonnale  qui  a 
lien  au  même  point  M,  suivant  le  prolongement 
M(y  de  MO ,  de  manière  que  /mIs  et  N4s  soient  les 
forces  tangente  et  normale  qui  agissent  sur  l'élé- 
ment tdf  du  cordon  abootiaaant  au  point  H,  et  que 
/«  et  N  représentent  ces  mêmes  forces,  rapportées 
&  l'unité  de  longueur.  Si  l'on  mène  par  œ  point  M 
des  paraUèles  Mm'  et  M^  aux  axes  0#  et  Oy,  en 


ces  jr'n  ==  —  — ,    coi  /MH  =  — , 

a  o 


coa  s'ICycs^, 


ooayMO'=~; 

e 


de  là  on  conclut 


0        e 


•T  =  — 

a 


+  -, 

0 


pour  les  valeurs  de  «X  et  «T  qu'il  faudra 
dans  les  équations  (!)•  La  force  iZ  sera  évidemment 
nulle;  la  troisième  équation  (1)  disparaîtra ,  et  les 
deux  premières  deviendront 


dM 
T  — 

de 


Ifsdff        f^fd» 


Le  point  ■  appartenant  à  la  ciroonféranœ  de  la 
poulie,  on  a 

ar* -f.y»=:o»  ,    sdg  +  ^=^0'^ 

au  moyen  de  quoi  lea  deux  équations  préeédentea 
peuvent  être  diangéta  en  celles-ci  ; 


de 


de 


ds 
—  d. 
d$ 


ds       dy 

T—  +  —  rf. 

de         ds 


dy       /* 

^"7 


{ydx-^mdy)  csO. 


(«) 


lis  ^  {ydm  —  »dy)  est  la  différentielle  du  secteur 
décrit  par  le  rayon  OM ,  à  partir  d'une  ligne  fixe 
(n«  166),  qui  sera  OC ,  par  exemple.  Ce  secteur 
étant  circulaire  et  répondant  à  l'arc  a,  sa  valeur  est 
-«ca;  on  a  donc 

yds  —  xdy  =  cdt. 
D'ailleurs,  on  a  aussi 

dA  dy  ds  dy 

jp  —    +  y  —   =  0,     jpd.-:-  4-  yd.  — £=— d:,, 
dt  de  da  de 

dm*  dya  ds     dm     dy     dy 

^    +     -■   =1,   -d.-+-d.-=Oi 
ds*  ds*  ds     ds      ds     ds 


ce  qui  réduit  les  équations  (6)  à 

T  =  eN,        dT^=tàds'f 

d'où  l'on  tire 

cdN  =  fàds'f 

La  pression  qui  a  lieu  au  point  ■,  sur  la  gorge  de 
la  poulie,  est  égale  et  contraire  &  la  force  H;  si 
donc  on  suppose  le  frottement  proportionnel  A  la 
pression  (a»  269),  on  aura 

/"étant  un  coefficient  constant  qui  dépendra  de  la 
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Mlwtdes  dfl«i  mllMet  «  oontaot.  Od  anrt  donc 


edN=/'lfd!9, 


6t ,  en  îotégnuil , 


Il  =  A««i 

A  dëfignant  U  oontUnte  arbitraire ,  et  0  U  bâte 
dei  logarithmet  népérieus.  On  cura,  en  inèine 
tempe, 


f« 


T  =  Aet  \    ^  =  A/e  '  . 

Au  point  CyOD  a  «  =  Oet  Ts=:F;ona donc 

F 
A  =  -;  et  ai  Ton  appelle  /la  longueur  deraro  C3IB, 

e 

on  aura «ss/etTsAyà  aon entra  eitrémité B. 
Houe  anroM  dono  finalement 


f'  f'  1^ 

r    -  -  ^   - 

e  e 

en  nn  point  quelconque  S,  et,  de  plu8| 

A  =  Fe  • , 

ponr  réquation  d'équilibra. 

In  repréaentant  par  F  le  frottement  total  qui  a 
Uen  dana  tonte  la  longueur  de  CflE,  on  aura 


F' 


=/'"*=' (''-0' 


et  réquation  d'équilibre  pourra  t'écrira  ainai  : 


ik  =  F  +  r. 


'Si  nous  faiaouB 


nous  aurons 
f  = 


n,    r^j-u 


on  Ton  toit  que  le  frottement  total  F'  est  égal  à  la 
plus  petite  des  deux  forces  A  et  F,  multipliée  par 
un  coefficient/*,  qui  Tarie  non  seulement  STeo  la 
quantité  /^  mais  aussi  stoc  Tétendue  /du  contact 
et  le  rayon  e  de  la  poulie.  La  différance  des  forces 
A  et  F,  à  riiistant  où  Téquilibra  se  rompt,  fera  con- 
naître la  Taleur  de  F',  et  leur  rapport^  diminué  de 
Tunité ,  sera  la  valeur  du  coefficient  f  d'où  Ton 
pourra  ensuite  déduire  celle  de  /*.  Lorsque  F  sera 
un  poids,  ainsi  que  h,  on  devra ,  pour  plus  d'exac- 
titude, comprendre  dans  ces  poids  A  et  F,  ceux  des 
parties  Tcrtieales  BA  et  CD  du  cordon. 

804.  D'après  les  trois  équations  (1),  il  est  facile 
de  vérifier  que  les  six  équations  générales  de  Té- 
quilibra  (no  961)  ont  lieu  dans  le  cas  d'un  fil  par- 
faitement flexible. 

Pour  cela,  j'appelle  K.  et  KMes  deux  extrémités 
du  fil,  et  /  sa  longueur  ;  et  je  fixe  au  point  K.  l'ori- 
gine de  l'arc  s.  En  intégrant  les  pramiers  membres 
des  équations  (1),  depuis  le  point  K.  jusqu'au  point 
K',  on  aura 


0, 


Oi 


les  quantités  comprises  entra  les  crochets  répon- 
dant au  point  K,  et  celles  qui  sont  renfermées  en- 
tre deux  parenthèses ,  au  point  K.'.  Indépendam- 
ment desforaes  X,  Y,  Z,  qui  agissent  dans  toute  la 
longueur  du  fil ,  je  suppose  que  des  forces  particu- 
lièraa,  données  en  grandeur  et  en  direction,  soient 
appliquées  à  ses  deux  bouts  :  j'appelle  A  celle  qui 
agit  au  point  K,  et  • ,  C ,  y,  les  angles  que  fait  sa 
direction  avec  des  parallèles  aux  axes  des  sr,  y,  s, 
menées  par  ce  point  ;  et  je  désigne  par  A',  •',  C,  y, 
les  quantités  analogues  ralativement  an  point  Ê'. 
Ces  forces  A  et  A'  seront  les  tensions  extrêmes ,  en 
grandeur  et  en  direction  ;  et  d'après  les  parties  des 
tangentes  en  K.  et  K',  avec  lesquelles  leura  direo- 
tiens  devront  coïncider,  nous  aurons 


[t^]=-*«...[t|]=-*c.C,[t^]=- 


A  cos  >  , 


Oi)= 


y  ces 


•■('!)= 


A^cos  C 


•0^)= 


C) 


A*  cos  y\ 
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les  équations  précédentes  deviendront  dooo 

ft  cos  C  +  Vcosff+PjidÊ=:0,  )(8) 

&  cos  >  -f-  V  cos  7'  -{•  f    lAdt  s=  0  ; 

et  elles  expriment ,  comme  on  Toit ,  les  conditions 
d^équilibre  renfermées  dens  les  trots  premières 
équations  (t)  du  n»  261. 
En  observant  quVn  a  identiquement 

iy  dx  f    é9         <2s\ 

jrd.  T yd  T  — =  d.  T  I  * y—  I, 

iM  de  \    de         de/ 

ds  de  g      dm         diK 

%d,  T »d,  T  — =d.  Ils «—  I, 

dM  ds  \    di         ds/ 

dM  d9  f    dm         di,\ 

yd,  T id.T-=J.  T  [y *—  J, 

dg  ds  \    di         de/ 


on  déduira  des  éqnalMos  (1)  dttn^  Mfr 


/    rfy  d»\ 

Tr*--y- j 

\     de  ds/ 

(dx  ds\. 

(    dM  rfy\ 


+  (*Y-.yX).&  =  0, 


+  (sX— xZ)  tdb  =  0, 


+  (yZ  —  sT)  lis  =  0. 


Si  donc  on  intègre  ces  quantités  nulles  depuis  le 
point  K  jusqu'au  point  K',  et  que  Ton  désigne  par 
a,  h,  e,  les  valeurs  de  s,  y,  1,  relatives  l  K,  et  par 
af,  V,  o\  celles  qui  répondent  à  K',  on  aura ,  en 
ayant  égard  aux  équations  (7)| 


a  cos  C  —  è  cos  •]  +  V  (a'  cos  C  —  5'  cos  «')  +  /*'  («T 


A  (e  cos  •  — -  a  cos  y)  -{•  &'  (c'  cos  •'  —  a'  cos  y 
il  (è  cos  e  —  c  Qtiè  h)  '{^  hf  {V  eù9  ^  •—  c'  cos 


•Z)  Mb 
«T)  ,1b 


0, 

0.)   (B) 

0} 


ce  qui  exprime  les  condGtions  d^équilibre  relatives 
aux  momens  des  forces  données,  qui  sont  renfer- 
mées dans  les  trois  dernières  équation»  (l)  du 
n«  261. 

306.  Ces  équations  (8)  et  (9)  serviront,  en  gé- 
néral, à  déterminer  les  coordonnées  a,  h,  c,  a!,  V,  nf, 
des  deux  points  extrêmes  K  et  K'  ;  toutefois ,  il  y 
aura  des  cas  où  une  partie  de  ces  quantités  devra 
rester  indéterminée.  Si ,  par  exemple ,  les  forces 
données  qui  agissent  sur  le  fil  sont  la  pesanteur  et 
d'autres  forces  indépendantes  des  coordonnées  de 
leurs  points  d'application,  il  est  évident  que  la  po- 
sition absolue  du  fil  dans  l'espace  ne  pourra  pas 
être  déterminée  :  on  pourra  alors  prendre  arbitrai- 
rement les  trois  coordonnées  de  Fun  des  points 
K  et  K.';  les  équations  (9)  détermineront  les  trois 
coordonnées  de  l'autre  point;  et,  pour  que  l'équi- 
libre soit  possible ,  il  faudra  que  les  forces  données 
satisfassent  aux  équations  (8). 

Lorsque  l'un  des  points  K  et  K.'  sera  fixe ,  le  pre- 
mier par  exemple ,  les  équations  (8)  et  (9)  auront 
encore  lieu,  pourvu  que  l'on  regarde  la  force  k 
comme  inconnue ,  en  grandeur  et  en  direction ,  et 
représentant  la  pression  que  le  point  K.  aura  à  sup- 
porter. Dans  ce  cas  les  valeurs  de  n^  è,  o,  seront 
données  j  les  équations  (9)  détermineront  celles  de 
a',  V,  ff,  et  les  équations  (8)  feront  connaître  les 
trois  composantes  de  la  force  k.  Quand  les  deux 
points  K  et  K'  seront  fixes  et  donnés  de  position , 
on  connaîtra  leurs  coordonnées ,  et  les  équations 
(8)  et  (9)  serviront  à  déterminer,  en  grandeur  et  en 


direction,  les  pressions  A  et  &'  exercées  sur  K.  et  K.'. 
Dans  tous  les  cas,  soit  que  les  coordonnées  de  K 
etK'  aient  été  données,  soit  qu'on  les  ait  déduites 
des  équations  (8)  et  (9),  on  assujettira  la  courbe  for- 
mée par  le  fil  à  passer  par  ces  deux  points  ;  ce  qui 
servira  &  déterminer  les  quatre  constantes  arbi* 
trairas  que  renfermeront  les  intégrales  complètes 
de  ses  deux  équations  différentielles  du  seeond  or- 
dre. Quant  à  la  constante  arbitraire  que  contien- 
dra la  fonction  f  du  n»  300 ,  on  déduira  sa  valeur 
de  la  longueur  donnée  du  fil ,  c'est-à-dire,,  de  l'é- 
quation 

dans  laquelle  on  regarde  y  et  x  oomme  4es  fonc- 
tions de  m.  De  cette  manière,  le  problème  sera 
complètement  résolu. 

$  m.  Èq^nOOrê  tfuHê  Verge  élusîiqu: 

306.  Ilous  entendons  par  cette  dénomination  une 
verge  droite  ou  courbe,  dont  on  ne  peut  changer  la 
courbure  sans  y  appliquer  une  ou  plusieurs  forées, 
et  qui  reprend  sa  forme  naturelle  dès  que  ces  forces 
ont  cessé  d'agir,  tandis  qu'au  contraire  un  fil  par- 
faitement flexible  conserve,  sans  le  secours  d'au- 
cune force ,  la  courbure  qu'on  lui  a  fait  prendre,  et 
n'est  élastique  que  dans  le  sens  de  sa  longueur. 
Pour  qu'une  verge  soit  élastique  par  rapport  à  la 
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iestoB,  il  faut -qM^elle  soit  formée  d*une  malien 
fort  peu  extensible  et  contrectible  ;  mais  cela  ne 
snAt  paa  :  il  faut  encore  que  les  dimensions  de 
son  épaisseur,  quoique  très  petites  par  rapport  à  sa 
lengneor,  aient  cependant  une  grandeur  couTena- 
ble  ;  ear,  quelle  que  soit  la  matière  de  la  Terge ,  on 
pettt  toujours  diminuer  asses  son  épaisseur  pour 
quelle  n'ait  plus  aucune  tendance  sensible  k  re- 
prendre la  figure  dont  on  Ta  écartée,  et  qu'elle 
soît  ainsi  réduite  à  Tétat  d'un  fil  parfaitement  flexi* 
Me. 

Lorsqu'une  Terge  élastique  est  écartée  de  sa 
forme  naturelle  par  des  forces  données,  cbacundes 
filets  longitudinaux  dont  elle  se  compose  peut  éprou* 
ver  trois  effets  différons.:  chaque  partie,  d'une  lon- 
gueur aussi  petite  qu'^m  voudra,  peut  être  con- 
tractée ou  dilatée ,  sa  courbure  naturelle  peut  être 
augmentée  ou  diminuée  ,>et  cette  partie  peut  avoir 
été  tordue  sur  «lle>mème.La  tendance  de  chaque 
partie  à  reprendre  son  état  naturel,  dépend  des  at- 
traotions  et  répulsions  mutuelles  qui  ont  lieu  entre 
les  molécules  de  tons  les  corps  et  ne  s'étendent 
qn*&  des  distances  insensibles.  Le  calcul  des  forces 
totales  qui  en  résultent  et  doivent  faire  équilibre 
aux  forces  données ,  appartient  à  la  Physique  ma- 
thématique :  je  renverrai ,  pour  cet  objet ,  à  mon 
Kéffloire  sur  Véqmiibrê  «1 1»  ntûummtui  4êê  Cwrpê 
éioBiifmêê  *.  Dans  ce  Traité ,  on  formera  les  équa- 
tions d*équilibre  d^une  verge  élastique,  en  partant 
de  principes  secondaires  qui  sont  généralement 
admis. 

On  appelle,  en  pavticulier,  iamê  êiasHgmê  on  pa- 
ralléltpipéde  rectangle  d'une  petite  épaisseur,  que 
l'on  courbe  dans  le  sens  de  sa  longueur,  de  ma- 
nière qn*il  se  trouve  compris  entre  deux  surfaces 
cylindriques ,  dont  les  arêtes  sont  égales  à  sa  lar- 
geur. Celte  dimension  peut  avoir  une  grandeur 
quelconque;  en  la  divisant  par  des  plans  très  rap- 
prochés et  perpendiculaires  à  sa  direction,  la  lame 
sera  partagée  en  verges  élastiques  rectangulaires. 
Jacques  Bemouilli  a  déterminé,  le  premier,  la  fi- 
gure de  la  lame  élastique  en  équilibre ,  d'après 
d«s  considérations  que  nous  allons  développer,  et 
qui  serviront  ensuite  à  la  solution  complète  du 
problème,  dsns  le  cas  d'une  verge  élastique  quel- 
conque. 

907.  Considérons  une  lame  élastique  êHcoitréê 
parune  de  ses  extrémités,  c'est-à-dire,  fixée  de  ma- 
nière que  l'un  des  deux  petits  rectangles  qui  la 
terminent  perpendiculairement  &  sa  longueur,  ne 
puisse  prendre  aucun  mouvement.  Supposons  qu'on 
la  plie  dans  le  sens  de  sa  longueur  au  moyen  d*une 
force  appliquée  &  son  autre  bout ,  et  qui  sera  la 
seule  qui  agisse  sur  la  lame.  Pour  que  la  lame 
prenne  une  figure  cylindrique ,  comme  on  vient  de 
le  dire,  il  faudra  quelle  soit  terminée,  à  son  ex- 
trémité libre ,  par  un  rectangle  inflexible,  au  mi- 
lieu duquel  on  appliquera  la  force  donnée,  dans  un 
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plan  perpendiculaire  à  la  largeur  de  la  lame.  Ton- 
tes les  coupes  longitudinales  ou  perpendiculaires  à 
cette  largeur  seront  égales  ;  celle  qui  renferme  la 
direction  de  la  force  donnée  est  représentée  par  la 
figure  77  ;  et  les  courbes  AMB  et  A'M'B'  sont  les 
sections  des  deux  surfaces  cylindricpies  de  la  lame, 
qui  formaient  ses  deux  faces  planes  dans  son  état 
naturel. 

On  suppose  que  tous  les  points  qui  apparte- 
naient, dans  cet  état,  à  une  mémo  perpendiculaire 
à  ces  deux  faces ,  sont  encore  situés ,  après  que  la 
lame  a  été  pliée ,  sur  une  même  normale  aux  deux 
surfaces  cylindriques;  ce  qui  est  effectivement 
conforme  à  ce  qu'on  observe  dans  son  changement 
de  figure.  Il  en  résulte  que  si  MH'  est  une  normale 
&  la  courbe  AHB ,  elle  sera  aussi  perpendiculaire  à 
A'M'B',  et  contiendra  tous  les  points  de  la  lame 
qui  étaient  situés  primitivement  sur  une  des  per- 
pendiculaires &  ses  deux  faces  ;  il  s^nsuit  aussi 
que  si  l'on  décompose  la  lame,  dans  son  état  natu- 
rel «en  filets  loagitudinanx  ,  et  que  la  courbe  CND 
représente  un  de  ces  filets  après  le  changement  de 
figure ,  elle  coupera  à  angle  droit  en  II  la  normale 


Soit  m  un  point  de  la  courbe  AHB,  infiniment 
voisin  de  M;  menons  la  normale  mnm'  aux  troLs 
lignes  AMB,  CND,  A'M'B',  qui  les  coupe  en  m,  »,  m'; 
les  prolongemens  de  MNM',  et  einm'  se  rencontre- 
ront en  un  point  0 ,  qui  sera  le  centre  de  courburu 
commun  &  ces  trdis  courbes.  Appelons  f  le  rayon  de 
courbure  du  filet  moyen,  ou  également  éloigné  de 
AMB  et  A'M'B'  ;  #  la  partie  de  ce  filet  comprise 
entre  les  deux  normales  MNM'  et  omm';  u  la  dis- 
tsnce  du  filet  quelconque  C?iD  au  filet  moyen ,  et 
r'  la  longueur  de  Nji.  Eu  considérant  cette  distance 
Il  comme  positive  ou  comme  négative ,  selon  que 
CHD  se  trouve,  par  rapport  au  filet  moyen,  du  cùlé 
de  la  convexité  AMB  de  la  lame,  ou  du  côté  de  sa 
concavité  A'M'B',  le  rayon  de  courbure  IVO  de  CTID 
sera  égal  &  p  4*  W|  et  les  longueurs  infiniment  pe- 
tites r'  et  ^  seront  entre  elles  comme  f+utif^de 
sorte  que  l'on  aura 


En  se  courbant,  les  filets  longitudinaux  auront 
éprouvé  de  très  petites  extensions  ou  contractionti, 
et  les  longueurs  0*'  et  r,  qui  étaient  égales  aupara- 
vant, seront  devenues  inégales.  Désignons  par  y 
leur  grandeur  primitive,  et  faisons 

let  /  étant  de  très  petites  fractions ,  positives  on 
négatives,  selon  que  le  filet  moyen  et  le  filet  CIHD 

se  seront  allongés  ou  raccourcis.  La  fraction  ->-  e9i 

f 
aussi  supposée  très  petite;  si  donc  on  néglige  te 


IS4 
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produit  de  ^  et  — ,  on  aori 

f 

u 

f 

ce  qui  montre  que  quand  le  filet  moyen  n*aun  pat 
changé  de  longueur ,  les  fileta  situés  du  c6té  de  la 
couTeiité  se  seront  tous  allongés,  et  les  filets  si- 
tués du  cAté  de  la  concaTÏté  se  seront  tous  raccour- 
cis, les  uns  et  les  autres  proportionnellement  à 
leurs  distonces  au  filet  moyen. 

Cela  posé,  rendons  inTsriable  la  forme  de  cha- 
cune des  deux  parties  de  la  lame  qui  répondent  à 
AnTA'  et  Bamill',  et  que  nous  appellerons  H  et  K., 
pour  abréger.  La  partie  H  sera  immobile  ;  la  partie 
K  sera  tirée  vers  H,  ou  eu  sera  repoussée,  par  la 
tendance  de  la  partie  intermédiaire  Hmm'  H'  à  re- 
prendre son  état  naturel  et  rederenir  une  tranche 
d^une  épaisseur  constante  y.  Le  filet  Un  de  cette 
tranche  tendra  à  se  contracter  ou  à  se  dilater, 
selon  qu'il  aura  été  allongé  ou  raccourci,  c'est-l- 
dire,  selon  que  la  quantité  J' sera  positive  ou  néga- 
tive. La  partie  K  sera  donc  tirée  dans  le  premier 
cas,  et  poussée  dans  le  second  cas,  par  une  force 
appliquée  au  point  n  ;  or,  on  suppose  que  cette 
force,  provenant  de  Faction  de  Un,  est  proportion- 
nelle à  la  quantité  J'  et  normale  à  miim',  comme  si 
ce  filet  IVn  était  isolé. 

En  adoptant  cette  hypothèse ,  je  représenterai 
par  ml*  la  force  dont  il  s'agit ,  rapportée  î  Tunité  de 
surface,  et,  conséquemment,  par  ml' y  du  la  force 
normale  exercée  sur  Pélément  transversal  de  la  sur- 
face  K,  qui  répond  au  point  n  ;  •  étant  une  con- 
stante dépendante  de  la  matière  de  la  lame ,  x  sa 
largeur,  et  x  dti  Taire  de  cet  élément.  Si  donc  ou 
désigne  por  2i  Tépaisseur  de  la  lame ,  et  qu'on  re- 
présente par  T  la  force  totale  qui  tirera  ou  pous- 
sera K,  selon  qu'elle  sera  positive  ou  négative,  on 
aura 


T  =  «A  /^^l*  du, 


et,  en  mettant  pour  1'  sa  valeur, 

T  =  ^«x«^ 

Soit,  en  outre ,  ft  le  moment  des  forces  normales  à 
la  surfoce  de  K.,  pris  par  rapport  &  Taxe  transversal 
également  éloigné  des  deux  faces  de  la  lame  ;  nous 
aurons  anssi 

/•  =  «x  /  ^    fudu^ 
et,  par  conséquent. 


/*  = 


2*xii 


3f 


On  voit  por  là  lo,  que  la  force  T ,  qui  tend  à 
contracter  ou  à  dilater  une  tranche  quelconque  de 
la  lame,  est  proportionnelle  à  Textension  positive 
on  négative  du  filet  moyen ,  et  indépendante  de  sa 


courbure  ;  S«  que  son  aooiaiit  #•  wC|  av  eoolnney 
indépendant  de  cette  extensioB ,  el  en  raison  in- 
Terse  du  rayon  de  eourbure  ;  9»,  que  la  matière  et 
la  largeur  de  la  lame  restant  les  mêmet ,  la  valeer 
de  T  est  proportionnelle  à  aon  épaisseur,  et  oelle  de 
l«,  au  cuÎm  de  cette  dimension. 

Quand  le  filet  moyen  n'a  pas  changé  de  lon- 
gueur, on  a  /=:  0  et  T  =  0,  les  forces  patallèlai 
qui  tirent  ou  poussent  K.  se  réduisent  l  deux ,  éga- 
les et  contraires,  mais  non  diractement  oppesées, 
dont  le  moment ,  par  rapport  à  l'axe  transvenai 
perpendiculaire  à  ces  forces,  est  toujoun  égal  k  />. 
Cette  quantité  /«  est  ce  qu'on  appelle  le  mowumt  4ê 
FiltuHnié,  lequel  est  proportionnel,  en  chaque 
point,  à  la  conrbnro  de  la  lame,  ou  à  l'angle  de 
contingence  de  son  filet  moyen. 

808.  n  est  facile  actuellement  de  former  lea 
équations  d'équilibro  de  cette  lame.  D'abord,  sifeii 
appelle  T'  ce  que  devient  la  force  T  au  peint  M,  on 
Toit  que  U  tranche  infiniment  petite  qui  répond  à 
HmmV,  sera  tirée  ou  poussée ,  d'un  côté  par  cette 
force  1*,  et  de  l'autre  par  une  force  égale  et  eoii- 
traira  à  T;  et  puisque,  par  hypothèse,  aucune  forée 
donnée  n'agit  sur  cette  tranche ,  il  faudra  donc 
qu'on  ait  T'  =  T.  Ainsi  la  force  T  est  constante 
dans  toute  la  longueur  de  la  lame,  et ,  par  consé- 
quent, égale  &  la  composante  suivant  cette  lon- 
gueur, de  la  forae  donnée  qui  agit  à  son  extrémité 
libre.  La  dilatation  #  sera  aussi  constante,  propor- 
tionnelle &  cette  force,  et  positive  on  négative 
selon  que  cette  force  tendra  à  allonger  on  à  con- 
tracter les  filets  longitudinaux.  Elle  n'aura  aucmie 
infiuence  sur  la  figure  de  la  lame  ;  mais  quand  on 
Taura  mesurée ,  elle  pourra  servir  à  déterminer  la 
valeur  de  la  constante  •,  ralative  &  la  metièrade 
la  lame.  En  raprésentant  par  m  un  poids  équivalent 
à  la  force  qui  tira  la  lame  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur, et  par  «  Taira  do  chaque  section  tranever- 
sale  de  la  hune,  on  aura 


«  =  2x1,       T  s=z  m  =, 


•# 


Pour  déterminer  la  figure  de  la  lame ,  menons 
par  le  point  A,  dans  le  plan  du  filet  moyen ,  devx 
axes  rectangulaires  km  et  Ay,  dont  le  premier  sera 
tangent  à  la  courbe  AHB,  et  représentera  la  direc- 
tion de  la  lame  dans  son  état  naturel ,  et  dont  le  se- 
cond sera  tourné  du  côté  de  sa  concavité.  Soient  jr 
et  y  les  coordonnées  rapportées  à  ces  deux  axes , 
d'un  point  quelconque  du  filet  moyen  \  atih,  cel- 
les de  son  extrémité  libre,  que  nous  prendrons 
pour  le  point  d'application  de  la  force  donnée  qui 
tient  la  lame  en  équilibre  j  P  et  Q  les  composantes 
de  cette  force,  suivant  les  prolongemens  de  a  et  h. 
Par  le  point  qui  répond  à  «  et  y ,  menons  Taxe 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure ,  auquel  ré- 
pond le  moment  désigné  par  f»  et  faisons  une  sec- 
tion perpendiculaire  au  filet  moyen.  Pour  l'équili- 
bre de  la  partie  de  la  lame  comprise  entre  cette 
section  et  son  extrémité  libre ,  il  faudra  que  le  mo- 


sTàîiQui ,  sscoina  paatis. 


M 


ment  fi,  lyouié  am  momens  4«  P  ci  Q,  par  npport 
•u  même  %xt^  donne  une  tomme  égale  k  iérO| 
en  ayant  égard  au  sens  dans  lequel  les  forces  dont 
|ft  est  le  moment ,  et  les  forces  P  et  Q,  tendent  à 
faire  tourner  cette  partie  de  la  lame;  on  aura  de 
cette  manière 

#•  +  p  (»  -  »)  -  Q  (•  -  •)  =  0. 

Ko  prenant  rabsoiattt  x  pour  la  variable  indépen- 
danle  9  et  cAMertant  que  la  lame  est  convexe  vert 


Tue  A«,  on  aura 


où  Ton  regardera  le  radical  comme  une  quantité 
positive.  Si  donc  on  8id>stitQe  cette  valeur  dans 
celle  de  ^t*,  et  celle-ci  dans  l'équation  précédente , 
et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 


•5- «M» 


C, 


il  en  résultera 


£jf = K  (.-.)-»(»  - ,)]  [^ + ^y , 


(!) 


pour  Inéquation  de  la  combe  formée  par  In  lame 
élastique  en  équilibre. 

Son  intégrale  oontieudim  deui  constantes  arbi- 
traires que  Ton  détenninen  par  les  conditions3f=i 


et  —  =  0,  quand  «  =  0 ,  où,  si  Ton  veut  jf  =  0 
ds 

et —  =  0,  pour  cette  valeur  de  « ,  à  cause  de  la 

ds 
petitesse  de  1.  En  faisant  ensuite  «  =  a  et  y  =  b 
dans  cette  intégrale,  on  aura  uneéquation  en  a  et  ft, 
que  Ton  joindra  à  celle  qui  résultera  de  la  lon- 
gueur donnée  de  la  lame  ^  on  aura  alors  les  deux 
équations  nécessaires  pour  déterminer  oes  incon- 
nues a  et  £;  et  la  cimrbê  ilaêiiqiêê  proprement  dite, 
sera  complètement  déterminée. 

800.  Si  la  lame ,  au  lieu  d^ètre  encastrée,  estea- 
tièrement  libre  à  son  extrémité  A,  il  faudra  pour  la 
maintentr  en  équilibre,  appliquer  k  cette  extrémité 
■ne  force  dont  les  composantes  soient  égales  et 
eentraires  à  P  et  Q  ;  en  prenant  l'extrémité  corres- 
pondante du  filet  moyen  pour  son  point  d'applica- 
tion, il  faudra,  de  plna,  que  la  résultante  de  P 
et  Q  vienne  passer  par  ce  point  ;  ce  qui  exigera 
qu'on  ait. 

Qa  =  P  (6  ~  •). 

Cette  équation  suflira  ,  quand  la  lame  sera  rete- 
nue par  un  axe  fixe ,  passant  par  cette  extrémité  du 
filet  moyen ,  et  dirigé  dans  le  sens  de  sa  largeur.  Si 
elle  est  simplement  posée  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  sa  longueur,  qui  ne  l'empêche  pas  de  tour- 
ner autour  de  l'arête  d'une  de  ses  deux  faces ,  il 
faudra  que  le  frottement  de  cette  arête  contre  le 
pbn ,  ou  une  autre  force,  empêche  la  lame  de  glis* 


La  lame  n'étant  point  encastrée,  la  direction  de 
son  plan  tangent  en  A  ne  sera  plus  connue  j  si  Ton 
place  toujours  en  ce  point  l'origine  des  coordon- 
aéea  s  et  y,  on  aura  encore  y  =  t  ou  y  =  0,  quand 
*  =  Oj  mais  on  ne  pourra  plus  prendre  l'axe  des  x 
sur  la  tangente  en  A,  dont  la  direction  ne  sera  pas 


donnée  à  priori.  Cet  axe  sera  alors  la  direction  don- 

iy 
née  de  la  force  P,  et  féquation — =0,  quand  s=0, 

ds 

devra  être  remplacée,  pour  la  détermination  des 
constantes  arbitraires  ,  par  l'équation  précédente , 
relotive  aux  momens  des  forces  P  et  Q,  qu'on  pourra 
réduire  à  Qa=:P6. 

810.  Supposons  qu'on  ait  P  =  0;  en  sorte  que  la 
lame  soit  pliée  par  une  force  Q  perpendiculaire  i 
sa  direction  primitive  ;  ce  qui  est ,  par  exemple ,  le 
cas  d'une  laine  borisontale ,  encastrée  par  un  bout, 
et  à  l'autre  bout  de  laquelle  on  snspend  ua  poids 
donné  Q. 

Je  fais  en  ce  cas 

C  =e»Q; 

e  étant  une  ligne  dont  la  longueur  donnée  seragé* 
ttéralement  tiês  grande,  à  moins  que  le  poida  Q  ne 
soit  aussi  très  considérable.  L'équation  (1)  de- 
viendra 


et  en  intégrant  de  manière  qu  on  ait  —  =^0  quand 

ds 
on  aura 


'y    I  y^       dv* 

ds  «*• 


On  en  déduit 


rfy  = 


de  = 


ds* 

(aoa  —  m*)  ds 
1/ IcT—  {ias  —  «»  )•   ' 

2c*  ds 


|/^  4c4  —  (2ajF  —  s»  )* 

de  étant  l'élément  difi'érentiel  de  la  courbe.  Ces  for* 
mules  s'intégreront  eiactement  par  le  moyen  des 
fonctions  elliptiques  ;  mais  à  cause  de  la  grandeur 
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de  0,  on  •  «  =  «,  à  très  peu  près,  et  Ton  peut  ré- 
duire l 

U  f  aleur  de  i^  ;  d'où  Ton  tire 

6e«  y  t=  8a«*  —  «•'* , 

pour  l'équetion  de  U  courbe. 

La  lame  t^écartera  peu  de  la  direction  horiion- 
tale;  rabtoiise  a  pourra  être  prise  pour  sa  Ion- 
(Hieur,  et  rordounëe  h  exprimera  son  plus  grand 
écart.  A  cause  de 

8Qe«  s=  Ml*  , 

si  Ton  fait  2tx  =r  « ,  comme  précédemment ,  nous 
aurons 

M«>  6  =  a'  Q, 

dans  le  cas  de  s  =  a  et  y  =  6.  H  en  résulte  donc 
que  la  nature  de  la  lame  restant  la  même ,  la  quan- 
tité h  dont  elle  fléchira  sera  proportionnelle  au 
poids  Q  et  au  cube  de  la  longueur  a^  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  son  épaisseur  «  et  de  Taire  m  de 
sa  section  transversale. 

Si  Ton  substitue  pour  «•  sa  valeur — du  n»  808, 

et  qn^on  appelle  k  rallongement  total  ni  de  lalamci 
produit  par  un  poids  «,  on  aura 


h  = 


ibo«Q 


En  supposant  «  =:  Q  «  on  en  conclura  que  si  un 
même  poids  Q ,  appliqué  à  reatrémité  libre  d'une 
lame  élastique ,  agit  successivement  dans  le  sens 
de  sa  longueur  et  perpendiculairement  à  sa  lon- 
gueur, reatensionà  et  la  fleaion  h,  supposées  très 
petites  par  rapport  &  la  longueur  a,  seront  entre 
elles  comme  les  carrés  de  Tépaisseur  et  de  cette 
longueur. 

311.  Quelles  que  soient  les  forces  Pet  Q,  on 
obtiendra  toujours  une  intégrale  première  de  Té- 
quation  (l)  en  la  réduisant  à  la  forme  de  Téqua- 
tion  (2)  par  la  transformation  des  coordonnées, 
nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où  la 
lame ,  appuyée  contre  un  plan  et  non  encastrée , 
s'écarte  peu  de  sa  forme  naturelle.  Ce  sera ,  par 
exemple,  un  ressort  posé  sur  un  plan  horixontal 
par  son  extrémité  iuférieure  A,  et  chargé  d'un  poids 
donné  à  son  extrémité  supérieure  B.  On  suppose 
qu'en  se  pliaut  sous  cette  charge ,  le  ressort  s'é- 


carte très  peu  de  la  verticale  AB,  et  que  dans  toute 
sa  longueur ,  la  tangente  à  la  courbe  qu'il  forme 
dans  son  état  d'équilibre ,  fait  un  très  petit  angle 
avec  cette  ligne  droite.  La  figure  78  représente  dif- 
férentes formes  qu'il  peut  prendre  dans  cet  état. 

Prenons  pour  axes  des  s  et  des  y,  la  verticale 
As  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et 

l'horisontale  Ay.  La  quantité-^  sera  très  petite, 

par  hypothèse  ;  nous  négligerons  son  carré  dans 
l'équation  (1)  ;  on  aura  aussi  Q  =  0,  puisque  la 
force  qui  agit  à  l'extrémité  B  est  verticale  j  en  vertu 
de  l'équation  Qa  =  Vh  du  n«  809 ,  il  s'ensuivra 
è^O  \  et  comme  le  poids  P  sera  dirigé  de  B  vers  A, 
il  faudra  changer  le  signe  de  cette  force  dans 
l'équation  (1),  qui  la  suppose  dirigée  en  sens  con- 
traire. De  cette  manière ,  cette  équation  deviendra 
simplement 

d«  y 

en  faisant,  pour  abréger, 

1  e* 

C   =;  —  •«•>  = P. 

3  wt 

On  représente  ici  par  «  l'aire  de  la  section  du  res- 
sort, perpendiculaire  l  sa  longueur;  par  i  sa  demi- 
épaisseur,  dans  le  sens  où  il  est  plié  ;  et  par  «  une 
quantité  dépendante  de  la  matière  dont  il  est  formé. 
Ces  trois  quantités  sont  supposées  constantes,  et 
par  suite  c  est  une  ligne  de  grandeur  constante  et 
donnée. 

A  cause  que  Ton  a  y  =  0,  quand  s  =  0,  on  dé- 
duit de  cette  équation 

irjT        dy        wk  «-X 

y  =  A  sin  -* ,       —  =  —  ços   —  ; 
c         ds         c  c 

k  étant  une  constante  arbitraire  qui  doit  étra  nulle 
ou  très  petite  par  rapport  à  o. 

Quand  on  aura  A  =  0 ,  le  ressort  restera  droit, 
et  sa  longueur  AB  sera  un  peu  diminuée  par  la 
pression  du  poids  P.  Lorsque  ce  coefficient  k  ne 
sera  pas  nul,  le  ressort  se  pliera;  au  point  B,  on 
aura  jp  =  aety=r6=0;en  désignant  par  •  on 
nombre  entier,  il  faudra  donc  qu'pn  ait 


te 


pour  la  valeur  de  a  ou  de  AB.  Si  Ton  appelle  lia 
longueur  du  ressort,  on  aura  aussi 
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en  négligeant  la  quatrième  puissance  de — ,  etmet- 

c 
tant  pour  a  sa  valeur,  il  vient 


dV>«i  Ton  tire 


^^i'k'^Trr 


w 


•c 


Ainsi  le  coefficient  k  sera  nul  on  eiprimé  par  cette 
fonaule. 

313.  Voici  les  conséquences  remarquables  qui 
se  déduisent  de  ce  résultat. 

la  Tant  que  /  sera  moindre  que  c,  la  formule  (3) 
sera  imaginaire  pour  toutes  les  Tslenrs  du  nombre 
entier  t  ;  on  ne  pourra  pas  prendre  le  coefficient  k 
différent  de  séro ,  et  le  ressort  ne  sera  pas  plié  par 
le  poids  P. 

29  soit  parce  qu'on  aura  augmenté  la  longueur 
du  ressort,  soit  parce  qu'on  aura  diminué  la.  quan- 
tité c  en  faisant  croître  le  poids  P,  supposons  que  / 
surpasse  o;  la  Taleur  de  k,  différente  de  séro  et  qui 
répond  &  t  =  1 ,  sera  réelle ,  et  le  ressort  pourra 
être  plié  parce  poids.  En  désignant  par /*  une  frac- 
tion très  petite,  et  faisant 

on  aura 

s'  =  l,       0  =  0,        k  =zfa; 

Féqoation  de  la  courbe  du  ressort  sera  donc 

ws 
y  c=/fl  sin  —, 

a 

on  l'on  Toit  qu'ellene  coupera  pas  la  verticale  entre 
les  deux  points  A  et  B. 

I 
9p  L«  rapport  —  continuant  à  croître ,  s'il  vient 

c 

i  sorpasser  2,  la  valeur  de  k  qui  répond  à  »  =  3 
sera  réelle,  et  le  ressort  pourra  prendre  une  figure 
différente  de  la  précédente.  En  désignant  par /f'  une 
fraction  très  petite,  et  faisant 

nous  aurons 

s  =  3,    o  =  2c,    k^zfa; 

d'où  il  résultera 

n      •     *»* 
y  =  ra  sin  : 

ce  qui  montre  que ,  dans  ce  cas ,  la  courbe  cou- 
pera la  verticale  au  milieu  de  AB,  qui  répond  à 

^  =  — a. 

a 

4«  Eo  continuant  ainsi ,  on  voit  que  si  /surpasse 


un  peu  to,  et  qu'en  désignant  par  a  une  très  petite 
fraction,  on  ait 

'+— 4-)' 
on  pourra  prendre 

a  =:  io,        it  =  fa; 
ce  qui  donnera 

y  =  fa  sm  -^  : 

a 

équation  d'une  courbe  qui  coupera  la  droite  AB  en 
un  nombre  »  -^  i  de  points  équidistans  ^  y  compris 
AetB. 

Lorsque  l  surpasse  un  multiple  de  o  d'une  quan- 
tité qui  n'est  pas  très  petite ,  la  valeur  de  it,  don- 
née par  la  formule  (3),  cesse  d'être' très  petite  par 

rapporté  0^;  et  cette  de  —  n'étant  plus  alors  une 

très- petite  fraclion,  lafiguroidu  ressort  ne  peut  plus 
être  déterminée  par  Tanalyse  précédente.  Il  faut 
observer  que ,  dans  tous  les  cas ,  la  figure  rectili- 
gne ,  qui  répond  à  A  ^  0 ,  est  possible  j  mais  elle 
n'est  stable  et  nécessaire  que  quand  /  est  moindre 
que  c. 

313.  On  entend  par  la  forcé  d'un  ressort ,  sup- 
posé vertical  pour  fiier  les  idées,  le  plus  grand 
poids  qu'il  peut  supporter  sans  flécbir.  Ce  poids  P 
est  déterminé  par  l'équation  e  =  l,  qui  donne 


P  = 


a/> 


où  l'on  voit  que ,  toutes  cboses  d'ailleurs  ^ales,  la 
force  d'un  ressort  est  en  raison  inverse  du  carré  de 
sa  longueur.  Le  ressost  étant  un  parallélipipède 
rectangle ,  on  voit  aussi  que  si  l'on  essaie  de  plier 
successivement  les  faces  adjacentes ,  sa  force  sera 
proportionnelle  au  carré  de  l'épaisseur  perpendicu- 
laire à  la  face  qu'on  voudra  plier. 

Quant  à  la  grandeur  absolue  de  P,  on  la  calcu- 
lera en  mettant  dans  la  formule  précédente  la  va- 
leur de  • ,  que  l'on  déduit  soit  de  l'e&tension  k  de 
oe  ressort ,  soit  de  sa  flexion  b,  que  produirait  un 
poids  m  ',  or,  d'après  les  n««  308  et  310 ,  et  à  cause 
de  al=  Jk  et  a  =  !«  ces  valeurs  sont 


m  fi 


par  conséquent ,  on  aura 


P  = 


ir«t> 


3M' 


P  = 
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314.  Les  résultats  du  n»  307  s'étendent  aisément 
&  une  verge  élastique ,  lorsqu'on  la  suppose  droite 
ou  à  simple  courbure  dans  son  état  naturel ,  et 
qu'en  la  pliant  elle  reste  encore  à  simple  courbure 
et  n'éprouve  aucune  torsion. 
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On  prend»,  dai»  09  OMy  pow  l«  IIIM  nMyM,  oe* 
lui  qui  pane  p«r  les  centres  de  gnif  ittf  de  tontes 
les  sections  peq>endicnUires  à  sa  longnenr,  les- 
quelles poorrent  être'  constantes  om  Tariables , 
ponrrn  qu'en  chaque  point  leurs  dimensions  soient 
très  petites  par  rapport  au  rayon  de  eourbuie  de  la 
Terge.  Soit  «  Taire  de  Tune  de  ces  sections ,  faite 
par  nn  point  quelconque  du  filet  moyen  ;  décom- 
posons m  en  élénens  perpendiculaires  au  plan  de 
ce  filet  ;  et  soit  vdm  Taire  de  l'élément  qui  répond 
à  la  distance  «  de  ce  même  filet;  la  Tariable  «  pou- 
Tant  être  positive  ou  négative,  et  e  désignant  une 
fonction  donnée  de  u.  Soient  aussi  k  ei^  V  les 
valeurs  eitrémes  de  m  ;  nous  aurons 


fi.  *=••/: 


0; 


la  seconde  équation  résultant  de  ce  que  Torigine 
de  la  variable  «  est  le  centre  de  gravité  de  «. 

Désignons  par  ^,  #',  1;  1^,  f ,  les  mêmes  quantités 
que  dans  le  no  307,  et  par  >,  >',  r,  ce  qu^étaient 
'•  ''»  f  t  <^ns  l'^lAi  naturel  de  la  verge  élastique  ;  on 
amra,  pour  les  deiu  étais  de  cette  verge , 

»•  f 

et,  pour  le  passage  de  Tun  à  Tautre, 

'  =  >   (1  +  ^),        #'  =  >'(!  +  J*). 

lu        Kl 

Si  donc  on  néglige  les  produits  »-  et  — ,  on  en 

r  f 

déduira 

,=.+.(1-1). 

valeur  qui  coïncide  avec  celle  du  numéro  cité,  dans 
le  eaade  la  verge  naturellement  droite,  où  Ton  a 
r  =  oo. 

Soit  encore  T  la  somme  des  forces  perpendiou- 
leires  à  «  qui  tirent  en  poussent  Tune  des  deui 
pertiesde  la  verge,  séparées  par  cette  section  nor- 
male. Appelons  t^  le  moment  de  ces  forces  par  rap- 
port à  Taxe  passant  par  le  centre  de  gravité  de  « , 
et  perpendiculaires  au  plan  du  filet  moyen  ;  d'après 
Thypothèse  du  n»  307,  on  aura. 

•  étant  une  quantité  dëpetidaDte  do  la  matière  de 
la  verge ,  qu'un  suppose  constante  dans  Tétendue 
de  chaque  section  •»,  mais  <jni  pourra  varier  d'un 
point  à  un  autre  du  filet  moyeo.  En  substituant  pour 
V  sa  valeur  précédente ,  et  faisant ,  pour  abréger. 


/'A  1 

re«  du  =  —  «g>  . 


il  en  résultera 


'-=?(—)■ 


Quand  la  verge  élastique  sera  à  double  cour- 
bure, dans  son  état  naturel  ou  après  sonidinng»- 
ment  de  figure,  la  force  T  aura  encore  la  même 
expression  ;  de  plus ,  le  filet  moyen  étant  toujome 
celui  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  de  toutes 
les  sections  normales,  et  en  désignant  par  r  et  f  sea 
rayons  de  courbure  en  un  même  point ,  avant  et 
après  ce  changement ,  on  pourra  prendre  cette  ex- 
pression de  /t»  pour  le  moment  de  l'élasticité  par 
rapport  i  un  axe  passant  par  ce  point  et  perpendi* 
cnlaire  au  plan  esculateor  du  filet  moyen  ;  mais  il 
faudra ,  en  outre ,  avoir  égard  k  la  torsion  de  la 
verge ,  comme  nous  le  ferons  tout  à  Tbeure. 

316.  Su  eomparant  cette  valeur  de  ^t  à  celle  As 
no  307,  on  voit  que  l'équation  différentielle  se- 
conde de  la  courbe  plane  fermée  par  le  filet  moyeu 
d'une  verge  élastique  qui  n'a  éprouvé  aoenne  tor- 
sion ,  ne  différera  de  celle  qui  répond  à  ta  lame 
élastique  proprement  dite,  qu'en  ce  q«*ielle  oon- 

11  1 

tiendra  —  •—  ^  au  lieu  de  — ,  et  la  quantité  9  èta 

f         '  f 

place  de  la  demi-épaisseur  %,  Si  la  verge  est  home- 
gène,  et  qu'elle  soit,  dans  son  état  naturel,  ua 
prisme  ou  un  cylindre  allongé ,  les  trois  quantités 
A,  «,  9,  seront  constantes,  et  Ton  aura  r=ao  .  On 
en  conclut  que  la  flexion  d'une  verge  naturelle- 
ment droita,  produite  par  un  poids  Q  pcrpendicifc- 
laire  l  sa  direction ,  et  la  force  de  ce  reaaort ,  ae 
déduiront  des  valeurs  de  ê  et  P  trouvées  dans  lee 
no«  310  et  318,  en  y  mettant  f  à  la  place  de  t.  Fet 
cette  substitution ,  /  étant  la  longueur  de  cette 
verge,  on  aura 

I*  Q        ^ ir»  «»ç> 

31»      ' 


h  = 


P  = 


ou,  ce  qui  est  U  même  chose , 


h  z= 


3P 
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Pour  deux  verges  différentes ,  mais  de  même  loo<- 
guenr,  les  flexions  produites  psr  un  même  poids 
seront  donc  en  raison  inverse  des  forces  de  ressort; 
en  sorte  qu'il  suffira  de  comparer  entre  elles  les 
grandeurs  de  ces  forces,  dans  les  différantes  hypo- 
thèses sur  le  contour  de  la  section  normale. 

Supposons  que  la  section  normale  soit  un  trian- 
gle isocèle,  et  qu'on  veuille  plier  la  verge ,  de  ma- 
nière que  la  face  cprrespondante  à  la  base  de  <se 
triangle  devienne  une  surface  cylindrique ,  con- 
cave ou  convexe.  Soient  a  et  c  U  base  et  U  hauteur 
de  ce  triangle.  Dans  le  cas  de  la  convexité,  vera 
laquelle  sont  dirigées  les  valeun  positives  de  « 
(no  307),  nous  aurons 

1  2  a  ^2  y. 

3  3  •  ^a  / 
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et  il  en  rétnUera 


P  = 


Dans  le  oai  de  le  concavité,  on  eora 

2  1  a  /t  . 


8 
il*où  Ton  conclmt 


P  = 


ce  qui  montre  que,  dans  ce  second  cas ,  la  force  dn 
ressort  est  triple  de  celle  qui  a  lieu  dans  le  premier. 
Si  la  seetlon  normale  est  nn  carré  représenté  par 
/•  ,  et  qn^il  s^agisse  de  plier  le  ressort ,  de  sorte  qne 
deox  de  ses  faces  opposées  deviennent  des  surfaces 
eyltadriqnes,  on  aura 

2  121»   * 

Si  elle  est  un  cercle  dont  le  rayon  soit  k,  nous  au- 
rons 


*»==*,  9  =  2|/it>-.  ««,         P  = 


4/.    ' 


et  en  supposant  Taire  de  la  section  normale  égale 
dans  les  deui  cas ,  de  sorte  qu'on  ait  /•  =  wk»  , 
en  Toit  que  la  force  de  ressort  qui  a  lieu  dans  le 
premier  cas  surpasse  celle  qui  répond  au  second , 
dans  le  rapport  de  ir  à  8. 

Supposons  encore  que  le  ressort  cylindrique  soit 
un  tuyau  creux ,  dont  les  surfaces  concentriques , 
intérieure  et  extérieure,  aient  jf  et  ^  pour  rayons. 
Pour  aToir  la  force  de  ce  ressort,  il  faudra  mettre 
successiTcment  gtig^k  la  place  de  k  dans  la  der- 
nière Taleur  de  P,  et  retrancher  les  résultats  l'un 
de  Tantre ,  ce  qui  donne 

__«*•(  y^' +  g*  )  (  y^'-y»). 


p  = 


4S 


8i  rairo  w  {^*  —  9*  )  de  la  section  normale  est 
égale  à  wk»  ,  on  aura  donc 

4S  ' 

d*oii  l'on  conclut  que  le  Tolume ,  la  longueur  et 
la  matière  étant  les  mêmes,  la  force  d'un  res- 
sort creux  est  plus  grande  que  celle  d'un  ressort 

2g* 
plein,  dans  le  rapport  de  1  -{•  —  l  l'unité  \  2g 

k* 

étant  le  diamètre  intérieur,  et  wk*  l'aire  de  la  sec- 
tion normale. 

SIO.  Fonnona  maintenant  les  équations  d'équi- 
libre d'une  verge  ébstique  quelconque ,  dont  tous 
les  points  sont  sollicités  par  des  forces  données. 

Appelons  A  et  B  les  deux  extrémités  du  filet 
moyen.  Soient  s,  y,  m,  les  trois  coordonnées  rec- 


tangulaires d'mi  point  quelconque  ■  de  cette 
courbe,  s  l'arc  AH,  «  la  section  normale  de  la  verge 
faite  par  le  point  M ,  y  sa  densité  en  ce  point ,  et , 
eonséquemment,  ^Mdls  la  messe  d'une  tranche  in- 
fininsent  mince  de  la  verge.  Désignons  par  X^«dis, 
"^ymdB,  tymdê,  les  forcée  données  qui  agissent  sur 
cette  masse  parallèlement  aux  axes  des  9,  y,  »,  de 
sorte  que  X,  T,  Z ,  soient  ces  forces  rapportées  à 
l'unité  de  masse.  La  somme  de  leurs  composantes, 
suivant  la  tangente  en  H  au  filet  moyen,  et  tendant 
è  augmenter  l'are  m,  sera 

("^      ds  dy  Js% 

Représentons  aussi  par  T  la  force  provenant  de 
l'action  d'une  partie  de  la  verge  sur  la  partie  adja- 
cente, appliquée  à  l'une  des  faces  de  la  tranche 
ymdt^  perpendiculaire  à  «,  et  tendant  à  diminuer 
ou  à  augmenter  l'arc  m  ,  selon  qu'elle  est  positive 
on  négative.  L'autre  face  de  ymdt  sera  tirée  ou 
poussée  en  sens  contraire  par  une  force  égale  à 
T  •]-  d  T;  par  conséquent,  pour  l'équilibre  de 
cette  tranche,  il  faudra  que  la  force  dï  soit  égale 
et  contraire  à  la  force  tnngentielle  donnée,  ou 
qu'on  ait 

dï  +  ym  {Jidx  -f  Tdy  +  Zds)  =  0;       (a) 

œ  qui  s'accorde  avec  l'équation  (3)  du  n»  800. 

A  cause  dn  peu  d'extensibilité  de  la  matière  de 
la  verge,  on  pourra  prendre,  dans  cette  équation 
(a),  pour  ^  et  «  la  densité  et  la  section  normale  de 
la  verge  au  point  H,  dans  son  état  naturel.  Si  ces 
deux  quantités  sont  constnntes,  et  que  la  formule 
comprise  entre  les  parenthèses  soit  une  diflTéren- 
tielle  exacte ,  on  obtiendra,  par  l'intégration  im- 
médiate, la  valeur  de  T;  et,  parce  que  l'on  a  T  = 
a«^(ne  807),  on  en  conclura  la  dilatation  positive 
ounégatlTo  derélément  d!f,  qui  se  sera  allongé  dans 
le  rapport  de  i  -f-  ^^  l'unité  ;  mais  cela  ne  fera  pas 
connaître  la  dilatation  de  la  section  normale  « ,  ni 
le  changement  de  densité  de  la  verge  au  point 
■.  Or,  d'après  ce  que  j'ai  fait  voir  dans  le  Mémoire 
cité  au  commencement  de  ce  paragraphe,  l'allon- 
gement où  le  raccourcissement  de  de  est  toujours 
accompagné  d'une  diminution  ou  d'une  augmenta- 
tion de  «  ,  mais  telle^  que  le  volume  mdt  variera 
dans  le  même  sens  qne  dê^  et  la  densité  y,  en  sens 
iuTerse.  Il  s'ensuit  qne  quand  une  verge  homogène, 
prismatique  ou  cylindrique ,  est  attachée  par  un 
bout,  et  tirée  &  son  autre  extrémité  par  une  force 
dirigée  suivant  le  prolongement  de  sa  longueur , 
elle  éprouvera,  à  la  fois,  une  extension  et  une  aug- 
mentation de  volume ,  proportionnelles  à  cette 
force ,  ce  qui  a  été  effectivement  confirmé  par  l'ex- 
périence. Réciproquement,  si  Cette  verge  est  posée 
verticalement  sur  un  plan  horisontal,  et  chargée 
d'un  poids  à  sa  partie  supérieure,  qui  ue  la  fasse 
pas  plier ,  elle  se  raccourcira ,  et ,  en  même  temp», 
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soa  volume  sera  dimiaoé  proporiiomiellMnmil  à  U 
grandeur  de  ce  poids. 

317.  Prenons  sur  Tare  AH  du  filet  moyen  on 
point  m  infiniment  voisin  de  M  ;  par  ce  point  m, 
faisons  une  section  normale;  et  concevons  que  la 
partie  de  la  verge  comprise  entre  cette  section  et 
rextrëmité  A,  soit  rendue  tout-à-fait  immobile,  et 
que  la  partie  comprise  entre  Tautre  bout  B  et  la 
section  faite  par  le  point  H,  devienne  seulement  de 
forme  invariable.  Cela  étant,  cherchons  les  condi- 
tions dVquilibre  de  cette  seconde  partie,  que  nous 
appellerons  K.. 

En  vertu  de  la  torsion  de  la  verge,  les  points  de 
la  tranche  comprise  entre  les  deux  sections  nor- 
males faites  par  H  et  m,  seront  sollicités  par  des 
forces  qui  tendront  à  détordre  ses  différons  filets 
longitudinaux,  et  agiront  dans  des  plans  perpendi- 
culaires à  Km,  c^est-à-dire,  à  la  tangente  en  H  au 
filet  moyen.  Ces  forces  tendrontàfaire  tourner  K.  au- 
tour de  cette  droite,  en  sens  contraire  de  la  torsion. 
Soit  r  leur  moment  par  rapport  à  cette  droite,  que 
Ton  appellera  le  moment  dt  la  iorsian  de  la  verge  ^ 
correspondant  au  point  H.  Si  Ton  mène  par  ce 
point  des  parallèles  aux  axes  des  jr,  y,  i,  et  si 
Ton  observe  que  Taxe  de  ce  moment  fait ,  avec 
ces  droites,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
dx   dy   dn 

^,  — ,  — ,  on  en  conclura  (n«  281) 
de    dt   dt 


ds 
de 


de 


d% 


pour  les  momens  par  rapport  à  ces  trois  parallèles) 
des  forces  qui  agissent  sur  K.  dans  le  sens  de  la 
torsion. 

Désignons  par  f»,  le  moment  de  Télasticité  rela- 
tif au  point  H,  c*est-à-dire,  le  moment  des  forces 
dont  T  est  la  somme,  par  rapport  à  un  axe  mené 
par  ce  point  et  perpendiculaire  au  plan  osculateur 
du  filet  moyen  ;  r  et  p  étant  les  rayons  de  courbure 
eu  ce  même  point,  dansTétat  naturel  et  après  le 
changement  de  forme  de  la  lame,  et  C  désignant 
une  quantité  positive,  dépendant  de  la  matière  et 
de  la  section  normale  au  point  UL ,  nous  aurons 
(no  314) 


.=,(i-i), 


et  si  Ton  appelle/',  g^  h^  les  angles  que  Taxe  de  ce 
niomentfait  avec  les  parallèles  aux  axesdes  x,  y,  s, 
menés  par  le  point  M,  les  momens  de  Télasticité 
par  rapport  à  ces  trois  droites  seront 

/u  cos  y,         fi  cos  j^,        fft  ces  h. 


i*', 


Soient  M'  un  point  quelconque  de  Tare 
y',  s',  ses  trois  coordonnées  ;«'  Tare  AM',  et  y\  «', 
X',  T',  Z',  ce  que  deviennent  y,  »,  X,  Y,  Z,  relati- 
vement à  M'.  En  appelant  l  la  longueur  totale  du 


filet  moyen,  et  faisant 
f   [T'(#'-»)_X'(y-,)]yVA'  =  I„ 

f,    P'  (*'  -  *)  -  z-  (.<  -  .)]  yVd.'  =  T„ 

r   P'  (y  -  »)  -  ■»'  (»'  -  »)]  >••'*•  =  X., 

ces  trois  quantités  X|,  T^,  Z^  seront  les  momens 
des  forces  données  qui  agissent  sur  E,  par  rapport 
aux  axes  menés  par  le  point  M,  suivant  les  direc- 
tions des  s,yyM, 

Enfin ,  supposons  que  des  forces  particulières 
agissent  à  Testrémité  libre  de  E;  représentons  par 
P,  Q,  R,  les  sommes  de  leurs  composantes  paral- 
lèles aux  axes  des  s,  y,  s,  et  par  a',  6^,  e\  les 
coordonnées  du  point  d^application  de  leur  réaol- 
tante  ;  leurs  momens  par  rapport  aux  mêmes  ases 
que  Z^,  T„  X|,  seront 


Q(a' 

-')- 

•P(6' 

-y). 

P  (c" 

-«)- 

R  (a' 

-'), 

R  (i' 

-»)- 

fiW 

-»)5 

et  si  Ton  désigne  par  a,  5,  c,  les  coordonnées  de 
Textrémité  B  du  filet  moyen,  on  pourra  remplacer 
ces  momens  par 

Q  («  -  ')  -  p  (»  -  y)  +  »', 

P  (c    _  ,)  _  R  (._  ,)  +  Qf, 
R(4    _,)_Q(o_,)  +  P', 

en  faisant ,  pour  abréger, 


Q(«'- 

«) 

—  p  (V  - 

.»)  = 

R', 

P  (c"  — 

0 

—  R  (a'  — 

a)  = 

Q', 

R  (4*  — 

») 

-QC.-- 

..)  = 

P*. 

Généralement,  les  coordonnées  a';  V^  û\  seront 
distinctes  de  a,  h,  c,  parce  que  les  forces  extrêmes 
P,  Q,  R,  ne  seront  pas  appliquées  immédiatement 
à  la  verge  élastique,  et  qu^elles  agiront  aux  extré- 
mités du  bras  de  levier.  Soit  que  ces  forces  aient 
ou  non  une  résultante  unique ,  les  quantités  P',  Q', 
R',  seront  leurs  momens  par  rapport  à  des  axes  me- 
nés par  le  point  B,  parallèlement  à  ceux  des  s^  y, 
a,  ;  si  donc  on  suppose  qu^on  ait  en  ce  point 

dy  dM 

—  =r  COS  C,  —  =  cos  y'j 

de  de 

et  qu^on  fasse 
P'  cos  •',  +  Q'  COS  C,  +  R'  COS  y'  =  L, 

cette  quantité  L  exprimera  le  moment  des  forces 
extrêmes  par  rapport  à  la  tangente  au  point  B 
(no  281);  d^où  Ton  peut  déjà  conclure  que  L  sera 
le  moment  de  la  torsion  extrême,  où  la  valeur  de 
r  relative  à  ce  même  point. 


dsD 

—  =  cos  «', 
ds 


STAnQUS,  SBCOIfDE  PARTIE. 


19t 


CeU  posé  pour  rëqnilibre  de  la  pHtieK.de  la 
verge  élastique ,  il  faudra  que  la  somme  des  mo- 
OMns  par  rapport  à  chaque  axe,  de  tontes  lea forces 


qui  agissent  sur  ses  différentes  tranches  et  h  ses  ex- 
trémités, soit  égale  à  téro;  ce  qui  donne  ces  trois 
équations 


^  cos  /•-  r  -  +  X,  +  F  +  H  (*  -  y)  -  Q  (c  -  a)  =  0/ 
ds 


/•  cos  y—  r  —  +  T,  +  Q*  +  P  (c  —  a)  —  R  (o  -  «)  =  0,    )    (h) 
de 

d% 

/*  cos  À-  r  -  +  Z,  +  R'  +  Q  (a  -  s)  -  P  (6  -  y)  =  0 , 
da 


318.  Diaprés  les  formules  du  n»  10 ,  on  a 
^       iM>  s  —  d»d*  y 

dad*  »  —  dsd*  s 

«**= TdH • 


cos 


^_  dxd^  y  —  dyd^  s 


xdH  étant  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés 


des  trois  numérateurs.  Il  en  résulte 

d.  /*  cos  /•  =  ctyd.  î^  -  d%  d.  i!^  , 

(i.  ft  cos  0  =  tf a  d.  — ; dx  d.  — - —  , 

d.  fft  cos  A  =zdMd,      ^  ,    —  ^d. 


A<iff3 


xd«»   ' 


et,  par  conséquent , 


de  djy  ds 

—  d.  /*  oos/'4'  —  d.  f»  eos  y  +  —  d.  fi  cos  fc  ==  0, 

dit  d«  dt 


On  a  d^aiUeurs 

djf> 
57 


tisi 


+  d».    +  d..    ~"  ^  • 


ds      ds      dy      dy      dm      d% 

—  d.  — H d.  — +  —  d.  — =  0. 

dâ       de       de      ds      ds       ds 

Si  donc  on  ajoute  les  difTérentielles  des  équa- 

dorc^  ds 

tiens  (ft),  après  les  avoir  multipliées  par  — , — , — , 

ds  ds  de 

on  aura  en  réduisant; 

ds  dy  d* 

dr  =  ^  d  Xj+  —  rfTj  +  —  dZfi 
de  de  ds 

nais  à  cause  que  les  quantités  soumises  k  Tinté- 
gration  dans  les  expressions  de  X^,  Y^,  Z^,  s^éTa- 
nonissent  à  la  limite  #'=«,  il  suffit  (n»  14)  de  diffé- 
rencier sous  les  signes/par  rapport  à  a,  y,  s,  pour 
obtenir  res  valeurs  de  dX,,  dT^,  dZ^;  on  a  donc  sim- 
plement 

dl,:=dM    f'^    Vy'Jds^  —  dyA'  Z'>'.'ds', 
dï,  =idx   f^  Vyfm'ds'  —  ds  /*    XV-W, 

dZ,   =  dy   /^  XV-W  -•  ds  r  Vy'Jds^i 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquaticn  pré- 
cédente, elle  se  réduit  k  dr=:  0. 


Ainsi  le  moment  de  la  torsion  est  constant  dans 
toute  la  longueur  d'une  verge  élastique  en  équili- 
bre ,  quelles  que  soient  les  forces  qui  y  sont  appli- 
quées. 

Sa  valeur  sera  donc  partout  la  même  qu^à  chacun 
des  deux  bouts  de  la  verge;  et  il  est  facile  de  vé- 
rifier qu^BU  point  B,  on  a  r=L,  comme  on  Ta  dit 
plus  haut.  En  effet,  en  ce  point,  on  a  s=a ,  y=6, 
jBr=e;  les  intégrales  X,,  Y|,  Z„  s'évanouissent  et  les 
équations (&)  deviennent 

r  cos  «'  =  fft  cos  /"  -|-  P', 
r  cos  C   =  fi  cos  g  -|-  Q'y 

r   cos  y'  z=  /A  cos  k  -}-  R'. 

A  cause  que  la  normale  au  plan  osculateur  du  filet 
moyen  et  la  tangente  à  cette  courbe,  sont  perpen- 
diculaires Tune  à  Tautre,  on  a,  en  ce  même  point  B, 

cos  m!  cos/-|-  cos  C  cos  g  -)-  cos  y*  cos  A  =  0  ; 

en  ajoutant  donc  les  équations  précédentes  ,  après 
les  avoir  multipliées  par  cos  «',  cos  C,  cos  y',  lu 
quantité  /*  disparaîtra ,  et,  d'après  la  valeur  de  L, 
on  aura  r=rL. 

Le  moment  de  la  torsion  peut  seul  se  déduire 
des  équations  d'équilibre  ;  quant  à  la  torsion  elle- 
même,  sa  grandeur  est  variable  le  long  de  la  verge, 
lorsque  la  matière  ou  la  section  normale  varie  d'un 
point  à  un  autre.  Si  la  verge  est  homogène ,  et  que 
la  section  normale  soit  constante,  la  différence  des 
angles  de  torsion  est  la  même  aux  extrémités  de 
deux  parties  de  la  verge,  d'égales  longueurs ,  et 
proportionnelle  aux  longueurs ,  quand  elles  sont 


nuiTÉ  as  aÉCAnioB. 


Qnraf6nios*  8op|MMOBif  povr  niiOf  wêê  wBétêj  ^s  imo 
verge  homegéôe,  prismatique  on  eyliadrique,  loift 
encettrëe  par  un  boot ,  et  qn^on  applique  à  aeu 
autre  eitrémité  deux  forces  égales ,  parallèles  et 
contraires,  agissant  à  distances  égales  et  de  deni 
cAtés  différens;  cette  verge  restera  droite  ;  nais  elle 
se  tcwdra  sur  elle-même ,  proportionnellement  à  sa 
longueur  et  au  moment  de  ces  deux  forces  par  ra^ 
port  à  son  filet  moyen,  lequel  moment  sera  la  va- 
leur de  la  quantité  L.  J^ai  trouvé,  en  outre ,  dans  le 
Mémoire  déjà  cité(no  306),  que  si  Usection  normale 
de  cette  verge  est  un  cercle,  la  quantité  de  la  tor- 
sion sera  proportionnelle,  toutes  choses  d^ailleurs 
égales,  à  la  quattiéms  puiasaaoe  de  son  diamèAre; 
ce  qui  est  conforme  à  rexpérience. 

319.  Deux  des  équations  ^h),  ou  deux  combi- 
naisons quelconques  de  ces  équations,  après  qu^on 
j  aura  substitué  la  valeur  de  /*  et  mis  L  à  la  place 
de  r,  serviront  i  déterminer  la  figure  de  la  verge 
en  équilibre.  Si  elle  est  droite  dans  son  état  natu- 
rel, et  que  toutes  les  forces  qui  y  sont  appliquées 
soient  comprises  dans  un  même  plan ,  les  trois 
équations  (&)  se  réduiront  k  une  seule  qui  sera  celle 
de  la  courbe  plane  formée  par  le  filet  moyen* 

Prenons  le  plan  de  ces  forces  pour  celui  des  s 
et  jf;  nous  aurons 

s  =  0  ,      cos  /*  =  0,    cos  y  =  0 , 
0=0,       o'  =  0,      E  =  0,       cosy=05 

d'où  il  résultera 

X,  =  0,    Yj  =  a,    P'=e,  Q'  =  0,     r  =  L  =  Oj 

et  les  deux  premières  équations  (è)  s^évanouiront. 

C 
A  cause  de  r  =:  CD  ,  la  valeur  de  ft,  se  réduira  à  — ; 

P 
on  aura  aussi  cos  k  =  ±  1  ;  mais  en  ayant  égard 

au  sens  de  Taction  de  T  sur  la  partie  R  de  la  verge 


(••  SU),  il  «si  ailé  de  voir  qu"»  faudra  pieuéfe 
4ss-.ldawln  troisième ëqwHion  (è),qtti 
, de  celle  manière, 

c  )w 

et  l'on  remarquera  qu'en  conservant  les  notations 
du  H*  914,  le  coelBeienI  C  aura  pour  valeur 


=  •/-»•**• 


Lorsque  les  forces  X  et  T  seront  nulles ,  cette 
équation  (o)  coïncidera  avec  Téquation  (1)  da 
n»  306,  en  observant  que  dans  celles-ci,  les  forces? 
et  Q  agissent  à  l'extréaBité  même  de  la  verge,  ce 
qui  rend  nul  leur  moment  R'.  Dansions  les  cas,  on 
fera  disparaître  par  desdiffdnntiationB,les  inté- 
grales contenues  dans  cette  équation  (o),  qui  se 
changera  par  là  en  une  équation  diiférontîelle  do 
quatrième  ordre. 

La  figure  de  la  verge  étant  déterminée  par  Té- 
qnatioo  (e),  il  fnidra  en  outre  que  les  forces  don- 
nées qui  y  sont  appliquées,  satisfassent  aux  condi- 
tions d^équilibre  du  n^  861 ,  qui  se  réduisent  à 
trois,  i  cause  que  ces  forces  sont  toutes  comprises 
dans  un  même  plan.  Désignons  donc  par  D  et  E  les 
sommes  des  forces  particulières  qui  agissent  à  l*ex- 
trémité  A  de  la  verge,  parallèlement  aux  axes  des  m 
ety,  et  par  F*  leur  moment  par  rapport  à  ce  point  A, 
de  manière  que  D ,  R,  F,  soient  à  Tégard  de  ce 
point,  ce  que  P,  Q,  R',  sont  relativement  à  rautre 
extrémité  B;  les  trob  équations  dont  il  s*agit 
seront 


D  +  P+  /^'xy.'ds'  =  0, 
K  +  Q  +/"TVVdt'=:  0, 

F+R'+  Q(o_,)-P(J-y) 


w 


où  l'on  mettra  pour  #  et  y  les  coordonnées  du  point  A. 
Lorsque  les  deux  boots  de  la  vcrgo  seront  en- 
tièrement libres ,  les  forces  extrêmes  et  leurs  mo- 
mens  seront  donnés.  Si  la  verge  est  encastrée  à  son 
extrémité  A ,  les  forces  D  et  £ ,  ainsi  que  leur  mo- 
ment F',  seront  indéterminés;  mais  on  cennaitia 

<h 

les  valeurs  de  x,^,'^,  relatives  à  ce  point  A.  Si  la 

dx 
verge  est  seulement  retenue  par  le  point  fixe  A,  les 


forces  D  et  £  seront  encore  indéterminées;  leur 
résultoute  sera  égale  et  contraire  à  la  charge  de  ce 
point  d^appui ,  dont  elle  exprimera  la  résistanœ, 
et  Ton  aura  F'  =  0  poo^  leur  moment  :  on  con- 
naîtra alors  les  valeurs  dé  '  et  y ,  mais  non  plus 

à»  \ 

celle  de^-.  Les  mêmes  remarques  s^appliqurnit 

ds 

au  point  B. 

320.  Supposons ,  par  exeiVple,  que  la  verge  soit 
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haflMgéne  ei  natiirelloaMDt  pritiiMitîqiia  ou  cylio- 
driqne;  ce  qoi  rendra  coosUntes  les  trois  (fOuU- 
tés  > ,  • ,  C  Sapposoni ,  en  outre ,  qu^elle  ne  soît 
soumise  qu*à  des  forces  perpendiculaires  à  sa  lon- 
l^ear,  qui  Tëcartent  très  peu  de  sa  position  pri- 
mitiTo;  et  prenons  pour  Taxe  des  jr,  le  filet  moyen 
dans  cette  position  ;  on  aura  alors 

D=s:0,       X  =  0,       P5=0j 


ce  qui  fait  disparaître  U  première  éqnaUon  (d).  En 

négligeant  le  carré  de  — ,  on  aura  aussi 

dm 


P 


ds» 


et  Téquation  (o)  se  réduira  k 


En  la  différentiant  une  première  fois,  on  a 


Ydt. 


On  a  aussi  (n*  14} 

d. /^  r  ds»  =  —  Tds; 


en  diiTfrentiant  une  seconde  fois ,  et  mettant  dm 
an  lien  de  dt,  on  aura  donc 

d^V 

Les  quatre  constantes  arbitraires  que  contiendra 
rintégrale  complète  de  cette  dernière  équation ,  se 
détermineront  diaprés  les  conditions  relatives  aux 
deux,  bouts  de  la  verge ,  et  en  observant  que  la  va- 
leur de  y  tirée  de  cette  équation  devra  satisfaire 
aux  deux  précédentes  pour  toutes  les  valeurs  de  s. 
Or,  Téquation  {f)  résultant  des  deux  autres  parla 
différeotiation ,  il  suffira,  pour  cela,  que  cette  va- 
leur de  y  satisfasse  à  celles-ci  pour  une  valeur 
particulière  de  s;  il  suffira  donc  qu'on  ait 


-Q.   (?) 


pour  s  =  a;  conditions  qui  résultent  de  l'équation 
(s)  ei  de  sa  différentielle  première ,  en  y  donnant  à 
se  celte  valeur  particulière.  Si  l'on  y  donne  à  x  la  va- 
leur relative  au  point  A,  et  qu'on  ait  égard  aux  équa* 
tions  (<{),  on  aura 


d*  y 

C — :  =  Bî      (h) 
dsi         »       V  ; 


mais  ces  équations  n'expriment  pas  de  nouvelles 
conditions  distinctes  de  celles  que  renferment  les 
équations  (d)  et  (y],  que  l'on  pourra ,  si  Ton  veut , 
remplacer  par  le  système  des  équations  (y)  et  (M). 
321.  Ces  formules  comprennent  le  cas  de  la 
verge  pesante.  Alors ,  je  suppose  le  point  A  fixe , 
et  j'y  place  Torigine  des  coordonnées  s  et  y;  je 
suppose  aussi  que  Taxe  des  g,  qui  représente  la 
direction  naturelle  de  la  verge,  soit  horixontal  ;  je 
prends  Taxe  des  y  positives  dans  le  sens  de  la  pe- 


santeur ,  et  Je  représente  cette  force  par  y.  On  aura 
T  ==  y^  et  l'intégrale  de  l'équation  (f)  sera 

G,  C,  G",  désignant  trois  consUntes  arbitaires,  et 
la  quatrième  étant  nulle ,  à  cause  qu'on  a  sp  z=i  0  et 
y  =  0  au  point  A. 
Supposons  la  verge  encastrée  i  cette  extrémité  ; 

il  faudra  qu'on  ait  aussi  -«•  =  0  quand  sr  s=  0;  d'où- 

dx 

il  résulte  C  s=  0.  Supposons,  en  outre,  que  le 
poids  Q  soit  attaché  immédiatement  à  l'autre  ex- 
trémité B,  de  sorte  que  son  moment  R'  soit  xéro  ; 
en  vertu  des  équations  (y  } ,  qui  répondent  k  ce 
point ,  ou  à  s  =  0,  on  aura 

y>«a  +  6G  =  —  Q. 

Je  tire  de  là  les  valeurs  de  C  et  C\  je  lei  substitue 
dans  l'équation  (  1  ],  dont  je  supprime  le  terme  G"  s; 
J'appelle  q  le  poids  de  la  verge  ^  de  sorte  qu'on 
ait  q  =zgy^a;  il  vient 

équation  qui  coïncide  avec  celle  du  n»  310,  quand 
on  néglige  le  poids  de  la  verge ,  et  qu'on  y  met 
Qc>  à  la  place  de  C. 
Dans  les  deux  cas  de  Q  =  0  et  y  =  0,  on  a 


2    V  2     / 


8C 


h  = 


3C 


pour  l'ordonnée  du  point  B,  qui  exprime  la  flexion 
totale  de  la  verge.  En  supposant  Q  =  y  ,  on  voit 
donc  que  les  flexions  produites  par  un  poids  Q 
suspendn  à  l'extrémité  libre  d'une  verge  horisontale 
encastrée  par  son  autre  bout ,  et ,  par  ce  même 
poids,  réparti  uniformément  sur  toute  la  longueur 
do  cette  verge ,  sont  entre  elles  comme  8  est  i  3. 
322.  Si  le  point  B  est  fixe  comme  le  point  A,  et 
situé  sur  la  même  horisontale,  il  faudra  qu'ont  ait 
y  =  0  quand  s  ==  a;  ce  qui  change  l'équation  (1) 
en  celle-ci  : 


e»  =  -^  { «»  -  «••  )  +  c*  (  *•  -  a.  )  +  c»  (  »  -  «)  ;      (a) 

4*10 
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nuurt  iB  licàsmn. 


9  ^Uttt  tol^ioon  le  poids  de  h  verge.  Ud^tet- 
mioation  des  deiu  constantes  C  et  C  présentera 
les  cas  snivans. 
1»  Quand  la  verge  est  encaatrée  à  ses  denz  boots, 
dy 
il  faut  qu^on  ait  —  =0  pour  r  =s  0  et  pour  m  ssa; 

dm 
on  tire  de  là 

1  1 

C  = ç,      C  =  — «j,- 

18  34 

ot  réqoation  (2)  devient 

-    _  g**  {'  -  «)' 
^  8441 


In  appelant  /'la  flèche  de  la  conrbe fomée par 
cette  verge ,  c*est-à-dire,  la  valeur  de  y  qui  répond 
à  son  mUien ,  on  h  s  =  «^  a^  oo  aura 

•^  "■   16.24.C   • 

8»  Si  la  verge  est  simplement  retenue  par  les  points 
fixes  A  et  B,  les  charges  de  ces  points  d'appui  seront 
les  forces  E  et  Q,  prises  en  sens  contraire  de  leurs 
directions ,  et  leurs  moroens  F  et  R*  seront  nuls 
(tt*  319).  En  vertu  des  premières  équations  (^)  et 

*y 
(fc),  on  aura  —  =  0  pour  «  =  0  et  pour  «=  o; 

ds* 
d*oùl*on  conclut 


C  = q,        C  =  0. 

13 

On  aura  alors 


et  la  flèche /'sera 


àqifl 


i6.24.C  ' 


c'est-à*dire  ,  quintuple  de  celle  qui  avait  lieu  dans 
le  premier  cas.  Diaprés  les  dernières  équations  (y) 
et  (A),  on  aura  aussi 

E  =  Q  =  — 7g; 

valeurs  qui  ont  aussi  lieu  dans  le  premier  cas ,  et 
qai  sontéf  identes  en  elles-mêmes. 

30  Enfin ,  lorsque  la  verge  est  encastrée  à  son 
extrémité  A,  et  seulement  retenue  à  son  autre 

dy  d»y 

bout,  on  Q  —  =0  pour  *  =  0,  et  —  =  0  pour 
dx  dxt 

#  =  o;  ce  qui  donne 


«g 
C  = , 

48 


qa 
16 


de  qMi  TéquatioD  (8)  devient 
.^^  _g*'  («  —  »)  (3«  -  ^) 


les  secondes  équations  (y)  et  (fc)  donnent  en  même 
temps, 

Ce  qni  montre  qne  le  poids  de  la  verge  se  partage 
inégalement  entre  les  denz  points  d'appui,  et  que 
la  diarge  de  rezlrémlté«Bcastrée  est  pins  grande 
que  celle  de  Tantre ,  dans  le  rapport  de  6  à  3. 

333.  En  supposant  toojoora  les  pointa  A  et  B 
fixes  et  situés  sur  une  même  horisontale,  et  le  verge 
homogène  et  prismatique ,  considérons  le  cas  où 
les  autres  points  sont  chargés  de  poids  inégalement 
distribués  dans  tonte  la  longnenr. 

Soit  donc 

« 
>»Y  =  —  M; 

a 

es  étant  une  fonction  donnée  qni  s'évanouit  quand 
jr  :=  0  et  quand  s  ^=a,  et  q  désignant  le  poids 
total ,  oe  qni  suppose 


y  "  e*dk  =  a. 


Cette  fonction  f  s  pourra  être  continue  ou  discon- 
tinue ,  c>st-fc-dire  que  son  expression  analytique 
pourra  changer  une  ou  plusieurs  fois  entre  les  va- 
leurs extrêmes  s  =  0  et  «  =  a;  ou^  autrement  dit, 
si  on  la  représente  par  Tordonnée  d'une  ligne  dont 
g  soit  l'abscisse,  cette  ligne  pourra  se  composer 
de  plusieun  portions  de  courbes  différentes.   Si 
l'on  désigne  par  t  une  ligne  d'une  longnew  aussi 
petite  qu'on  voudra,  nous  pourrons  supposer ,  |Mr 
exemple ,  que  fjr  soit  xéro  depuis  s  =  0  jusqu'à 
ap=  ^a— X,  et  depuis  «=<io+  liusqu'à#  = 
a,  de  sorte  que  cette  fonction  n'ait  de  valmus  dif- 
férentes de  séro  qne  dans  une  très  petite  étendne  l 
de  part  et  d'autre  de  #  =  •;  o.  Ce  cas  sera  celui 
d'un  poids  q  agissant  au  milieu  de  la  verge  âasti- 
que  ,  que  nous  examinerons  tout  à  l'heure  en  par- 
ticulier. 

Quelle  que  soit  la  fonction  f^r,  continue  on  dis> 
continue,  pourvu  qu'elle  soit  nulle  pour  s  =:  0  et 
pour  x  =  a^  on  aura,  depuis  #  =  0  jusqa'à  «  =  e 
inclusivement, 


f* 


lï(y'.i„i:!f:,..d,.).i 


«in ;    (•) 

n 


n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  et  la  caracté- 
ristique 2  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  tou- 
tes les  valeurs  de  n,  depuis  n  =  1  Jusqu'à  n  r=  00 . 
l  Cette  formule  est  due  à  Lagrange ,  qui  l'a  donnée 
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IM 


dans  iMancMBs  JfàMÎrw  de  fAcMmêÊdê  flif«i«; 
Doui  la  démontrerons  plus  bM.  En  en  faiiant  asase. 
Féquation  (/)  devient 


nies 
sîn  —  j 


•t  en  intégrant  et  obserrant  que  y  rs  0  pour  «=  0 
et  pour  s  =  a,  on  aura 


c=iîïï.ïi 


(/T"»  ^"'*^) 


8in 


+  *  (a  -  *)  [C*  +  C  (o  -  ,)Jj        (4) 


C  et  0  étant  des  coiiatàntes  arbitrais  que  l'on  dé- 
terminera comme  dans  les  troia  caadn  numéro  pvé* 
cèdent. 

324.  Examinont  en  détail  le  caa  où  le  poids  q  est 
suspendu  au  milieu  delà  verge , c'est-à-dire , le 
cas  où,  comme  on  Tient  de  le  dire ,  U  fonction  m 
est  nulle  pourtoutes  les  valeurs  de«'  qui  diflèrent 
un  tant  soit  peu  de  ^  a. 

On  pourra  alors  faire  s'zsJ-   a  dans  le  facteur 


sin que  renferme  Tintégiale  relative  à  «'f  m 

qui  donnera 


/ 


sin 

a 


M'd.'  =  sin  ^  /^  ^jfT^f  =:  ^  gin  ^ 


«tfera  disparaître  tous  les  termes  de  la  somme  X 
qui  répondent  à  des  nombres  pairs  ».  Je  désigne 
pars'  un  nomhrepair  ou  impair;  je  fais  ^— ?i—  i 
et  J'étends  la  somme  S  à  toutes  les  valeurs  de  »,  de^ 

puis  ft=l  jusqu'à 

-{— 1>  ,  l'équation  (*)  devient 


(2i-.l), 
..A  cause  de  sin  ■ 


2 


Cy=  «(•  —  ,)  [C  4.  c^(a  —  M>)] 


-i2îLx 


s4        (2*—  1)4  a 


laie  d'après  une  formule  connue,  on  a,  comme 
en  le  veira  plus  bas , 

*^— 1)1  ""(•*"- *)*==-]m 


pour  toutes  les  valeurs  de  »,  depuis  #.=0  jusqu'à 

_    '        .  ^  *« 

• —  -  «■*  Si  donc  ona  s<  -<- a,  on  fera  »  =:  —  et 

1  on  aura 

1  ir(fl-*) 

SI ,  au. contraire ,  on  a  jp>— o,  on  fera  • 

2 

et  comme  on  a 


.:,  (2<  -  1)  ir  (g  -  s)  .    (2<-l)«« 

a  a 


on  en  conclura 


(8^-.  1)4  "° — ;; — ="9«ïr[*(--*)*^3««(«-^]. 

fie  cette  manière ,  nous  aurons  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  équaUons  : 


Cy==  »(«-#)  [Cjp  +  C  (a-*)] (4*«  -  3fl»  ,) 

48 

g  }  (1) 

Cy  =  sr  (a  -  ,)  [C  +  C^  („_,)] [4  (o  -  ,)*  -  3cM  (u^)]. 


n  ne  iwten  donc  plus  qu'à  déterminer  les  con- 
itaatei  C  e«  G'  dans  les  trois  cas  snivans  : 

'h 
1«  la  copdition  *-=:  0  pour  ir=0  et  pour  irssa, 
dx 

lei  a  lieu  quand  la  verge  est  encastrée  à  ses  deux 
extrémités ,  donne 

C  =  C  = . 

16 


Les  équations  (1)  deviendront 


48  " 

« 


Cy  =  -  [ao  (a  -  m)*  -  4(fl-#)*  ]- 
48 

au  milieu  delà  verge,  on  aura  — =0,  comme  aux 

ds 


199 


itAirt  M  jtfCAmqi». 


extrémitét  ;  et  U  fièqlie  f,  on  TordoBBée  MtiwpoQ- 
duite  k  *=■  ^  a,  sera 


/•  = 


4.48.C  ' 


c*est-k-dire ,  double  de  celle  qui  arait  Heu  dana  le 
premier  caadu  n»  329.  En  vertu  dea  secondes  équa- 
tions {jj)  et  (k),  on  aura  aussi 

comme  cela  detait  être. 
9»  Dans  le  cas  de  la  Terge  simplement  retenue 

perses  deux  bouts,  où  Ton  doit  aToir       '  — 0  pour 

djE» 
«=0  et  pour  tf=a;  il  en  résulte 

C  =  0,        C  =  0. 
et,  par  conséquent, 

9   , 
Cff  =  —  (  ?a»  s  —  4jr*  ), 

48 

C^  =  -  [2o«  (•-*)-  4  (a  -  «)*  ]. 
48 

La  tangente  au  milieu  de  U  courbe  est  horisontale, 
etlea  Taleurs  de  Q  et  E  sont  — 1/2  q^  comme  dans 
le  premier  cas  ;  mais  !a  flicbe  /"a  pour  valeur 

/•-  J^. 
•'  ""  48.C   » 

en  sorte  qu*elle  est  quadruple  de  la  précédente ,  et 
plus  grande  dans  le  rapport  de  8  à  6,  que  celle  du 
second  cas  du  n»  399.  Si  Ton  mène  une  tangente  à 
la  courbe  élastique ,  par  Tun  ou  Tautre  des  points 
A  et  B;  que  Ton  appelle  •  son  inclinaison,  et  qu^on 
désigne  par  f  Tordonnée  verticale  du  point  de 
cette  droite  qui  répond  à  l'abscisse  égale  à  1/2  a, 
on  aura 


d'oàr«i 


Ung  m,  = 


/•=•;/• 


;onen 


Dans  le  second  cas  du  n«  999,  le  rapport  àt  fhf 

8 
serait  — . 
6 

3o  Sttltn^  si  la  verge  est  encastrée  à  l'extré- 
mité A  et  seulement  appuyée  à  Tautre  bout  B,  on 

dy  d^  y 

aura  — =Opour  x=0,  e(F— -==0  pour  «= 

ds  ds* 

déduira 

9                         9 
C'  = ,      C  = ; 

19 
et  les  équations  (1)  deviendront 

9 
Cy  =  —  (  9a»«  —  ll«»  ), 


Cy  1=  —  (  fis»  —  lôOM*  +  \2a*s  —  9ii'  ]. 


Elles  donnent  pour  gssz\/Z  o,  la  même  valeur  de  y, 
savoir 

7ga»    . 


9  = 


8.99.C 


mais  ce  n*est  pas  la  plus  grande  ordonnée.  On  aura 
aussi 

'-Te'      ^~      Ti' 

en  sorte  que  le  poids  f  se  partagera  dans  le  rapport 
de  il  k  6  entre  les  points  d'appui  A  et  B. 

825.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  for- 
mule de  Lagrange,  citée  précédemment. 

Pour  cela,  considérons  la  quantité 

1  —  fc* 


1  +  2A  cos  •  4-  2k*  cos  9t  + 

ce  qu*on  pentoisémect  vérifier;  car  si  l'on  multiplie 
cette  série  infinie  par  le  dénominateur  1 — 2  A  cos  0 
4-A*  de  U  fraction ,  on  retrouve  son  numérateur, 
en  observant  qu'on  a 

9  cos  ut  cos  •  =  cos  (n  4-  1)  •  -|-  cos  (»  —  1)  0, 

quel  que  soit  le  nombre  it.  Si  k  est  moindre  que 
l'unité ,  abstraction  faite  du  signe,  cette  série  sera 
convergente ,  et  la  fraction  sera  rigoureusement 
égale  à  son  développement  prolongé  à  l'infini  j  à 

(1  -  *•  )/W0 


1  -.  9A  cos  •  -I-  k*  ' 

qui  est  une  fraction  rationnelle  par  rapport  à  k ,  et 
dans  laquelle  •  désigne  un  angle  réel.  Son  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  A  sera 

9ÀS  cos  Zi  +  2h^  co»  4h  -{-  etc; 

cause  de 
1.2Acost  +  A*=(l  — A)>+4Asin>-^0, 

nous  aurons  donc,  dans  cette  hypothèse, 

1  -  k*  .  ^ 

■     :=!  4-93Efc"  coasil;  • 

(1  -.  hy  +  4k  sin>  ^  • 

la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  da  nom- 
bre entier  »,  depuis  ii=  1  jusqu'à  «=ao  .  Quelles 
que  soient  la  fonction  fl  et  la  constante  réelle  «, 
on  aura  donc  aussi 


j    ('  —  A)'  +  ■»*  »»>•  JL  (•— •)  j  o  y  o 
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8oil  g  une  quantité  pi»itiv«  et  infiniiiimit  petite; 
eette  équation  iubnatera  encore  en  y  faisant,  h  = 
1  — ^,  puisqu'elle  a  lieu  pour  toute  falenr  do  k 
moindre  que  l'unité.  Pour  toutes  les  Taleurs  finies 


defi|Onaura 

pour  des  valeurs  infinies  de  cet  exposant,  1v*  pourra 
différer  de  runité,  mais  en  intégrant  par  partie^  on  a 


/l                                        ^     /»d'A 
yï  cos  »  (6  —  •)  rft  =  —  ^  sin  n  (•  —  •) /  -jj-  sin  *(•  —  •)  dh  ; 


en  sorte  que  si/l  nederient  pont  infinie  entrq  les 
limites  IzzzO  et  Isr,  ni  pour  ces  limites,  Tintégrale 

/  */è  cosfi(l — •)  dl,  qui  multiplie  h*  ,  s*étanouin 
pour  «=90  ;  d'où  il  résulte  qu'on  pourra  toujours 


rateur  delà  fraction  comprise  sous  le  signe/,  on 
aura  1  —  k»  =z2g,  en  négligeant  g*  par  rapport 
à  2g\  dans  le  second  terme  du  dénominateur,  on 
pourra  mettre  l'unité  au  lieu  de  k  ou  1— y  ;  et,  de 


pour  m==^ ,  «  ou  u  re.iiue  qu  ou  pwurr.  «,uj«»r.      ^^^^  manière,  uous  aurons 
remplaoer  h^  par  l'unité  sons  le  signe  2.  Au  numé-  I 

■l/"/>d«+x/'>co..(«--)^=/"       ^/.^,. -,. 


(») 


Le  coefficient  de  (ft  sous  cette  dernière  intégrale 
est  infiniment  petit,  excepté  pour  les  valeurs  de  I 
iofiniment  peu  différent^  de  «,  qui  rendent  son 
dénominateur  infiniment  petit  j  cette  intégrale  est 
donc  infiniment  petite  ou  nulle ,  tant  que  la  diffé- 
rence % — «  est  une  quantité  finie  \  ce  qui  aura  lieu 
dans  toute  l'étendue  de  l'intégration ,  lorsqu'on 
si^posera  «<  0,  ou  «>«;  donc  toutes  les  fois  que 
la  constante  «  tombera  en  dehors  des  limites  léro 
etv,  on  aura  l'équation 

Si,  an  contraire,  on  a  «  >  0  et  <  ir,  il  y  aura 
des  Taleurs  de  I  qui  différeront  infiniment  peu  de 
•;  en  faisant  donc 


•  =  •  -f. 


dl  =  du, 


l'int^^e  dont  il  s'agit  s'éTanouira  encore  pour  les 
▼aleurs  finies  de  «,  mais  non  plus  pour  les  valeurs 


infiniment  petites  de  cette  Tariable ,  positives  ou 
négatives  ;  à  l'égard  de  celles^i,  on  aura 

/•  =/•!      ""7  (•  —  •)  =7"; 

par  conséquent ,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (1)  devient 

lorsque  «tombe  entre  séro  et  w.  Or,  cette  intégrale 
étant  nulle  pour  toute  valeur  de  u  qui  n'est  point 
infiniment  petite,  nous  pouvons  maintenant  l'é- 
tendre, sans  en  altérer  la  valeur,  à  des  valeurs 
quelconques  de  «^positives  ou  négatives,  et  la 
prendre,  si  nous  voulons,  depuis  u  = — ao)usqu'â 
«  =s  00  :  on  aura  alors 


A 


gdu 


-•  g*  +  II» 


et  finalement 


—  r^  f%à%  -h  ^r^ f^  cos  »(«  —  •)  dl  =  ir/a.   (3) 


Ce  raisonnement  conviendra  encore  an  cas  on  • 
eomcide  avec  une  des  deux  limites  léro  ouïr)  mais 
si  l'on  a  •  =  0 ,  on  ne  pourra  donner  à  «  que  des 
valeurs  positives ,  et  seulement  des  valeurs  néga- 
tives ,  si  l'on  a  «  =  ir,  afin  que  dans  ces  deux  cas , 
la  variable  I  qu'on  a  faite  égale  km^u^nt  sorte 


pu  des  limites  de  l'intégration.  De  cette  manière , 
l'intégrale  relative  à  «  se  trouvera  réduite  k  la  moi- 
tié de  sa  valeur,  ou  à  -^^  «  ;  et  si  l'on  représente 

par  C  et  y  les  valeurs  de/«  qui  répondent  à  «  =  0 
et  «  =  ir,  il  en  résultera 


—  /*'/«d0  -I-  J.  /"  /•  cos  nt  dl  =  —  «C  , 


2 

1 


—  /" yide  +  2  (—  1)"  f  i^  ces  »•  de  =  —  »>. 

ZJ  o  J ^  2 


(4) 


m 


nâni  m  liCAmQiaB. 


■aintenant  faisons 
et  soit  aussi 


ird.' 
«  =  — J 


/(■f)  = 


La  quantité  g  étant  positive  et  moiodre  q[ue  la 

1 


eonataniea^BMltoiit  i  la  place  de«, daas 


«jr 


Péqoation  (8)  et  —  dans  l'équation  (3)  ;  en  obser- 

a 
Tant  que  les  limites  relatÎTes  h  m' seront  séro  et  a, 

nous  aurons 


8«y  o  o    •/  • 

et  en  retranchant  ces  deui  équations  Tune  de  Tau- 
tre,  il  vient 

—  21/    ijr'tin— —  rf*'  J  sin— =e»; 


Ce  qn^il  s^agissait  de  trouver. 

320.  Cette  formule  représente  les  valeurs  de  la 
fonction  fs  ,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable 
Sf  qui  sont  positives  et  moindres  que  a,  et  même 
pour  jr  =  0  et  s  s=  a,  lorsque  m  sera  nulle  pour 
ces  valeurs  extrêmes.  Il  est  important  d^observer 
que  la  série  indiquée  par  2,  finira  toujours  par  être 
convergente  ;  car  pour  de  très  grandes  valeurs  de 
n,  l'intégrale  relative  k  x*  deviendra  une  très  petite 
quantité ,  qui  diminuera  de  plus  en  plus  à  mesure 
que  n  augmentera ,  et  qui  sera  tout-à-fait  nulle 
pour  n  =  oD  I  comme  on  l'a  vu  plus  baut  au  moyen 
de  l'intégration  par  partie.  Cette  remarque  est  né- 


M*  ooa 


a 

nm  {af  ^  s) 
ces  — i «r  =  fr; 


(») 


** 


=  5/-.''-  +  7'C/"-.''-=^^è^'*) 


œssaire  et  aofit  povr  jostiftar  remploi  qo'on  fan 
de  la  formule  précédente. 

Les  différentes  formules  par  lesquelles  on  peut 
ainsi  représenter  en  séries  de  quantités  périodiques, 
toujours  convergentes ,  des  portions  de  fonctions 
arbitraires  continues  ou  discontinues ,  ae  dédui- 
sent des  équations  (6),  que  nous  venons  d'établir. 
Je  me  contenterai  de  donner  ici  deux  de  ces  for- 
mules I  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite;  pour 
de  plus  grands  développemens  sur  cette  matière, 
je  renverrai  à  mes  Mhnoir^t  êwr  U  Calemi  mii^nU, 
qui  font  partie  du  Journal  dt  TÈooU  Po/yffcftm- 
çua  ,  et  où  l'on  trouvera  une  théorie  complète  de 
ce  genre  de  transformations. 

Auprès  avoir  ajouté  les  équations  (5)  et  retranché 
la  première  de  la  seconde,  j'y  mets  2/ au  lieu  de  ; 
puis  s^l^it^^lk  la  place  de  m  et  m*^,  et  en- 
suite M  et  ^Mf  au  lieu  de  9(jr  4.  I]  et  9(s'  +  /}  ;  les 
limites  des  Intégrales  relatives  à  »^  deviennent  ^  I, 
et  ces  équations  sont  remplacées  par  celles-ci  : 

nm(s+t) 


ces 


21 


M  =  —  *(/l^,*»'  «n 


21 


dnf 


) 


.    »ir  (s  4-  <) 

lin  ■. 

2/ 


Partageons  chaque  somme  2  en  deux  autres ,  dont 
l'une  se  rapporte  aux  nombrean  pairs,  et  l'antre 
aux  nombres  n  impairs.  Pour  cela,  soit  i  un  nom- 

—    =s  (—  \y  ces   •—-, 


bre  entier  quelconque  ;  et  faisons  sooceesivenent 
n=:8f,n=:2s*  —  l;nonsaurott8 


cos 


cos 


2/ 


sm 


^{'  +  t^   ^ 


=  (-  1)/  sin 


(2s— 1)  1rs 


sin 


21 

(2i-l)ir{*4./) 


(-  1>  sin 


=r  — (— lycos 


2/  ^       ■' 2i        '  2/ 

et  de  même  pour  les  sinus  et  cosinus  compris  sous  les  signes/;  par  conséquent ,  on  aura 


(K-l)«« 
21 


"  =  !/-••'' '^'+7^  (/-.♦*' 


cos  -J—  dg^  j 


ces 


T 


a.  *  ^  /  /•'      t    '    (2<-  1)  1rs'     ,  \    .    (2s- 1)  1rs, 

+  —  *  (   /       m'  sin   —^ dm'  I  sin         ^/      * 

l        \J  "1  Zl  )  2/ 


"  =  7  *(/-.*•' ""^.•^)"»i^ 


+  7  "(/.*" 


cos 


(2s  -  I)  1rs' 

2/ 


dê'\ 


cos 


(a»  ^  1)  yx 

2/ 


(•) 
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\W 


les  soonMt  2  s^éîenàêûk  à  tovtet  let  valeon  de  i, 
depnic  •  =:  1  Jusqu'à  t  =  ao .  Cet  équAtione  «uront 
lieo  pour  toutes  les  Tsleurs  de  s  qui  seront  com- 


prises entre  les  limites  J:  L 

CeU  posé,  si  l«  fonctioo  fs  est  telle  que  Ton  ait 
f  (—  jr)  =  —  px,  il  en  résultera 


/^   e**  d»'  =  0,  /^  ^  fs'  CCS  —  dM'v=  0,f[  ^  m' 
fltf  en  ootrei 


eos         2i  ^  ==  *•* 


ùtx' 


^  e«'  stn  -y-  «fct'  =  2  /^   M»  sin  ^Z-d»', 


2/ 


/       e«'  sin  ^  .  ~'  dit'  =x:  3 


y  ^    ♦#»  sm  ' ^ dm'i 


21 


au  moyen  de  quoi  la  seconde  équation  (0)  oolnoiden  arec  la  formule  (a),  en  y  changeant  a  en  I;  et  la 
première  se  réduirai 


f* 


-vW. 


,    ..    .(«-l)  «'.„>>...  (8«-l) 


f«'  sm 


SI 


) 


d9*  j  sin- 


«s 


2/ 


•   0) 


Si,  an  contraire,  la  fonction  es  est  telle  que  Ton  ait  «  ( —  s)  ^  e*^  on  aura 


f    ^  ,.„(«~0'«'^^  o,y^^  ,^  ,i„t:îl^,  ^  0, 


et  les  antres  intégrales  pourront  s'étendre  seule- 
ment depuis  m  =  0  jusqu^à  s  =  /,  en  doublant  les 
fésnltats.  La  seconde  équation  (6)  rentrera  dans 


Téquation  (7),  en  y  mettant  I—  s  au  lieu  de  jr ,  et 
M  à  la  place  de  a  (I —  s).  La  première  équation  (0) 
deviendra 


M  =  —  /      e«'  d»'  +  —  2  (    /     fs'  cos  — —  d»'  j  cos  —, 


(8) 


Ces  formules  (7)  et  (8)  représenteront  les  valeurs 
de  9x^  depuis  s  =  0  jusqu'à  s  =  I ;  celles  qui  s'en 
déduiront,  en  les  dilTérentiant  par  rapporta  g,  ex- 
primeront, dans  le  même  intervalle ,  les  valeurs  de 

-J—'  La  formule  (7)  suppose  f  x  =  0  pour  «=0,  et 

dM 

'2'  =  0  quand  s  =  I;  la  formule  (8)  exige  que 

l'on  ait  —  =  0  pour  s  =  0  et  pour  Sz=iL  Lors- 


que ces  conditions  ne  sont  pas  remplies ,  ces  for- 
mules ou  leurs  différentielles  n'ont  pas  lieu  pour 
les  valeurs  extrêmes  de  x, 

337.  Réciproquement ,  les  formules  de  ce  genre 
font  connatire  les  sommes  des  nombreuses  séries 
périodiques  que  l'on  a  obtenues  par  différons 
moyens.  A^insi ,  par  exemple ,  pour  en  déduire  la 
somme  de  la  série  dont  on  a  fait  usage  dans  l« 
no  324,  Rajoute  les  équations  (2)  et  (3),  après  avoir 
mis  —  •  à  la  place  de  «  dans  la  première  ;  il  mi 
résulte 


/"/•da  +22^  /*'/•  cos  n  6d6^  cos  n*  =  »/•. 


ie  prends  ensuite/ 0  =  I;  on  a  alors 

/•it  _                           cos  nx  —  1 
/»  cos  m  6d6  = 


quantité  nulle  pour  tous  les  nombres  pairs,  et  égale 

2 

à  —  •  ■  >     pour  n  =  2<  —  1 .  L^équation  pré- 

cédente devient  donc 


cos  (gt*  —  1)  » 
(2i  -  !)• 


=  -  ('  -»•)? 
8 


la  somme  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  du 
nombre  entier  i,  depuis  s  =  l  jusqu'à  <  ^  ao  . 

En  multipliant  par  éU  et  intégrant ,  on  en  dé- 
duit 


sin  (2<  —  1)  • 
(2»  —  1)* 


=  -   (x  -  .) 
8 


On  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire ,  parce  que 
les  deux  membres  de  cette  équation  sont  nuls,  soit 
pour  «  =  0 ,  soit  pour  «  =  «-  ;  en  sorte  que  cette 
équation  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  «,  depnis 


soo 
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«  =  0  jusqu^à  •  =  «  iiielttiiv«ment.  Si  Ton  y  fctt 
m  ^  M  ir  ^  »,  on  atiin 

•m{«î  — 1)  •  =  — (— l>oot(ef  —  l)  ., 

et,  par  constfqaeDt  ; 

(-iyco.(«-i).  ^  -  /    _  i,.  \ 

depuii  •  =  —  -^  w  jusqn^k  »  =  ^  v.  Je  multiplio 


par  4»  et  f  intègre  deaowaea  ;  il  en  «étoile 

(8i  _  1)4  Z4  »  * 

oe  qn*il  t'agisMit  d'obtenir. 

Û8.  Si  Ton  met  2a  au  lien  deo,  eteneiiite«'«|*e 
et  jr  4-  A  à  la  place  de  «  et  #',  dans  k  feoende 
équation  (S),  et  qu'on  f atse  f  (a  -|-  jr)  =  F  s ,  on 
aura 


1     •»•  1         />• 

Fs  =  >.  /        F«'  ib*  4-  —  2  /         F«'  eoa 
4«/--  Sa     /-• 


nir  (*»  —  «) 


Sa. 


^, 


pour  totttea  lea  Taleura  de  m  comprises  entre  ±  a.  Kn  faisant 


Sa 


Sa 


eef  te  équation  pourra  s  écrire  ainsi  : 

J0 


=  —  /^    F«'ds'+  — 2I     /^^F*'  cos  «(»'—»)  L; 


«  étant  un  multiple  de  i ,  et  la  somme  S  s'étendant 
k  tontes  les  valeurs  de  u,  depuis  «  =  t  Jusqu'à 
«  =:  » .  Or,  si  la  constante  a  devient  infinie ,  la 
différence  •  des  valeurs  consécotÎYes  de  «  devien- 
dra infiniment  petite ,  et  la  somme  1  se  changera 
en  une  intégrale  prise  depuis  «  =  i,  ou  «  =  0, 
jusqu'à  «  =r  00 .  En  faisant  donc  a  =  qo  et  i  =  d«, 
mettant  le  signe  f  au  lieu  de  2 ,  et  supprimant  le 
premier  terme  de  la  formule  précédente ,  nous  au- 


rons 


Fs 


=t/"[/: 


Fx'cosii(jr'_x)<<s'  Idbi. 


} 


Foorier  a  donné  le  premier  cette  formule  impor- 
tante, qui  s'étend  à  toutes  les  valeura  réelles ,  po- 
sitives ou  négatives ,  de  la  variable  «,  et  convient, 
I  comme  les  précédentes ,  dont  elle  se  déduit ,  à  une 
fonction  quelconque  Is,  continue  on  discontinu^ 


CHAPITRE  IV. 


PRINCIPE    DES    VITESSES   VIRTUELLES. 


389.  Dans  les  cas  les  plus  simples  de  l'équilibre 
des  machines ,  lo  puissance  et  la  résistance  sont 
réciproquement  proportionnelles  aux  espaces  que 
ieun  points  d'application  décriraient  simultané- 
ment ,  si  l'équilibre  venait  à  se  rompre.  Pour  que 
ce  rapport  oit  toujoora  lieu ,  il  faut  prendre  les  es- 
paces infiniment  petits  qui  seraient  décrits  dans  le 
premier  instant,  et  les  remplacer  par  leurs  projec- 
tions sur  les  directions  des  forces.  Il  a  été  remar- 


qué depuis  long-temps  dans  les  machines  simples  ; 
Jean  Rernouilli  l'a  ensuite  étendu,  par  inductian, 
à  un  système  quelconque  de  points  matériels  sollt< 
cité  par  des  forces  données  ;  et ,  sous  la  dénomina-' 
tion  deprûlctjpe  dès  viiuêêê  virtuêiies,  il  est  ainsi 
devenu  le  principe  général  de  l'équilibre.  N&os  le 
démontrerons  dans  toute  sa  généralité,  après  Ta- 
voir  vérifié  sur  les  exemples  suivans. 

1*  Soient  (fig.  70)  A,  A',  A",...  nue  suite  de  pou- 
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lies  oontenuet  dans  nne  même  ohape,  et  formant 
Qiie  wtQMfiÊ  fixe  9  et  0,  V,  B'',...  une  antre  suite  de 
poulies  aussi  contenues  dans  nne  même  chape,  et 
formant  une  moufle  mobile.  Supposons  qu^un  fil 
soit  attaché  à  la  poulie  inférieure  de  la  moufle  fixe, 
et  s*enroule  snccessivement  sur  toutes  les  poulies, 
en  passant  altematÎTement  d'nne  moufle  à  Tantre. 
A  rextrémité  libre  de  ce  fil,  suspendons  un  poids  P 
qui  fasse  équilibrée  un  poids  B  suspendu  à  la  pon- 
lie  inférieure  de  la  moufle  mobile.  La  tension  du  fil 
sera  la  même  dans  toute  sa  longueur,  et  égale  au 
poida  P;  de  plus,  si  les  diamètres  des  poulies  sont 
très  petits ,  eu  égard  à  la  distance  qui  sépare  les 
deux  moufles ,  les  cordons  qui  ^ont  de  Pnne  à  Tan- 
tre  seront  sensiblement  pamllAles  et  Torticaux  :  la 
force  qui  soutient  le  poids  B  sera  donc  égale  à  la 
somme  de  leurs  tensions ,  ou  i  9  fois  le  poids  P,  en 
appelant  n  le  nombre  de  ces  cordons;  par  consé- 
quent ,  dans  Tétat  d'équilibre,  on  aura 

B  =  »P. 

Or,  si  Tëquilibre  se  rompt,  et  que  le  poids  B  monte 
en  descende  d^nne  qusntité  «,  tous  les  cordons  qui 
aboutissent  à  la  moufle  mobile  se  raccourciront 
on  s'allongeront  de  cette  même  quantité.  La  lon- 
gnenr  totale  du  fil  dorant  rester  la  même,  la  partie 
à  laquelle  est  attaché  le  poids  P  s'allongera  ou  se 
raocoureîra  de  n  fois  cette  quantité  «  ;  donc ,  en 
désignant  par  C  la  quantité  dont  le  poids  P  s'élè- 
vera «n  s'abaissera,  on  auraC  =n«,  et,  consé- 
quemment , 

Bu  =  PC; 

ce  qni  renferme  le  principe  qu'on  Tient  d'énoncer. 

a»  ABC  (fig.  80)  représente  la  roue  d'un  tnml, 

et  AYC  l'intersection  du  plan  vertical  de  cette 

teve  et  de  la  surface  du  cylindre  ;  0  est  le  centre 

commun  de  ces  deux  circonférences,  et  AOC  et 

A'OG^  sont  leurs  dismétres  horizontaux.  Un  fil  s'en- 

TOole  sor  la  roue,  et  s'attache  à  l'un  de  ses  points; 

un  autre  fil ,  attaché  à  l'un  des  points  du  cylindre, 

a'enronle  de  même  sur  sa  surface.  On  suspend  un 

P  au  premier  fil ,  et  un  poids  B  au  second  ; 

d«ns  poids  tendent  à  faire  tourner  le  treuil  en 

contraire,  et  sont  supposés  en  équilibre.  Cela 

poeé,  si  Ton  applique  au  point  G'  deux  forces  B'  et 

B",  verticales ,  égales  et  contraires ,  Téquilibre  ne 

•em  pas  troublé  ;  si,  de  plus,  ces  forces  sont  égales 

à  B  ,  la  force  B"  et  le  poids  B  se  feront  équilibre , 

pnisqn'il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour  que  leur 

action  simultanée  fit  tourner  le  treuil  plutôt  dans 

va  sens  que  dans  le  sens  opposé;  il  faudra  donc  qu'il 

y  ait  aussi  équilibre  entre  le  poids  P  et  la  force  B', 

pcrpmsdienlaires  à  AOC',  et  qui  agissent  aux  extré- 

màném  de  ce  levier,  dont  0  est  le  point  d'appui.  Donc 

«■  «ppelant  r  le  rayon  AO  de  la  roue,  et  W  le  rayon 

OC'  da  cylindre,  l'équation  d'équilibre  sera 

m  CAttse  de  B' =  R.  Xaintenant ,  si  l'équilibre  se 


rompt,  et  que  le  poids  B  monte  ou  descende  d'une 
quantité  «,  tandis  que  le  poids  P  descendra  ov 
montera  d'une  quantité  C ,  U  est  évident,  par  la 
nature  de  la  machine,  qu'on  aura  CW  =r  «r;  d'où 
l'on  conclut 

PC  =  B», 

conformément  à  l'énoncé  du  principe  qu'il  s'agis- 
sait de  vérifier. 

3»  Supposons  qu'une  ris  verticale  soit  chargée 
d'un  poids  B  à  son  extrémité  supérieure;  qu'une 
roue  horiiontale ,  ayant  son  centre  dans  l'axe  de 
cette  vis,  soit  adaptée  à  son  extrémité  inférieure  ; 
qu'un  fil  soit  enroulé  sur  cette  roue  et  attaché  par 
un  bout  à  sa  circonférence,  et  qu'on  applique  à  son 
autre  bout  une  force  horitontale  F  qui  agisse  sui- 
vant une  tangente  à  la  roue,  et  fosse  équilibre  au 
poids  B.  On  pourra,  si  l'on  veut ,  piscer  sur  la  di- 
rection de  cette  tangente  une  poulie  fixe  et  verti- 
cale, plier  le  fil  sur  cette  partie,  et  remplacer  F  par 
un  poids  P  égal  i  cette  force  et  attaché  k  l'extré- 
mité libre  de  la  partie  verticale  du  fil.  Eu  appelant 
A  la  hauteur  du  foa  de  la  vis,  et  e  la  circonférence 
de  la  roue,  on  aura 

Po  ==  RA, 

d'après  la  condition  connue  de  l'équilibre  dans  cette 
machine.  Les  deux  poids  B  et  P  tendront  à  faire 
tourner  la  vis  en  sens  contraire  ;  si  l'équilibre  vient 
à  se  rompre ,  l'un  de  ces  poids  moutera,  et  l'autre 
descendra  ;  et  si  le  poids  B  s'abaisse  ou  s'élève 
d'un  pas  A  de  la  vis ,  le  poids  P  s'élèvera  ou  s'abais- 
sera d'une  hauteur  égale  à  la  circonférence  e  de  la 
roue  ;  d'où  il  résulte  qu'en  appelant ,  en  général ,  m, 
et  C  les  espaces  parcourus  simultanément  par  les 
deux  poids  B  et  P,  on  aura  «e=CA,  et,  par  consé- 
quent, 

PC=:Ra, 

conformément  su  principe  dont  nous  nous  occu- 
pons. 

40  Considérons  encore  deux  poids  P  et  B  posés 
sur  deux  plans  inclinés,  et  attachés  l'un  à  l'autre 
par  un  fil  passant  sur  une  poulie  fixe,  située  en  haut 
des  deux  plans  qui  sont  adossés  l'un  à  l'autre.  La 
figure  81  représente  une  section  verticale  de  ce 
système  ;  AG  est  la  longueur  du  plan  sur  lequel  est 
posé  le  poids  R,  BC  celle  du  plan  qui  supporte  le 
poids  P,  AB  une  droite  horisontale,  et  CD  une  ver- 
ticale qui  représente  lahouteur  commune  des  deus 
plans.  Faisons 


AC  = 


BC  =  *,       CD  =  A; 


la  composante  de  B  suivant  CA  sera  B — ,  et  celle 


de  P  suivant  CB  aura  P  — pour  valeur.  Pour  l'équi- 

h 
libre  ,  il  faudra  que  ces  deux  composants  soient 

égales  ;  en  sorte  que  l'ou  aura 


Po  =  R6. 


26 


aoa 


TRAITÉ  DE  lâCANIQUK. 


Si  réqnilibre  se  rompt ,  et  que  le  poids  R  gliite 
d*ane  quantité  y  sur  le  plan  CA,  le  poids  P  glissera 
de  la  même  quantité,  mais  en  sens  contraire,  sur 
le  plan  BC  ;  et  en  appelant  «  la  hauteur  Terticaie 
dont  le  poids  R  se  sera  élevé  ou  abaissé,  et  C  ceHe 
dont  le  poids  P  se  sera  abaissé  ou  élevé ,  il  est  aisé 
de  Toir  que  Ton  aura 

•  =  -,      «=-; 

a  h 


d*où  il  résulte 


PC  =  B« , 


comme  dans  les  exemples  précédons  :  mais  ici  «  et 
C  sont  les  projections  verticales  des  espaces  dé- 
crits simultanément  par  les  poids  R  et  P,  tandis  qne, 
dans  le  cas  précédent,  «  et  C  étaient  ces  espaces 
mêmes. 

830.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n»  40,  deux 
forces  qui  se  font  équilibre  par  Tinterniédiaire  d'un 
levier  qucleonque ,  sont  en  raison  inverse  des  es- 
paces infiniment, petits  ,  projetés  sur  leurs  direor 
tions  respectives,  et  que  peuvent  décrire  enjnéme 
temps  leurs  points  d'application.  Cet  énoncé  est 
celui  qui  convient  à  tous  les  cas.  Ainsi ,  en  appe- 
lant P  et  R  la  puissance  et  la  résistance  en  équilibre 
per  Tintermédiaire  d'une  machine  quelconque, 
supposant  qu'on  imprime  un  mouvement  infini- 
ment petit  à  cette  machine ,  et  désignant  par  C  et  « 
les  projections  sur  les  directions  de  ces  forces,  des 
espaces  qui  seront  décrits  en  même  temps  par 
leurs  points  «d'application ,  on  aura  toujours 

PC  =  Q.; 

à  quoi  il  faut  d'ailleurs  ajouter  que  l'une  des  pro- 
jections devra  tomber  sur  la  direction  même  de 
la  force  correspondante,  et  l'uutre  sur  son  prolon- 
gement, ainsi  que  cela  a  lieu  dans  le  levier. 

Dans  la  pratique  il  sufiîra  que  le  mouvement  im- 
primé à  la  machine  soit  seulement  très  petit.  En  me- 
surant les  longueurs  des  projections  C  et  «,  on  en 
conclora  immédiatement  le  rapport  de  la  puissance 
à  la  résistance,  sans  rien  connaître  de  la  composi- 
tion particulière  de  la  machine. 

331.  Non  seulement  cet  énoncé  convient  à  une 
machine  quelconque  ,  mais  il  s'étend  aussi  i  un 
nombre  quelconque  de  forces  en  équilibre.  Soient 
donc,  en  général,  H,  M',  A",  etc.  (fig.  82),  un  sys- 
tème de  points  matériels  liés  entre  eux  de  telle  ma- 
nière qu'on  voudra  ;  supposons  que  des  forces  P, 
P*,  P",  etc.,  agissent  sur  ces  points ,  suivant  les  di- 
rections HA,  M'A',  H'' A'',  etc.;  faisons  subir  à  ces 
points  des  déplacemens  infiniment  petits  et  com- 
patibles avec  les  conditions  du  système,  de  sorte 
qu'ils  soient  transportés  en  It,  R',  N'',  etc.  ;  proje- 
tons N,  N',  N",  etc.,  sur  les  droites  MA,  M'A', 
M" A",  et^  en  a,  a',  a",  etc.,  et  posons 

Ho  =  p,       MV  =  p»,      M"a"  =  p",  etc. 

En  considérant  ces    projections  p,  fi*,  f/',   etc., 


comme  des  qoantités  poaitivei  ou  négativei,  tdmi 
qu'elles  tombent  sur  les  directions  des  forcée  cor- 
respondantes, ou  sur  leurs  prolongemens,  nous  sa- 
rons 

pp  +  py  +  p"p'^  +  etc.  =  0 , 

lorsque  l'équilibre  aura  lieu  ;  et  réciproqneoMot  il 
y  aura  équilibre,  quand  cette  équation  subtiaten 
pour  tous  les  déplacemens  compatibles  avec  les 
conditions  du  système. 

Les  droites  infinimentpetiteiMN,M'II',M"II",eic., 
sont  ce  qu'on  appelle  les  vitttêêt  vùimêOêt  des 
points  M,  M',  M",  etc.;  dénomination  qui  provient 
de  ce  qu'elles  sont  considérées  comme  (et  espaces 
qui  seraient  parcourus  simultanément  par  les  points 
du  système ,  dans  le  premier  instant  où  l'équilibre 
Tiendrait  h  se  rompre. 

>Oii  doit  observer  que  le  principe  desTiteisetvii^ 
tuelles ,  contenu  dans  la  formule  qu'on  Tient  d'é- 
crire ,  donne  seulement  les  conditions  d'équilibre 
qui  peuvent  être  exprimées  par  des  équations, 
mais  non  pas  celles  qui  sont  relatives  à  la  direc- 
tion decertainea  forces,  et  à  l'étendue  dans<laq«elle 
elles  doivent  rencontrer  un  plan  fixe.(iiO'  206).  Lea 
inouvemens  compatibles  avec  les  oendîlions  du 
système ,  qui  donnent  lieu  à  des  équations  dVqui- 
libre,  sont  ceux  dont  les  monvemens  directement 
contraires  sont  également  possibles.  Mais,  par 
exemple  ,  si  un  point  matériel-est  posé  sur  un  plan 
fixe,  le  mouvement  sera  possible  dans  ce  plan,  sui* 
vaut  chaque  direction  et  suivant  la  direction  con- 
traire ;  et  perpendiculairement  à  ce  plan ,  il  ne 
pourra  avoir  lieu  que  dans  une  seule  direction.  Or, 
la  considération  des  monvemens  dans  le  plan,  don- 
nera lieu  aux  conditions  d'équilibre  qui  s'expriment 
par  des  équations ,  et  la  considération  du  mouve- 
ment perpendiculaire  déterminera  seulemeai  la  di* 
rection  de  la  force  normale,  qui  doit  être  contraire 
à  colle  du  mouvement  possible.  Dans  l'énoncé  do 
principe  des  vitesses  virtuelles ,  on  suppose  impli* 
citement  que  chacun  des  monvemens  compatibles 
avec  les  conditions  du  système,  et  le  mouvemeot 
directement  contraire,.sont  également  possibles;  en 
appliquant  successivement  l'équation  précédente 
à  ces  deux  monvemens,  les  quantités  pyj/if/',  etc., 

changeront  toutes  de  signes,  et  il  n'en  résultera 

qu'une  seule  équation  d'équilibre. 

Si  la  force  P,  est  la  résultante  de  plusieun forces 

données  Q,  Q',  Q",  etc.,  et  qu'on  représente  .par -9, 

^,  q'\  etc.,  les  projections  de  Mil  sur  leura  direo- 

tions ,  on  aura  (n»  34) 

Pp  =  Qg   4-  (fq'  +  q»f  +  etc.  ; 

en  sorte  qu'on  pourra  remplacer  dans  l'équation 
précédente,  le  terme  Pp relatif  h  la  force  P,  par 
cette  somme  de  termes  de  la  même  nature^  qui  ré* 
pondent  à  ses  composantes;  et  de  même  ,  par  rap- 
port aux  forces  P,  P',  P",  etc.,  si  elles  sont  aussi  les 
résultantes  de  plusieurs  autres  forces. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles,  dans  le  cas 
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li^an  point  isolé  en  éqnilibre,  est,  comme  on  l'a  vu 
dans  le.n«  39,  une  conséquence  de  cette  dernière 
éqnation,  soit  qu^i!  s'agisse  d^un  point  entièrement 
libre,  ou  quMl  soit  assujetti  i  demeurer  sur  une 
surface  on  sur  une  courbe  donnée.  Il  s'agit  actuel- 
lement de  démontrer  ce  principe  général,  dans  le 
cas  d'un  système  quelconque  de  points  matériels 
H,  V,  H",  etc. 

332.  Supposons  ces  points  liés  entre  eux  par  des 
verges  infleiibles  ou  par  des  fiJs  flexibles ,  dont  les 
nns  soient  fixement  .attachés  à.  ces  points,  tandis 
que  d'autres  les  traversent  comme  des  anneaux  mo- 
biles. Dans  ce  dernier  cas  ,  ces  points  ou  anneaux 
ont  la  liberté  de  glisser  le  long  des  fils  qui  les  tra- 
versent^  et  que  Ton  suppose  ,  pour  cela ,  psrfaite- 
ment  flexibles.. 

Après  qu'on  a  a{q>Iiqué  les  forces  données  P,  P', 
P'.  etc.,  aux  points  M,  M',  M",  etc.,  et  que  l'équi- 
libre s'est  établi,  il  est  clair  que  les  fils  qui  joignent 
ces  points  deux  à  deux,  éprouveront  chacun  une 
tension  particulière,  c'est-à-dire,  que  chacun  de 
ces  fils  sera  tiré  &  ses  deux  extrémités  par  des  for- 
ces égales  et  contraires ,  dirigées  suivant  ses  pro- 
longemens,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  dit  dans  le  cas  du 
polygone  funicnlaiie  (no  285].  L'intensité  de  cette 
force  sera  la  mesure  de  la  tension  inconnue  que  ce 
fil  éprouve.  Un  fil  qui  ne  scroit  pas  tendu,  necon- 
tribuerait  pas  à  l'équilibre  ,.et  Ton  pourrait  en  faire 
abstraction. 

La  tension  peut  varier  d'un  fil  à  un  autre;  mais 
s'il  s'agit  de  deux  fils  qui  sonMe  prolongement  Tun 
de  l'autre  à  travers  un  anneau  ,  la  tension  est  la 
même  dans  ces  deux  parties  d'un  même  fil  qui  doit 
nécessairement  éprouver  une  égale  tension  dans 
toute  sa  longueur  (289).  Ainsi,  par  exemple,  si  H 
est  un  anneau  traversé  par  le  fil  M'HBl",  la  tension 
deVm''sera  égale  à  celle  deVM". 

Lorsque  plusieurs  fils  viennent  se  croiser  dans 
on  même  anneau ,  la  tension  est  la  même  dans  les 
deux  parties  de  chaque  fil,  et  peut  varier  d'un  fil 
à  l'autre.  Si  donc ,  outre  le  fil  ffl'HM"^  il  pasie  cn- 
eore  on  fil  M'^MMi^,  dons  l'anneau  H,  la  tension 
sera  In  même  dans  les  deux  parties  MU"'  et  llXi^de 
ce  dernier  fil ,  et ,  en  général,  elle  sera  difi'érente 
de  celle  des  deux  parties  SU'  et  HH",  du  premier 
fil.  Et  si  un  antre  fil ,  tel  qne  HM*  vient  aboutir  au 
même  anneau  ■  auquel  il  soit  fixement  attaché , 
ce  fil  aura  sa  tension  particulière,  généralement 
différente  de  toutes  celles  des  autres  fils  qui  abou- 
tissent au  même  point  H. 

Observons  encore  que  si  H'  est  un  anneau  ainsi 
qne  H ,  et  que  le  fil  ]I"M1I' ,  après  avoir  traversé 
Tanneau  H,  passe  encore  par  l'anneau  H'  pour  aller 
•bontîr  an  point  ■'",  la  tension  sera  la  même  dans 
les  trois  fils  VM,  IW,  VW";  car  alors  ces  trois 
fils  n'en  font  qu'un  seul  H'^MM'H'".  En  général, 
lorsqn^nu  fil  est  partagé  en  plusieurs  parties,  par 
des  anneaux  mobiles ,  la  tension  est  la  même  dans 
toutes  ces  parties. 

A  regard  des  verges  inflexibles ,  quand  l'équili- 


bre existe^  elles  sont  tirées  ou  poussées  dans  le 
sens  de  leur  longueur ,  par  des  forces  égales  et 
contraires,  agissant  à  leurs  extrémités.  L'intensité 
commune  de  ces  deux  forces ,  pour  chaque  verge  , 
est  la  mesure  de  la  tension  ou  contraction  qu'elle 
éprouve.  S'il  en  existe  une  ou  plusieurs  danslesys* 
tème,  qui  no  soit  ni  tendues  ,  ni  contractées,  elle 
sont'inutiles  à  l'équilibre,  et  l'on  peut  les  suppri- 
mer. Ainsi ,  dans  ce  qui  va  suivre ,  nous  suppose* 
rons  tous  les  liens  physiques  qui  existent  dans  le 
système ,  tendus  ou  contractés  suivant  leurs  lon- 
gueurs par  des  forces  inconnues. 

L'avantage  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
est  de  donner  Téquation  d'équilibre  dans  chaque 
cas  particulier ,  sans  qu'on  ait  besoin  de  calculer 
ces  forces  intérieures  ;  mais  comme  la  démonstra* 
tion  que-  nous  allons  donner  est  fondée  sur  la  con- 
sidération de  ces  forces,  de  grandeur  inconnue , 
voici  Ja  notation  dont  nous  ferons  usage  pour  les 
représenter. 

Nous  désignerons  par  [m,  m'],  la  tonsion  ou  la 
contraction  du  fil  flexible  ou  inflexible  qui  joint 
deux  points  quelconques  H  et  H'  du  système.  De 
cette  manière  [m^m"],  [m',  m"],  etc.,  représente- 
ront les  tensions  ou  contractions  des  fils  qui  joi- 
g^nent  M  et  M",  U'  et  M",  etc. 

333.  Nous  aurons  aussi  à  considérer  les  variations 
infiniment  petites  qu'éprouvent  les  distances  des 
points  H,  JS',  M",  etc.,  pris  deux  à  deux,  soit  quand 
l'un  de  CCS  points  change  seul' de  position ,  soit 
quand  ilssont  déplacés  simultanément.  Alors,  nous 
désignerons  par  (m ,  m')  la  distance  de  deux>j[>oiiits 
quelconques  H  et  Kl;  en  sorte  que  (m,  m"), 
{m'y  m"),  etc., soient  de  même  les  distances  de  M  et 
H",  M'  et  ffl",  etc.  Nous  emploierons  la  caractéristi- 
que If,  pour  indiqjDcr  les  variations  de  ces  distan- 
ces, relatives  au  déplacement  du  point  H;  la  carac* 
téristique  l/j  pour  indiquer  celles  qui  ont  lieu  quand 
c'est  le  point  H'  qui  se  déplace  j  la  caractéristique 
If  y  pour  indiquer  les  variations  provenant  du  dé- 
placement de  H";  et  ainsi  de  suite.  Enfin ,  nous  ré- 
serverons la  caractéristique  l,  sans  aucun  accent, 
pour  indiquer  la  variation  de  la  distance  de  deux 
points,  résultant  de  leurs déplacemens  simultanés. 

Puisqu'on  suppose,  par  exemple,  que  H  a  été 
transporté  de  H  en  N  et  W  ,  de  ■'  en  N',  nous  au- 
rons 

l  (m,  m')  =  MW  —  WN' , 
i,  (m,  J)  =  nW  —  NH', 
#/  (m,  m')  =  M'  —  MN'  j 

Il  est  important  d'observer  que  la  variation  to- 
tale, indiquée  par  ^,  est  égale  à  la  somme  de  va- 
riations partielles ,  indiquées  par  l,  et  #/  ;  de 
manière  qu'on  a ,  pour  deux  points  quelconques , 

X  (m,  m')  =  l,  (m,  m')  +  #/  (m,  m')  ; 

équation  qui  résulte  de  ce  que  les  déplacemens  de 
H  et  ■'  sont  infiniment  petits ,  et  qui  n'a  lieu  que 
dans  cette  hypothèse.  En  efl'et  (  m^  m'}  est  une 
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fonction  dei  coordonnées  de  ces  deux  points;  ces 
▼ariables  prennent  des  sccroissemens  infiniment 
petits ,  positifs  ou  négatifs ,  qntnd  S  et  V  sont 
transportés  en  N  etN';  or,  en  rejetant  les  puissances 
de  ces  aocroissemens  supérieures  à  la  première,  il 
est  évident  que  l'accroissement  total  d'une  fonction 
cpieloonque  de  ces  coordonnées,  est  égal  à  la 
somme  des  sccroissemens  partiels  qui  seraient  dus 
à  la  variation  de  chaque  coordonnée  isolément| 
par  conséquent ,  la  Tariation  totale  de  (  m,  «'  ),  in- 
diquée par  la  caractéristique  tdoit  è^  égale  k  la 
somme  de  ses  Tariations  partielles  qui  répondent 
k  f^  et  i;, 

SS4.  Tout  ce  qui  précède  étant  admis  ,  considé- 
rons le  point  quelconque  M ,  auquel  est  appliquée 
la  force  donnée  P.  Ce  point  est  lié  aux  autres  par 
les  fils  ME',  MH",  etc.  ;  il  est  donc  tiré  ou  poussé , 
dans  le  sens  de  chacun  de  ces  fils ,  par  une  force 
égale  à  la  contraction  ou  k  la  tension  que  ce  fil 
éprouTC  ;  en  sorte  qu^ontre  la  force  donnée  P,  le 


point  M  est  encore  soumis  à  Taetion  d'enlaBC  d^Éu- 
très  forces  qn*fl  y  a  de  fils  aboutissante  oe  point. 
Après  qu'on  a  en  égard  à  ces  forées  intérieures ,  il 
faut  faire  abstraction  des  fils  qui  lient  M  eai  autres 
points  du  système,  et  le  considérer  comme  un  point 
isolé,  autour  duquel  les  forces  [m,  W],  [m,  n^'], 
etc. ,  et  la  force  P ,  doivent  se  faire  équilibre.  Si  11 
est  un  point  fixe,  il  n'en  résultera  aucune  équation 
de  condition;  mais  s'il  est  entièrement  libre,  on 
s'il  est  seulement  assujetti  i  rester  sur  une  sur- 
face ou  sur  une  courbe  donnée ,  on  aura  entre  ces 
forces  l'équation  des  TÎtesses  TiHuelles ,  déjà  dé- 
montrée pour  Téquilibre  d'un  point  mat^el  isolé. 
Pour  former  cette  équation ,  prenons  un  point  N 
infiniment  Toisin  de  M,  et  appartenant  i  la  surface 
on  à  la  courbe  sur  laquelle  ce  point  M  est  astreint 
à  demeurer,  sUl  n^est  pas  entièrement  libre. 
Soient  p,  #,  if,  l"^  etc. ,  les  projections  de  MU  sur 
les  directions  des  forces  P,  [»,  m'},  [m,  ai^], 
[m,  m!'%  etc.  ;  nous  aurons  (n® 


Pp  +  [m,  m'],  t  +  [m,  m"],  t'  +  [m,»'"].  <"  +  etc.  ==  0. 


Mais  k  cause  que  la  ligne  Mil  est  infiniment  petite , 
il  est  aisé  de  voir  que  sa  projection  sur  la  ligne 
MM'  n'est  autre  chose  que  la  différence  des  deux 
distances  MM'  et  If  H'  ;  car  si  l'on  sboisse  du  point 
n  (fig.  83)  la  perpendiculaire  NH  sur  MM',  la  droite 
MH  sera  cette  projection ,  et  l'on  aura 

MH  =  MM'  —  HM'. 

Or ,  oa  a  aussi 

HM'  =  i/^  çnwy  —  (HH)«  =  inr, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  or- 
dre; on  aura  donc 

MH  =  MM'  —  NM'. 

D'après  les  notations  oonvenues,  oette  équation  est 


la  suivante 

t  =  *,  (m,  »'j  ; 

et  l'on  aura  de  même 
1»  =  X,  (m,  «"),       «"  =  l^  (m,  «f  "),      «le.  ; 

par  conséquent,  l'équation  d'équilibre  deTÎendit 

P^  +  K  mf],  t,  (m.  mf)  +  [m,  m"],  t,  (m,  mf] 
+  [m,  m'"),  l,  (m,  m»")  -|.  etc.  =  0. 

Enconsidérantlesautres  poinU M',  M",M"', etc, 
du  système,  on  aura  pour  chacun  d'eu  oae 
équation  pareille  à  celle-ci;  ces  équations  seroot 


+  [et',  m'"],  t/  (m',  mf")  4-  etc.  =   0, 

P"p"  -f  [«",  ai],  i/'  (m",  m)  +  [m",  «'].  1/'  K,*») 

+  [«",  «"]  X/'  (m",  m'")  +  etc.  =  0 , 

P"'p"'  +  [ei",  «].  ^/''Cai""»)  +  [ai"',m'].li"'(«i"',m') 

+  [w'",  m"],  i;"  (m"',  m")  -|-  etc.  =  0; 


l^f  A  p"*!  etc.,  étant  les  vitesses  virtuelles  de  M', 

H",  M'",  etc.,  projetées  surles  directions  des  forces 

lonnées  P',  P",  P'",etc.,  qui  agissent  sur  ces  points 

matériels. 

Ajoutons  toutes  ces  équations  :  en  observant 


que  \m^  m']  et  (ai^  m']  sont  la  même  chose  que 
[m'i  m]  et  (m',  ai},  et  de  même  pour  toutes  les  nota' 
tions  semblables;  et  en  substituant  la  variation 
totale  de  chaque  distance  à  la  somme  de  ses  va- 
riations partielles ,  nous  aurons 


Pp  +  P'p'  +  P"p"  +  Vy»  +  etc. 
-f  [ai,  mf].  l  (w,  «')  +  [m,  m"],  l  (m,  m")  +  [m,  m"'],  l  (m,  m'")  +  etc. 
+  [»',  »"].  <r  (»',  w*')  +  [«',  n"'l  ï  (m',  as'")  +  etc. 
+  [m",  m'"],  t  (m",  m'")  -|-  etc. 
+  etc.  =  0 


W 
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ttftJiMqii'ioîlniléplaoeiii6iisKI,l'!r,H"ll",  etc. 
(fig.  88) ,  font  iadépenikmfl  entre  eux  j  et  réqne- 
tien  (n)  rappoee  eeidenent  que  ces  pointi  n^ont 
pee  quitté  les  snifeees  on  les  courbes  données , 
sur  lesquelles  ils  sont  obligés  de  rester;  mais  si 
Dons  supposons  y  en  outre,  qu>n  irertu  de  ces  dé- 
plecemens ,  les  points  du  système  qui  sont  joints 
per  une  verge  ou  un  fil  tendu ,  ont  conservé  les  m^ 
mes  distances  respectives ,  nous  aurons 

i  (m,  m')  =  0, 1  (m,  m»)  =  0,  #  (m^,  m")  =  0,  etc., 

et  Téquation  (a)  se  réduira  à  celle-ci  : 

Ii^^.py.fP'yr^.pfY"  +  etc.s=:0,    H) 

qui  est  précisément  celle  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  (a»  331). 

Sidans  les  déplscemensdcs  points  H,  M',  11",  etc., 
ceux  qui  sont  des  anneaux  ont  glissé  le  long  des 
ûi»  qui  les  traversent ,  Téquation  {h)  aura  encore 
lieu,  pourvu  que  les  longueurs  totales  de  ces  fils 
n'aient  pas  varié.  Supposons ,  par  exemple ,  que  H 
est  un  anneau  qui  a  glissé  le  long  du  fil  M'HX"  ; 
alors  on  n'a  plus  séparément  l{m,  W)  =  0  et 
I  (m,  m'')  =  Oy  mais  on  a  toujours 


i  (*,  «0  +  *  («,  «")  =  0, 

puisque  la  longueur  totale  du  fil  reste  constante. 
Hais ,  dans  ce  cos ,  les  tensions  [m,  mQ  et  [m,  m"] 
des  deux  parties  de  ce  fil  sont  égales;  les  termes  qui 
renferment  ces  tensions  dons  Téquation  (a)  peu- 
vent donc  s'écrire  ainsi  : 

[«,  wf].  [f  (■,«<)  +  *  {«,  m% 

et,  par  conséquent,  ik  se  détruisent. 

Bn  généhil,  on  conçoit  que  si  un  fil  flexible  passe 
à  travers  un  nombre  quelconque  d'anneaux ,  les 
tensions  égales  de  Bts  différentes  parties  disparat- 

Vp  +  V'p'  +  Vy  +  etc.  + 

ou  simplement 

Br  +  RV  +  RV  +  etc.  =  0,    (c)] 

en  vertu  de  l'équation  {h),  qui  a  lieu  par  hypothèse. 
Cette  équation  {e)  existant  pour  tous  les  muuve- 
nens  infiniment  petits  compatibles  avec  les  condi- 
tions du  système  des  points  H,  H',  H",  etc.,  nous 
pouvons  choisir  pour  leurs  vitesses  virtuelles  les 
espaces  réellement  décriU  UN,  H'N',  M"N",  etc., 
dans  un  même  instant  ;  mais  comme  ces  lignes  sont 
comptées  sur  les  prolongemens  des  directions  de 
R,  R',R'\  etc.,  il  s'ensuit  que  toutes  les  projec- 
tions r,  f*,  f",  etc. ,  seront  négotives  (n»  331),  et 
égales ,  abstraction  faite  du  signe,  à  ces  mêmes  li- 
gnes KN,  M'H',  M'^K",  etc.  Alors,  tous  les  termes  de 
J'éqoation  (o)  étant  de  même  signe,  leur  somme  ne 
peut  être  nulle,  à  moins  que  chaque  terme  ne  soit 
sépeiëment  égsl  à  séro  ;  on  aura  donc 

K.nf=:0,     R'.MW  =  0,    R'Mi'W  =  0,    etc. 


tront  de  l'équation  (•)  tontes  les  fois  que  la  lon- 
gueur totale  de  ce  fil  ne  variera  pas. 

Concluons  donc,  enfin , 

1»  Que  l'équation  résultante  du  principe  des  vi- 
tesses virtueUes  a  lieu  pour  tous  les  mouvemens 
infiniment  petits  qu'on  peut  donner  h  un  corps  so- 
lide, libre  ou  gêné  par  des  obstsdes  fixes  ;  cor  dans 
tous  ces  mouvemens  les  distances  respectives  des 
points  de  ce  corps  sont  invariables. 

8»  Que  cette  équation  a  aussi  lieu  pour  tous  les 
mouvemens  infiniment  petits  que  peut  prendre  un 
système  de  points  ou  d'anneaux  liés  par  des  fils 
flexibles ,  pourvu  que  ces  fils  restent  droits  ou 
tendus.  Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie, 
les  tensions  ne  disparaissent  pas  toutes  dans  l'équa- 
tion {a),  et,  conséquemment,  l'équstion  (ê)  n'a  plus 
lieu. 

336.  Il  fsttt  encore  démontrer  que,  réciproque- 
ment ,  quand  l'équation  (6)  a  lieu  pour  tous  les 
mouvemens  infiniment  petits  qu'on  peut  faire  pren- 
dre au  système  des  points  n,  H',  H",  etc., les  forces 
données  P,  P',  P",  etc.,  sont  en  équilibre,  ainsi 
que  nous  l'avons  énoncé  précédemment  (n«  331). 

Supposons  pour  un  moment  que  l'équilibre  n'ait 
pas  lieu.  Les  poinU  H,  M',  M",  etc. ,  ou  une  partie 
d'entre  eux,  se  mettront  en  mouvement ,  et ,  dans 
le  premier  moment ,  ils  décriront  simultanément 
des  droites  telles  que  MN,  H'JI',  M"N",  etc.; on 
pourra  donc  réduire  tous  ces  points  au  repos ,  en 
leur  appliquant  des  forces  convenables ,  dirigées 
suivant  les  prolongemens  de  œs  droites,  en  sens 
contraire  des  mouvemens  produits  ;  psr  oonsé- 
quent,  si  nous  désignons  ces  forces  inconnues  par 
R,  R',  R",  etc.,  l'équilibre  aura  lieu  entre  les  forces 
P,  V,  P",  etc.,  R,  R',  R",  etc.  ;  en  sorte  que  r,  W, 
t",  etc.,  désignant  les  vitesses  virtuelles  projetées 
sur  les  directions  de  ces  nouvelles  forces  R,  R', 
R",  etc.,  on  aura,  d'après  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  qui  vient  d'être  démontré , 

Rr  +  RV  +  RV  +  etc.  =  0 , 

Or,  pour  que  le  produit  R.  HN  soit  nul,  il  faut 
qu'on  ait,  ou  Rp=0,  ouBUf  =  0;  ce  qui  signifie, 
dans  l'un  et  l'autre  cas,  que  le  point  M  ne  peut 
prendre  aucun  mouvement  :  il  en  est  de  même  à 
l'égard  de  tous  les  autres  points  ;  par  conséquent , 
le  système  entier  est  en  équilibre  ;  et  c'est  ce  que 
nous  nous  proposions  de  démontrer. 

887.  Lorsqu'il  sera  question  des  fluides,  nous 
ferons  voir,  en  partant  de  leur  propriété  fondsmen- 
tale,  que  le  principe  des  vitesses  virtueUes  a  aussi 
lieu  dans  l'équilibre  d'un  système  de  forces  dont 
les  sctions  se  transmettent  par  l'intermédiaire  d'un 
fluide  contenu  dans  un  canal  ou  dans  un  vase  de 
forme  quelconque.  De  cette  manière ,  la  démons- 
tration du  principe  général  de  l'équilibre  auro 
toute  l'étendue  que  l'on  peut  désirer;  car  les  verges 
inflexibles,  les  fils  tendus,  les  fluides  contenus 
dans  des  conoux ,  sont  les  différentes  sortes  d'in- 
termédiaires qu'on  peut  établir  entre  des  points 


soe 


TAAnt  DB  liCARIQUl. 


matériels ,  séparés  les  uns  des  antres,  pour  traps» 
mettre  Taction  des  forces  de  Tun  de  ces  points  à  un 
autre;  et  si  d^ailleurs ,  parmi  ces  points,  il  y  en  a 
qui  soient  immobiles,  d^autres  parfaitement  libres, 
et  d^autres  assujettis  à  rester  sur  des  surfaces  on 
sor  des  courbes  données ,  on  aura  le  système  de 
points  matériels  le  plus  général  qu^on  puisse  avoir 
besoin  déconsidérer.  Toutefois,  Je  Tais  donner  une 
autre  démonstration  du  même  principe ,  que  Ton 
doit  à  Lagraoge,  et  qui  repose  sur  des  notions  plus 
élémentaires  que  la  précédente;  elle  est  fondée  sur 
la  possibilité  de  remplacer  tontes  les  forces  appli- 
quées à  un  système  quelconque  de  points  maté^ 
riels ,  par  un  seul  poids  agissant  comme  on  va  d^a- 
bord  Texpliquer. 

338.  Si  un  point  M  (fig.  84)  est  sollicité  par  une 
forceP  dirigée  suivant  la  droite  MA.,  on  peut  d*abord 
supposer  que  cette  force  soit  appliquée  au  point  A., 
et  agisse  au  moyen  d^on  cordon  MA  attaché  a  ce 
point  H.  On  peut  ensuite  remplacer  ce  cordon  par 
on  fil  qui  s*enroule  altematÎTement  sur  une  moufle 
fisc  et  sur  une  moufle  mobile,  et  soit  attaché  par  Ton 
de  ses  deux  bouts  h  Tune  ou  k  Tautre  de  ces  deux 
moufles  ;  celle  qui  est  fixe  répondant  au  point  A , 
celle  qui  est  mobile  au  point  H.  Eo  suspendant 
Terticalement  un  poids  K.  à  Textrèmité  libre  du  fil, 
la  tension  sera  égale  à  K.  dans  tonte  sa  longueur. 
Si  les  dimensions  des  poulies  sont  regardées  comme 
infiniment  petites ,  les  tensions  de  tontes  les  par- 
ties de  ce  fil ,  qui  aboutissent  k  la  moufle  mobile , 
auront  la  même  direction  ;  en  appelant  sieur  nom- 
bre, leur  résultante  sera  égale  à  si,  et  agira  sur  le 
point  H  suivant  la  direction  MA  ;  par  conséquent , 
si  Ton  a  sK.  ^  P,  on  pourra  remplacer  Faction  de 
la  force  P  par  celle  du  poids  K.. 

n  en  sera  de  même  à  Tégard  des  au  très  forces  F, 
P",  etc. ,  appliquées  à  des  points  M',  M",  etc.,  sui- 
▼ani  des  directions  M'A',  M"A'',  etc.;  chacune  dél- 
ies pourra  être  remplacée  par  un  poids  égal  à  un 
sous-muitiple  de  son  intensité,  agissant  comme  on 
vient  de  Texpliquer  pour  la  force  P.  De  plus,  il  est 
aisé  de  voir  qu'on  pourra  toujours  faire  passer  soc* 
cessivement,  comme  le  représente  la  figure  85,  un 
seul  et  même  fil  sur  toutes  les  moufles  fixes  en  A  , 
A',  A",  etc.,  et  sur  toutes  les  moufles  mobiles  atta- 
chées aux  points  M,  M',  H",  etc.  Supposons  donc 
que  i,  i,  s"^  etc. ,  sont  des  nombres  entiers  ,  et 
qu'on  ait 

sXs=:P,      ."K=P',      •f'E  =  P",       etc.     {(S) 

En  suspendant  verticalement  le  poids  K.  à  l'extré- 
mité libre  de  ce  fil,  le  système  des  forces  données 
P,  P',  P'',  etc. ,  se  trouvera  remplacé  por  ce  seul 
poids,  dont  Faction  sera  transmise  aux  points  M, 
M',  M",  etc. ,  par  Tintermédiaire  de  ce  fil ,  et  des 
moufles  fixes  et  mobiles.  A  la  vérité,  les  équa- 
tions (d)  supposent  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  com- 
mensurables  ;  mais  cette  hypothèse  est  toujours 
admissible,  puisqup  leur  commune  mesure  K  peut 


être  nu  poids  aussi  petit  qu'on  voudra ,  et  mène 
infiniment  petit,  si  cela  est  nécessaire. 

339.  Concevons  actuellement  qu'on  imprime  nus 
points  M,  M',  M'',  etc.,  un  mouvement  qui  soit 
compatible  avec  les  conditions  du  système,  aitMi 
que  le  mouvement  directement  contraire;  soient 
N ,  N',  R",  etc.,  leurs  positions  après  un  temps  infi- 
niment petit;  et  appelons,  comme  préc^emment^p» 
F'/  p"«  s^c.,  les  projections  de  MN,  M'N',  M'^ll",  etc., 
sur  les  directions  de  P,  F,  P',  etc. ,  ou  sur  leurs 
prolongemens. 

Le  point  N  étant  projeté  en  a  sur  la  droite  MA , 
chacun  des  cordons  qui  vont  de  A  à  M  sera  rac- 
courci d'une  quantité  AM  —  AN,  pour  laquelle  on 
pourra  prendre  Ma,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre  ;  ce  cordon  serait ,  au  con- 
traire ,  allongé  de  Ma,  si  le  point  a  tombait  sur  le 
prolongement  de  AM  ;  d'où  l'on  conclut  qu'à  raison 
du  déplacement  de  M,  le  poids  K.  descendra  dans  le 
premier  cas,  et  montera  dans  le  second,  d'une 
quantité  égale  au  prodoit  de  Ma  et  de  s*  ;  ce  qui 
revient  h  dire ,  d'après  le  signe  dep  (n»  33t),  que 
la  variation  positive  ou  négative  de  sa  hauteur  vei^ 
ticale  sera  exprimée  part//,  à  raison  de  ce  seul  dé- 
placement. Il  en  sera  de  même  par  rapport  à  tous 
les  autres  points  M',  H",  etc.  ;  par  conséquent,  si 
l'on  désigne  par  f  une  quantité  infiniment  petite, 
qui  représente,  selon  qu'elle  sera  positive  ou  néga- 
tive, la  quantité  totale  dont  le  poids  K.  descendro 
ou  montera,  par  suite  des  déplacemens  simultanés 
de  tous  les  points  du  système,  nous  aurons 

f  =  y  +  •>'  +  sV  +  etc. 

Or,  le  poids  K.  tendant  k  descendre ,  et  étant  la 
seule  force  qui  agisse  sur  le  système,  il  est  évident 
que  rien  nerempéchera  de  produire  le  mouvement 
que  nous  considérons,  si  cette  valeur  de  i  est  posi- 
tive; et  que,  si  elle  est  négative,  rien  n'empêchera 
le  poids  K.  de  produire  le  mourement  directement 
contraire ,  qu'on  suppose  également  possible ,  et 
pour  lequel  {  changera  de  signe.  Pour  que  l'équili- 
bre ait  lieu,  il  est  donc  nécessaire  que  f  soit  séro. 
Réciproquement ,  le  poids  K.  ne  pouvant  produire 
aucun  mouvement  quelconque,  sans  descendre 
d'une  quanlilé  infiniment  petite  dans  le  pren^er 
instant ,  il  s'ensuit  qu'il  n'en  produira  aucun ,  et 
que  l'équilibre  aura  lieu,  si  Ton  a  {  =  O,pour  tous 
les  déplacemens  des  points  M,  M',  H",  etc. ,  infini- 
ment petits  et  compatibles  avec  les  conditions  dn 
système. 

Maintenant,  si  l'on  multiplie  par  K.  Téquation 

ip  +  ,y  4-  iY  4-  etc.  =  0, 

nécessaire  et  snflisante  pour  l'équilibre ,  et  qu'on 
ait  égard  aux  équations  (<2),  elle  se  changera  dans 
l'équation  (è)  du  principe  des  vitesses  virtuelles , 
qu'il  a'agissait  d'obtenir. 

340.  Cette  démonstration  ne  suppose  pas  le  prin- 
cipe préalablement  démontré  pour  un  point  maté- 
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rîetUolé.  Si  le  lystéme  te  rédoit  è  an  seul  point  H 
aaqyel  sont  oppliquées  les  forces  P,  P',  F',  etc., 
données  en  grandeur  et  en  direction, -on  substi- 
tuera à  leur  action  simultanée  celle  d^un  seul 
poids  K,  comme  dans  le  n»  338  ;  et ,  dans  le  cas  de 
Téquilibre  de  ces  forces ,  le  principe  des  Titesses 
virtuelles  se  déduira  de  cette  substitution  par  le 
raisonnement  qu^on  vient  de  faire  :  or,  ce  principe 
fournira  immédiatement  les  équations  d*éqoilibre 
du  point  H,  assujetti  à  rester  sur  une  surface  on 
sur  une  courbe,  ou  entièrement  libre  (n»  39).  Dans 
ce  dernier  cas,  en  considérant  Tuue  des  forces  don- 
nées comme  étant  égale  et  contraire  à  la  résultante 
de  toutes  les  autres,  ou  en  déduira  les  règles  de 
leur  composition  et  de  leur  décomposition ,  et  le 
théorème  du  parallélogramme  des  forces.  En  appli* 
quant  ce  principe  à  Téquilibre  de  trois  forces  pa- 
rallèles, dont  Tune  est,  par  conséquent,  égale  et 
contraire  k  la  résultante  des  deux  autres ,  on  en 
conclura  «également  les  règles  de  la  composition  et 
dcTla  décomposition  des  forces  parallèles. 

On  déduit  aussi ,  sans  difficulté ,  du  principe  gé- 
néral des  vitesses  virtuelles ,  les  équations  d^équi- 
libre  d'un  corps  solide  entièrement  libre,  que  nous 
avons  trouvées  d* une  autre  manière  dans  le  n<*  260. 

En  effet ,  nous  pouvons  d'abord  supposer  que 
tous  les  points  de  ce  corps  décrivent  des  droites 
égales  entre  elles  et  parallèles  à  Tu n  des  axes  des 
coordonnées.  En  appelant  h  la  longueur  de  ces 
droites,  et  •,  •',  •",  etc.,  les  angles  que  leur  direc- 
tion commune  fait  avec  celles  des  forces  données , 
nous  aurons 

^  =  fc  cos  •,    p'  =zh  cos  •',    p"  =  h  cos  a",  etc. 

pour  les  vitesses  virtuelles  des  points  H,  M',  H",  etc. , 
da  corps  solide,  projetées  sur  les  directions  des 
forces P,P',P",  etc., appliquées  à  ces  points }  donc, 
en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  {h),  et 
supprimant  le  facteur  h,  comme  à  tous  les  termes, 
on  aura  Téquation  d^équilibre 

P  cos  •  4-  P'  cos  •'  +  P"  cos  •"  +  etc.  =  0. 

En  considérant  successivement  les  mouvemens  du 
corps  parallèlement  aux  deux  autres  axes  des  coor« 
données ,  on  obtiendra  de  même  les  deux  autres 
équations  d^équilibre  semblablesii  celle-là. 

ffona  pouvons  aussi  faire  tourner  le  corps  autour 
de  Tun  des  axes  des  coordonnées.  Pour  former  l'é- 
quatioo  qui  correspondra  à  ce  mouvement,  je 


représenterai  les  coordonnées  des  points  II ,  M', 
H",  etc. ,  et  les  angles  que  font  les  directions  des 
forces  P,  P',  P",  etc. ,  aveu  celles  de  ces  coordon- 
nées, par  les  mêmes  lettres  que  dans  le  n»  860. 
En  supposant  que  la  rotation  ait  lieu  autour  de 
Taxe  des  s,  cbacun  de  ces  points  décrira  un  arc  de 
cercle  parallèle  au  plan  des  s  et  y,  qui  aura  pour 
rayon  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur 
cet  axe.  De  plus ,  par  la  nature  du  corps  solide , 
l'angle  décrit  par  cttte  perpendiculaire  sera  le 
même  pour  tous  ses  points.  Si  donc  on  le  suppose 
infiniment  petit,  qu^on  le  désigne  par  <»,  et  par  r^  r', 
r'',  etc. ,  les  distances  des  points  H ,  M',  H",  etc. , 
à  Taxe  des  m,  on  aura  r« ,  f^v,  r"«,  etc. ,  pour  leurs 
vitesses  virtuelles  j  et  en  appelant  aussi  1,  1*, 
1",  etc. ,  les  angles  aigus  ou  obtus  que  font  les  di- 
rections de  ces  vitesses  avec  celles  des  forces  P,  P', 
P",  etc.,  il  en  résultera 

pz=rm  cos  #,  p'  =  r'm  cos  X*,  |ï"=  r"m  cos  1^',  etc., 

pour  les  projections  de  ces  mêmes  vitesses  sur  les 
directions  de  ces  forces  ou  sur  leurs  prolongemens. 
Soient,  en  outre ,  a,  b^  o,  les  angles  compris  en- 
tre la  direction  de  la  vitesse  r«  et  des  parallèles 
aux  axes  des  s,  y,  m,  menées  par  le  point  H;  les 
mêmes  angles  relatifs  à  la  direction  de  la  force  P 
étant  •,  C,  yj  on  aura 

cos  l  r=  cos  a  cos  •  -)-  cos  h  cos  C  -|~  cos  c  cos  y  ; 

mais  &  cause  que  In  vitesse  r«  est  tangente  en  H , 
au  cercle  du  rayon  r  qui  a  son  centre  dans  Taxe 
des  M,  il  est  aisé  de  voir  qu^on  a 

*  y 

cos  6  =  ±  —  ,     cos  a  =  ip  —    cos  c  =  0 , 
r  r 

et ,  par  conséquent , 

|>  =  r«  cos  J"  =  ±  (s  cos  C  ->  3f  cos  •]  m. 

On  aura  de  même 

p'  =  ±  («'  cos  C  —  y'  cos  •'  )  « , 
ff'  =  ±  {s"  cos  C"  —  y"  cos  •")  • , 
etc. 

Les  signes  dépendront  du  sens  de  la  rotation  ;  et 
Ton  devra  prendre,  à  la  fois,  les  signes  supérieurs 
ou  les  signes  inférieurs  dans  toutes  ces  valeurs  j 
en  les  substituant  donc  dans  l'équation  (1)  et  sup- 
primant le  facteur  ±  «,  commun  à  tous  les  termes , 
nous  aurons 


p  {s  cos  c  —  y  cos  •)  4*  F*  (''  cos  C  —  y'  cos  •')  -^  etc.  =  0. 


Cette  équation  d'équilibre  est  celle  des  momens 
por rapport  à  Taxe  des  s,  autour  duquel  le  mouve- 
ment a  eu  lieu  ;  on  obtiendra  de  la  même  manière 
les  équations  des  momens  par  rapport  aux  axes  des 
M  et  des  y,  en  faisant  tourner  successivement  le 
corps  solide  autour  de  ces  deux  droiti*s. 

341.  On  peut  donner  à  l'équation  {b),  une  forme 


différente  qui  en  rendra  les  applications  plus  fa- 
ciles. 

Pour  cela,  soient  ;r,  y,  s ,  les  coordonnées  du 

point  H  dans  sa  position  d'équilibre;  s  -^  #jr, 

y  -f-  l'y,  s  -|-  ^  s^  ce  qu^elles  deviennent  quand  ou, 

transporte  ce  point  matériel  dans  une  position  K 

infiniment  voisine;  X,  T,  Z,  les  composantes  de  U 
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force  P  suiyant  les  proloogemcM  dei  w,  y,  m,  daaf 
1«  sens  pofitif  ;  oet  quantités  iofioiment  petites  i», 
ly,  Imj  seront  les  projections  de  la  vitesse  vir- 
tuelle HR  sur  les  directions  de  X,  T,  Z;  et  p  étant 
toujours  sa  projection  sur  la  direction  de  P|  on 
aura  (n*  3S1) 

Pp  =r  Xl^  +  Tly  4-  Us, 

Sn  désignant  par  les  roémes  lettres  avec  des  ae- 
cens ,  les  quantités  analogues  qui  répondent  ani 
points  M',  M'',  etc.,  on  aura  aussi 

et  si  Ton  ajoute  ces  équations  et  la  précédente ,  on 
pourra  écrire 

^P  +  Vf^  +  ^y  +  ««c.  =X  (XI»  +  Yly  +  Z^s)  i 

la  somme  S  s^étendant  h  tons  les  points  M  ,  H', 
M"|  etc. ,  du  système ,  et  se  composant,  par  consé- 
qaent,  d*un  nombre  de  parties  semblables ,  égal  à 


oelni  de  ces  points.  De  cette  manière,  réqiiatîon(i) 
prendra  la  forme  : 

2  {Xi»  +  Tiy  +  zn)  =  0,       (.) 

qu^il  s^agissait  de  lui  donner. 

Or,  quelle  que  soiX  la  liaison  des  points  do  sys- 
tème, on  peut  toujours  Teiprimer  par  une  ou  plu- 
sieurs équations  entre  leurs  coordonnées.  Soient 
donc  L ,  L',  L'',  etc.,  des  fonctions  données  de  «  , 
y.  M,  s',  yf,  etc. ,  on  d'une  pertie  de  ces  coordon- 
nées }  et  supposons  que  ces  équations  soient 

L  =  0,      L'  =  0,    L"  =  0,    etc.       (/) 

Les  déplacemens  simultanés  de  tous  les  points  dn 
système  devant  être  compatibles  avec  les  condi- 
tions auiquelles  il  est  assujetti,  il  faudra  qnelee 
coordonnées  s,  y,  s,  s',  y',  etc.,  de  H,  M',  H'',  etc., 
et  les  coordonnées  s  -)-  ^  x,  y  ^  ty,  a  -^  #s 
M*  -|-  tâf',  etc.,  de  N ,  11',  JV\  etc.,  satisfassent  suc- 
cessivement k  ces  équations;  par  conséquent,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  dn  second  ordre, 
nous  aurons 


dl             dl  il  dl 

..   Js  -I ly  4 #a  -{-  —     J^'  +  etc. 

dw             dy  dm  ds' 

dV             dU  dU  dV 

—   lar^ ly^ **  +  —     ^  +  etc. 

ds             dy  dM  ds* 

rfL"            dl"  dl"  dl" 

5:^  +^^  +-57  ^•+-£7'*'  +  etc. 


etc. 


=  0, 


o.\  (y) 


=  0, 


Si  Ton  change  en  même  temps  le  sens  des  déplsce- 
roens  de  tous  les  points  du  système ,  les  signes  de 
ht,  iy,  i*,  !<*'>  etc.,  changeront  tous  k  la  fois ,  et 
ces  équations  seront  encore  satisfaites;  en  sorte 
que  le  mouvement  infiniment  petit  auquel  elles  ré- 
pondront ,  et  le  mouvement  directement  contraire, 
sont  également  compatibles  avec  les  conditions 
données,  comme  le  suppose  implicitement  Ténoncé 
du  principe  des  vitesses  virtuelles  (ja9  331). 

Cela  posé,  au  moyen  de  ces  équations  (^),  on 
éliminera ,  dans  chaque  cas ,  de  Téquation  [ê),  un 
nombre  des  quantités  Ix,  iy,H,  is',  etc.,  égal  à 
celui  des  équations  {f)f  celles  de  ces  quantités  qui 
resteront  ensuite  dans  le  premier  membre  de  Té- 
quation  {ê),  seront  indépendantes  entre  elles;  on 
devra  donc  égaler  séparément  leurs  coefficiens  k 
séro  ;  ce  qui  fournira  toutes  les  équations  d'équili- 
bre du  système ,  dont  le  nombre  sera  égal  à  trois 
fois  celui  des  points  matériels  HjH',  H",  etc., 
moins  le  nombre  des  équations  (/*).  Lorsque  les 
positions  de  ces  points,  c^est-à-dire,  les  valeurs 
de  leurs  coordonnées  s,  y,  m,  g',  etc.,  seront  don- 
nées ,  il  faudra  que  les  composantes  des  forces  P, 
P',  P",  etc. ,  satisfassent  à  ces  équations  d'équili- 


bre; quand,  au  contraire,  on  donnera  ces  forces 
en  grandeur  et  en  direction,  et  que  les  positions 
des  points  du  système  seront  inconnues,  ces  mêmes 
équations ,  jointes  aux  équations  (/*J,  serviront  à 
déterminer  toutes  leurs  coordonnées. 

342.  Les  équations  (e)  et  (jg)  étant  linéaires  par 
rapport ktm,ly,iM,  1^, etc.,  Télimination  d'une 
partie  de  ces  quantités  pourra  se  faire ,  d*après  la 
méthode  connue,  en  ajoutant  ces  équations  aprèa 
avoir  multiplié  les  équations  (y)  par  des  facteurs 
indéterminés,  et  en  égalant  h  xéro,  dans  cette 
somme ,  les  coefficiens  de  celles  des  quantités  Im, 
ly,  Im,  ly,  etc.,  qu'on  voudra  éliminer.  Les  coef- 
ficiens des  quantités  restantes  devant  ensuite  être 
aussi  égaux  à  xéro ,  il  s'ensuit  qu'on  devra  égaler  à 
xéro  les  coefficiens  de  toutes  les  quantités  tx ,  ty, 
t%,  ix',  etc.,  indistinctement,  dans  la  somme  dont  il 
s'agit  ;  d'où  il  résultera  un  nombre  d^équations  égal 
à  celui  des  coordonnées,  entre  lesquelles  il  restera, 
dans  chaque  cas,  à  éliminer  les  facteurs  indéter- 
minés, pour  avoir  les  équations  d'équilibre  du  sys- 
tème. 

En  désignant  par  x,  x',  x',  etc.,  les  facteurs  par 
lesquels  on  multipliera  les  équations  (jg),  on  aura  , 
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ptrceprorëdé, 

dl         dV  dl* 

X  +  X  -.  +  A'  -  +  V' +  e  le.  =  0 , 

us         dst  ds 

dL         dV           dL"  i,^, 

T  +  X  -  +  X'  ^  +  X" +  etc.  =  0,  )  W 

^  dy  dy 

dl         dl'  dl" 

Z  +  X  -  +x'  -  +  x"_  +  etc.  =  0, 

dM  dM  ds 

pour  les  équations  proTenant  dos  ooeffioiens  de  i», 
hf,  H  ;  on  aura  de  même 

dL         dV  dl" 

X'  +  x-  +  x'--  +x"_+  etc.  =  0, 

ds'         dm*  dj/* 

dl  dV  dl'f 
r +x ^  +  X'  ^  +  x' +  etc.  z 

*'         ^  rfy' 

dl         dV  dV 

ï'  +  *'-  +  A'-.+  X"  _+  etc.  «:  0, 

dM'        d»'  d%' 

poor  «elles  qai  proyiennent  des  coeiBcieDS  de  t^, 
V»  ^'/  «<  oiosi  de  suite. 

Au  lieu  dVliminer  simplement  x,  x',  x",  etc.,  on 
pourra  tirer  de  ces  équations  les  râleurs  de  ces  in- 
eonDoes;nons  allons  expliquer  comment  on  en 
déduire  ensuite,  en  grandeur  et  en  direction ,  les 
forées  pro tenant  de  la  liaison  des  points  du  sys- 
tème, qui  agissent  sur  tous  ces  points  et  font  équU 
lifcre  aux  forces  données  P,  P»,  P",  etc.  La  déter- 
mination de  ces  forces  inconnues  est  une  partie 
imporUnte  du  problème  de  l'équilibre,  dont  la  solu- 
tion complète  et  générale  se  trouvera  ainsi  com- 
prise dans  l'ensembledes  équations  {/^,  (A),  (A'),  etc. 

343.  Si  Ton  suppose  que  tons  les  points  du  sys- 
tème, moins  le  point  M ,  soient  rendus  fixes,  Té- 
qnilibre  ne  sera  pas  troublé.  En  vertu  de  Téqua- 
tiooLs  0,  le  point  H  sera  alors  astreint  à  se 
moUToir  sur  la  surface  dont  L  =  0  est  Téquation, 

\  dl  1 

cos  a  =  —  —  ,    cos  è    =  .. 
t   ds  , 

1    dU  1 

cos  Al  r= ^     cos  il   =:  — 

'I  ds  ,, 

1  dV  1 

cos  at  ==  —  — -,  cos  6t  =  — 

H   ds  f, 

etc.  ; 

ee  qui  changera  les  trois  équations  d'équilibre  en 
celles-ci  : 

té  dl        fét  dV         iL%  dl" 

^+ + + h  etc.  =  0, 

f    dx         fi  ds  t%   dx 

'   ié  dl        ^.  dV         ^.  df 

Y+ + + +  etc.  =  (», 

9   djf         ft  dff         f%    dy 

M  dl        Ml  dV         Ml  dV 
ï+ + -{ h  etc.  =  0. 

9    d%  ri-  d%  f%     d» 


et  dans  laquelle  les  coordonnées  »,  y ,  s ,  seront 
seules  variables.  Or,  en  désignant  par  /«  la  résis- 
Unce  de  eette  surface ,  laquelle  ser».  dirigée  sui- 
vant une  des  deux  parties  de  la  normale  en  M ,  on 
pourra  remplacer  cette  surikce ,  on  Téquaiion  de 
condition  L  =0,  par  cette  force  inconnue.  De 
mème,onpoorr«  remplacer  L'sOpar  une  force /«i 
normale  à  la  surface  qui  répond  à  cette  équation  ; 
L"  =:  0  par  une  force  #»•  normale  à  la  surface  oor- 
respondante  ;  et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  joignant 
à  la  force  donnée  P,  ou  à  ses  composantes  X,  T,  Z , 
oes  forces  normales  Mi  #»i  ,  Mi  ,  etc.,  on  pourra  en- 
suite  considérer  le  point  M  comme  entièrement  li- 
bre et  isolé.  Par  conséquent ,  si  Ton  désigne  par  a, 
h,e,  les  angles  que  fait  la  direction  de  la  force /« 
avec  des  parallèles  aux  axes  des  «,  y ,  s,  menéef 
par  le  point  M  ;  par  ai  ,  èi  ,  Oi  ^  les  mêmes  angles 
relatifs  à  la  force  mi  \  et  ainsi  de  suite,  nous  au- 
rons 

X-f-MCOsa-l-Mi  cos  ai  + 1^  cos  a,  -t-etcrsO, 
T  +  Moosè  +Mi  cosèi  4-fn  cosè.  +etc=;Oy 
Z  -f-  M  cos  0  -|-  Ml  cos  oi  -|.  Ml  cos  Ct  +  etc.  =0, 

pour  les  trois  équations  d^équilibre  du  point  II.  De 
plus,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

etc., 
on  aura  aussi ,  par  les  formules  connues  (n»  31) , 


dV 

dl' 


w 


Or ,  en  les  eomparant  aux  trois  équations  (y)  avec 
lesquelles  elles  doivent  être  identiques,  on  en  con- 
clut 

M  =  »*,      ht  =  »i  x',      Mt  =  »t  x",  etc. 

Ainsi,  por  rapport  au  point  M,  les  forces  prove- 
nant de  sa  liaison  avec  d^autres  points  du  système , 
sont  exprimées  par  les  produits  »x,  »,x' ,  r^x",  etc.  ; 
ces  forces  devant  être  des  quantités  positives ,  on 
donnera  aux  radicaux  » ,  ri  ,  ? ■  ,  etc. ,  les  mémea 
signes  qu'aux  quantités  x ,  x',  x'',  etc. ,  et  leurs  di- 
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reetioof  seront  oomplètemeot  déterminées  per  les 
éqnaUons  («). 

Si  TonippeUe  de  même  /«\  /*/,  /««',  etc. ,  les  for- 
ces provenant  delà  litison  du  tystéuie,  qui  agissent 
sur  le  point  M'  et  sont  normales  aux  différentes 
surfaces  sur  lesqneUes  il  est -obligé  de  se  monvotr, 
ifnand  tons  les  antres  points  M, M'',  M"',  etc. ,  sont 
rendus  fiies,  on  trooTen  pareillement 

/•'  =  /x      ^/  =  f  ,V,      /*,'  =  nx",  etc. 

en  faisant  ponr  abréger, 


avec  les  axes  des  coordonnées,  des  angles'dontUn 
cosinns  sont 


■■=^^e)-^G^a) 


/ 


etc. 

On  obtiendra  de  même  les  expressions  des  forces 
relatires  aux  points  M",  M'",  etc. 
844.  En  comparant  les  Taleors  de  /«  et  /«*,  on  a 

de  sorte  qo'elles  sont  entfre  elles  comme  les  quan- 
tités f  et  /.  Lors  donc  gue  deux  points  matériels 
M  et  H'  sont  liés  entre  eux ,  et,  si  Ton  ircut ,  à  d'au- 
tres points  en  nombre  quelconque,  par  une  équa* 
tion  L  =  0 ,  il  en  résulte,  dans  l'état  d'équilibre^ 
des  forces  i»  et  ftf  appliquées  à  H  et  H',  dont  les 
grandeurs  sont  entre  elle#  comme  v  et/,  et  qui  fout 


1    rfL        l   dL 


1    dl 


TZ' 

-9  dy 

»  d% 

pour  la  force  /* ,  et 

l   dL 

1   dl. 

1    âl 

r'  ds' 

7iv' 

r*    ds' 

pour  la  force  /«'.  Le  sens  et  la  grandeur  de  ces  Torées 
dépendent  du  signe  et  de  la  grandeur  d^une  quan- 
tité A  qui  se  déduit,  dans  chaque  cas,  des  équations 
d^équilibre. 

La  considération  des  surfaces  sur  lesquelles  cha- 
cun des  points  d'un  système  conserve  la  liberté  de 
se  mouvoir,  lorsque  tous  les  autres  sont  supposés 
fixes ,  détermine  les  directions  normales  des  forces 
provenant  de  la  liaison  de  ces  mobiles,  pour  cha- 
cune des  équations  par  lesquelles  cette  liaison  est 
exprimée  (n»  200);  mais  on  n*en  peut  conclure  aucun 
rapport  entre  les  forces  relatives  à  deux  points  ma- 
tériels liés  par  une  même  équation;  et  c*est  le  prîn« 
cipe  des  vitesses  virtuelles,  ou  les  équations  (A), 
(V),  etc.,  qu'on  en  a  déduites,  qui  fait  connaîtra 
ce  rapport  d  prier»,  dans  le  cas  de  Téquilibre. 

34/S.  Peur  donner  une  application  de  ces  formu- 
les, reprenons  Texemple  du  polygone  funiculaire  que 
nous  avons  considéré  dans  le  ^  kr  du  chapitre  précé- 
dent ;  et  supposons  que  les  points  matériels  H,  M', 
M",  etc.,  soient  les  sommets  successifs  de  ce  poly- 
gone. 

Si  Ton  appelle  /,  f,  f\  etc.,  les  longueurs  don- 
nées des  côtés  1IH\  H'ift",  Ik'^A"',  etc.,  les  équa- 
tions (/),  seront,  dans  ce  eus, 


L  =  1/  (*   -*')•+  (y   -  y'  )•  +  (»   -  ••'  )•  -  '  =0i 
L'=5  {/  («'  —*")•+  (y'  -  y"  )•  +  (*'  -  *'  )•  -  r  =  0 , 

L"=  i/(*"  —  *"')«  +  (y"  —  y"')«  +  (s"  —  s"')«  —  r=  0, 

etc.; 


d'où  il  résultera 

dL 

dx  ^ 
dl 

dy 
dl 

dl 

dx* 
dl 

"dy"" 
dl 

»  -  *' 

dV             dV 

y  —  y' 

9 

l 

dx'            dx" 
dV             dV 

dy'  ~         dy' 
dV              dV 

«' 

—  a-" 

y' 

V 

-y" 

s' 

—  s" 

eto.. 


vie 


»• 


ds 


dl! 


l 


dM' 


dM" 


l' 


etc., 


et  toutes  les  autres  différences  partielles  de  L,  L', 
L",  etc.,  qui  entrent  dans  les  formules  précédentes, 
seront  égales  à  séro. 
En  considérant  les  deux  points  M,  et  H',  on  aura 

r  =  r'  =  ±  l ,         /*  =  /4'  =  ±  X, 
où  Ton  prendra  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs. 


selon  que  la  voleur  de  x  sera  positive  ou  négative. 
On  conclut  de  là  et  des  équations  précédentes ,  que 
les  points  H  et  H'  seront  sollicités  por  des  forces 
égales  et  contraires,  dirigées  suivont  la  droite  XM' 
ou  suivant  ses  prolongemens,  et  dont  la  quantité  x, 
abstraction  faite  du  signe,  sera  la  grandeur  com- 
mune. Il  en  sera  de  même  à  Tégard  des  points  H'  c-t 
]1",M  '  et  H'",  etc.;  eu  sorte  que  dans  TéUtd^équi- 
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libre,  lei  quaniitéi  a,  xf,  a",  etc.,  exprimeront  lei  |  U',  H V,  WW",  etc.  Comme  oo  auni  d'«prèt  les 
contnctionfl  ou  lei  tensions  des  côtés  successifs  |  équations  (t), 


ces  o  =r  ± 


r— »' 


cos  6  =  ± 


.  y  —  y 


/ 


,  cos  c  =  ± 


et  qu^on  dcvFQ  prendre  les  signes  supérieurs  ou  in- 
férieurs, selon  que  la  valeur  de  x  sera  positite  ou 
négatite,  on  enoondut,  par  exemple,  que  la  force 
appliquée  au  point  H  sera  dirigée  de  M  vers  H',  et 
exprimera  une  contraction  du  côtéllll'i  quandcette 
valeur  sera  négative,  et  que  cette  force  agira  dans 
le  sens  opposé  et  exprimera  une  tension,  lorsque  la 
valeur  de  k  sera  positive.  Uun  ou  Pautre  de  ces 
deux  cas  sera  possible,  si  les  côtés  du  polygone  sont 
des  verges  inflexibles ,  Jointes  par  des  charnières  ; 
et  le  second  cas  pourra  seul  avoir  lien,  si  les  côtés 
sont  des  fils  flexibles. 

Les  équations  (»),  (*'),  (fc"),  etc.,  pourront  s'é- 
crire  ainsi  : 


"(n:  -9) 

*  C**  -  ') 


T  = 

1  = 


X'  + 


V  +  -i-^ '  = 

y.     I     ^'  ('"  -  '•)  _ 
etc. 


k' 

('"- 

*') 

/' 

> 

\' 

(y"- 

«•) 

f 

K* 

(*"- 

»') 

/* 

t 

x" 

'  (*'"- 

s") 

r'- 

1 

x" 

(y"'  - 

.  y"l 

pr 

x" 

(»w_ 

»") 

i" 


Les  trois  premières  montrent  que  la  tension  x 
sera  la  résultante  des  forces  X,  T,  Z.  En  les  ajou- 
tmnt  aoi  trois  suivantes,  on  aura 


X  +  r  = 


k'  {x"  —  x') 


T  +  r-^L^-Z^ 

x'  f«"  %i) 

z    +  Z'  =  lil Li: 


de  X',  T',  Z',  et  des  forces  X,  T,  Z,  transportées  au 
point  H',  parallèlement  h  elles-Bèmes.  En  conti- 
nuant de  même,  on  aura. pour  la  tension  d'un  côté 
quelconque  la  même  valeur  que  dans  le  n»  287. 

Le  nombre  des  som,mets  H,  H',  H''^  etc.,  étant 
désigné  par  »,  iBelui<les  équations  précédentes  sera 
du,  et  celui  des«  tensions  x,  x'^  x/',  etc.,  égal  à 
fs  —  1.  En  éliminant  ces  quantités ,  on  aura  doDO 
Zn+l  équations  d'équilibre,  lesqnellea,  jointes  aux 
ss^^  1  longueurs  données  /,r,  I',  etc.,  des  côtés  du 
poljgone,  sufliroot  pour  déterminer  les  8»  coordon* 
nées  de  ses  sommets,  et,  par  conséquent,  sa  figure 
d^équilibre.  Hais  ce  calcul  n'aurait  aucune  utUité  ; 
et  il  vaut  mieux,  comme  nous  l'avons  lait  dans  le 
no  280,  tracer  successivement  les  côtés  du  poly- 
gone funiculaire,  diaprés  les  grandeurs  et  les  direc- 
tions données  qui.  agissent  à  ses  différons  sommets. 

340.  Dans  le  cas  d'un  système  quelconque  de 
points  matériels  H,  H',  H",  etc.,  si  les  forces  don- 
nées, qui  sont  appliquées  à  ces  points,  proviennent 
de  leurs  attracttonaou  répulaions  mutuelles,  et  de 
forces  semblables  qui  émanent  d'un  ou  plusieurs- 
centres,  on  auTf 

p.  désignant  une  fonction  donnée  des  coordonnées 
de  M,  H',  M",  etc.,  dépendante  de  la  loi  de  ces 
forces  par  rapport  aux  distances. 

En  effet,  à  l'égard  des  forces  provenant  dea  cen- 
tres fixes,  cela  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
IV»  168.  Supposons^  en  outre,  que  U  exprime  l'ac- 
tion mutuelle  de  H  et  H',  qui  sera  attractive,  pour 
fiver  les  idées.  Soit  aussi  «  leur  distanee  mutuelle, 
de  sorte  que  V  soit  une  fonction  donnée  de  «,  et 
qu'on  ait 

»•  =  (,'  -  #).  +  (y  -  sr)-+  (»'  -  »)'  ' 

Les  cosinus  des  angles  que  fait  la  droite  HH'  aveu 
des  droites  menées  par  le  point  H,  suivant  les  di- 
rections des  «,  y,  jS,  positives,  seront 
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en  les  multipliant  par  U,  on  aura  les  composantes 
de  cette  force  appliquée  au  point  M  et  dirigée  sui- 
vant un'.  Celles  de  la  même  force  U,  appliquée  au 
pointu'  suivant  la  direction  M'A,  seront  égales  et 
contraires  ;  et  de  là  on  conclut 


ce  cfui  fait  voir  que  la  tension  x'  sera  la  résultante 

U 

-  [(«'  —  x)  ((ix  —  ite»)  +  (y'   -  y)  (rfy  —  dy')  +  (*^  -  a)  {ds  -  ds% 
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TBAITi  DE  KtCAinQUI. 


polir  U  partie  ê^  k  loauM  1  %ih  prévient  de  ractioli  et  de  le  réection  de  H  et  tf*.  Or,  en  difiéfentîtnt 
la  Telenr  de  «• ,  on  e 

•«le  =  (s'  -  •)  (^  -  rf,)  +  (y  -  y)  (rf^  -  iy)  +  (s»  -  s)  (Ile'  -  rff); 


ce  qui  rddoit  le  qnontîtë  précédente  à  •—  U<iii,Veit- 
ànlke,  à  le  difiërentielle  d*nne  fonction  de  n.  tl  en 
lere  de  aaénie  pour  les  parties  de  la  sonme  1  pro- 
venent  deseoti^na  mntnelles  dca  antret  pointa  dn 
syiténe;  per  contéqnent,  ae  Talettr  entière  ae  com- 
posera de  termes  ^i  aeront  tooa  dea  différeotiellea 
eiaetea,  et  eette  feleur  sera  evssi  le  différentielle 
d*ane  fonction  donnée  des  coordonnées  de  tons  ces 
points. 

la  terttt  de  Téquation  (s),  cetle  fonction ,  qne 
nous  représentons  per  p^  sera  un  BM^tamai  ou  un 
eiÉn'meeij  rcletiToment  ans  valeurs  des  coordon- 
nées qui  répondent  à  une  position  d*équilibre  du 
Sf stème  ;  et,  réciproqnement,  si  Ton  détermine  le 
mojrrfamei  ou  le  an'eimien  de  le  fonction  t,  en  ayant 
égard  am  équations  {[)  qui  peuvent  être  données 
entre  les  coordonnées^  les  Taleura  qu^on  obtiendra 
pour  ces  Tariables  répondront  à  des  positions  d'é- 
quilibre. 

On  conclut  de  là  quequend  le  système  des  points 
H,  ■',  H",  etc.,  est  en  mouvement,  de  sorte  que 
leurs  oeordonnées,  et,  psr  suite,  la  quantité  f, 
soient  dea  fonctions  du  temps ,  cette  fonction  f  at- 
teindra son  BiesMiiMi  ou  son  ennisuMn  ,  toutes  les 
fois  que  le  système  passera  dans  une  position  où  il 
resterait  en  équilibre,  si  les  points  qui  le  compo- 
sent n'avaient  paa  de  vitesses  acquises. 

147.  Il  y  aurs  entre  le  «Muriai«n  et  le  w6iÉnMW 
de  le  quentité  f  une  différence  essentielle,  à  la- 
quelle il  importe  d'avoir  égard,  et  que  noua  alloua 
eipliquer. 

On  dit  que  TéUt  d'équilibre  d'un  corps  ou  d'un 
système  de  corps  est  êUAU,  lorsqu'on  écartant  un 
tant  soit  peu  ces  mobiles  de  leurs  positions ,  ils 
tendent  à  y  revenir ,  eu  fisisent  de  petites  oscilla- 
tions que  ke  frottemens  et  lee  résistances  des  mi- 
liens  finissent  toujours  par  éteindre  ou  rendre  in- 
sensibles. L'équilibre  est  non  stable  ou  Uuianiani, 
lorsque  le  corps  ou  le  système  de  corps  qui  est  dans 
cet  état,  tend  de  plus  en  plus  à  s'en  éloigner,  et 
finit  psr  cfcaesfvr,  dés  qu'on  l'en  a  un  peu  écarté. 
Bn  ne  supposant  aucun  i'rottement  qui  puisse,  jus- 
qo*è  un  certain  point,  retenir  les  corps  dans  leurs 
positions,  ce  second  état  d'équilibre  est  un  cas 
purement  mathématique,  qu'on  ne  saurait  jamais 
observer ,  puisque  la  moindre  force  perturbatrice 
suffirait  pour  le  détruire. 

Gela  posé^  les  équations  fournies  par  le  principe 
des  vitesses  viKuelles,  ou,  ce  qui  est  la  même 
cboae,  par  la  eonditioudumejSMiumoudu  mée^- 
mum  de  la  fonction  e ,  sont  communes  à  ces  deus 
élets;  mais  le  mes^miisi  convient  à  la  stabilité ,  et 
le  mimîmum  à  l'équilibre  instantané;  et  c'est,  en 
effet,  ce  que  nous  ferons  voir  dans  un  autre  cha- 
pitre, où  nuits  considérerons  la  nature  du  mouve- 


ment qui  a  lieu  lorsqu'un  système  de  pointsamtériela 
a  été  très  peu  écarté  d'un  état  d'équilibre  quelcon- 
que. Bn  attendant,  nous  allons  donner  des  esemplse 
de  ces  dons  étata  d'équilibre  dens  le  œs  d'un  sys- 
tème de  corps  pesans^  et  dire  connaître  d*ebord 
une  propriété  de  son  centre  de  gravité. 

S48.  Supposons  donc  que  le  peAntenr  soit  la 
seule  force eppHquée  ans  poînbll,  V,  V,ete., 
lesquels  seront  les  centres  de  gravité  de  corpa  dont 
nous  représenterons  les  poids  per«,  «'yV^etc 
Kn  prenant  la  pesenteur  verticale  et  dirigée  dans 
le  sens  de  cette  force ,  nous  aurons 


X  =  •,    Z'  =  •',    r 


.»! 


ele.; 


les  autres  composantes  aeront  toutea  nlilles ,  et  il 
en  résultera 

ih=:mdM  +  ^à%*  -f.  V'dV  -h  etc. 

Hsis  en  sppelant  II  la  somme  des  poids  «,  c', 
«",  etc.,  et  Si  l'ordonnée  de  leur  centre  de  gravité, 
verticale  et  dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  on 

a  aussi  (n«  04) 

nsi  =  «s  +  «'s'  +  V's''  H-  e^} 
on  aura  donc 

de  ss  ndji ,     0  s=  s  4-  ^^x  \ 

e  étant  une  constante  arbitraire. 

Or,  on  conclut  de  là ,  1«  que  rordonnée  s,  est 
la  quantité  qui  devra  être  un  mesnmmn  ou  un  «s- 
mimmm,  lorsque  le  système  sera  en  équilibre,  et 
réciproquement}  t«  qne  le  UMurtannH  de  si  répon- 
dra au  cas  de  l'équilibre  stable ,  et  son  «MMan 
au  cas  de  l'équilibre  instantané. 

Ainsi,  la  condition  d'équUibfU  d'un  eysièms 
quelconque  de  corps  pesans ,  consiste  en  ce  que  le 
centre  de  gravité  du  système  entier  soit  lopins 
bas  ou  le  plus  haut  poaaible  ;  le  plus  bes  quand 
l'équilibre  est  stable ,  et  le  plus  hautquand  il  n'est 
qu'instantané. 

340.  D'après  ce  théorème,  si  une  chaîne  pesante, 
attachée  par  ses  deus  bouts  à  des  points  fiscs ,  cet 
en  équilibre ,  son  centre  de  gravité  aéra  le  plus 
bss  possible  \  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultet  du 
noSOO. 

Si  un  point  matériel  peaant  est  posé  sur  une 
courbe ,  et  qu'en  plusieurs  points  la  tangente  aoit 
horitontale,  rordonnée  verticale  du  mobile,  comp- 
tée dans  le  sens  de  la  pesanteur,  sers  un  muammm 
dsns  ceus  de  ces  points  on  la  courbe  estcooeavu 
par  en  haut ,  et  un  «imleium  dans  ceus  où  die 
tourne  sa  concavité  par  en  bas  ;  par  conséqueot , 
les  premiers  seront  des  positions  d'équilibre  sta- 
ble, et  Irs  derniers  des  positions  d'équilibre  ine* 
tantsné. 
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Si  Ton  pose  ud  eilîpfoide  homogène  et  pesant , 
toronplen  fixeboritoota],  son  centre  de  gravité,  on 
de  figure,  sera  le  plus  bas  possible  lonque  rellip- 
soide  touchera  le  plan  fixe  par  Tune  des  denz  ex- 
trémités dn  pins  petit  de  ses  trois  axes}  et  alon 
réqailibre  sera  stable.  Quand  il  le  toudiera  par 
l*nne  des  extrémités  dn  plus  grand  de  ses  trois  axes, 
SOD  centre  de  gravité  sera  le  plus  bant  possible;  et 
Téquilibre  ne  sera  qn'iustantané.  Enfin ,  si  le  point 
de  contact  est  une  extrémité  de  Taxe  moyen ,  Télé- 
vation  du  centre  de  gravité  sera  un  mtJwiwiwi  pour 
une  partie  des  sections  du  corps ,  et  un  masnmum 
pour  les  autres  sections;  par  conséquent,  FéquiU- 
hro  sera  stable  ou  non  stable  selon  que  les  dépla- 
eenens  auront  lieu  dans  le  sens  des  premières  sec* 
tiens  ou  dans  le  sens  des  dwnières.  Tout  cela  étant 
évident,  à  ffiori,  peut  servir  de  vérification  au 
théorème  du  numéro  précédent. 

Supposons  encore  qu*on  ait  versé  dans  un  vase 
deux  liquides  homogènes  et  pesans.  Si  la  surface 
de  séparation  et  celle  qui  termine  le  liquide  supé« 


rieur  sont  toutes  deux  horisontales ,  et  que  ce  lif 
qoide  soit  celui  qui  a  la  moindre  densité ,  le  centre 
de  gravité  de  ces  deux  liquides  sera  le  plus  bas 
possible;  car  il  est  aisé  de  voir  qu'en  inclinant  ou 
courbant  Tune  ou  Tâutre  des  deux  surfaoes ,  on 
élèf  era  toujours  le  centra  de  gravité  du  syst^e. 
Ces  deux  surfaces  étant  toujoun  borixontales,  silo 
liquide  le  moins  dense  est  au-dessous  de  Tautre , 
on  verra  de  même  que  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème sera  le  plus  haut  possible.  Par  conséquent , 
pour  Téquilibre  de  deux  liquides  superposés ,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  que  chacun  d'eux  soit  terminé 
par  un  plan  horixontal  ;  mais ,  pour  la  stabilité  ,  il 
faut,  de  plus ,  que  ce  soit  le  liquide  le  plus  dense 
qui  occupe  la  partie  inférieure  du  vase.  Quand  la 
différence  des  deux  densités  est  peu  considérable , 
il  est  possible  |  avec  beaucoup  de  précaution ,  de 
faire  surnager  le  liquide  le  plus  dense  ;  mais  cet 
équilibre  non  stable  ne  peut  se  maintenir  asseï 
de  temps,  pour  être  observé,  qu'à  raison  du  frot- 
tement des  deux  liquides  contra  les  parois  du  vase. 


LIVRE  QUATRIÈME. 


DYNAMIQUE^ 

SECONDE  PARTIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


PRINCIPE     GJ&NBEAL     DE     LA     DYNAMIQUE. 


360.  Lorsque  des  |>oinU  matériok ,  tOQmts  à  des 
forces  données ,  sont  liés  entre  eux  d*une  manière 
quelconque ,  ib  prennent,  à  chaque  instant,  des 
TÎtesses  infiniment  petites ,  différentes  de  celles 
que  ces  forces  leur  imprimeraient  s*iis  étaient  li- 
bres. Ces  forces  étant  connues ,  ces  dernières  vi- 
tesses le  sont  aussi  ;  et  le  problème  général  de  la 
Dynamique  consiste  à  en  déduire ,  en  grandeur  et 
en  direction,  les  accroissemens  de  vitesses  qui  ont 
réellement  lieu.  Sa  solution  dépend  d^un  principe 
très  simple  que  Ton  doit  à  DWlembert ,  et  diaprés 
lequel  on  ramène  toutes  les  cpiestions  relatives  au 
mouvement ,  à  de  simples  questions  d*équilibre , 
toujours  résolubles  par  les  règles  exposées  dans  le 
livre  précédent. 

Pour  énoncer  ce  principe  d^une  manière  précise, 
soient  m  la  masse  d^un  des  points  matériels  que  Ton 
considère ,  et  ur  la  vitesse  que  la  force  qui  le  solli- 
cite lui  imprimerait,  sUl  était  libre,  dans  un  temps  r 
infiniment  petit.  Appelons  qr  Taccroissement  de 
vitesse  qui  aura  également  lieu  pendant  ce  même 
instant ,  et  dont  la  direction  différera ,  en  général , 
de  celle  de  la  vitesse  donnée  tir.  Par  la  règle  du 
parallélogramme  des  forces ,  qui  s'applique  égale- 
ment aux  vitesses  (n»  146),  décomposons  ur  en 
deux  autres  vitesses ,  dont  Tune  soit  çr,  et  Pautre 
sera  représentée  par  pr.  La  force  motrice  appliquée 
au  mobile  aura  le  produit  mu  pour  mesure  ;  celles 


qui  seraient  capables  des  vitesses  qr  etjM-,  auront 
pour  valeurs  mq  et  m/i;  et  noua  pourrons  regarder 
la  force  donnée  mu  comme  la  résultante  de  la  force 
mf ,  i  laquelle  est  dû  l'accroissement  de  vitesse  qni 
a  réellement  lieu,  et  de  la  force  mp,  dont  l'effet  est 
détruit  par  la  liaison  des  points  du  système.  Noos 
appellerons  celte  dernière  la  forcé  perdu». 

Désignons  par  les  mêmes  lettres  avec  des  aooens, 
savoir,  «',  «',  g',  f^i  n",  ti",  ^',  p'',  etc.,  les  quan- 
tités analogues  à  m,  ii,  9,  p,  qui  répondent  aux  an- 
tres points  du  système.  Quels  que  soient  leur  nom- 
bre et  leur  liaison  mutuelle,  il  est  évident  que  les 
forces  perdues  mp ,  m'p',  m'y,  etc. ,  devront  se 
faire  équilibre;  car  si  cet  équilibre  n'avait  pas 
lieu,  ces  forces  produiraient  de  certaines  vitesses 
infiniment  petites  pendant  l'instant  r,  et ,  par  con- 
séquent, çr,  y'r,  y'V,  etc.,  ne  seraient  plus  ,  con- 
tre l'hypothèse ,  les  accroissemens  de  vitesses  qui 
ont  réellement  lieu. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  deD'Alem* 
bert.  Au  lieu  des  forces  mp,  m'p',  m'y ,  etc. ,  on 
peut  mettre,  dans  les  équations  d'équilibre  du  sys- 
tème que  Ton  considère ,  les  quantités  de  mouve- 
ment mpr,  m^r,  m'yV,  qui  leur  sont  proportion- 
nelles ,  et  alors  on  dit  qu'il  y  a  équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  infiniment  petites ,  per- 
dues dans  chaque  instant  par  tous  les  points  du 
système  ,  en  vertu  de  leur  liaison  mutuelle. 
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3BI.  On  pieiU  changer  cet. énoncé  général  en  un 
«utre  qui  sera  souvent  plus  coromode. 

Observons,  ponr  cela,  que  mm  étant  la  résultante 
de  «9  et  mp ,  chacune  de  ces  composantes ,  la  se- 
conde par  eiemple,  est  aussi  la  résultante  de  mu  et 
de  Tautre  composante  mq^  prise  en  sens  contraire 
de  sa  direction  ;  en  remplaçant  ainsi  chacune  des 
forces  perdues  «p,  m^ ,  m'y,  etc.,  par  les  deux 
forces  dont  elle  est  la  résultante,  nous  voyons  que 
le  principe  de  D'Aiembert  revient  à  dire  qu'il  y  a 
constamment  équilibre  entre  les  forces  données, 
qui  agissent  sur  tous  les  points  d'un  système  de 
points  matériels  en  mouvement ,  et  les  forces  aux- 
quelles sont  dus  les  accroissemens  inûoiment  pe- 
tits de  vitesse  qui  ont  lieu  à  chaque  instant ,  ces 
dernières  forces  étant  prises  en  sens  contraire  de 
leurs  directions.  On  remplacera ,  si  Ton  veut ,  les 
premières  forces  par  les  quantités  de  mouvement 
«tir,  WnV,  «"W^r,  etc.,  et  les  dernières  par  m^, 
■Byr,m"f'V,etc.,  en  donnant  à  chacnne  des  vitesses 
q,  q*,  f",  etc. ,  une  direction  contraire  à  la  sienne, 
et  laissant  bu,  u\  v/\  etc.,  leurs  propres  directions. 

Ce  second  énoncé  a  l'avantage  de  conduire  im- 
médiatement i  des  équations  entre  les  inconnues  y, 
^M  9",  etc.,  et  les  données  du  problème,  qui  sont 
les  vitesses  «  «  W,  u",  etc.  Ces  équations  résulte- 
ront, soit  des  conditions  d'équilibre,  soit  des  liai- 
sons qui  auront  lieu ,  dans  chaque  cas ,  entre  les 
points  du  système  ;  elles  seront  toujours  en  mémo 
nombre  que  les  coordonnées  de  tous  ces  points 
(no  342),  et,cooséqueniment,  en  même  nombre 
que  les  composantes  des  vitesses  9,  ç',  9",  etc., 
parallèles  aux  axes  de  ces  coordonnées;  en  sorte 
qu'elles  feront  connaître,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion ,  les  accroissemens  de  vitesse  de  tous  les  mo- 
biles à  chaque  instant  \  ce  qui  est ,  comme  nous 
l'avons  dit ,  la  solution  générale  du  problème  de  la 
Dynamique.  Remonter  ensuite  de  ces  accroisse- 
mens infiniment  petits  aux  vitesses  et  aux  coor- 
données du  mobile  en  fonctions  du  temps ,  est  une 
question  de  calcul  intégral. 

362.  Lorsque  les  forces  mg,»'^,  m'y,  etc. , 
auront  été  détermioées ,  si  ou  les  prend  en  sens 
contraire  de  leurs  directions ,  et  qu^ou  les  compose 
avec  les  forces  mu,  m'u',m"tt",  etc. ,  on  aura  les 
forces  perdues  mp,  m'p',  m"ff',  etc.  C'est  à  ces  der- 
nières forces  que  sont  dues  les  tensions  des  fils , 
des  verges  élastiques  et  de  tous  les  liens  physiques 
qui  peuvent  exister  entre  les  difitércns  points  du 
système,  ainsi  que  les  pressions  exercées  sur  les 
surfaces  et  les  courbes  données  qu'ils  peuvent  être 
obligés  de  parcourir;  et,  d'après  le  premier  énoncé 
du  principe  de  D'Alembert ,  ces  pressions  ou  ten- 
aions  se  détermineront ,  dans  l'état  de  mouvement 
de  système,  par  les  règles  delà  Statique  appliquées 
aux  forces  perdues  (n»  343). 

Pendant  le  mouvement ,  une  partie  de  la  force 
donnée,  qui  agit  sur  chaque  mobile,  est  donc  em- 
ployée à  faire  varier  sa  vitesse,  et  n'a  aucune  in- 
fluence sur  les  pressions  ou  tensions  dont  il  s'agit  ; 


et  l'autre  partie,  qu'on  regarde  comme  détruite  ou 
perdue,  produit  ces  tensions  ou  pressions ,  et  n'in- 
flue nullement  sur  la  vitesse.  Lorsque  le  système 
est  parvenu  i  un  état  permanent  dans  lequel  tous 
les  points  qui  le  composent  se  meuvent  uniformé- 
ment, la  première  partie  de  chaque  force  est  nulle, 
et  la  force  entière  est  détruite,  c'est-à-dire,  em- 
ployée à  produire  les  pressions  contre  les  obstacles 
fixes ,  et  les  tensions  des  liens  physiques ,  comme 
si  ce  système  était  en  équilibre. 

Supposons ,  d'sprès  cela ,  qu'une  corde  soit  en 
mouvement  suivant  sa  longueur,  et  que  des  forces 
données  agissent  à  ses  deux  bouts  suivant  ses  pro- 
loogemens*  Si  ce  mouvement  demeure  uniforme , 
les  deux  forces  seront  égales ,  et  leur  valeur  com- 
mune exprimera  la  tension  de  la  corde;  si,  au 
contraire ,  les  deux  forces  sont  inégales ,  l'excès  de 
la  plus  grande  sur  la  plus  petite  sera  employé  à 
accélérer  ou  à  retarder  le  mouvement  de  la  corde , 
et  sa  tension  aura  pour  mesure  la  partie  de  la  plus 
grande  force  détruite  par  la  plus  petite,  ou  égale  et 
contraire  à  celle-ci.  Par  exemple,  lorsqu'un  cheval 
traîne  un  fardeau  sur  une  route ,  et  que  le  mou- 
vement du  système  demeure  uniforme ,  Teffort  du 
cheval ,  parallèlement  à  la  route ,  est  égal  au  poids 
du  fardeau  décomposé  suivant  cette  direction,  plus 
le  frottement  du  fardeau  contre  la  route;  il  est 
constant  quand  l'état  de  la  route  et  son  inclinaison 
ne  varient  pas;  si  on  le  suppose  transmis  au  fardeau 
par  le  moyen  de  plusieurs  cordons  parallèles  entre 
eux  et  à  la  route,  l'effort  total  sera  égal  à  lu  somme 
des  tensions  de  tous  ces  cordons;  et,  dans  la  pra- 
tique ,  on  mesure  reflfort  exercé  suivant  chaque 
cordon  par  Teitension  d'un  ressort  interposé  sui- 
vant sa  longueur.  L'inclinaison  et  l'état  de  la  route 
ne  changeant  pas,  si  les  efforts  de  l'animal  augmen- 
tent ou  diminuent,  le  mouvement  du  système 
s'accélère  ou  se  ralentit,  sans  que  les  tensions 
éprouvent  aucune  variation.  Lorsque  la  route  est 
borisontale ,  le  frottement  insensible,  et  le  mouve- 
ment unirurme,  le  cheval  n'a  d'autre  force  à  déve- 
lopper que  celle  qui  est  nécessaire  pour  sa  propre 
marche  ;  il  n'exerce  aucun  eflbrt  suivant  les  cor- 
dons attachés  au  fardeau ,  et  leurs  tensions  sont 
constamment  nulles. 

353.  Le  principe  de  D'Alembert  a  aussi  lieu  re- 
lativement aux  quantités  de  mouvemens  finies, 
perdues  par  des  corps  liés  entre  eux  d'une  manière 
quelconque,  et  sur  lesquels  on  exerce  des  percus- 
sions simultanées  ,  qui  ne  sont  autre  chose  que  des 
forces  motrices  agissant  sur  les  mobiles  avec  de 
très  grandes  intensités  et  pendant  de  très  courts 
intervalles  de  temps  (n«*  126). 

Ainsi,  supposons  qu'une  force  de  cette  nature 
agisse  sur  le  point  dont  la  masse  est  m,  pendant  un 
temps  fini,  mais  asset  petit  pour  que  le  point  m  et 
tous  les  autres  points  du  système  no  changent  pas 
sensiblement  de  position  dans  cet  intervalle  du 
temps.  Représentons- le  parc,  et  par  U  la  vitesse  de 
i  grandeur  finie  que  cette  force  imprimerait  au  point 
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m,  s'il  éUil  libre)  et  soit  auMÎ  Q  la  vitesse  qu'elle 
lui  imprime  réellement,  de  sorte  qo'aa  bout  du 
temps  t  il  se  trouve  animé  de  la  vitesse  qu'il  avait 
auparavant,  de  la  vitesse  Q,  et  de  celle  qui  lui  est 
oommnoiquée,  pendant  le  même  temps,  par  les 
forces  motrices  qui  peuvent  agir  sur  le  système,  in- 
dépendamment des  percussions.  Décomposons  la 
vitesse  U  en  deux  autres,  Tune  égale  i  Q,  et  Tautro 
que  Je  représenterai  par  P.  Faisons  des  suppositions 
semblables  à  Tégard  des  autres  points  m\  n^,  etc., 
du  système,  et  désignons,  par  rapport  i  ces  points, 
par  U',  q',  Pi  U",  Q",  P",  etc.,  les  quantités  analo- 
gues à  U,  Q,  P.  L'équilibre  existera  dans  le  système, 
soit  au  commencement,  soit  à  la  fin  du  temps  t, 
entre  les  quantités  de  mouvement  perdues  mP, 
m'P',  m"P",  etc. 
En  effet,  décomposons  la  durée  t  des  percussions  en 
un  nombre  infini  d'instans  infiniment  petits,  Soient 
9  l'un  de  ces  instans,  m«r,  «'«V,  m'W,  etc., 
les  parties  infiniment  petites  de  mP,  m'P', 
m"P",etc.,  perdues  pendant  cet  instant,  et,  comme 
précédemment  mpr,  m'f/r ,  m^'p^'r ,  etc.,  les  quan- 
tités infiniment  petites  de  mouvement,  provenant 
des  forces  motrices ,  et  perdues  dans  ce  même  in- 
stant. D'après  l'énoncé  du  n»  360,  il  y  aura  équili- 
bre, dans  le  système,  entre  ces  deux  groupes  de 
quantités  de  mouvement;  chacune  des  équations 
relatives  à  cet  équilibre  sera  de  la  forme  : 


A»«r  +  A'mVr  +  A"n'WT  -f-  etc. 
+  Bmpr  -f  B'm'j/r  -f-  B^W^r  -f  etc.  ns  0, 

en  désignant  par  A,  A',  A",  etc.,  B,  B',  B",  etc.,  des 
coefficiens  dépendans  des  positions  des  mobiles;  et 
cette  équation  subsistera  pendant  toute  la  durée  t 
des  percussions.  La  somme  des  valeurs  de  son  pre- 
mier membre  qui  répondent  è  tous  les  instaus  de 
cette  durée,  sera  donc  égale  à  séro;  mais,  dans 
cette  sommation,  on  pourra  regarder  les  coefliciens 
comme  invariables,  puisque,  par  hypothèse,  les  po- 
sitions des  points  m,  m',  m'\  etc.,  ne  changent  pas 
sensiblement  pendant  toute  la  durée  des  percus- 
sions ;  de  plus,  les  sommes  des  valeurs  de  mmr, 
tnfm'r,  m' W,  etis. ,  seront  les  quantités  de  mouve- 
ment mP,  m'P',  m"P",  etc.;  celle  de  mjh-,  m'jvV, 
m'yV,  etc. ,  pourront  être  négligées  par  rapport 
aux  premières  ,  parce  que  les  effets  des  forces  mo- 
trices, telle  que  des  poids  et  des  attractions  diri- 
gés vers  des  centres  fixes  ou  mobiles ,  pendant  les 
durées  des  percussions,  sont  généralement  insensi- 
bles par  rapport  aux  effets  de  ces  autres  forces  ;  por 
conséquent  nous  ourons  * 

AmP  +  A'm'P'  +  A'm'P"  -f  etc.  :=:  0. 

Il  en  sera  de  même  à  l'égard  Je  toutes  les  équations 
d'équilibre  du  système,  qui  subsisteront  tontes 
entre  les  quantités  de  mouvement  perdues  mP, 
m'P',  i»"P",  etc.;  ce  qu'il  s'agissait  de  faire  voir. 

A  cause  de  l'invariabilité  des  coefficiens  A,  A', 
A",  etc.,  pendant  la  durée  des  percussions,  ces 
équations  se  rapportent  indifféremment  au  com- 


monoemeat  on  à  k  fin  du  temps  t.  Pour  plot  d« 
commodité,  on  a  supposé  cette  durée  la  méoM  pMV 
toutes  les  percussions;  oe  qui  est  permis  évidem- 
ment, pourvu  que  t  soit  le  du#ée  la  pins  lougue  dee 
percussions  que  l'on  considère  en  même  tempe. 

Ces  percussions  proviendront,  en  général,  dee 
ehocs  des  mobiles  entre  eux  on  contre  des  obstaclee 
fixes.  Il  pourra  arriver  que  pendant  le  fteaapa  t,  eee 
corps  glissent  un  tant  soit  peu  l'un  contre  reotreon 
contre  ces  obstaeles  ;  Us  prouveront  alors  dee  frol- 
temens  qui  leur  enlèveront  de  certaines  quanlitéa 
de  mouvement  :  or,  on  ne  peut  pas  aiégliger  ew 
quantités  comme  celles  qui  proviennent  de  k  pe- 
santeur et  des  attraotions;  car  le  frottement  est  une 
force  proportionnelle  à  la  pression,  e'eat-à-dire| 
une  force  qui  enlève  aux  mobiles,  dans  chaque  in- 
stant, des  quantités  de  mouvement  infiniment  peti- 
tes ,  proportionnelles  à  celle  que  k  pression  pour- 
rait leur  imprimer  dans  le  même  instant;  d'où  il 
.  résulte  que  les  effets  des  flrottemens,  pendent  k 
temps  «,  peuvent  être  eomperables  à  ceux  des  per- 
cussions. Ainsi,  qusud  il  y  aura  un  glissesnent  dee 
mobiles  pendant  la  durée  des  percussions,  il  foudre 
établir  l'équilibre  entre  les  quantités  de  monre- 
ment  perdues  par  les  frottemens  et  celles  que  noue 
avons  représentées  par  mP,  m'P',  m"P" ,  etc.  Ou 
pourra,  si  l'on  veut,  remplacer  les  vitesses  P,  P*, 
P",  etc.,  parleurs  composantes,  c'est-à-dire  pur 
des  vitcMM  égales  et  contraires  î  Q  i  Q',  Q"y  ete., 
et  par  les  vitesses  U,  U',  U",  etc.,  prises  dans  kore 
propres  directions. 

Cette  extension  du  principe  général  de  k  Dyan- 
mique  aux  quantités  de  mouvement  de  grandeur  £• 
nie,  servira  a  déterminer  les  vitesses  des  corps  d'un 
système,  soit  à  l'origine  du  mouvement,  soit  pen- 
dant sa  durée,  quand  ils  se  rencontrent  ou  qu'ik 
viennent  choquer  des  obstacles  fixes ,  et ,  généra- 
lement, lorsque  les  vitesses  des  mobile^  éprouvent 
ce  qu'on  appelle  des  ekang^mêuê  hruêguêê» 

364.  Les  différentes  applications  du  principe  gé- 
néral de  la  Dynanique,  que  nous  aurons  h  faire  dans 
k  suite  de  ce  Trsité,  seront  rektives  i  des  mobiles 
entre  lesquels  il  existe  des  liens  physiques  queloon» 
ques,  qui  agissent,  en  outre,  l'un  sur  l'autre  periroie 
d'attraction  ou  de  répulsion  à  distance,  et  qui 
éprouvent  des  percussions  à  des  instans  particu- 
liers. Mais  avant  d'aller  plus  loin,  je  crois  utile  de 
donner,  dans  ce  chapitre ,  un  exemple  simple  de 
chacune  de  ces  trois  circonstances ,  pour  servir  de 
déTcloppement  aux  généralités  qu'on  vient  d'expié 
ser. 

Considérons  d'obord,  comme  dans  le  quatrième 
cas  du  n"  329,  deux  corps  pesans,  atUchés  aux  ex- 
trémités d'un  fil  qu'on  regarde  comme  inextensible, 
et  posés  sur  deux  plans  inclinés,  sdossés  l'un  à  l'an- 
tre. Soient  A  la  hauteur  commune  de  ces  deux  pkns, 
lia  longueur  de  l'un  deux,  f  celle  de  l'autre,  m  la 
masse  du  corps  posé  sur  le  premier,  m'  celle  dix 
corps  posé  sur  le  second,  et  g  la  gravité.  Si  l'on  feit 
abstroction  du  frottement,  la  force  accélératrice  «iu 
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Mil 


preoiîer  moliile  amm  égale  è  ta  compMapte  «le  la 

pctanlciar  suhraiil  la  pramîer  plan,  laquelle  etl 

y* 
égala  à—,  ai  la  força  acoéléralrica  du  second  no- 

gh 
bîle  aéra  de  même — .Désignons,  au  bout  du  temps 

I»  par  9  la  Tîiaasa  oominuiie  à  taua  les  points  de  m, 
«t  par  9^  celle  de  tons  les  pointa  de  m';  et  oonTt» 
Bons  de  fegaider  oes  vitesses  coaune  positives  on 
eemme  négatiTos,  aelon  que  les  mobiles  deacen» 
dent  on  s^élèvent.  Pendant  Tinstant  dl,  «  et  «'  aug- 
menteront de  lia  et  de';  mais,  pendant  ce  même 
instant,  les  forces  accélératrices  imprimeraient  aux 
mobilea,  s'ils  étaient  libres,  les  vitesses  positives 
gh  ifh 
—  ii  et — di:  en  vertu  de  la  liaison  des  deux 

i        i 

eerpa,leevitetses  qu'ils  perdent  pendant  TinaUnt 

gh  gh 

ii  sont  donc  —  dl  —  dp  et  —  di  —  de'.  Or,  pour 

/  r 

qo»  les  deux  quantités  de  mouvement  correspon- 
dantca  ae  fsssent  .équilibre  (n«  860),  il  faut  évidem- 
ment qu^clles  soient  égales  ;  par  conséquent ,  on 


»/^«ft  — iç^  =«'^  it^  dv'\  (1) 

De  plus,  les  deux  vitesses  «  et  e'  sont  égales  et  de 
signe  contraire  ;  car,  dans  le  mouvement  dont  il 
8*agit,  Tune  des  deux  masses  descend  et  l'autre  s'é- 
lève, en  parcourant  des  espaces  égaux  sur  les  plans 
inclinés.  On  a  donc 

e'  =  —  ©,      d^  c=  —  da« 

Je  flabatitne  cette  valeur  de  de  dans  Téquation  (1); 
d'où  Je  déduis  ORSoite 


-   {•  +  sa')  if 
et,  en  intégrant, 

(mf  —  m'l\  h 


y*. 


V  =s 


(m  +  m')  If 


gi  +  a; 


a  étant  la  constante  arbitraire. 

Si  l'on  multiplie  par  di  et  qu*on  intègre  de  nou- 
▼eau,  on  aura  l'espace  parcouru  par  m  sur  son  plan 
incliné  i  maia  cette  valeur  de  e  suffit  pour  montrer 
^ne  son  asonvenont  est  uniformément  accéléré  ou 
ralardé,  aelon  qu'on  a  «/  >  m7ou  «!/*<  m'L  En 
▼ertn  de  l'équalion  a'  ^  •»  a,  le  contraire  a  lieu  i 
regard  de  m'. 

J'appelle  T  la  tension  du  fil  auquel  les  deux  mo- 
btlea  aont  attachés ,  laquelle  cet  due  à  la  force  pev 
due  è  chaque  instant  par  chacun  de  ces  deux  corps. 
Cette  force  motrice  a  pour  valeur  l'une  des  quenti- 
téadenKiuteBieut  qui  forment  les  doux  membres  de 


de  l'éqnatîon  (1),  divisée  par  dl  ;  par  conséquent , 
on  a 


'="(t-^ 


et,  en  mettant  pour  de  sa  iralenr  précédente ,  tl 

vient 


(1  +  0  a»m'*y 

(m  +  mf)  if    ' 


mkg 
valeur  qui  se  réduit  à——,  comme  cela  devait  être, 

/ 

dans  le  cas  àemf=M%  qnl  est  celui  de  l'équilibre. 
Quant  à  la  pression  exercée  sur  chaque  plan  in- 
cliné, elle  eat  due  à  la  composante  perpendiculaire 
à  ce  plan,  du  poids  du  corps  qu'il  supporte,  et  la 
même  que  dans  l'état  d'équilibre. 

366.  La  constante  e  est  la  vitesse  initiale  de  m  ; 
si  les  deux  corps  sont  partis  de  l'état  de  repos ,  /m 
a  c  =  Oj  mais  si  l'un  d'eux  ,  ou  tous  les  deux ,  ont 
éprouvé  une  percussion  à  l'origine  du  mouvement, 
il  faudra  en  d^uire  leurs  vitesses  initiales. 

Supposons  donc  qu'à  l'origine  du  mouvement  les 
mobiles  m  «t  m'  ont  éprouvé  simultanément  dea 
percussions  qui  auraient  imprimé  |  suivant  les 
prolongemens  du  fil  auquel  ils  sont  attachés ,  une 
vitesse  a  i  tous  les  points  de  m,  et  une  vitesse  a!  i 
tous  les  points  de  m',  ai  ces  deux  corps  eussent  été 
libres.  Gomme  leurs  vitesses  initiales  sont  eet— c, 
il  s'ensuit  qu'à  cette  origine  les  quantités  de 
mouvement  perdues  ont  été ,  en  grandeur  et  en 
direction ,  a»  (  a  —  e  )  et  m'  (  a'  -f-  o  ];  pour  qu'elles 
se  fassent  équilibre,  d'après  le  n^  363,  il  faudra 
qu'elles  soient  égales  ;  on  aura  donc 

m  (a  —  a)  =  m'  (a'  4*  «)> 


d'où  l'un  tire 


—  ai'o' 


«  +  m' 


ia  percussion  que  le  fil  a  subie  à  eet  instant, 
auivant  chacun  de  ses  prolongemens ,  est  due  à 
l'une  on  l'autre  de  ces  quantités  de  mouvement 
perdues ,  dont  la  valeur  commune  est 

m  -f  m'      ' 

en  sorte  quelapercuMion  initiale  du  fil  est  la  même 
que  s'il  était  suspendu  verticalement  à  un  point 
fixe ,  et  qu'un  corps  attaché  à  son  extrémité  infé- 
rieure fût  frappé ,  dans  le  sens  de  la  peaanteur,par 
un  aecond  corps  animé  de  cette  quantité  de  mou- 
vement et  qui  se  réunit  au  premier, 

36t.  ku  lien  de  deux  corps  pesons ,  on  en  poniw 
rait  eooaidérer  trois  on  un  plus  grand  nombre ,  po- 
sée sur  une  suite  de  plans  indlnés ,  et  dont  ohaens 
aérait  lié  an  suivant  par  nn  fil  innxtenaiUe  :  le 
monvement  de  ee  ayatéme  de  corps  seimitde  la 
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même  nstore  et  se  déterminerait  de  la  même  ma- 
nière qoe  précédemment. 

On  peut  auMt  remplacer  les  deux  corps  que  Ton 
fient  de  considéref ,  par  nne  chaîne  pesante,  posée 
sur  les  deux  plans  incUnés.'En  la  supposant  homo- 
gène et  d*nne  épaisseur  constante  , -«t  désignant, 
an  bout  du  temps  /,  par  a  et  x'  les  longueurs  de  ses 
deux  parties,  leurs  oMSses  seront  entre  elles  comme 
ees  quantités ,  de  sorte  quMl-faudr«'d*abord  rem- 
placer ,  dans  Téquation  (1),  m  et  «'  par  m  et  jr'.  De 
plus ,  pendant  l'instant  À ,  la  première  de  cet  deux 


parties  augmente  de  l'élément  éx,  qui  praid  k 
ritesse  -9  commune  k  tous  ses  points  ;  pour  cette 
raison,  la  quantité  de  mouvement  perdue  par  cette 
partie  sera  diminuée  d^une  quantité  positÎTe  ou 
négative,  et  égale  à  eiir.  Par  une  raison  semblable, 
la  quantité  de  mouvement  perdue  par  la  seconde 
partie  de  la  chaîne  pendant  le  même  instant,  devra 
être  diminuée  d'une  quantité  égale  i  e'dk'  :  il  fau- 
dra donc,  en  outre,  retrancher  ed^  et  ^Uk'  du 
premier  etdu-seeond  membre  de  cetteéquatîon  (1), 
qui  deviendra  ,«^0  cette  nanière , 


^— dl  _il„\—  wi#  =r  «»  ^—  A  —  rf,'  '^  _  r'd»'. 


Si  l*on  appelle  x  la  longueur  constante  de  la 
chaîne  entière ,  on  aura 

ir  -I-  x'  =  X,      djp  -}-  (/*'  =  aj 

les  vitesses  v  et  v'  de  ses  deux  parties  seront  d'ail- 
leurs 

di  dt 

d'où  11  résulte  ds»  =:  —  ds  eivdx  =z  t^ds' ;  €i  , 
en  éliminant  s'  et  dp'  de  féquationdu  mouvement, 
il  vient 

d*  X  .    ^ 

dit  ^  ' 

où  Ton  a  fait,  pour  abréger  , 

L'intégrale  complète  de  cette  équation  linéaire  est 


X  =  o«     -|-  bê 


— •* 


x/ 


l+H 


en  désignant  par  •  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens ,  et  par  a  et  6  les  deux  constantes  arbitraires, 
dont  on  déterminera  les  valeurs  d'après  celles  de  s 

dx 
et — ,  qui  répondent  à  I  =0.  Lorsque  toute  la 

dt 

chaîne  se  trouvera  sur  un  même  plan ,  c'est-à-dire, 
lorsque  la  différence  x  —  x^  sera  devenue  égale  à 
±  A,  le  mouvement  changera  de  nature,  et  devien- 
dra uniformément  accéléré. 

Pour  que  In  chaîne  demeurât  en  repos ,  il  fau- 
drait qu'on  eût  a  =  0  et  6  =  0;  d'où  Ton  conclut 


xi 


/  +  /'' 


s'  = 


x/' 


4+  /" 


^at  qui  fait  voir  que  dans  l'état  d'équilibre  les  deux 
parties  x  et  s'  de  la  chaîne  sont  entre  elles  comme 
les  longueurs  lei  P  des  plans  inclinés  sur  lesquels 
elles  sont  posées;  en  sorte  que  ses  deux  extrémités 
se  trouvent  dans  une  même  droite  horisontale. 


Réciproquement,  si  cette  oonditiou  esUeoiplîeà  un 
instant  déterminé,  et  qu'à  cet  instant  les^MMots  de 
la  chaîne  ne  reçoivent  aucune  vitesse ,  r<équiUbre 
aura  lieu  ;  car  la  proportion 


X  :  X  —  «  :  :  /  :  f, 


x/ 


donnant pour  la  valeur  desr ,  on  aura ,  i  Tîn- 

'lUnt  dont  il  s'agit, 


ae 


«f 


+   èe— *  =  0; 


aura,  en 


et  la  vitesse  étant  supposée  mille,  on 
même  temps, 

dx 

—  =  a«e*'  —  6^-  *'  =  0  : 

di 


d'où  il  résulte  a  =  0  et  6  =  0. 

367.  Pour  second  exemple  de  l'application  du 
principe  général  de  la  Dynamique,  considérons  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  soumis  à  leor 
répulsion  mutuelle;  et,  pour  réduire  la  question 
au  cas  le  plus  simple ,  supposons  qu'on  ne  leur  im* 
prime  aucune  vitesse  initiale,  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  va  <le  l'un  à  l'autre  ;  en  sorte  que  leurs 
mouvemens  aient  lieu  sur  une  même  ligne  droite, 
donnée  de  position. 

Soient  as  et  m'  leurs  masses  ;  au  bout  dn  temps 
t,  désignons  par  x  et  x'  leurs  distances  à  un  point 
fixe,  pris  sur  cette  ligne ,  et  par  9  et  o'  leurs  vites- 
ses ,  de  sorte  qu'on  ait,  à  cet  insUnt, 

dx  dx' 

»  =  — ,         »'  =  --. 
di  di 

En  même  temps ,  soit  R  la  force  répulsive  agissant 
en  sens  opposés  sur  «i  et  m',  et  qui  tendra ,  ponr 
fixer  les  idées ,  à  augmenter  la  distance  x'  et  4  di- 
minuer la  distance  X.  Pendant  l'instant  d<,  cette 

ïkdi 
force  motrice  imprimera  nne  Titesse  à    )■ 

m* 
masse  m*;  et,  comme  l'augmentation  de  vitesse  de 
m'  est  réellement  dv',  il  s'ensuit  que  sa  vitesse  et 
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d«  nionTement  perdues  pendeoi  cet 

ÎQftteBt  sexoui  — .  —  dv'  et  Rdt  —  m'dv\  Le  quan- 

titéde  mouvement  perdue  pare»!  dans  le  même 
•eus  et  dans  le  même  instant ,  sera  aussi  —  Rd<  — 
wtdm.  Or,  ces  deux  points  matériels  étant  d'ailleurs 
entièrement  libres ,  il  faudra ,  pour  Téquilibre  de 
ces  quantités  de  mouvement ,  qu^elles  soient  sépa- 
rément nulles  ;  par  conséquent,  on  aura 

mdv  +  ^di=  0,      m'dv^  —  fidt  =  0. 

Soit  r  la  distance  comprise  entre  les  deux  points 
matériels  m  et  m',  de  sorte  qu'on  ait 

js*  —  s  =  r,      dx'  —  dx  =  dr, 

A  caiiise  de  d!jp  =  vdt  et  ds'  =  v'di,  on  tirera  des 
équations  précédentes 

md»+mfdtf^O^  hmvdv  +  twfv^d^^  =z  Zfidr, 

En  intégrant  et  désignant  par  e  et  c'  les  deux  con- 
stantes arbitraires ,  on  aura  donc 

■19  +  «'•'  =  c,    mt>«  +  wV>  =  2fRdr  -f  cj^ 

La  force  R  sera  une  fonction .  donnée  de  r;  on 
pourra  donc  obtenir  l'intégrale  y  Rcir  exactement 
ou  par  approximation  ;  et  si  l'on  désigne  par  •  la 
valeur  de  r  à  Torigine  du  mouvement ,  et  qu'on 
suppose  cette  intégrale  nulle  quand  r  =  •,  sa  va- 
leur, à  un  instant  quelconque ,  sera  une  fonction 
de  r  et  «  que  je  représenterai  par  f{rj  m).  Soient 
aussi  a  et  a!  les  Titesses  initiales  de  m  et  m'j  on 
aura,  k  la  fois, 

r  =  •,    /(r,  •)  =  0,    •  =  fl,    p'  =  o', 

et,  cooséquemmcnt, 

d'oà  il  résultera ,  à  un  instant  quelconque  , 

mr*  +mV*  =  2/-(r, •)  +  wo»  +iii'fl'«  .  J  ^  ' 

Ces  dernières  équations  feront  connaître,  à  cba- 
qne  instant,  les  vitesses  des  deux  mobiles  en  fonc- 
tions de  leur  distance  mutuelle  :  on  en  conclut  que 
toutes  les  fois  que  cette  distance  redeviendra  la 
même,  les  carrés  v*  et  v*  reprendront  aussi  les 
mêmes  valeurs ,  et  que  chaque  mobile  reprendra 
une  égale  vitesse ,  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraire. 

Connaissant  v  et  v'  en  fonctions  de  r,  on  aura 

V'  —  9 

pour  déterminer,  par  une  nouvelle  intégration,  la 
vttleur  de  I  en  fonction  de  r,  ou  réciproquement. 
D^ailleura,  en  multipliant  la  première  des  équa- 
tions (1)  par  A,  intégrant  et  désignant  par  h  la 
constauie  arbitraire,  il  vient 

wuf  +  m's'  =  (ma  +  mV)  t  +  b. 


On  connaîtra  6  d'après  les  positions  initiales  des 
deux  mobiles)  et  cette  équation,  jointe  à  s'  —  ' 
=  r,  fera  connaître  leurs  positions  à  un  instant 
quelconque,  c'est-à-dire ,  les  valeurs  de  *  et  «'  en 
fonctions  de  r  ou  de  i,  ce  qui  sera  la  solution  com- 
plète du  problème. 

Si  l'action  mutuelle  des  deux  mobiles  était  at- 
tractive, il  faudrait  changer  le  signe  de  R,  et  par 
suite  celui  de/"(r,  •),  dans  les  formules  précéden- 
tes. Si  cette  force  était  une  répulsion  à  certaines 
distances,  et  une  attraction  à  d'autres  distances,  on 
prendrait  pour  R  une  fonction  de  r  qulcbangerait 
de  signe  dans  l'étendu»  des  valeurs  de  la  variaMe. 
Dans,  tons  les- cas,  il  résulte  deVéquaUcoprécé- 
dente  qoe^l'oction  mutuelle  des  deuximobiles  n'al- 
tère pas  le  mouvement  de  leur  centre  de  gravité  ; 
car  son  premier  membre,  divisé  par  m.+  m^,  ex- 
prime la  distance  de  ce  centre  à  l'origine  Exe  des 
X  et  M^'j  en  sorte  que  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  est  uniforme  et  indépendant  de  la  force  R. 

368,  Les  équations  (1)  conviennent  aussi  au 
mouvement  de  deux  corps  solides,  de  grandeur 
quelconque,  soumis  à  la  force  R,  et  dont  les  masses 
sont  m  et  w',  pourvu  que  les  vitesses  de  tous  les 
points  de  ces  deux  corps  soient  constamment  pa- 
rallèles i  une  droite  donnée.  Cette  force  R,  répul- 
sive ou  attractive ,  peut  alors  provenir  d'un  ressort 
qui  se  dilate  ou  se  contracte  entre  les  deux  mobiles 
contre  lesquels  il  est  appuyé  par  ses  extrémités  j 
ou  bien  encore ,  on  peut  supposer  que  la  force  R 
provient  d'un  fluide  élastique  qui  se  développe 
entre  ces  deux  corps,  et  les  repousse  en  sens  con- 
traire l'un  de  l'autre. 

Ce  dernier  cas  est  celui  du  mouvement  dû  bou- 
let et  du  canon,  pendant  que  le  premier  parcourt 
Vame  de  la  pièce.  On  prendra  alors  pour  m  la  masse 
du  boulet ,  et  pour  m'  celle  du  canon.  Il  faudra  , 
pour  faire  usage  des  formules  précédentes,  suppo- 
ser que  la  toUlité  de  la  pondre  se  réduit  en  gas  à 
l'origine  du  mouvement.  La  longueur  de  la  oAor^e 
sera  la  disUnce  initiale  «  des  deux  mobiles  ;  et 
quand  cette  disUnce  sera  devenue  r,  la  force  R  ex- 
primera la  pression  que  le  gas,  ainsi  dilaté,  exer- 
cera sur  chacun  de  ces  deux  corps.  Il  faudra,  en 
outre,  faira  une  supposition  sur  la  valeur  de  R  en 
fonction  de  r.  Or,  si  la  température  du  gas  demeu- 
rait constante  pendant  sa  dilatation,  la  force  R  ^ 
d'après  la  loi  de  Mariette ,  serait  en  raison  inverse 
des  espaces  qu'il  occuperait  dans  l'intérieur  du 
canon.  Soit  donc  k  la  pression  rapportée  k  l'u- 
nité de  surface,  exercée  par  le  gas  à  l'instant  où  la 
poudre  vient  de  s'enflammer  et  où  il  occupe  encore 
le  même  espace  que  la  charge.  Désignons  pur  <#  la 
section  de  la  charge  perpendiculaire  à  sa  longueur, 
qui  est  aussi  la  section  intérieure  de  la  pièce  ;  ku 
sera  la  valeur  de  R  à  l'origine  du  mouvement  j  et , 
dans  le  cas  de  la  température  constante  ,  on  aurait 


R  = 


ÏUA 


Ê9» 


laàlTi  M  ■iCMflQOB. 


,  les  etpaoei  oooiipéi 
■M  l«f  loagumiri  « 


Il  rîMtaai  qui  vépoiidi  à  k 
hUm ;  eu,  àogi dtu époq 
par  la  gat  toat  eotra  e«x 
etr. 

GeHe  cspreanoa  d«  &  eil  dalle  ifa^oa  a  géaérala- 
mant  adoptée,  quoiqu'alle  aoit  fondéa  rar  dam  hy- 
potlièiat  inattolaa  :  la  taUlilé  da  la  charge  na  bc 
tédnit  paf  an  gat  avaot  la  départ  du  boalat^  ai 
pendant  aa  dUalation  daea  TaaM  da  la  pièce,  la  gas 
fontoé  doit  éproavar  da  tréa  grandat  diaÛAatiaaa 
de  taMpératare.  Maia  eaa  danx  caosea  infloant  aa 
•ana  oentraire  »u  la  décrotiaecMat  da  la  talaur  de 
&  :  la  aeeonde  tend  éTtdamiaeat  à  rendre  ce  déaroiip 
•eaMBt  plui  rapide,  tandia  qne  Teffet  de  la  pre- 
fliiére  doit  être  de  le  ralentir,  à  raiaon  dea  neavel- 
lei  qaantitéa  de  gat  qui  Tiennent  auooeiaiTeiBent 
a*ajeateff  à  la  quantité  initiale.  On  anppoee  que  cea 
deux  canaet  centrairea  ae  oempeaaaat  à  peu  préa, 
al  l'on  fait  abatraotion  de  leur  influence  anr  Vtx- 
fffeaaioa  de  R  en  fonction  de  r* 

Cela  étant,  d'apréa  la  talaur  de  &  qu*oa  tient 
d^éerire,  on  aura 


f  ir, .) 


h—  log  »  , 

r 


en  obiertant  que  Tiotégrala  f  (r,  a]  eat  luppof  ée 
nulle  pour  r  ss  «.  On  regarde  comme  nulles  les 
titeases  initiales  du  boulet  et  du  canon  *\  en  fai- 
aant  donc  a  =  0  et  a'  =  0  dans  las  équations  (1}, 
et  7  substituant  cette  valeur  de  ^(r,  «],  nous  au- 

rona 

« 
me  +  mV  =r  0,    me>  +  «'e'>  =  3A»a  log  — . 

r 

Soient  /  la  longueur  de  Tame,  Y  la  Titasse  du 
boulet  à  la  bouche  du  canon,  V  la  titesse  corres- 
pondante du  r9eui:  ou  aura,  à  la  fois, 

et  Ton  déduira  des  équations  précédentes 


V»  = 


m  (m  -|-  m') 


I 

log  —  i 


ee  qui  fera  connaître  la  titesse  de  projection  Y. 
Abstraction  faite  du  aigne,  celle  du  recul  sera  égale 

à  cette  titeaae  Y  multipliée  par  le  rapport — . 

ai' 
En  égalant  à  léro  la  diiTérentielle  de  Y*  par  rap- 
part  k  «,  on  déterminera  la  longueur  de  la  charge 
qui  répond,  toutes  choses  d^aîUeurs  égales,  au 
aiajTMiiMB  de  la  titesse  de  projection.  On  a,  de  cette 
maniera, 

/ 
log  ~  =  1  ; 


et  comme  ce  logarithme  est  népérien,  il   s'ensuit 

*  fêjtt  l'tnnitn  de  c«  pohit  de  la  quMUon  dani  If  31*  cahiir 
du  /««nui(  iê  I'ÉcoIê  P*^f«^f iw ,  pi^e  191. 


qa'eadéiîflBaBfc,  è  reidiaaiffe,  par  e  la-l^aee  da 
logarithmes,  ou  aura  I  =  «•;  de  aorte  que  la  ta- 
laur de  m  dont  il  s'agit  inrpassera  aa  pea  le  tien 
de  la  longueur  I  de  la  pîèee. 

880.  La  masse  ai'  comprenant  celle  de  la  pièce  et 
de  Palliiit,  est  tonjoan  trèa  grande  par  rapport  à 
celle  du  boulet;  en  réduisant  donc  à  ai'  le  dttl- 
aeur  ei  4"  *"'  <^^  ^  taleur  de  Y* ,  on  aura  aimple- 
ment 

2JU«  ,      ' 

V>=-;;^log~.        («) 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  fl  sera  ndees- 

saira  de  connaître  la  constante  A,  qui  repréaente  la 

force  élastique  de  la  poudre  réduite  en  gaa ,  à  Tin- 

stant  de  sa  plus  grande'  intensité.  Soit  pour  cela, 

D  la  densité  de  la  poudre  dans  son  état  natuKl{ 

la  niasse  de  la  charge  sera  D»*  ;  en  suppoaant  soo 

poids  égal  aa  tien  du  poids  du  boalel,  aa  aan 

donc 

m  =s  SDm  ; 


etr 


tireraderéquation[2) 

SDY» 


k  == 


«log  — 


Cette  quantité  k  iera  la  pression  eMurâaa  do  gat 
de  la  poudra,  rapportée  à  Tunité  de  surface  i  pour 
la  comparer  à  la  preasion  atmosphérique  ,  soient 
«  cette  autra  pression,  k  la  hauteur  barométri- 
que, #«  la  densité  du  mercure,  et  5  la  gntité^oe 

aura 

«  =  ^i»h. 

Soient  aussi  II  le  modèle  des  td»lee  de  lefarithncs 
ordinaires,  et  a  le  logarithme  de  —  pria  dans  ces 

tables,  de  sorte  qu*on  ait 

i 

A  s=  H  log  —  ; 

il  résultera  de  cea  taleura 

*  _  SMBY» 

^  ""   2k/Agk  ' 

A  la  température  ordÛMlra  d'entiron  19»,  Je  prends 
peur  les  densités  de  la  poudra  et  da  mercara 

D=r  0,8836,      fi=  18,548; 

on  a  aussi 

g  =  0i»,80896,      k  =  0«,7e  ; 

et  à  cause  de 

H  =  0,4342945, 

la  formule  précédente  détiendra 

k  V» 

—  =    (0,0068761)  — 
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!•  eu  de  II  pièM  de  34,  elnrgde  m  tiefvdu 
poids  da  bovM^  m  a 

V  =  403»,      —  =— — ; 
'       .         184' 

oi  il  0D  réfulte 

*  sr  1142.  «. 

leliUTement  à  la  pièce  de  12,  on  a  de  même 


ce  qui  dbnne 


il  =  1187. 


tn  prenant  la  moyenne  de  ces  denx  veteurs  de  A, 
qui  dcTraient  èlre  égalés  si  la  théorie  était  rigon- 
renie  et  que  les  données  fussent  exactes,  nous  au- 
rons donc 

k  =  1166.  «. 

Telle  serait  la  râleur  de  k  quMl  faudrait  employer 
dans  la  formule  (2);  mais  cette  expression  de  V» 
ne  peut  être  regardée  que  comme  une  formule  em- 
piriqne,  d*abord  à  raison  des  hypothèses  sur  les- 
qudles  elle  est  fondée,  et,  en  outre,  parce  que 
*  dans  le  calcul  direct  du  mouTement  du  boulet 
dans  Tame  de  la  pièce,  il  aurait  fallu  aToir  égard  à 
la  masse  de  la  poudre  réduite  en  gat.  En  même 
temps  que  ce  fluide  pousse  en  sens  opposés  le  hou* 
let  et  le  canon,  une  partie  de  la  force  quMl  déte- 
loppe  est  employée  à  transporter  sa  propre  masse, 
vpn  n'est  pas  négligeable  par  rapport  à  celle  du 
projectile  ;  et  Ton  conçoit  qu'il  en  doit  résulter  une 
▼îtesse  de  projection  moindre  que  si,  la  force  élas- 
tique de  la  poudre  restant  la  même ,  sa  masse  était 
insensible,  comme  le  suppose  Tanalyse  précédente. 
Cette  remarque,  due  à  Lagrange,  prouTo  la  néces- 
sité de  considérer  à  la  fois  les  mouiremens  de  la 
pondre  et  des  deux  masses  «  et  m\  pendant  que  le 
bealet  est  dans  la  pièce  ;  mais  alors  la  question  se 
eomplîqne,  at  la  difficulté  du  calcul  ne  permet 
guère  d'arriver  k  aucun  résultat  utile  pour,  la  pra- 
tique. (Test  donc  à  l'expérience  qu'il  Tsudra  mieux 
teeeurirpour  déterminer  les  vitesses  de  projection 
des  corps  lancés  par  les  bouches  à  feu.  Indépen- 
damment de  la  considération  des  portées,  que  nous 
avons,  déjà  indiquée  (n»  216),  U  existe  un  autre 
moyen  d'obtenir  ces  vitesses,  dont  il  sera  question 
dans  nn  des  chapitres  suivans. 

260.  Appliquons  encore  le  principe  de  D'Alem- 
bert  an  cas  le  plus  simple  du  choc  des  corps ,  et 
supposons  qu'il  s'agiMC  de  deux  sphères  homogè- 
■eS|  dont  les  centres  se  meuvent  sur  une  mémo 
ligne  droite,  et  dont  tous  les  points  décrivent  des 
parallèles  k  cette  droite. 

Soient  «  et  m'  les  masses  de  ces  deux  corps ,  dé- 
signons par  e  et  e'  leurs  vitesses,  lorsqu'ils  com- 
mencent à  se  toucher,  c'est-à-dire,  an  premier  in- 
stant du  choc  :  e  et  e*  seront  de  même  signe  ou  de 
«gneieentraires,  selon  que  les  deux  mobiles  iront 


à  le  suite  on  au  devant  l'un  de  l'autre.  Dans  les 
deux  cas,  nous  regarderons  là  vitesse  e  comme  pt»- 
sîtif^^;  et,  après  le  ehoe,  la  vitesse  de  chacun  des 
deux  mobiles  sera  positive  ou  négative ,  suivant 
qu'elle  sera  dirigée  dans  le  sens  de  cette  vitesse  de 
M  a  vent  le  choo  on  en  sens  contraire. 

Quelque  durs  que  soient  les  deux  mobiles ,  ils 
sont  toujours  plus  on  moins  compressibles;  à  rai- 
sou  de  la  différence  de  leurs  vitesses  e  et  e',  ils 
vont  donc  se  comprimer,  en  s'appuyant  l'un  coiltre 
l'autre  ;  et ,  pendant  cette  compression ,  la  vitease 
de  l'un  des  deux  corps ,  de  m ,  par  exemple ,  dimi- 
nuera par  degrés  infiniment  petits ,  et  celle  de  m' 
augmentera  de  même ,  jusqu^à  ce  que  ces  deux 
vitesses  soient  devenues  égales.  Or,  à  partir  de  cet 
instant,  il  y  surs  deux  cas  distincts  à  considérer. 

1»  Si  les  deux  sphères  sont  entièrement  dénuées 
d'élasticité,  elles  cesseront  d'agir  l'une  sur  l'autre 
à  l'instant  où  leurs  vitesses  se  seront  ainsi  nive« 
lées ,  et  continueront  de  se  mouvoir  avec  une  vi- 
tesse commune,  en  restant  juxtaposées  et  con- 
servant les  formes  que  la  compression  leur  aura 
données. 

2*  Si ,  au  contrsiroi  les  deux  sphères  sont  élas- 
tiques ,  elles  tendront  à  reprendre  leur  forme  na- 
turelle ;  en  y  revenant,  et  s'appuyant  toujours  l'une 
oontre  l'autre ,  la  vitesse  de  m  continuera  de  dé- 
croître graduellement ,  et  celle  de  mf  continuera 
d'augmenter  :  il  y  aura  enfin  un  instant  où  ces 
deux  corps  se  sépareront, et  ce  sera  la  fin  du  choc. 
Or,  dans  le  cas  d'une  parfaite  élasticité ,  on  sup- 
pose que  la  seconde  partie  du  choc  est  tout-à-fait 
semblable  à  la  première  ;  qu'à  la  fin  du  choo ,  les 
deux  corps  ont  repris  exactement  leur  forme  sphé- 
rique,  et  une  vitesse  commune  à  tous  les  points  de 
chacun  d'eux  ;  et  que ,  pendant  sa  seconde  partie , 
ils  perdent  ou  gagnent  des  quantités  de  mouvement 
égales  à  celles  qu'ib  ont  déjà  perdues  ou  gagnées 
pendant  la  première. 

Le  problème  du  choc  de  deux  sphères  ne  présen- 
terait aucune  difficulté  nouvelle ,  et  rentrerait  dans 
celui  du  no  867,  si  leurs  rayons  étaient  infiniment 
petits.  Pour  le  résoudre  complètement,  lorsque 
leurs  rayons  ont  une  grandeur  finie ,  il  faudrait 
avoir  égard  à  la  propagation  du  mouvement  dans 
leurs  mssses ,  et  déterminer  l'étst  des  deux  corps  à 
un  instant  quelconque  de  la  durée  du  phénomène; 
ce  qu^on  peut  regarder  comme  impossible ,  dans 
rétat  actuel  de  U  science.  Nous  sdmettrons  donc 
les  suppositions  qu'on  vient  d'expliquer  comme 
étsnt  les  données  de  Is  question  dont  nous  allons 
nous  occuper;  et  en  combinant  ces  données  avec 
le  principe  de  D'Alembert,  appliqué  aux  quantités 
de  mouvement  de  grandeur  finie,  il  ne  s'agira  plus 
que  de  déterminer  les  vitesses  des  deux  sphères  à 
la  fin  du  choc,  d'après  leurs  masses  et  leurs  vitesses 
primitives ,  soit  quand  ces  deux  corps  sont  entié* 
rement  dénués  d'élasticité,  soit  qusnd  ils  sont  par- 
faitement élastiques.  Il  n'y  a  que  les  corps  smim 
qui  n'aient  pas  d'élasticité  sensible  ;  la  plupart  de» 
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oorpi  dmrê  reirienneni  à  leur  forme  priBitive,  lors- 
qu'ils ne  sont  pss  brisés  psr  le  cboe. 

861.  Dans  le  ras  des  corps  mous,  soit  mUtî- 
lesse  après  le  choc,  laquelle  est  commune  m»  deux 
sphères  ;  la  vitesse  perdue  par  m  sera  9  — >  «  ,  el  la 
vitesse  gagnée  par  m!  sera  11  —  v'.  Si  dono  ces  deux 
corps  allaient  au  devant  Tun  de  Teutre  eveo  ces  vi- 
tesses 9  «—  «  etn  —  «',  il  faudrait,  diaprés  le  prio- 
cipe  du  n<»  353,  quHIs  se  fissent  équilibre;  ce  qui 
exige  (no  127)  que  les  quantités  de  mouvement 
«sorrespondantes  k  ces  vitesses  soient  égales.  Nous 
aurons  done 


m  {v  —  fi)  =  m'  (• 
d'où  Ton  tire 


1*1 


u  ^  - 


-•')i 


'(«) 


pour  la  valeur  de  «  quUl  s'agissait  d'obtenir. 

Si  m'  est  en  repos  avant  le  choc ,  et  qu'à  raison 
de  sa  densité,  celte  masse  soit  extrêmement  grande 
et  comme  infinie ,  par  rapport  à  m,  on  aura  sensi- 
blement «=  0.  La  masse  m'  représentera  alors  un 
obstacle  fixe  ;  et  le  corps ,  dénué  d'élasticité,  sera 
réduit  au  repos  por  le  choc  contre  cet  obstacle. 

On  appelle  force  vîvs  d^un  point  matériel,  ou, 
plus  généralement ,  d'un  corps  dont  tous  les  points 
ont  la  même  vitesse,  le  produit  de  sa  masse  par  le 
carré  de  cette  vitesse.  La  somme  des  forces  vives 
de  m  et  m'  est  donc  mo*  •{-  rnV*  avant  le  choc , 
etmtt»  -|-  m'u*  après  le  choc.  Or,  il  résulte  de  la 
formule  (a)  que  la  seconde  somme  est  toujonrs 
moindre  que  la  première  ;  car,  sans  altérer  leur  dif- 
férence 

wr«  +  mV>  —  mu*  —  mfu*  , 

on  peut  en  retrancher  la  quantité 

2u  (mv  +  m'e'  —  mu  —  m'u), 

qui  est  nulle,  en  vertu  de  l'équation  (a)  ;  et  cette 
différence  devient  alors 


m 


(r  —  y)"  4-  m'  (11  —  t>')«  , 


qui  est  une  quantité  positive. 

Il  7  a  donc  toujours  perte  de  force  vive  dsns  le 
eboo  de  deux  sphères  dont  la  matière  est  dénuée  de 
toute  élasticité  ;  et  cette  perte  est  égale  y  comme 
on  voit ,  à  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vi- 
tesses V — «et  «  —  wf,  perdue  et  gagnée  par  ces 
deux  corps.  Ce  résultat  est  un  cas  particulier  d'un 
théorème  général  qui  est  dû  à  Carnet ,  et  que  nous 
démontrerons  par  la  suite. 

362.  Dans  la  première  partie  du  choc,  c'est-à- 
dire,  jusqu'à  l'instant  de  la  plus  grsnde  compres- 
sion ,  les  deux  sphères  se  comportent  toujours  de 
même ,  quel  que  soit  leur  degré  d'élasticité  ;  en 
sorte  que  la  vitesse  u  qu'on  vient  de  déterminer, 
est  toujours  celle  qui  leur  est  commune  ù  cet  in- 
stant. Pendantcette  première  portie,  la  diminution 
de  la  vitesse  de  m  et  reogmentotton  de  celle  de  m' 


sont  done»  —  ««t  11  —  e'.  Or,  si  oet^  deux  ephéras 
sont  parfaitement  élastiques ,  m  éprouvera ,  dons 
la  seconde  partie  du  choc,  une  seconde  diminution 
de  vitesse  égale  à  la  première,  et,  oonséquem- 
ment,  sa  vitesse  à  la  fin  du  choc  sera  v  —  8  (v~~«) 
on  2  «  —  «.  Kn  même  temps ,  m'  éprouvera  une 
seconde  augmentation  de  vitesse  égole  à  11  «^  n',  et 
sa  vitesse  finale  sera  9'  -|-  2  (m  —  n')  on  2ii.—  »'. 
Si  donc  on  appelle  V  et  Vies  vitesses  de  «s.  el  m\ 
après  le  choc  j  on  aura 

V  =  2«  —  «,       V  =  2n  —  e»; 

la  valeur  de  u  étant  toujours  donnée  par  là  for- 
mule (a). 
En  retranchant  ces  vitesses  l'une  de  l'autre,  on  a 

V  —  V  =  •  —  e"; 

ce  qui  montre  que  dons  ce  choc  la  vitesse  relative 
des  deux  mobiles  change  de  signe  et  conserve  la 
même  grandeur. 

Si  la  masse  m!  est  regardée  comme  infinie,  à  roi- 
son  de  sa  densité,  par  rapporta  la  masse  m,  et 
qu'on  ait  i;'  =0,  on  aura  «  =  0,  et,  par  consé- 
quent, V  =  —  Vf  d'où  il  résulte  que  quand  une 
sphère ,  douée  d'une  élasticité  parfaite,  vient  frap- 
per un  obstacle  fixe,  elle  est  réfléchie  avec  une  vi-  » 
tesse  égale  et  contraire  à  celle  qu'elle  avait  avant 
le  choc.  S'il  s'agit ,  par  exemple ,  d'une  sphère  pe- 
sante ,  qui  tombe  dans  le  vide ,  sur  un  plan  hori- 
sontal  et  inébranlable,  elle  devra  remonter  à  sa 
hauteur  primitive. 

La  somme  des  forces  vives  sera  la  même  avant  et 
après  le  choc ,  ou ,  outrement  dit ,  on  aura 

me»  +  w'e'»  =  m  (2n  —  e)»  -|-  m'  (2«  —  v*)*  ; 

équation  qui  se  réduit  à 

4u  (mu  -|-  m'ii  -»  «in  —  m'e'}  =  0, 

et  qui  est  identique ,  en  vertu  de  la  formule  (a). 

Il  n'y  a  donc  aucune  perte  de  force  vive  dans  le 
choc  de  deux  sphères  parfaitement  élastiques;  et 
ce  résultat ,  comme  celui  que  présente  le  choc  de 
deux  sphères  non  élastiques,  est  compris  dans  un 
théorème  général,  qu'on  démontrera  aossi  dans 
un  autre  chapitre. 

363.  Si  Ton  suppose  m'  =  m,  on  aura 

2ii  ==  e  -i-  e'.       V  =r  e»,       V  =  r. 

Il  y  a  donc  échange  de  vitesse  dans  le  choc  de  deux 
sphères  parfaitement  élastiques,  dont  les  masses 
sont  égales;  et  si  l'une  des  deux  est  en  repos  avant 
le  choc ,  l'autre  demeurera  en  repos  après  le  choc, 
et  la  première  prendra  la  vitesse  primitive  de  la 
seconde. 

U  suit  de  là  que  si  l'on  a  une  série  de  billes  égales 
en  masse,  et  dont  les  centres  soient  rangés  en  ligne 
droite  ;  que  la  première  soit  seule  en  mouvement  ^ 
et  que  sa  vitesse ,  qui  sera  désignée  par  v,  soit  di- 
rigée suivant  cette  droite  et  du  c6té  des  autres  bil- 
les ;  cette  première  bille  sera  réduite  au  repos  en 
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ebiMiuffiilia  deuiiéme  ;  celle-ci  prendra  laTÎtesfe  v, 
avec  laquelle  elle  ira  choquer  la  troiaième,  et  sera 
engoite  réduite  au  repoi  ;  la  troisième  prendra  la 
Tisesie  9,  quelle  perdra  en  choquant  la  quatrième  ; 
et  ainai  de  suite,  jusqu^à  la  dernière ,  qui  eonser- 
Tera  la  TÎtesse  v.  Après  cette  suite  de  chocs,  toutes 
les  billes  seront  donc  en  repos ,  excepté  la  der- 
nière ,  qui  se  trouvera  animée  de  la  iritesse  que  la 
première  avait  primitivement  ;  et  comme  ce  résul- 
tat est  indépendant  de  la  grandeur  des  intervalles 
compris  entre  les  billes  consécutives ,  il  est  natu- 
rel d'en  conclure  quUl  aura  encore  lieu  quand  ces 
intervalles- disparaîtront,  et  que  les  billes,  cho- 
quées par  la  première ,  seront  en  contact. 

Ainsi  y  lorsqu'une  série  d^un  nombre  quelconque 
de  billes  parfaitement  élastiques ,  en  repos^  juxta- 
posées ,  égales  en  masse ,  et  dont  les  centres  sont 
en  ligne  droite ,  sera  choquée  par  une  autre  bille 
élastique ,  égale  à  chacune  déciles ,  et  en  mouve- 
ment suivant  la  ligne  des  centres ,  celle-ci  se  réu- 
nira à  la  série  qui  demeurera  en  repos ,  excepté  la 
bille  placée  à  Tautre  extrémité ,  laquelle  se  déta- 
chera seule  avec  la  vitesse  de  la  bille  choquante  : 
c^est ,  en  effet ,  ce  qu^on  a  souvent  Toccasion  de 
vérifier,  avec  des  billes  de  billard ,  par  exemple. 

En  général ,  les  lois  du  choc  des  corps  sphéri- 
qnes,  mous  ou  durs ,  qui  sont  les  conséquences  des 
hypothèses  du  n»  300 ,  ont  été  confirmées  par  de 
nombreuses  expériences,  taites  sur  des  billes  égales 
ou  inégales ,  de  même  matière  ou  de  matière  diffé- 
rente ,  ot  dont  les  vitesses  avaient  entre  elles  diffé- 
rens  rapports. 

364.  Le  mouvement  du  centre  de  grovité  d'un 
système  de  corps  n'est  jamais  altéré  par  le  choc  ou 
tonte  autre  action  mutuelle  des  mobiles.  On  dé- 
montrera par  la  suite ,  dans  toute  sa  généralité , 
cette  importante  proposition ,  dont  on  a  déjà  vu  le 
cas  le  plus  simple  dans  le  no  367,  et  qu'on  peut 
aussi  vérifier  dans  le  choc  des  corps  sphériques , 
mous  ou  parfaitement  élastiques. 

Pour  cela,  soient  s  et  x',  ou  bout  du  temps  f, 
les  distances  des  centres  de  m  et  m'  à  un  point  fixe 
de  la  droite  sur  laquelle  ils  se  meuvent.  Soit  aussi, 
k  cet  instant,  *,  la  distance  au  même  point  du  cen- 
tre de  gravité  de  m  et  m';  nous  aurons  (n»  66) 

(••  -|-  m')  s^  =^  mx  •{-  tn^jf'. 

Oo  en  déduit,  en  différentiant , 

dSf  ds  dx' 

{m  •\'  m!)  —  r=  w  —  -|-  m'   —  ;     [L) 
dt  dt  dt 

ds, 
équation  qui  fera  connaître  la  vitesse  —  du  ccn- 

di 

tre  de  gravité,  oorrespondante  aux  vitesses  des 

deux  sphères.  Or,  avant  le  clwc,  on  a 

dx 


et ,  eonséqneauaent , 

ds^        mp  •{-  m'o' 

Après  le  choc,  on  a 

dr       ds* 

di  '^  di'^ 

dans  le  cas  des  corps  mous ,  et 

dx  ds» 

—  =  2i«  —  r,      —  =  2y  ~  »', 


di 


di 


=  V, 


dt 


ds' 
di 


.1. 


dans  le  cas  des  corps  élastiques.  En  substituant 
successivement  ces  valeurs  dans  Téquation  {b),  et 

ayant  égard  à  l'équation  (a),  oo  en  déduit  —  =  u 

di 
dans  les  deux  cas;  ce  qui  est  la  même  valeur  qu'a- 
vant le  choc ,  en  vertu  de  cette  équation  (o).  Par 
oonséquent ,  le  choc  de  deux  sphères  ne  change 
rien  au  mouvement  de  leur  centre  de  gravité. 

t!omme  la  vitesse  de  ce  point  est  toujours  la 
somme  des  quantités  de  mouvement  des  corps ,  di- 
visée par  la  somme  de  leurs  masses,  cela  revient  à 
dire  que  dans  le  choc  de  deux  corps  sphériques , 
mous  ou  élastiques ,  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  ne  change  pas ,  en  ayant  égard ,  dans 
oette  somme,  aux  signes  des  vitesses. 

Si  la  vitesse  v'  de  m' est  nulle,  et  que  oette  mssse 
soit  très  petite  par  rapport  à  m^  la  quantité  do 
mouvement  imprimée  k  m'  et  enlevée  à  m ,  sera ,  à 
très  peu  près ,  m'e  ou  2in'e ,  selon  que  ces  corps 
seront  dénués  d^élasticité  ou  parfaitement  élasti- 
ques. 

365.  Jusqu'k  présent,  on  a  assimilé  la  résis- 
tance des  fluides  à  une  suite  de  chocs  du  mobile 
contre  les  molécules  du  milieu  qu'il  traverse;  quoi* 
que ,  selon  moi ,  la  théorie  de  la  résistance  fondée 
sur  cette  considération  doive  être  abondonnée ,  il 
est  bon,  cependant,  de  l'expliquer  ici  en  peu  de 
mots. 

Supposons  que  le  mobile  soit  un  cylindre  droit 
qui  se  meut  dans  le  sens  de  sa  longueur.  Soit  « 
l'aire  de  sa  base ,  perpendiculaire  à  cette  dimen- 
sion et  à  la  direction  du  mouvement  ;  soient  aussi  m 
la  masse  du  mobile,  et  f  la  densité  du  fluide ,  li- 
quide ou  aériforoie ,  dans  lequel  il  se  meut.  Au 
bout  du  temps  i ,  appelons  p  sa  vitesse ,  et  jp  la 
distance  de  sa  base  antérieure  à  un  point  fixe ,  pris 
sur  la  perpendiculaire  à  ce  plan ,  do  sorte  qu'on 
ait  dx  =  vdi.  Dans  l'instant  di ,  cette  base  par- 
courra l'espace  dx  ;  le  mobile  frappera  donc  tous 
les  points  matériels  du  fluide ,  compris  dans  une 
tranche  dont  la  base  est  « ,  la  hauteur  dl^r ,  et  la 
masse  fds.  Or,  ou  considère  tous  ces  points  comme 
isolés  et  n'ayant  aucune  action  sur  le  fluide  envi- 
ronnant; et ,  dans  cette  hypothèse,  on  prend  pour 
la  diminution  de  la  quantité  de  mouvement  éprou- 


M4 


TRAITi  m  HiCiUII(^ 


yée  par  le  mobile  pendtnt  cet  iatUoI  ét^ït  pro- 
duit de  sa  titesse  v  et  de  la  masse  frappée  fds,  ou 
le  double  de  ce  produit ,  selon  que  Ton  compare 
ce  choc  à  celui  des  corps  dénués  de  toute  élasticité, 
t»n  qu'on  l'assimile  au  choc  des  corps  parfaitement 
élastiques.  La  première  taleur  tfmdM  est  celle  qui 
s^écarte  le  moins  de  respérience  ;  en  Tadoptant 
donc ,  et  obsertant  q«e  mdm  éproute  ta  variation 
de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse  «,  dans 
rinstant  iH,  nous  aurons 


mdv  =  — 

et  en  mettant  pour  ds  sa 
par  il,  il  en  résulte' 

de 


valeur  vdl,  et  divisant 


m  —  =  —  p«i».  , 
di 

pour  k  force  motrice  provenant  de  la  résistance 
exeroée  sur  une  surface  plme ,  perpendiculaire  à 
In  diraetion  du  mouvement. 

Cette  vésietanoe  est,  comme  on  Toit,  propor- 
tionnelle à  la  densité  du  fluide ,  à  la  suifaoe  sw 
laquelle  elle  s'eieroe ,  et  au  carré  de  la  viteaae  du 
mobile.  Eu  appelant  h  la  hauteur  due  à  cette  vi* 
teaae,  et  ^  U  gravité ,  c'est-è-dire ,  en  faisant  v*  s= 
2^,  sa  valeur  devient  S^pwik;  en  sorte  qu'elle  est 
égale  an  poids  d*un  cylindre  du  fluide  qui  aurait 
pour  base  la  surface  perpendiculaire  à  la  direction 
de  la  vitesse ,  et  pour  hauteur  le  double  de  celle 
dont  on  oorps  pesant  devrait  tomber  dans  le  vide , 
pour  acquérir  cette  même  vitesse. 

Si  la  direction  du  mouvement  n'est  pas  perpen- 
diculaire à  la  surface  plane  qui  éprouve  U  résis- 
tance ,  on  décompose  la  vitesse  du  mobile  en  deux 
autres ,  Tune  perpendiculaire ,  et  Tautre  parallèle  à 
ce  plan  ;  ou  suppose  que  U  vitesse  parallèle  ne 
doone  lieu  qu'k  un  frottement  dont  on  fait  abstrac- 
tion ,  et  que  la  résistance  proprement  dite  eat  la 
même  que  si  la  vitesse  normale  existait  seule  :  c'est 
pourquoi  Ton  substitue  cette  composante  à  la  vi- 
tesse V  dans  la  valeur  précédente  de  la  rétistance, 
qui  devient  alors  pup*  cos  •  t;  i  étant  l'angle  que 
fait  la  normale  à  la  surface  m,  avec  la  direction  de 
la  vitesse  v. 

860.  En  admettant  ce  résultat ,  et  Tétendant  eux 
élémens  infiniment  petits  des  surfaces  courbes, 
on  en  conclut,  par  le  calcul  intégrai ,  la  résistance 
éprouvée  par  un  corps  solide  de  forme  quelconque. 

Pourplns  de  simplicité,  supposons  qu'il  s'agisse  1 
d'un  solide  de  révolution ,  dont  tous  les  pointa  dé- 
orivent,  avec  k  vitesse  e,  des  parallèles  à  son  axe 
de  figure.  Soient  AB  cet  axe  (  fig.  8»),  et  AflB  sa 
courbe  génératrice  ;  prenons  cet  ase  pour  celui  des 
abscisses;  et  appelons  ir  et  3f  l'abscisse  CP  et  Tor- 
donnée  PM  d'un  point  quelconque  M  de  cette 
courbe.  Supposons  que  k  plus  grande  sootion  du 
solido,  perpendioukire  à  Taxe  de  figure ,  soit  celle 
qui  répond  au  point  C,  origine  des  coordonnées, 
et  que  CD  soit^  en  éooséquence,  k  plus  grande 


oNkaiiée  de  k  courbe  AB.  U  moaveae^  ayaat 
lies deB  vers  À, la  portioa  de  kaniCsœ  quiéprsu. 
vers  k  résistance  du  milieu  sera  celle  qui  répoed  à 
la  partie  DXA  de  cette  courbe.  Soit  dt  l'élénent 
difiéreiaiel  de  cette  courbe  aa  point  qoelcmiqual  ; 


en  «un 


COS  s'  se  — 


pour  le  cosinus  de  Tangk  que  k  soraïak  en  ce 
point,  fait  avec  l'axe  des  *,  c'est-knlire,  avec  k  di- 
rection du  mouToment  ;  et  cet  angle  sera  le  même 
dans  toute  l'étendue  de  lasone  engendrée  par  dt  en 
tournant  autour  de  AB ,  dont  la  surface  est  9wyé§. 
Chacun  des  élémens  plans  de  cette  sone  éprouvera 
donc  une  résktance  normale  qui  sera  égak  an  pro- 
duit de  cet  élément ,  multiplié  par  pv*  cos>  i.  En 
décomposant  cette  force  en  deux  autrea,  Tune  per- 
pendieukire  et  Tautre  panllèk  à  l'axe  AB,  il  est 
évident  que  les  composantes  perpendiculaires  à  AB 
se  détruiront  deux  à  deux  ;  d'aiHeurs ,  chaque  com- 
posante  parallèle  à  AB  aura  pour  valeur  k  résis- 
tance normale  k  k  tone,  multipliée  par  costf;  par 
conséquent,  k  somme  de  ces  composantes,  pour  k 
lone  entière,  sera  égale  au  prodoit  de  la  surface 

2wifd$f  de  fv*  cos  »,  et  de  cos  s,  ou  à  2wtp»  y  3i 

d'après  la  valeur  de  cos  i. 

n  suit  de  là  qu'en  appelant  R  k  résktance  to- 
kle  éprouvée  par  le  solide  en  sens  contraire  de  son 
mouvement,  et  faisant  CA  =  a,  nous  aurons 


^ 


^=^'^-/:^s 


(^) 


pour  la  valeur  de  cette  force  motrice. 

Si  le  mobile  est  une  sphère ,  le  point  C  sera  son 
centra ,  et  a  son  rayon.  En  désignant  par  •  l'angk 
MCA ,  on  aura 

y  =  o  sin  I,    djf  =za  cos  lit,    dr  =  «il  • 
et  il  en  résultera 

R  =  axfc»  a>  /T'  cos»  •  sin  tdê  =  1  ^po»  r«  ; 

ce  qui  montre  que  la  résisUnoe  éprouvée  par  000 
sphère  est  la  moitié  de  celle  qui  aurait  lien  sur  le 
cylindre  circonscrit,  dont  «a«  serait  k  base  pw- 
pendieukire  à  la  direction  du  mouvement. 

367.  C'est  à  Newton  qu'est  dû  ce  premier  esauî 
sur  k  résisknoe  des  fluides;  et  c'est  lui  qui  «  dé- 
terminé I  le  premier,  le  mouvement  des  cotpe-ott»* 
mis  i  une  force  dépendante  de  leur  viteaae.  Ba 
comparant  le  résulkt  de  son  calcul  an  temps  ob- 
servé de  la  chute  d'une  sphèra^i  tombe  dans  Tcir, 
d'une  grande  hauteur,  il  a  reconnu  qu'il  faudrait, 
pour  accorder  l'un  avec  l'autre ,  réduire  k  moitié  la 
valeur  précédente  de  R. 


DYflAn^DS*  SICOHDl  PARHE. 


B*aprèt  d'autres  espërtences ,  faites  psr  Borda , 
cette  valeur  doit  être  seulement  réduite  aux  treb 
cÎB«|niènies;  ce  qui  donne 

3 
&  =s  —  wfù*  e*. 
10 

En  appelant  D  la  densité  delà  sphère,  sa  masse  sera 

..         ;  et  si  l'on  divise  E  par  cette  masse,  et  qu^on 

8 

appelle  p  la  force  accéléntrice  qui  en  proviendra , 
onaun 

Ofe» 


e  = 


40Da' 


ce  qui  cet,  effsctiveraent,  Texpression  de  la  ré<- 
sistanee  que  les  auteurs  de  Balistique  ont  adoptée 
le  plus  fénéralemeni,  et  que  nous  avons  citée  dans 
le  n*  316. 

la  'vertu  de  la  Iprmule  (c),  la  détermination  du 
solide  de  révolution  qui  éprouve  la  moindre  résis- 
tance, consiste  à  trouver  la  courbe  génératrice  de 


ce 


solide  pour  laquelle  Tintégrale   /    af   —  est 


;  problème  qnW  résoudra  sans  diffi> 
collé  par  les  régies  do  calcul  des  vsrietions,  et  dont 
Hewton  a  donné  la  solnUon  avant  que  d^autres  géo- 
mètres se  fussent  occupés  de  cegcnre  de  questions, 
mais  sans  indiquer  la  méthode  qu^il  a  suivie  pour 
y  parvenir. 


-  Cette  théorie  de  le  résistance  repose ,  comme  on 
Ta  vu ,  sur  une  eomperaison  vagne  de  Tection  dn 
fluide  an  choc  des  corps,  et  sur  la  supposition  Inad- 
missible que,  dans  ce  choc,  les  molécules  du  fluide 
agissent  isolément  sur  le  mobile  et  nullement 
Tune  sur  l'autre.  Elle  est  démentie  par  Tobserva- 
tion ,  quant  à  la  grandeur  absolue  que  le  calent 
donne  à  peu  près  double  de  celle  qui  résulterait  de 
rexpérience  ;  elle  Test  aussi  par  rapport  k  la  loi  de 
la  résistance  en  fonction  de  la  vitesse,  qui  serait 
toujours  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse , 
suivant  cette  théorie,  tandis  qu'il  résulte  du  dé» 
croissement  observé  des  amplitudes,  dans  les  très 
petites  oscillations  du  pendule  (n»  187),  que  oette 
force  est  seulement  proportionnelle  aux  très  pe- 
tites vitesses.  La  résistance  qu'un  fluide ,  liquide 
ou  aériforme,  oppose  au  mouvement  d'un  corps 
solide ,  se  compose  d'un  frottement  contre  la  sur- 
face, eide  la  résultante  des  pressions  que  œ  Bnide 
exerce  sur  cette  surface  tout  entière.  Pourdéterr 
miner  convenablement  oette  aecende  pertie ,  qui 
est  la  réaistanœ  proprement  dite ,  il  faut  eonaidé 
rer  à  la  fois  les  mouvemena  dn  oorpa  et  da  flnido  ^ 
comme  je  l'ai  fait  dans  le  mémoire  déjk  esté 
(n»  101).  Cette  force  peut  être  différente  dena  le 
mouvement  oscillatoire  et  dans  le  mouvement  pro- 
gressif,  dans  les  liquides  et  dans  les  gas;  et,  dans 
ceux-ci,  elle  peut  dépendre  de  leur  température, 
et  non  pas  seulement  de  leur  densité;  ce  qui  serait 
important  à  vérifier  par  rexpérience. 


CHAPITRE  IL 


dAtBBMINATION    OE3   MOMENS   D*I1IBETIE   ET    DES   AXES    PRINCIPAUX. 


nans  les  chapitres  suîvans ,  nous  considé- 
reroDS  les  différons  cas  du  mouvement  d'un  corps 
solide.  Pour  former  les  équations  de  son  mouve- 
ment, nous  le  diviserons  en  portîes  insensibles, 
mole  de  grandeur  finie,  comprenant  néanmoins  des 
nombres  immensrs  de  molécules.  <}ttoique  ce  corps 
soit  formé  de  molécules  disjointes,  les  sommes 
relatives  à  ses  parties  insensibles  pourront  être 
dwngées,  sana  erreur  appréciable,  en  intégrales 
définies ,  comme  dons  le  n»  Od  ;  et ,  dans  tout  ce 
qvi  ve  enivre ,  on  pourra  traiter  les  perties  dont  il 
e'egii  nomme  des  infiniment  petits. 


Les  intégrales  définies  que  les  équations  du 
mouvement  renfermeront  eeroni  au  nombre  de 
neuf,  savoir  : 

/«dm,      fydm,      fMdm, 
fxffdm,   /xsdm,    /ysdei, 
/*•  dm,  /y»  dn,  Jg*  émf 

dm  étant  l'élément  différentiel  de  la  masse ,  qui  ré- 
pond aux  trois  coordonnées  rectangulaires  Mj  y,  s, 
et  les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du 
mobile ,  qne  nous  désignons  par  E. 
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TftAlrt  DX  liCAlIlQIII. 


to  troii  preoMètes  dépendent  de  le  pétition  du 
contre  de.greTiié;  et  si  Ton  appelle  «i ,  yt  «  »ij 
•et  troit  coordonnëet ,  on  aura  (n"  01) 

r»dm  s=Jliri  ,    fyàm  s=r  Hyi  ,   fsém  =:  ■«>  $ 

on  lorte  qne  cbacone  de  cet  intégralet  tera  nnlle, 
lortqu'on  prendra  ce  poînipour  rorigine  dot  coor- 
donnëet* 
.Quelle  jqne  toit  cette  origine ,  «on  prooTcra  plot 


loin  qu'on  pont  tonjonrt  déterminer  la  direction 
dot  troit  axet  de  manière  qu'on  ait 

/sydbi  =  0,    fMgdm  =  0,    /ysdn  c=  0. 

Lot  troit  aiet  rectangulairet  det  m  y  y,  m,  qui  font 
ainf  i  disparaître  cet  trois  intégralet ,  t'appellent 
det  as$êpn»c^amg. 

Quant  aux  troit  demièret  det  neuf  intégralet, 
on*let  ezprimeraeu  moyen  de  troit  aulret  que  nom 
reprétentons  par  A,  B,  C,  et  qui  seront 


A  =;/(y+  s»)  dm,B  =/(«.+  s»)  dm,  C  =/(»«+  y*  )  dai; 


d'où  Ton  tire 

S/x»  dm  =  A  +  )B  —  C, 
2/y>  dm  =:  C  +  A  —  B, 
a/jp*  dm  =:  B  +  C  —  A. 

On  appelle,  en  général,  m^Mni^muniê  d'un  corpt 
par  rapport  k  une  droite  quelconque,  la  tomme  det 
élément  de  ta  mette ,  raultipliét  par  let  carrét  de 
lenn  dtstancet  à  cette  droite.  Ainsi ,  A ,  B ,  C,  te- 
roBt  let  moment  dHnertie  du  mobile  par  rapport  aux 
axetdet^,  f,Mf  car,  par  exemple ,  y*  -|-  m*  est 
le  carré  de  la  dittance  àedmk  Taxe-  des  s.  Lors- 
que >eet  droitet  teront  det  axet  principaux ,  noot 
appelleront  A, -B  ,  C,  detmomemi'd*inertief»rMies- 


Le  centre  de  gravité  et  les  txes  principaux 'ont 
Tavantage  de  simplifier  les  éqaitions  du  mouve- 
ment ,  en  faisant  disparaître  une  partie  de  leurs 
termes,  quand  on  les  prend  pour  origine  et  pour 
axet  det  coordonnées;  ils  jouissent,  en  outre,  de 
propriétés  très  importantes  dans  la  Dynamique, 
ainsi'qu'on  le  verra  par  la  suite. 

860.  La  détermination  des  momens  dUnertie  est 
un  problème  de  calcul  intégral ,  que  Ton  résoudra 
toujours  exactement  ou  par  la  méthode  det  qua- 
dratures. 

L^exemple  le  plut  tirople  est  le  calcul  du  moment 
dHnertie  d*un  parallélipipède  rectangle  et  homo- 
gène, par  rapport  à  Tune  de  ses  arêtes.  Prenons 
trois  de  ses  arêtes  adjacentes  pour  axes  des«,  y,  m, 
et  désignent  par  o,  b^  e,  leurs  longueurs  ;  puis 
divisons  chacune  de  ces  trois  droites  en  une  infi- 
nité de  parties  infiniment  petites.  En  menant  par 
tous  les  points  de  division ,  des  plans  parallèles 
aux  faces  du  parallélipipède ,  on  aura  trois  tériet 
de  plant  qui  le  partageront  en  élément  infiniment 
petite  dant  leon  troit  dimentiont.  Le  volume  de 
Télément  qui  répond  aux  trois  coordonnées  tr,  y,  s, 
sera  évidemment  dirdyde;  on  aura  donc  pour  sa 
masse 

-dm  =  fds.dy  dtj 

f  étant  la  densité  du  parallélipipède,  que  Ton  sup- 
pose constante.  Par  conséquent ,  le  moment  d^i- 
nertie  C ,  par  rapport  à  Parète  qu^on  a  prise  pour 
aie  des  s,  et  dont  la  longueur  est  e,  sera 

C  =  ffff[ x*+  s»)  ds  dif  dz. 


On  étendra  cette  Intégrale  triple  à  tout  let  élé- 
ment dttiparellélipipède  donné,  en  intégrant,  deoa 
un  ordre<{ueleonqne ,  depuia  s  c=  0,  y  =0,  «-^, 
jutqu^à  s  =  a»  y  =  i,  a  =:  c;  ce  qui  donne,  tant 
aucune  difficulté , 


on ,  ce  qui  ett  la  même  chote , 

C  =;iH  (o>+  6>); 
■  étant  4a  matte  do  corpt ,  de  torte  qu^on  ait 

On  tura  de  même 


B 


:fM(c-+a.),    A=fl(l.  +  c.), 

ponr  les  moment  d'inertie  du  mêtee  corpt ,  par 
rapport  aux  arêtes  dont  leslongueura  sont  b  et«. 

370.  Pour  second  exemple,  calculons  le  moment 
d^incrtie  d'un  ellipsoïde  homogène  par  rapport  à 
Tun  de  set  trois  axes  de  figure. 

L'équation  de  sa  surface  tera 

-s*        ya        s* 

-  +  -+-  =  »,    (•) 

a*         6*        e> 

en  détignant  par  2a, Zb,  2c ^  let  longueon  de  eet 
trois  diamètres  'principaux ,  que  Ton  prend  pour 
axes  des  dr ,  y,  a.  Son  moment  d'inertie ,  par  rap- 
port à  l'axe  des  m,  sera  exprimé  par  la  même  inté- 
grale triple  que  dans  le  problème  précédent;  In 
constante  pétant  toujours  la  densité  du  corps.  Pour 
obtenir  cette  intégrale  triple,  qui  doit  étra  étendue 
à  la  masse  entière  de  rdlipsolde ,  j'intégrerai  d'a- 
bord par  rapport  à  a,  en  regardant  tr  et  y  comme 
des  constantes  ;  ensuite,  par  rapport  à  y,  en  con- 
tinuant de  ragarder  s  comme  constante ,  et ,  enfin, 
par  rapport  à  s.  On  peut  tuivre  l'ordre  qu'on  veut 
dans  cet  trois  intégrations  succettivet  ;  celui  que 
je  choisit  revient  à  concevoir  l'elliptolde  partnfçé 
en  une  infinité  de  trancbet  elliptiquet  «  parallèles 
au  plan  det  y  et  x  ;  chaque  tranche  partagée  àe 
même  en  une  infinité  de  parallélipipèdea  parallèlcn 
à  l'axe  det  a ,  et  terniinét  à  la  turface  j  et  diaquu 


DTlIAIIQim,  «EGOIIPE  PARTIE^ 
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pwmlUlipipAdo  en  élénient  lofinîment  petits  dins 
ieura  tfois  dimeni ioni.  Les  limites  de  riatégrtle 
relative  à  s  seront  les  deux  irtlemrs  de  cette  varia- 
ble qui  sont  données  par  réqnation  (a)  ;  cette  in- 
tégrale définie  exprimera ,  en  fonction  de  s  et  y, 
le  moment  dHnertie  de  Ton  quelconque  des  parai- 
lélipipèdes.  L'intégrale  relative  à  y  aura  pour  limi- 
tes les  deux  valeurs  de  cette  variable ,  qui  répon- 
dent à  la  même  valeur  de  s ,  dans  l'équation  de  la 
Mction  de  rellipsoide  par  le  plan  des  »  oif,  elle 
exprimora  le  moment  dUnertie  de  la  trandie  pa- 
rallèle au  plan  Sf  et  x ,  qui  se  trouve  à  la  distance  m 


de  ce  plan.  Enfin ,  Tintégiale  relative  à  •  sera  prise 
depuis  g=z^a  jnsqu^à  s  =  a ,  et  elle  exprimera 
le  moment  d'inertie  de  Tellipsoide  entier. 
En  intégrant  par  rapport  à  s ,  il  vient 

(sa-^y*)xd!jr<^-)-  constante. 

Les  denx  limites  données  par  l'équation  (a)  sont 

I X      V*    *■ 


l'intégrale  définie  sera  donc 


i^iXt-^-'i 


ds  djf  +  2pey 


dMdif. 


Si  Von  .fait  pour  abréger, 


5»  «« 


Fintégrale  relative  à  y  de  la  première  partie  de  la 
fbnmile  précédente ,  deviendra 

2ffiM*ds  ^,y— . 

-^-j — fyr^  —  y  <^. 

L^éqaatîoa  de  la  section  de  TeUipsolde  parie  plan 


des  stiy,  savoir  : 


y»       «f 
6>        a* 

donne  y^=  ±  **  P^i^'  1m  <i*ux  limites  de  l'inté- 
grale relative  à  y  ;  et ,  comme  on  a 

il'en  résulte ,  en  remettant  pour  r*- sa  valeur,. 


8K^  d.y*j/iZZrZrf, = ^  (•..._  ^  )  *. 


En  intégrant  par  rapport  à  9  depuis  «  =  —  a  jus- 
qu'à «  =  a,  ou  aura  donc 

sans  nouveaux  calculs ,  et  par  de  simples  change- 
mene  de  lettres ,  on  aura  de  même 

par  ocmséquent ,  le  moment  d'inertie  G  par  rapport 
a  l'nse  des  m  ,  qui  est  la  somme  de  ces  denx  der- 


nières intégrales ,  aura  pour  valeur. 

On  obtiendra  de  même  les  momens  d'inertie  B  et 
A  par  rapport  aux  axes  des  y  et  des  ».  La  masse 
de  l'ellipsoïde  étant  ■ ,  on  aura ,  d'après  son  vo- 
lume (no  89) 


et  les  trois  momens  d'inertie,  par  rapport  aux  dia- 
mètres 2a ,  26  ,  2o ,  seront 


A  =fM  (*•  +  c-  ),      B  =f  1  (  c  H-  «.  ),      C  =f  M  (a.  +  è>  ). 


Ces  diamètres  sont  les  trois  axM  principaux  du 
corps ,  qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité  ;  car 
en  les  prenant  pour  axes  « ,  y,  s ,  les  trois  intégra- 
les y^ycfas^  f%9dm  ifydm ,  étendues  à  l'ellipsoïde 
entier,  sont  zéro,  puisque  chacune  d'elles  se  com- 
pose d'élémens  qui  sont,  deux  à  denx,  égaux  et  de 
signe  contraire. 

On  voit  que  parmi  les  trois  quantités  A,  B,  C,  ta 
plus  grande  et  la  plus  petite  sont  celles  qui  répon- 


dent au  plus  petit  et  au  plus  grand  des  trois  diamè- 
tres ,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  par  la  définition 
des  momens  d'inertie. 

371.  Dans  le  cas  d'une  sphère ,  on  a  a  =  A  =  c; 
les  trois  momens  d'inertie  deviennent  égaux  entre 

8ir 
eux ,  et  sont  exprimés  par  —  foS.Si  le  rayon  a  aug- 

16 

mente  d'un  infiniment  petit,  et  se  cbangeen  a^da^ 


us 


TEAITi  Dl  afM^AHIQin. 


raocroitiOTMDt    correipaiidiiit    de  w    momcnl 

8» 
dUnertie  de  la  sphère,  MYoir|  — fo^iaieiprimera 

8 
le  moment  d'inertie  de  li  conche  sphériqne ,  dont 

les  rayons  intdrienr  et  extérieur  sont  •  et  a  «l-  «la. 
Maintenant ,  supposons  que  la  sphère  ne  soit  pas 
homogène,  mais  qu^elle  soit  seulement  composée 
de  oonchei  concentriques  et  homogènes,  de  ma- 
nière qu'en  appelant  r  le  rayon  d'une  couche  quel- 
conque, la  densité  p  soit  une  fonction  donnée  de  r. 
Pour  sToir  le  moment  d'inertie  de  la  sphère  en- 
tière, il  faudra  intégrer  celui  de  cette  couche 

8» 
quelconque,  saToir,  —  fr^dr ,  par  rapport  à  r,  et 

8 
étendre  l'intégrale  au  rayon  entier  de  la  sphère  ; 
donc ,  en  désignant  ce  rayon  par  c,  on  aura 

8« 


^f%ndr, 


8 

pour  le  moment  d'inertie  demandé. 

Si  on  le  compare  à  celui  d'une  sphère  homogène 
du  même  rayon ,  et  dont  la  densité  soit  égale  ft  la 
densité  moyenne  de  celle  que  l'on  considère,  il  est 
aisé  de  Toir  qu?il  derra  être,  par  la  définition  des 
momens  d'inertie,  et  qu'il  sera  effectivement, 
d'sprès  son  expression ,  plus  grand  ou  plus  petit, 
selon  que  la  densité  p  croîtra  ou  décroîtra  conti- 
nuellement du  centre  à  la  surface. 

872.  Le  calcul  du  moment  d'inertie  d'nn  corps 
homogène ,  terminé  par  une  surface  dvrévolotion, 
se  réduit  à  une  seule  intégration  dépendante  do  la 
courbe  génératrice ,  quand  on  le  prend  par  rapport 
à  l'axe  de  figure.  On  décomposera  alors  le  solide 
en  anneaux  circulaires ,  d'une  épaisseur  et  d'une 
largeur  infiniment  petites,  dont  chacun  ait  son  cen- 
tre dans  l'axe,  et  soit  compris,  d'uoe  part ,  entre 
de«  plans  perpendioulaires  à  Taxe ,  et  d'une  autre 
part,  entre  deux  surfaces  cylindriques ^  dont  cette 
droite  sera  l'axe  conunun.  En  appelant  r  le  rayon 
de  la  surface  intérieure ,  r  -|-  <lr  celui  de  la  surface 
extérieure,  et  da  la  distance  des  deux  plans,  le 
volume  d'un  anneau  sera  ir  (r  -f^  drydx  —  icr^Am^ 
on  ZKtèrds ,  en  négligeant  le  terme  infiniment  pe- 
tit du  troisième  ordre.  Sa  masse  sera  donc  2irfnMr, 
en  désignant  par  p  la  densité  du  corps  ;  et  comme 
tous  les  points  de  cet  anneau  sont  à  la  même  dis- 
Unce  r  de  l'axe  de  figure ,  le  produit  2%ft^ériM,  de 
cette  masse  et  de  r«,  exprimera  son  moment  d'i- 
nertie par  rapport  à  cet  axe.  Doue  si  cet  axe  et  la 
courhe  génératrice  sout  la  droite  AB  et  la  ligne  AHB 
(fig.  86),  et  qu'on  fasse 

AP  =  *,       PM  =  y^ 

on  aura  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  infini- 
ment mince  du  solide  de  révolution ,  perpendicu- 
laire à  AB  et  correspondante  au  point  P,  en  intégrant 
2#pf*  Mk  depuis  r  :==  0  jusqu'à  r  £=  y,  ce  qui 
donne -^vpyi  is.  Donc  aussi,  si  l'on  désigne  par  l 


la  longvenrde  l'axe  AB,  ei  pir  |sle«MMmil  tfi- 
nertie  du  solide  entier,  on  obtiendra  la  iraleor  de  /« 
en  intégrant  cette  différentielle  «i  irpyi  djv,  de- 
puis sr  =  0  Jusqu'à  sr  =  /^  et  il  en  résultera 


1  /•' 

2  •/  " 


w 


Si  l'on  désigne  par  «  et  C  des  valeurs  donaéesde  jr 
telles  que  Ton  ait  •  <  C  et  C  <  /,  il  suffira  cTio» 
tégrer  depuis  s  =  «jusqu'à  «  ss  C,  peur  aTOÎr  le 
moment  d'inertie  de  la  tranche  du  solide  eompriee 
entre  les  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  dont 
«  et  C  sont  les  distances  au  point  A.  Si  ce  corps  est 
un  solide  creux ,  compris  entre  deux  surfaces  de 
révolution  qui  ont  le  même  axe  AB ,  on  aura  son 
moment  d'inertie,  en  regardant  ce  corps  comme 
la  différence  de  deux  solides  de  révolution ,  dont 
on  retranchera ,  l'un  de  l'autre ,  les  momens  d'i- 
nertie relatifs  à  l'axe  commun.  Enfin ,  si  l'on  de- 
mandait le  moment  d'inertie  d'une  portion  du  solide 
de  révolution,  comprise  entre  deux  plans  menés 
par  l'axe  de  figure ,  il  est  évident  que  ce  momesit, 
par  rapport  à  cet  axe  ,  serait  à  celui  du  solide  en- 
tier  comme  l'angle  des  deux  plans  est  \  quatre  an- 
gles droits. 

378.  En  prenantla  demi-circonférence  d'un  cercle 
pour  la  génératrice  AMB ,  et  désignant  le  rayon 
par  a,  on  aura 

pour  la  valeur  de  y*  qn^ll  faudra  substituer  dans  la 
formule  (è)  ;  et  si  l'on  demande  le  moment  d'iner- 
tie du  segment  spbérique  dont  la  flèche  est  •,  pris 
par  rapport  au  diamètre  perpendiculaire  à  aa  basa^ 
il  faudra  intégrer,  dans  cette  formule,  depuis 
s  =  0  jusqu'à  s  =:  e;  ce  qui  donne 

Dans  le  cas  de  la  sphère  entière ,  on  fera  •  =iBa , 


15 


>,  comme  préoédem- 


et  il  en  résultera  ^a  = 

ment. 

Si  U  génératrice  est  une  droite  pasaasii  parle 
point  A ,  et  qui  fasse ,  avec  l'axa  AB ,  un  ailgle  dent 
la  tangente  soit  6,  on  aura 

Je  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (à) ,  et 
j'intègre  depuis  sr  =  «  jusqu'à  s  =:  C  ;  il  vient 

Cette  valeur  sera  celle  du  moment  d'inertie  d'un 
cône  tronqué,  pris  par  rapport  à  son  axe  de  figure. 
En  appelant  a  et  i  les  rayons  de sei»  deux  bases,  et 
"h  sa  hauteur ,  nous  aurons 
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et  Douft  ponrroni  ëerîre  la  Tàleur  de  (•  tons  \% 
forme 

Dans  le  cas  d*un  cône  entier ,  on  fera  ft  =  0;  et 
H  étant  sa  masse ,  on  aura 


M  =:  |-«fka«  , 


=:  —Ho*  . 

lO 


Quand  le  cône  tronqué  se  changera  en  un  oylindrci 
on  fera  5  =  a;  et  la  masse  étant  toujours  M ,  il  en 
résultera 

M  =  wfka* ,        M  =  "^  Ha*  . 

374.  Connaissant  le  moment  d^inertie  d'un  corps 


par  rapport  k  nn  aie  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité )  on  en  conclut  aisément  le  moment  d'inertie 
du  mémo  corps ,  rapporté  à  tout  autre  axe  paral- 
lèle au  premier. 

En  effet  I  plaçons  Torigine  des  coordonnées  an 
centre  de  gravité ,  et  prenons  le  premier  axe  pour 
celni  des  s.  Soient  «  et  C  les  cordonnées  du  point 
où  le  second  axe  coupe  le  plan  des  #  et  y ,  auquel 
ce  second  axe  est  aussi  perpendiculaire.  Désignons 
par  a  la  distance  du  centre  de  gravité  au  second 
axe  ;  par  r  la  distance  d*un  élément  quelconque 
dm  du  corps  au  premier  axe  ;  par  r'  la  distance  dn 
mémo  point  matériel  au  second  axe.  Le  moment 
dMneKie  connu  sera  fr*  dm,  et  celui  qu'on  demande 
sera  fr'»  dm\  ces  intégrales  s'étendantà  la  masse 
entière  du  solide.  Or ,  nous  aurons 


r'»  =  {«  —  •)•  +  (y  —  C)»  =:  *«  +  y»  —  2ii«  —  2Cy  +  •«  +  C«  5 


en  multipliant  par  dm  ,  intégrant  et  observant  que 

«•  •)-  y*  =  r>  ,      ••  -|-  C*  =  a*  , 
on  aura  donc 

fif^dm  z=zfr*dm  —  Zmfêtdm  —  ZCfydm  +  a*fdm; 

maie  les  intégrales  fsdm  étfydm  sont  nulles,  à 
canae  que  le  centre  de  gravité  est  sur  Taxe  des  m 
(n«  968);  de  plus^yilm  est  la  masse  entière  du  corps, 
que  je  représenterai  par  H;  par  conséquent ,  Té- 
quation  précédente  se  réduit  à 

/r»»  dm  z=zffdm  +  Ma*  , 

Ainsi  l'on  aura  le  moment  d'inertie  demandé,  en 
ajoutant  à  celui  qui  est  donné  lo  masse  du  corps , 
multipliée  par  le  carré  de  la  distance  du  centre  de 
gravité  au  nouvel  axe. 

D*après  cette  règle,  on  aura  immédiatement 
le  moment  d'inertie  d^one  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques  par  rapport  à 
un  axe  quelconque,  puisque  ce  moment  est  connu 
par  rapport  à  tous  les  axes  passant  par  le  centre 
de  figure ,  qui  est  aussi  le  centre  de  gravité. 

Bans  un  corps  quelconque ,  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  un  axe  passant  par  son  centre  de 
gravité ,  sera  plus  petit  que  par  rapport  à  tout 
autre  axe  parallèle  ft  celui-Ui.  Les  momens  d'iner- 
tie d'un  même  corps  seront  égaux,  par  rapport 
à  tous  les  axes  parallèles  entre  eux ,  et  également 
âoignéa  du  centre  de  gravité  :  leur  valeur  com- 


mune augmentera  à  mesure  quUls  s'éloigneront  de 
ce  point. 

375.  If  on  seulement  le  moment  d'inertie  d'un 
oorps  varie  avec  la  position  absolue  de  l'axe  auquel 
on  le  rapporte ,  mais  il  change  aussi  avec  la  direc- 
tion de  cette  droite.  Pour  montrer  comment  cette 
direction  influe  sur  là  grandeur  du  moment  d'iner- 
tie d'un  corps  quelconque,  proposons -nous  de 
trouver  celui  de  la  niasse  M  par  rapport  à  un  aie 
mené  {lar  l'origine  des  coordonnées ,  et  qui  fasse 
avec  les  axes  des  «,  y,  a,  les  trois  angles  donnés 
•,  C,  y. 

Soient  p  la  perpendiculaire  abaissée  de  I  élé- 
ment dm  sur  le  nouvel  axe,  D  la  distance  de  ce 
point  matériel  à  Torigine  des  coordonnées,  1"  l'an- 
gle compris  entre  la  ligne  D  et  le  nouvel  axe.  Les 
coordonnées  de  dm  étant  «,  y,  x,  lea  cosinus  des 
angles  que  fait  la  direction  de  son  rayon  vecteur  D 

s  y    M 

avec  lea  axes  de  ces  ooordonnées,  seront-*^,—, — ; 

D  D  D 

par  conséquent,  on  aura  (n»  9) 

s  y        *   ' 

coa  X  =  —  cos  •  -h  —  cos  C  +  —  cos  >. 
D        D        D 

D'ailleurs,  on  a 

p  =  D  sin  1*,      f»  =  D»  —  (D  cos  *)•  ; 

en  subtituant  donc  pour  D  cos  l  la  formule  précé- 
dente, multipliée  par  D,  et  mettant  s*  -|-y*  -f*  s* 
au  lieu  de  D*  ,  il  en  résultera 


d'où  Ton  conclut 


p*z=z  s*  siu>  •  +  y*  s*i>'  C  -^  a*  sin*  y  ; 
—  2sy  cos  «  cos  C  —  2sm  cos  «  cos  y  —  2ys  cos  C  cos  yj 


/i>>  dm  =  sin*  «•  fs*  dm  4-  &>»'  ^*  fjf*  dm  -)-  sin*  y.  /s*  dm 
—  Z  nos  •  cos  C.  fttydm  —  2  cos  •  10%  y,  f»%dm 
'—  2  cos  C  cos  >.  Jyidm, 
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.  Au  moyen  de  cette  formule ,  on  ton  dono  le  mo- 
raent  d'inertie/p*  dbi,  relatif  à  un  ase  de  direction 
donnée ,  et  passant  par  Torigine  dei  coordonnées, 
quand  on  connaîtra  les  six  intégrales/s*  àt^Jf*  db, 
/jM  db,/s3fdai>/jrjidBi^yjfsdhi,  étendues  à  la  masse 


du  corps ,  ei  relativei  aux  aies  dee 
données.  Si  ces  trois  droites  sont  des  axes  prtaol» 
peux,  les  trois  dernières  intégrales  seront  nulles 
(n«  868),  et  la  formule  précédente  se 


yj»>  dm  =  sin»  «.  /s*  dm  +  sin*  C.  /y*  dm  -f  iin*  y,  /s*  dbh 


Vais,  en  vertu  de  réquation 

ces*  •  -|-  cos*  C  ^  ces*  ^  =  1 , 

nous  avons 

sin»  «  =  cos»  €  -^  coB*  y , 
sin>  C  =  ces*  y  4"  ^^**  *  I 
ain*  y  =:  ces*  •  -|-  cos*  C; 

ce  qui  change  la  valeur  de  fp*  dm  en  celle-ci  : 

/p»  dm  =  (/y«  dm  +  /«»  dbi)  cos»  a  , 
+  (/»«  dm  +  fs*  dm)  cos»  C , 
+  (/«•  dm  +  fy*  dm)  oos«  y  i 

dono  en  rénnissant  chaque  couple  d*intégrales  en 
une  seule,  et  désignant  par  À,  B,  C,  comme  dans  le 
n«  8418,  les  momens  d^inertie  par  rapport  aux  axes 
des  dP,  §f,  j,  nous  aurons  finalement 

/fi>  dm  =  A  cos>  «  -|-  B  cos*  C  -f  C  cos>  y,  (e) 

Ainsi,  il  suffira  de  connaître  les  trois  momens 
d'inertie  relatifs  aux  trois  axes  principaux  qui  se 
coupent  en  un  point  donné,  pour  en  conclure  immé« 
diatement  le  moment  dUnertie  correspondant  à  un 
axe  quelconque ,  passant  par  ce  point  ;  et  en  com- 
binant ce  résultat  avec  celui  du  numéro  précédent, 
on  voit  que  le  calcul  de  tous  les  momens  d'inertie 
d'un  même  corps  se  réduira  à  déterminer  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  qui  répondent  à  son 
centre  de  gravité.  Ayant  calculé,  par  exemple 
(no  370},  les  valeurs  de  ces  trois  momens  d'inertie, 
dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  homogène,  nous  pouvons 
regarder  comme  connu  le  moment  d'inertie  de  ce 
corps,  par  rapport  à  un  axe  quelconque. 

376.  Le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  trois  mo- 
mens d'inertie  principaux  A,B,  C,  qui  entrent  dans 
la  formule  (o),  soni  aussi  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  de  tous  les  momens  d'inertie  du  même  corps, 
par  rapport  aux  axes  passant  par  l'origine  des  coor- 
données. 

Soit,  en  effet,  A  la  plus  grande  des  trois  quanti- 
tés A,  B,  G;  en  mettant  1  —  cos  *  C  —  ces  ■  ^^  à  la 
place  décos  *  a  dans  l'équation  (c),  on  aura 

yp«  dm  =  A  — (A—  B)  co8>  C  —  (A  —  C)  cos>  y\ 

d'où  l'on  conclut  queyp>  dm  est  moindre  que  A, 
queb  que  soient  les  angles  Cet  y.  De  même,  G  étant 
la  plus  petite  des  trois  quantités  A,  B,  G,  si  Ton  met 
l'équation  (e)  sous  la  forme 

ypi  dm=:C-|- (A  — C)cos- • -1- (A  —  B)cos»  C, 

on  voit  qu'on  a  constammeutyp»  dm>  C. 
Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  quantités  A, 


B,  C,  sont  égales,  on  a  austtiyi>«  dm — A,  quelle  que 
soit  la  direction  de  l'axe  auquel  le  moment  d'iner- 
tie/p*  dm  est  rapporté  ;  donc  alors  les  momens  d'i- 
nertie sont  égaux  par  rapport  à  tous  les  axea  pas- 
sant par  l'origine  des  coordonnées.  Ce  cas  est  celui 
de  la  sphère  homogène  ou  composée  de  couches 
concentriques,  lorsque  l'origine  des  coordonnées 
est  placée  à  son  centre  j  il  a  également  lieu  pour  le 
cube,  l'octaèdre  régulier  et  d'autres  corps  homo- 
gènes ,  dont  les  trois  momens  d'inertie  principaux 
ne  peuvent  différer  entre  eux,  en  plaçant  ton- 
jours  l'origine  des  coordonnées  à  leur  centre  de  fi- 
gure. 

Si  l'on  a  seulement  A  =:  B ,  l'équation  (c)  se  ré- 
duira à 


jf 


dn  =  A  stn*  >  +  ^  ^^^*  y  % 


et  cette  valeur  de/p*  dm  étant  indépendante  des 
angles  «  et  C,  le  moment  d'inertie  sera  le  même  par 
rapporta  tonales  axes  menés  par  Poriginedea coor- 
données, qui  font  un  mémo  angle  y  avec  Taxe  dea  s. 
Ge  cas  est  celui  d'un  solide  de  révolution  homo- 
gène, quand  cette  droite  est  son  axe  de  figure. 

D'après  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  ii»  874 ,  nous 
pouvons  dire  maintenant  que  le  plus  petit  de  tous 
les  momens  d'inertie  qu*uu  même  corps  puisse 
avoir,  répond  à  l'un  des  trois  axes  principaux  qui 
se  coupent  à  son  centre  de  gravité.  Ainsi ,  par 
exemple,  le  plus  petit  de  tous  les  momens  d'iner- 
tie d'un  ellipsoïde  homogène  ,  se  rapporte  au  plus 
grsnd  de  ses  trois  diamètres  conjuguée  rectangik- 
laires. 

,377.  Nous  allons  actuellement  démontrer  l'exis- 
tence des  axes  principaux  que  nous  avons  supposée 
jusqu'à  présent,  et  déterminer  leur  direction  pour 
chaque  point  d'un  corps  de  forme  quelconque; 
mais,  pour  cela ,  il  est  nécessaire  de  rappeler  les 
formules  générales  de  la  transformation  des  coor- 
données, dont  nous  aurons  besoin,  d'ailleurs,  dans 
d'autres  occasions. 

Soient  s,  y,  s,  les  trois  coordonnéea  d'un  point 
quelconque  H,  rapportées  aux  axes  rectangulaires 
Ojp,  Oy,  Os,  (fig.87  ).  Désignons  pariP|,  y^,  s^,  les 
coordonnées  du  même  point,  ayant  la  même  ori- 
gine, et  rapportées  aux  trois  axes  Ox,^  Oy„  Oxj,  qui 
sont  aussi  perpendiculaires  entre  eux.  Du  point  M, 
abaissons  des  perpendiculaires  HP  et  WL  sur 
Taxe  Os  et  sur  le  plan  des  x,  et  y„  et  du  point  K, 
une  perpendiculaire  RH  sur  l'axe  Os^  ;  en  sorte 
qu'on  ait 

OP  s=:  Jr,    OH  =  r^ ,     U  =  y^,      HH  =  jb,. 
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La  pr0|Mttoii  ivr  Tan  Os,  de  la  ligne, briiée 
MKHO,  sera  OP;  les  projections  de  ses  parties 
ÙBf  U,  ME,  seront  égales  à  ces  droites,  multi- 
pliées par  les  cosinus  des  angles  que  les  aies  des 

'i*  tn  'm  '^^^  '^'^  ^^*^^  ^'9  ^^  ^^  faisant  la 
somme,  on  aura  donc 

jT  s=  Sj  cos  «Oxj  -^  <yj  cos  suffi  -|-  s,  cos  xOs,. 

La  6gnro  suppose  ces  trois  angles  aigus ,  et  les 
trois  coordonnées  «,,  y^,  s^,  positiTes  ;  auquel  cas 
leurs  projections  tombent  sur  la  diroction  même  de 
Os ,  et  doivent  s'ajouter  en  grandeur  absohio  ; 
mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  cAte  équation 
subsistera  dans  tous  les  cas,  en  ayant  égard  aux 
signes  des  coordonnées  sr^,  y,,  S|,  des  cosinus,  et 
de  rabscisse  s.  Par  exemple,  on  Terra  aisément 
q«e  si  Tabscisse  «^  est  négative,  et  Tangle  xOSf 
aigu,  ou  bien,  si  cette  abscisse  est  positive,  et  cet 
angle  obtus,  la  projection  de  OH  tombera  sur  le 
prolongement  de  Os,  et  la  valeur  absoluedo  cette 
projection  devra  être  retranchée  ;  et  Ton  verta ,  au 
oontraire,  qu'elle  devra  être  ajoutée,  quand  cette 
abscisse  s,  sera  négotive ,  et  qu'en  même  temps 
Fangle  sOs,  sera  obtus  ;  ce  qui  s'accorde,  dans  les 
denx  cas,  avec  le  signe  du  produit  s,  cos  sOs,. 

On  verra  de  même  que  les  projections  de  la  ligne 
brisée  MKHO  sur  les  axes  Oy  et  Os,  ou  sur  leurs 
prolongemens ,  sont  toujours  égales  à  y  et  s.  Cela 
étant,  si  nous  faisons 


eoasOsj 
cosyOs, 
cos  sOs, 


=«,  cosjrOy,  r=i,  cossOs,: 
=  o^,  cos  yOy,  =  h',  -cos  yOs^  : 
=  a",     cossOy^rsft",     cos  sOs,; 


,'» 


a* 


+  h»    +  c« 
+  b'»  +  c'» 

o"t  4-  6".  +  c"« 


a'« 


1, 


aa 


aà 


If 


nous  aurons 


«  z=  as,    +  6y,,     +  es,, 
y  =  o's,     +  6'y,    +  c's, , 

M  =  a"s,    +  d"y,   +  c\. 


(l) 


Ces  neufs  cosinus  a,£,  etc.,  sont  liés  entre  eux 
par  six  équations,  savoir  :        • 

ai  +  o'«  +  «"•  =1,  ah  +  a'b'  +  o"5"  =  0,  J 
£t  +  6'«  +  5".  =  1,  flc  +  a'o'  +  a!'c''  =  0,  V  (2) 
Cl  4.  e'>  +  c"«  =  1,  5c  +  6V  +  6"c"  =  0.  J 

La  première,  par  exemple,  résulte  de  ce  que  a,  a', 
o",  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  une  même 
droite  Os,  avec  les  trois  axes  rectangulaires  Os, 
Oy,  Osj  et  la  quatrième,  de  ce  que  cette  droite  Os^ 
et  la  ligne  Oy^,à  laquelle  répondent  les  cosinus 
5, 5',  5",  sont  perpendiculaires  Tune  à  Toutre.  On 
obtient  aussi  ces  six  équations  en  substituant  Irs 
valeurs  des,  y,  s,  dans  Téquation 

«*  +  y*  +  «»  =  *!•  +  yj  +  *i» , 

dont  les  deux  membres  sont  le  carré  de  OM,  et  qui 
doit  être  identique. 

En  ayant  égard  aux  équations  (2],  les  équa- 
tions (1)  donnent,  réciproquement | 


Sf  =z  as  +  a^lf  +  ef'z, 
y,  =  ô*  +  6'y  +  4",, 
s,  =  es  -f"  c'y  4-  c"s  ; 


13} 


et  Ton  peut  remplacer  les  équations  (  2  )   par 
celles^!  : 


+  bh' 
+  bb» 


+  ce'    = 


0, 

a'o"  +  W  +  cV  =  0. 


+  ce"    = 


w 


la  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  du 
B*  277  montre  clairement  l'analogie  qui  existe  en- 
tre les  projections  des  lignes  droites  et  celles  des 
surfaces  planes,  d'où  résulte  Tidentité  de  la  com- 
position des  forces  représentées  par  des  portions 
de  droites,  avec  la  composition  des  momens  repré- 
sentés par  des  aires  plsnes. 

S78.  Dans  la  transformation  des  coordonnées, 
cm  devra  donc  considérer  six  des  neuf  coefiiciens 
a,  6,  etc.,  comme  des  fouctions  des  trois  autres, 
déterminées  soit  par  les  équations  (2),  soit  par  les 
équations  (4)  ;  mais  il  vaudra  mieux  eiprimer  ces 
neuf  coeiRciens,  ou  moyen  de  trois  nouvelles  quan- 
tités ,  par  des  formules  qui  satisferont  aux  équa- 
tions (2)  ou  (4). 

Four  cela,  supposons  que  la  droite  NON '  (fig.  88) 
aoit  rintersection  du  plan  des  s,  et  y,  avec  le  plan 
des  sr  et  y  ;  et  faisons 

ROs  =  4,    MOs,  =  f ,      lOs,  =   •: 

ces  trois  angles  4 1  f  f  *  1  détermineront ,  sans  ambi- 
gotié ,  la  position  des  axes  des  s,^  y,,  M^,  par  rapport 


à  ceux  des  s ^  y ,  m,  pourvu  que  l'on  convienne 
préalablement  du  sens  dans  lequel  ces  angles  seront 
comptés.  Pour  plus  de  commodité,  je  supposeroi 
que  le  plan  des  s  et  y  soit  horixontal ,  et  que  l'axe 
vertical  des  s  positives  soit  dirigé  dans  le  sens  de 
la  pesanteur. 

L'angle  I  s'étendra  depuis  séro  jusqu'à  18(H>  ;  selon 
qu'il  sera  aigu  ou  obtus,  l'axe  Os,  sers  situé  au-des- 
sous ou  au-dessus  du  plan  des  s  et  y  :  pour  I  =:  o , 
Os,  coïncidera  avec  Os,  et  pour  I  =  180<>,  Os,  tom- 
bera sur  le  prolongement  de  Os* 

Dans  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  du 
point  0 ,  les  axes  Os„  Oy,,  Os„  seront  des  droites 
fixes  dans  son  intérieur  et  mobiles  avec  lui ,  et  les 
axes  Os,  Oy,  Os,  seront  des  droites  fixes  dans  l'es- 
pace. Il  pourra  alors  arriver  que  les  angles  -^éi  p 
soient  positifs  ou  négatifs ,  et  qu'ils  comprennent 
une  ou  plusieurs  ciraonférences  j  mais,  à  un  Instant 
quelconque,  on  aura  toujours 

4  r=:  2nir  -f  «,        f  =  2*»  -|-  e, 

en  désignant  par  n  et  <  des  nombres  entiers,  positifs 


TRArri  DE  NfiCAHIQVX. 


ou  nëgaliff ,  ou  léro,  et  par  «  et  o  des  Taritblct  po* 
•ititefl  et  moindres  que  2%.  Or,  Tangle  u  sers  compté, 
à  partir  de  la  droite  0^^  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  9;  de  sorte  que  |  por  exemple ,  la  droite  ON 
coïncidera  atec  O^r  pour  m  r=  o,  avec  le  prolonge- 
ment de  Oy  pour  «  =  90»,  atec  celui  de  Os  pour 
11=  ISO^,  et  atec  Oy  pour  u  =  270«.  L^angle  p  sera 
compté ,  à  partir  de  ON ,  au-dessus  du  plan  des  s 
et  y  ,  de  manière  que  Taxe  0^^  se  trouTera  au-dessus 
de  oe  plan ,  quand  9  sera  moindre  qne  180»,  et  au- 
dessous  quand  cet  angle  surpassera  180o.  Pour  9=0, 
Taxe  Og ,  coïncidera  avec  la  droite  ON ,  et  -pour 
«=  ISO^» ,  avec  le  prolongement  ON'  de  ON.  Dans 
tous  les  cas ,  Tangle  I ,  oigu  ou  obtus ,  sera  Tangle 
dièdre  dont  Taréte  est  ON ,  et  dont  les  faces  sont  les 
angles  NOs  et  JHO», ,  réduits  à  leurs  parties  u  et  v, 
La  figure  suppose  que  les  trois  angles  «}  v,  6,  soient 
aigus. 

Gela  posé,  lorsque  Pangle  4  >6n  donné ,  on  por- 
tera sa  partie  «  sur  le  plan  horisontal ,  h  partir  de 
l'axe  Ojr,  et  dans  le  sens  de  la  flèche  s  ;  ce  qui  déler- 
minera  la  position  de  la  droite  ON.  L^aagie  f  étant 
aussi  donné ,  on  portera  d^ahord  sa  partie  e  sur  le 
plan  horiiontal ,  ft  partir  de  la  droite  ON ,  et  dans  le 
sens  de  la  flèche  f",  c^est-k-dire  ,  en  sens  contraire 
de  #  ;  ensuite ,  on  fera  tourner  le  plan  de  Tangle  f 
autour  de  ON ,  de  manière  que  la  partie  de  f  adja- 
cente à  ON  s^élève  au-dessus  du  plan  horisontal. 
Quand  ce  plan  aura  décrit  Tangle  donné  I ,  Tautre 
•  côté  de  Tangle  f  sera  la  iréritable  position  de  Taxe 
Os^,  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  horisontal, 
suÎTaut  qu'on  aura  v  <  ISO»  ou  e  >  I80o.  En  aug- 
mentant ,  dans  son  plan ,  l'angle  u  de  90°,  on  aura 
la  position  de  Taxe  Oy^  ;  et  après  avoir  mené  une 
perpendiculaire  à  ce  plan,  on  prendra  pour  Om^  la 
partie  de  cette  droite ,  comprise  au-dessous  on  au- 
dessus  du  pion  horisontal ,  selon  que  Tangle  I  sera 
aigu  ou  obtui. 

Les  trois  axes  Ojt^,  Oy,^  Oi^^  étant  ainsi  complè- 
tement déterminés  par  rapport  aux  axes  Os,  Oy,  Ojs, 
au  moyen  des  angles  4*  ^i  *  »  ^1  ^"^^  <iue  les  neuf 
cosinus  a,  6,  etc.,  soient  des  fonctions  de  ces  trots 
angles  ;  et,  en  effet ,  en  leur  donnant  les  directions 
qu^on  vient  d'expliquer ,  on  a 


h 

ti  = 
V  = 

c'  = 
a"  = 
A"  = 
c"  = 


£=  cos  I  sin  4  *iB  f  -f*  cos  4  cos  f , 
=  cos  I  sin  4  cos  f  —  cos  4  >>n  ^j 
=  sin  I  sin  4i 

=  cos  I  cos  4  ain  f  —  sin  4  cos  f , 
=  cos  •  cos  4  cos  f  -|-  sin  4  >in  f , 
cos  I  cos  4 } 

—  sin  I  sin  f, 

—  sin  I  cos  ff 
cos  I. 


(8) 


On  vérifie  aisément  que  ces  valeurs  de  a ,  è ,  etc., 

rendent  identiques  les  équations  (3)  et  (4) ,  et  qu'il 

n'en  résulte  aucune  relation  entre  les  angles  4)  f  «  *• 

370.  Quoique  ces  formules  (5)  soient  générsle- 


ment  connaes,  il  n«  scn  paa  invtîle  d'indiqwr  la 
manière  avivante  d'y  parvenir. 

On  sait  qna  « ,  C ,  y  ,  étant  Ict  trois  angles  dNm 
triangle  sphérique  queleonqua,  et  A  l'angle  oppeaé 
au  oèté  « ,  00  a 

cos  «  =  coa  A  sin  C  sin  y  -(-  cos  C  cos  y. 

Or,  si  nous  imaginons  une  sphère  décrite  da  point  0 
comme  centre,  et  d'un  rayon  quelconqoey  nous 
«arens  d'abord  sur  cette  surface  an  triangle  formé 
par  les  trois  arcs  qui  répondenl  au  «nglea  NO*, 
NOjTi,  srOs|,  dans  lequel  l'angle  opposé  an  dernier 
c6té  sera  égal  à  %\  dono,  i  oause  4«  N0«  s:  4et 
NOdrpzf,  on  aura 

oos  «0^1  =  a  =  cos  I  sin  4  *in  a  -|"  coi  4  cos  a . 

Cette  équation  ayant  lien  pour  des  valevra  qotleon* 
ques  de  a  et  4*  on  peut  supposer  que  f  devienne 
»  4-  00«;  alors,  l'axe  0«|  prendra  U  place  de  0y„ 
l'angle  ttOs^  deviendra  «Oy,,  et  l'on  aora 

cos  sOy^  =  6  =  cos  6  sin  4  co^f  —  cos  4  sin  f. 

De  même,  en  mettant  4  +  OO»  à  la  place  de  4i  dans 
l'équation  précédentCf  l'axe  Os  ne  changera  dans 
Taxe  Oy,  et  Tangle  sOm^  deviendra  yOsj  ;  de  sorte 
que  l'on  aura 

cos  yOXj  =r  a'  =  cos  •  ces  4  ■In  f  — -  sin  4  cos  f. 

Et  si  Ton  met  à  la  fois  dans  cette  équation  précé- 
dente 4  +  00«  et  a  4.  90o  au  lieu  de  4  et  f,  l'angle 
«OS|Sera  remplacé  par  l'angle  yOy^,  et  il  eo  résul- 
tera 

cos  yOy,  =  è'  =  cos  6  oos  4  cos  a  -{-  sin  4ain  f. 

Considérons  de  même  le  triangle  aphérique  dont 
les  trois  côtés  répondent  aux  angles  N0«,  N0«^ 
sOs^.  L'angle  opposé  au  dernier  côté  est  90»  —  9; 
de  plus,  on  a  NOar=  4  et  NOa^  =  90*'.  En  faisant 
A  =  90«  —  1,  C  =  4,  y=«0»,  •=«OSf,  rdqnaiion 
générale  se  réduira  donc  à 

cos  sOxj  =  e  =  sin  •  sin  4  i 

d'où  l'on  conclut  aussi 

cos  yOsj  =  e'  =  sin  I  oos  4  9 

en  mettant  4  +  ^^°  ^  ^^  place  de  4;  ce  qui  change 
Taxe  Os  dans  Oy,  et  l'angle  sO%^  dans    l'angle 

Enfin,  dans  le  triangle  sphérique  dont  les  oôtés 
répondent  aux  angles  NO  s,  NO^r^,  sOs^,  l'angle  op- 
posé au  dernier  côté  est  égal  à  I  -|-  90o,  et  l'on  a 
N0s=90o  et  NOSf=a.  Si  donc  on  fait  A=90o+#, 
C  =  90o,  y  =  a,  «  ;=  sOiT^,  dans  l'équation  géné- 
rale, on  aura 

cos  %0s^  =  o"  =  —  sin  I  sin  a. 

En  mettant  a  -f"  ^^  ^  ^  place  de  ai  dans  ce  résoi- 
tat,  l'axe  Os^  se  changera  en  Oy^,  et  l'angle  j0#|  en 
sOy,j  par  conséquent,  nous  aurons  aussi 

cos  sOyj  =  i''  =  —  sin  •  cot  a. 


DTlf  AIIQUB ,  SlCOmi  PA&TII. 


QqmiI  an  oeuf  tème  cot&nM  «^',  on  ■ 

c"  =  oos  sOsj  =  eof  1. 

S80. 8iippoioiitin«iiileiMntqii«  Iw  azetdMooor- 
doanéet  9„  y,«  S|,  Mient  lef  axes  priaeipaitx  qui  m 
coupent  ao  point  0}  d'après  lanr  définition  (n«  868)| 
on  aura 

«t  il  s'agira  d«  prouTor  qae  ces  trois  équations  don- 
nant tonjours  pour  las  angles  f,  4?  ^t  ^^  valeurs 
iMIos. 
In  laisant,  pour  abrégSTi 


An  moyen  deeas^aleors,  la  première  équation  (n) 
prend  û  forme 

stn2ç/(X>  — T«  ]  4n  =  a  oos  2f/  XT<iR  (è) 
et  les  detti  dernières  deviennent 


X  =  #  cos  4-*yûn4» 

T  s=:s  eosi  sin4  +  yootloos4— *ssinl, 

H  substituant  les  formules  (6)  dans  les  équations 
(S),  nous  aurons 

y^  =  Tcosf  —  Xrâifi 

Si  z=x  s  sin  I  sin  4  +  yû>  ^  ''M  4  +  '  ^*  ^' 


oos  p/lM^àm  •—  sin  pflM^  =s  D, 
sin  «/TSidsi  -f-  «os  ^flA^Êm  =  0. 

En  i^jontantoea  darnièrea  équations  après  les  «voit 
multipliées  par  eos  f  et  sin  f ,  ou  par — sin  f  et  oos  f  f 
elles  seront  remplacées  par  oallea-ei  : 

/Ta|4H  =  0,      /Xjr|An:=:0, 

qui  ne  contiennent  plus  Tangle  f .  J'y  mets  pour  X, 
T,  Sj,  leurs  valeurs ,  et  Je  fais 

fm^àm^f,     /ytdmsry,     fg^ém=:k, 
fy»dm  =  f,    /jurém  s=  y»,    /«jfdn  =  »'; 

ces  six  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entièra  dn 
corps  que  ronconsidère.  Il  en  résulte 


(f  sin*  4  +  ^'  *>o  4  ces  4  +  y  cc^s*  4  ***  *)  *"^  '  ^'M  * 
+  Or'  «n  4  +  r  cos  4)  (cos>  •  —  sint  I)  =:  0, 

[V  (cos*  4  "^  *ûi*  4}  4*  (A  ~~  ^)  ''i'  4  ^^^  41  ''i^  ^ 

4-  (y'  coa  4  «-  f  sin  4)  eos  6  =  0. 


Or,  si  nous  faisons 


9 
tang  4  =  V|      sin  4  s=  ,      cos  4  = 

1/^1  +  - 


i/np 


n» 


Is  seconde  de  ces  deux  équations  donnera 
et  la  première  prendra  la  forme 


w 


[(/■-»)•• +  W-+»-»! 


tang  I 


1/1+ IM 

+j'-+r=(s'-+r)»Mg'«- 

la  y  iMttnt  ponr  tang  I  •■  vairar,  «Ile  <U«ient 
son  premier  membre  est  la  même  chose  que 

w  -  9sf  •\- rv  -  {H' -  rr  +  y'**)  «](»  +  ••){ 

par  conséquent,  on  aura  finalement 


Ainsi ,  les  équations  (a)  sont  remplacées  par  les 
équations  (è),  (a),  (^.  Or ,  cette  dernière  étant  du 
troisième  degré ,  elle  aura  au  moins  une  radne 
rédle;  on  aura  donc  une  valeur  réelle  de  u  ou 
tang  t ,  à  laquelle  répondront  un  angle  4  moindre 
que    i^  ir yCt  un  au tre  égal  au  premier  augmenté  de  «, 


qui  appartiendront  aux  deux  parties  ON  et  OR'  de 
Tintersection  du  plan  inconnu  des  m^  et  jf^ ,  aTcole 

plan  donné  des  s  et  y.  A  cause  dn  radical  y\  -f-  «*  y 
réquation(o)  donnera  ensnitedenx  Toleora  de  tang  #, 
égales  et  de  signe  contraire,  qui  appartiendront 
à  un  angle  aigu  et  à  son  supplément,  et ,  consé- 
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qoemmeoi ,  à  Taie  0!S|  et  k  ton  proloogemeot.  En- 
fin ,  on  tirera  de  rëquàtion(ft]  une  valeur  réelle  de 
teng  2f ,  à  laquelle  répondront  deux  valeurf  de  # , 
dont  Tune  sera  moindre  que  ^^  v ,  et  l'antre  égale 

à  la  première  augmentée  de  ^  w.  La  première  éUnt 
prifo  pourlaTileur  de  Tangle  HOs,,  laieconde 
fera  celle  de  l'angle  ROy,  ;  et ,  en  effet ,  tout 
étant  aemblable  par  rapport  aux  deux  axea  Ox^  et 
Oy,,iU  devaient  être  déterminé!  par  une  même 
équation. 

On  voit  de  même  que  lea  trois  racinet  de  l'éqna* 
tien  {4)  devront  être  réelles ,  et  qu'elles  repré- 
senteront les  tangentes  des  angles  compris  entre 
l'axe  Os  et  les  trois  droites  suivant  lesquelles  les  , 
plans  des  coordonnées  s,^y,,  m^^  viennent  couper 
le  plan  des  «  et  y  ;  car  ces  trois  tangentes  doivent 
être  données  par  une  même -équation ,  puisqu'on 
ne  saurait  exprimer ,  dans  le  calcul ,  aucune  diffé- 
rence entre  les  trois  axes  principaux  dont  on  cher- 
die  la  position. 

Nous  conclurons  donc  de  cette  analyse  qu'il 
existe  toujoun  trois  axes  principaux  rectangulaires 
qui  se  coupent  en  un  point  donné  0,  et  qu'en  gé- 
néral ce  système  d'axes  principaux  est  unique. 
Pour  qu'il  en  existât  plusieurs ,  il  faudrait  que  Fé- 
quation  (rf)fût  d*nn  degré  supérieur  au  troisième, 
et  qu'elle  eût  trois  fois  autant  de  racines  réelles 

«•a  a .        _ 


cas ,  les  équations  dont  dépendent  lea  valeun  4 , 
1,  f ,  deviennent  identiques ,  et  alon  les  axea  prin- 
cipaux sont  en  nombre  infini.  Nous  pourrions  dé- 
terminer ces  cas  particuliers  par  Texameo  des 
équationa  dont  il  s'agit;  mais  on  y  parviendra  plus 
facilement  par  les  considérations  suivantes. 

881.  D'après  les  formules  (l)  et  les  équationa  (a), 
qui  caractérisent  les  axes  principaux  Os„  Oy^,  Oa^, 
on  a  évidemment 

fngdm  =  aa'^Js^tdm  +  W"  /y/da.  +  ee'/i,idbi , 

Or ,  si  les  troU  intégrales /4r,*db,/y,«  dm,  /»,«  db, 
sont  égales,  ces  valeurs  àe/xydm/fMMdm,fyMém 
se  réduisent  à  séro,  en  vertu  des  trois  dernières 
équations  (4);  par  conséquent,  dans  ce  cas,  les 
droites  Os,  Oy^  Os,  forment  un  second  système 
d'axes  principaux;  et  comme  leur  direction  reste 
absolument  indéterminée  par  rapport  aux  axes  Os 
^Ifn  O'i)  *^  s'ensuit  que  tous  les  systèmes  d'axes 
rectangulaires  qu'on  peut  mener  par  le  point  0, 
sont  des  axes  principaux.  Ce  cas  est  celui  où  les 
trois  momens  d'inertie  principaux  aont  ^aux  ;  car, 
de  ce  qu'on  suppose 

/s/  dm  =  /y^t  dm  =  /«,.  dm. 


ec  queue  eut  trois  fois  autant  de  racines  réelles  ''   ' 

qu'a  y  aurait  de  ces  systèmes  ;  mais ,  dans  certains  |  il  en  résulte 

/(  V  +  y,*  )  ^  =/(  V  +  V  )  *•  =/(yi*  +  V  )  ^ 
^i  deux  seulement  des  trois  momens  d'inertie 
•principaux  sont  égaux,  par  exemple,  ceux  qui  se 
rapportent  aux  axes  Os,  et  Oy„  de  manière  qu'on 


^it 


/(V  +  V  )  *»  =/(*.»  +  V  )  dm, 


il  existera  encore  un  nombre  infini  de  systèmes 
d'axes  principaux,  quiauront  tous  unaie commun, 
savoir,  l'axe  Os,.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  deux 
intégrales /y,,  dm  txfx*  dm  seront  égales^  et ,  en 
vertu  dea  dernières  équations  (4) ,  les  valeun  de 
/sydm  jfsxdm  ,fy%dm ,  pourront  se  mettre  sous  ia 
forme  : 

fsydm  =  ce'  (/s/  dm  -  /p^.  dm), 
fBxdm  =  ce"  (/s,,  dm  -  /r,.  dm), 
fyMdm  =  c'c"  (/s^.  dm  -  /s,,  d»). 

Or ,  si  l'on  fait  coïncider  l'axe  Os  avec  l'axe  princi- 
pal Os„  les  angles  sOa,  et  yOs,  seront  droits  :  on 
aura  donc  c  =  0  et  c'  =  0 ,  et  par  conséquent , 

fxjfdm  ==  0,        fsxdm  =  0,        /y,diii  =  0. 

Donc ,  dans  ce  cas ,  tout  système  formé  de  l'axe  Os, 
et  de  rienx  autres  axes  rectangulaires,  menés  arbi^ 


trairement  par  le  point  0  dans  le  plan  y  Os 
un  système  d'axes  principaux. 

Enfin ,  lorsque  les  trois  momens  d'inertie  prin- 
cipaux sont  inégaux,  on  peut  êtra  cerUin  qu'il 
n'existe  qu'un  seul  système  d'axes  principaux;  car, 
soit  A  le  plus  grand  de  ces  trois  momens  inégaux; 
supposons,  pour  nu  moment,  qu'il  existe  un  second 
système  d'axes  principaux,  et  désignons  par  À'  le 
plus  grand  des  trois  momens  qui  s'y  rapportent  :  il 
faudrait,  d'après  le  théorème  du  no37«,  qu'on  eût 
à  la  fois  Â>  A'  et  A>  A  ;  ce  qui  est  impossible,  el 
rend  inadmissible  la  supposition  d'un  second  sys- 
tème d'axes  principaux. 

88a.  Les  poinU  d'un  corps,  quand  il  en  exbte, 
pour  lesquels  les  trois  momens  d'inertie  principaux, 
et,  psr  conséquent,  tous  les  momens  d'inertie, 
sont  égaux,  jouissent,  comme  on  le  verra  par  U 
suite,  d'une  propriété  remarquable,  relatîvett>0iit 
à  la  rotation  de  ce  corps.  Il  est  donc  utile  de  les  dé- 
terminer; et  voici  comment  on  y  parvient. 

Supposons  que  l'origine  des  coordonnées  s  ^y^  s, 
soit  placée  au  centre  de  gravité  du  mobile ,  et  que 
ces  coordonnées  soient  rapportées  aux  trois  Axes 
principaux  qui  se  coupent  en  ce  point;  désignons 
par  A ,  B ,  C,  les  momens  d'inertie  relatifs  à  ces  sxes 
des  s  ,  y  ,  s;  nous  aurons  (  u»  868  ) 


fxdm    =  0,      fydm    =  0,      fzdm    =  0, 

fyxdm  =  0       Jsxdm  =  0,      'fxjfdm  ==  0 

y  (y>  +  *.  )  dn.  =  A,  Jis*  +  as  )  de,  =  B,  /(s.  +  y.  )  d«  =,  c. 


/ 
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imilM  OM  ioMgnlte  s*ëtendani  k  U  mute  eottére 
du  mobile. 

Soieot  «^  C ,  ^ ,  les  ooordonoées  inconnues  iTun 
ilei  points  demandés,  rapportées  tui  ties  des  jr,  y, 
s^de  sorte  qu^on  ait,  pour  ce  point  particulier , 
ss=«,y  =  C,sr=:y.  Transportons-y  Torigine  des 
coordonnées,  sans  changer  la  direction  des  aies; 
les  eoordonnéosde  Télément  âm  deviendront  s  —  •, 

/(,  _  .)  (y  _  e)  A»  = /*yA» 
/(«  —  >)(*  —  •)*!  =  fuim 
fdt -(!)(»- y)  dm  =JsHm 

équations  qui  se  réduisent  k 

«C  =  0,       ym  =  0,       Cy  =  0, 

en  Tertu  des  précédentes.  Or,  pour  satisfaire  à  ces 
équations,  il  est  nécessaire  que  deui  des  trois  qusn- 
tités  «,  C,  y,  soient  nulles.  Si  doncle  point  demandé 
ciute,  il  ne  pmit  se  trouver  que  sur  Tun  des -aies 
des  coordonnées  « ,  y ,  s ,  c'est-à-dire ,  sur  Pun  des 
trois  aies  principaui  qui  se  coupent  au  centre  de 
gravité. 

Jefais  C  =  0  et  ^  =  0  ;  ce  qui  revient  à  supposer 
le  point  demandé,  sur  Taxe  de  « ,  à  une  distance  • 
de  ce  centre.  Alors  lesroomensd^inertie  relatifs  à  ce 
point ,  seroni  A ,  par  rapport  à  Taxe  des  s ,  et ,  en 
vertu  du  théorème  du  n<>  874,  B  -f-  H«>  et  C  -f^  H««  , 
par  rapport  aui  parallèles  aux  aies  des  y  et  des  m  , 
ea-désignsnt  par  X  la  masse  du  corps:  D'après  la 
condition  du  problème ,  on  aura  donc 

B  +  H««  =  C  +  H««=  A; 

mais  pour  que  ces  équations  soient  posiibles,  il  faut 
qa'oo  ait  B = C  ;  et  quand  cet  deux  quantités  seiont 
effectivement  égales ,  on  aura 

H««  =  A  —  C  ; 

iLlaudra  donc  encore  qu'on  ait  A  >  C,  afin  que  la 
quantité  •  soit  réelle.  Cela  étant,  on  aura  pour  • 
deux  valeurs  réelles ,  égales  et  de  signe  contraire , 
savoir  : 


.=±i^. 


—  c 


W 


par  conséquent,  il  existera  deux  points  qui  jouiront 
de  la  propriété  demandée,  et  seront  situés  sur  Taxe 
des  jr,  à  égale  distance  de  part  et  d'autre  du  centre 
de  gravité. 

Ainsi  j  lorsque  les  trois  momens  d'inertie  A,  B,  C, 
d^un  cosps,  relatifs  aux  axes  principaux  qui  se  cou- 
pent à  son  centre  de  gravité ,  sont  égaux,  il  n'existe 
aucun  autre  point  du  corps  pour  lequel  les  momens 
d'inertie  soient  tous  égaux;  mais  si  deux  de  ces 
trois  momens  sont  égaux ,  et  que  le  moment  inégal 
soit  le  plus  grand  des  trois ,  il  existe ,  sur  l'axe  du 
plus  grand  moment,  deux  points  pour  lesquels  tous 

H  étant  toujours  la  masse  du  parallélipipède ,  dont 
le  volume  est  maintenant  •--  aie.  Je  suppose  donc 


y  —  C ,  s  —  y.  lais  si  l'on  veut  que  lee  momens 
d'inertie  relatifs  à  tontes  les  droites  qui  passent  par 
cette  nonveUe  origine  soient  égaui,il  faut  que  toutes 
ces  droites  soient  des  axes  principaux ,  puisque, 
d'après  le  numéro  précédent ,  l'une  de  ces  condi- 
tions est  une  suite  nécessaire  de  l'autre.  Les  axes 
des  coordonnées  s^-aiSf— C,s  —  y,  étant  donc 
des  axes  principaux ,  on  aura 

.  mfydm  —  Cfsdm  +  mtfdm.  =  0, 
-  yfsdm  —  mfiàm  -|-  yfim  =  0,    - 
.  C/sdÉi  —  yfydm+  Cyfdm—  0;. 

les  momens  d*inertic  seront  égaux,  et  dontJes-posi* 
tiens  sent  déterminées  par  la  formule  (e). 

883.  En  appliquant  ces  résultats  k  l'ellipsoïde 
homogène ,  on  voit  que  s'il  s'agit  d'un  ellipsoïde 
quelconque  dont  les  trois  diamètres  principaux  sont 
inégaux ,  il  n^y  aura  aucun  point,  en  dedans  ou  en 
dehors-ducorps,  par  rapport  auquel  tous  les  mo- 
mens d'inertie  soient  égaux  ;  mais  si  Ton  considère 
un  ellipsoïde  de  révolution  engendré  par  une  el* 
lipse  tournant  autour  de  son  petit  axe,  il  y  aura 
deux  points  sur  cet  axe  ou  sur  son  prolongement, 
qui  jouiront  de  la  propriété  dont  il  s^agit;  car,  dans 
ce  cas ,  deux  des  trois  momens  relatifs  aux  diamè- 
tres principaux  seront  égaux ,  et  le  moment  inégal 
répondant  au  plus  petit  diamètre  ^  sera  le  plus 
grand  des  trois. 

Si  l'on  appelle  a  et  6  les  demi-axes  de  TeNipse 
génératrice,  et  qu'on  suppose  a-<  i ,  de  sorte  que 
a  soit  le  demi-axe  de  révolution ,  on  aura 

Ar=fMi-,      B=:C=fM  (a«-l-è«,). 

en  faisant  6  =e  dans  les  formules  du  n»  370  :  dhi- 
prèft  la  formule  (•],  on  aura  donc 


=*i^ 


—  o« 


pour  la  distance  des  points  demandés  au  centre  de 
Tellipsolde.  Selon  qu'on  aura  b*  >  Oa>  ou  6*  < 
6a*  ,  ces  points  se  trouveront  sur  le  prolongement 
de  l'axe  de  révolution  ^  en  dehors  du  corps ,  ou  sur 
l'axe  même,  en  dedans  du  corps  ;  dans  le  cas  de 
&•  =  6a«  ,  ces  deux  |>oints  se  trouveront  &  la  sur- 
face, et  cotaciderontlavec  les  pôles  de  Tellipsoïde. 
Les  axes  principaurd'un  parallélipipède  rectan- 
gle, qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité,  sont 
évidemment  parallèles  k  ses  arêtes.  En  appelant 
donc  a,  ê,  o,  les  demi-longueurs  de  ses  trois  côtés 
adjacens,  les  momens  d'inertie  relatifs  k  ces  axes 
se  déduiront  de  ceux  du  n9  369,  qui  répondent  k 
ses  arêtes ,  en  y  mettant  2a,  8Ô ,  2e ,  au  lieu  de  a , 
ô,o,  et  en  retranchant,  d'après  le  théorème  du 
n«  374,  les  produits  H(6«  +  e*  ),l(o'  +  a>  ], 
M(a*  -{-  ô*  ].  De  cette  manière ,  on  aura 

(C.+  0.),      C=:f  M(a--l-ô«); 

qu'on  ait  ô  =:  0 ,  afin  de  rendre  égaux  les  momens 
d'ineHie  B  et  C ,  et  ;  de  plus,  a<b,  pour  que  A 


nARi  M  iftCAllifQL 


•oilphiigniid  ^mC.  L*ëqMtâ«i  (0)  donne  alow 


0lMl«a^'nntvn*>an,  èsstn^l  < 
deux  point!  domondéi  mtobI  ittnés  on 
bilo ,  k  M  fuflMO  I  on  dont  son  intérieur 


dn 


CHAPITRE  ni. 


DU    MOUVBMBNT   D*UN   CORPS   SOUDB   AUTOUH   D*UN   AXB   PIXB« 


%  l«r.  Mouttmmtt  éê  rotoHon  wriformê. 

fl84,  Lort4{u*an  système  de  points  mitériels,  lies 
entre  eux  d*une  manière  invariible  |  tourne  tutonr 
d^nn  txe  fixe ,  auquel  ils  sont  aussi  in¥ariablement 
attachés,  ils  décrivent  des  eercles  perpendiculaires 
à  cet  axe ,  et  qni  ont  leurs  centres  sur  cette  droite. 
Les  arcs  décrits  dans  le  même  temps  par  deux  points 
différons ,  sont  semblobles  et  d%in  même  nombre 
de  deg[rés  ;  leurs  ▼itesses  absolues  sont  entre  elles 
eomme  leurs  distenœs  à  cet  axe;  et  Ton  appelle 
vitêê99  OÊtgmiaùrê  du  système,  la  Titesse  absolue  des 
points  dont  la  distance  à  Taxe  est  Tonité.  En  la  dé- 
signant par  M ,  et  la  distance  d^un  point  quelcon- 
que à  Taxe  de  rotation  par  r,  la  vitesse  absolue  de 
oe  point  sera  r».  Cette  quantité  »,  commune  à  tons 
les  points ,  Tarière  aToc  le  temps,  quand  les  points 
dn  système  seront  soumis  k  des  forces  motrices  qui 
prodniront  un  mouvement  varié  ;  elle  demeurera 
constante  dans  le  cas  du  mouvement  uniforme , 
produit  par  des  percussions  exercées  simultané- 
ment sur  les  différentes  parties  dn  système ,  qui 
aura  ensuite  été  abandonné  à  lui-même.  C^est  de  ce 
dernier  cas  que  nous  allons  d^abord  nous  occuper. 

886.  Soientm,  «',  W,  etc.,  les  masses  des  points 
matériels  que  nous  considérons ,  et  r,  W,  r",  etc., 
leurs  distances  à  Taxe  de  rotation.  Supposons  que 
des  percussions  simultanées  soient  eiercées  sur 
tous  ces  points  ;  chacune  de  ces  forces  se  décom- 
posera en  deux  autres ,  Tune  parallèle  à  l'axe ,  Pau- 
tre  dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
droite;  et  Ton  pourra  faire  abstraction  de  la  pre- 
mière, dont  Teffet  sera  étidemment  détruit  par  la 
résistance  de  Taxe  fine.  Soient  donc  o,  e^,  e",  etc., 
les  vitesses  dirigées  dans  des  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  fixe,  qui  seraient  imprimées  à  m,  aif,  m'',  etc., 
si  ces  points  matériels  étaient  libres.  En  désignant 


par  M  la  vitesse  angulaire  du  système  qui  en  résnl* 
tera ,  ces  points  prendront  des  vitesses  #>»,#'•, 
r"» ,  etc. ,  perpendicnlaires  à  Taxe  et  eux  refons 
r,  r'y  f",  etc. ,  et^  d*après  le  principe  du  n«  S6S ,  il 
y  aura  équilibre  entre  les  qnantitéa  de  monvement 
mo,  mV,  WV,  etc.,  prises  dans  leurs  directions 
données ,  et  les  quantités  de  mouvement  circulaire 
ew^ ,  mff'm ,  mf*f"m ,  etc. ,  prises  en  sens,  contraire 
du  monvement  du  système ,  qui  aura  réellement 
lieu. 

Four  former  Téquation  de  cet  équilibre ,  proje- 
tons les  points  m,  m\  m^,  etc.,  et  les  diredîotts  des 
vitesses  que  nous  oonsidérons ,  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  Taxe  fixe.  Soit  Os  cet  axe  (fig.  80); 
faisons  passer  le  plan  de  projection  par  le  point  0; 
sur  ce  plan,  soient  P  la  projection  de  m,  PA  la  pro- 
jection de  la  vitesse  n,  et  PR  celle  de  la  vitesse  r^, 
laquelle  est  perpendiculaire  au  rayon  r  ou  OP.  Soit 
aussi  p  la  perpendiculaire  OF,  abaissée  de  0  sur  la 
droite  PA  ;  les  momens  des  forces  «0  et  «r» ,  pro- 
jetées suivant  PA  et  PU ,  seront  mvp  et  mr*»  ;  et  si 
Ton  appelle  aussi  f^^f^',  etc. ,  les  perpendiculaires 
abaissées  dn  même  point  0  sur  les  projections  des 
autres  vitesses  v',  e'',  etc.,  on  aura 

mr*  M  +  m¥»  »  +  «"'V'*  »  +  ete* 
z=m9p  +  «Vy    +  «Vy  4.  ete., 

pour  l'équation  d'équilibre  demandée  (n^  267). 

Lorsque  parmi  les  peroussions  simultanées ,  il  y 
en  aura  qui  tendront  à  faire  tourner  le  système 
dans  un  sens,  et  d'antres  dans  le  sens  opposé,  il 
faudra  prendre,  avec  des  signes  contraires,  les 
momens  des  unes  et  des  autres  dans  le  second 
membre  de  cette  équation.  Le  système  tournera 
dans  le  sens  des  forces  qui  donneront  la  plus  grande 
somme  de  momens ,  abstraction  faite  du  signe.  En 
représentant  par  L  la  somme,  positive  ou  n^ative, 
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4m  ioutccf  momnit  prit  avee  ém  sigoM 
bkt  f  on  iutsm  de  Téqnilioa  préoédente 


S  indiquant  nne  somme  qui  s'étend  à  tons  les  points 
da  système. 

Si  tontes  les  vitesses  o,  i/,  o",  etc.,  sont  égales , 
L  sera  le  produit  de  leur  Talenr  commune  9  et  de  la 

somme  mp  -f-  «>y  4"  a^'y  4"  ^^î  >>»  ^^  ?^^*i 
ces  vitesses  sont  toutes  parallèles  entre  elles ,  et 
qu'ion  mène  par  Tase  Os ,  un  plan  parallèle  à  leur 
direction  commune ,  p,  p\  p",  etc.,  seront  les  dis- 
tances des  points  m,ai',  ai'',etc.,  à  ce  plan;  et, 
d'après  les  signes  qu'on  donnera  ana  termes  de  L , 
il  faudra  les  considérer  comme  positiTCs  on  comme 
négatives ,  selon  que  les  points  m,  m',  m"^  etc.,  se- 
ront situés  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  ce  plan.  Par 
conséquent ,  M  désignant  la  somme  des  masses  m, 
mff  m",  etc.,  et  q  la  distance  positite  ou  négative  de 
son  centre  de  gravité  à  ce  même  plan ,  nous  aurons 
(tt»06) 

mp  +  m!ff  +  «"p"  +  etc.  =  Wq  ; 

il  en  résultera  L  =  Mvq  ,  et  la  valeur  de  »  devien- 
dn 


Si  la  vitesse  v  est  imprimée  seulement  k  une  par- 
tie des  points  du  système ,  et  qu'on  ne  communi- 
que directement  aucune  vitesse  à  l'autre  partie  |  on 
aoffa  de  même 


^  étant  la  somme  des  masses  qni  ont  reçu  la  vi- 
tease  v,  et  f  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ôette 
partie  du  système  au  plan  mené  par  l'axe  6ie,  pa- 
rallèlement à  la  direction  de  v. 

380.  Supposons  actuellement  que  le  système  des 
points  m,  m\  m",  eto.^  soit  un  corps  solide  ;  il  suf- 
fira alors  de  changer,  dans  les  formules  préoéden- 
tes ,  la  masse  m  d'un  point  quelconque  dsns  l'élé- 
ment  dilTérentiel  de  la  masse  du  corps ,  que  nous 
représenterons  par  ^  ^  et  la  somme  2  en  une  inté- 
grale, la  quantité  Sam  deviendra  donc  Tiotégrale 
fn  dm,  étendue  à  la  masse  entière  du  corps,  et 
elle  exprimera  son  moment  d'inertie  par  rapport  k 
l'axe  de  rotation  ;  par  conséquent ,  la  dernière  for- 
mule se  changera  en  celle-ci  : 


fr*dm' 


CO 


Cette  formule  se  rapportera  au  cas  d'un  corps 
solide  retenu  par  un  axe  fixe ,  et  frappé  par  on  au- 
tre corps  qui  s'attache  au  premier,  de  sorte  que  ces 
deiu  corps  n'en  forment  plus  qu'un  seul ,  tour- 


nent autour  de  l'aie  fixe  avee  la  vitesse  angv* 
laire  ».  La  masse  du  corps  choquant  est/*,  sa  vitesse 
avant  le  choc ,  qui  était  commune  k  tousses  points 
et  perpendiculaire  k  la  direction  de  l'axe  fixe,  est  n, 
et  f  exprime  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à 
un  plan  parallèle  k  cette  vitesse  et  passant  par  l'axe 
de  rotation.  L'intégrale/r»  dm  devra  s'étendre  aux 
deux  masses  réunies  après  le  choc.  Si  le  corps  cho- 
quant ne  restait  pas  attaché  k  l'autre  après  le  choc, 
la  détermination  de  la  vitesse  angulaire  de  celui-ci 
serait  un  problème  difi'érent,  dont  nous  nous  occn* 
perons  dans  un  antre  chapitre. 

Quand  le  corps  retenu  par  un  axe  fixe  sera  cho- 
qué simultanément  par  plusieurs  masses  /m,  /«', 
iaf\  etc.,  animées  de  vitesses  e,  e',  e",  etc.,  perpen- 
diculoires  k  la  direction  de  Taxe ,  qui  se  réuniront 
k  ce  corps  après  le  choc ,  on  aura ,  pour  la  vitesse 
angulaire  qui  sera  produite , 

f^vf  +  i*'vT  +  /*'V'r_+_etc, 
fr*  dm 

l'intégrale  s'étendant  k  la  masse  toUle,  et/,f, 
f*,  etc.,  désignant  les  distances  des  centres  de  gra- 
vité de  /« ,  /m',  /m'',  etc.,  k  des  plans  menés  par  Taxe 
de  rotation,  parallèlement  aux  vitessese,e',  e",  etc. 
Ayant  pris  avec  le  signe  +  le  premier  terme  du 
numérateur  de  cette  formule ,  on  prendra  les  au- 
tres termes  svec  le  signe  -}-  ou  avec  le  signe  —  | 
selon  que  les  percussions  correspondantes  tendront 
k  faire  tourner  dans  le  sens  de  celle  qui  répond  au 
premier  terme ,  ou  dans  le  sens  opposé  ;  et  selon 
que*  la  valeur  de  «  se  trouvera  positive  ou  néga- 
tive, la  rotation  aura  lieu  dans  le  sens  de  cette 
force  ou  en  sens  contraire.  Quand  on  aura  »  =  0, 
le  système  restera  en  repos,  et  toutes  les  percus- 
sions se  feront  équilibre.  Au  lien  d'être  simulU- 
nées,  si  elles  sont  successives,  la  valeur  de  • , 
après  tous  les  chocs ,  sera  encore  donnée  par  la 
formule  précédente;  car  après  un  premier  choc  le 
mouvement  est  le  même  k  chaque  instant,  que  si 
ce  choc  avait  lieu  actuellement;  par  conséquent , 
on  peut  supposer  qu'il  ait  lien  k  l'instant  du  second 
choc,  pour  déterminer  la  vitesse  angulaire  après  la 
seconde  percussion;  et  ainsi  de  suite. 

887.  Lorsque  le  mouvement  de  rotation  com- 
mence autour  d'un  axe  fixe ,  cette  droite  éprouve 
des  percussions  qu'il  est  important  de  déterminer  ; 
elles  sont  dues  aux  quantités  de  mouvement  per- 
dues ,  k  cette  époque ,  par  les  différens  points  du 
mobile,  qui  se  font  équilibre  au  moyen  de  l'axe 
fixe,  et  doivent ,  conséquemment ,  se  réduire  k  îles 
percussions  dont  les  directions  rencontrent  cet  axe, 
on  lui  sont  parallèles.  Les  percussions  parallèles  se 
déterminent  immédiatement;  ce  sont  les  compo- 
santes, suivant  cette  direction ,  des  quantités  de 
mouvement  qui  ont  été  imprimées  aU  mobile  :  nous 
en  ferons  abstraction ,  comme  dans  le  n*386;  et 
nous  supposerons  que  le  mouvement  de  rotation 
soit  celui  qui  a  été  produit  par  nn  choc  perpendicu- 
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Uira  à  la  dirociion  de  Ttie  fixe ,  et  auquel  répond 
la  formule  (!)• 

Prenont  le  point  P  pour  le  centre  de  grairité  de /m, 
et  la  droite  PA  pour  la  direction  de  sa  Titeste  avant 
le  choc ,  de  manière  que  f  loit  la  distance  0¥  de 
cette  droite  à  Taxe  Os.  Dans  le  plan  perpendiculaire 
à  cet  axe  fixe ,  et  comprenant  la  droite  PA ,  menons 
par  le  point  0  de  cet  axe  deux  autres  axes  rectangu- 
laires Oc  et  Oy.  Soient  s,  y,  s,  les  trois  coordonnées 
de  dm,  rapportées  aux  axes  Ojt  ,  Oy ,  Oa  ;  la  Titesse 
r«  de  ce  point  matériel  étant  perpendiculaire  au 
rayon  r  et  parallèle  au  plan  des  x  et  y  ,  il  est  aisé  de 
Yoir  que  les  cosinus  des  angles  qu^elle  fait  atec  ces 

trois  axes  sont ,  —  et  xéro,  en  supposant  que  la 

r     r 

rotation  ait  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche 
ê;  par  conséquent^  elle  se  décomposera  en  deux 
▼itesses  —  y«  et  c« ,  parallèles  aux  axes  Os  et  Oy. 
Les  composantes  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  du  corps  suivant  ces  directions,  se- 
ront donc  —  «/ydm  et  mfsâm,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  —  «Vy^et  «Hc,,  en  désignant  toujours 
par  M  la  masse  entière  après  le  choc ,  et  représen- 
tant par  s^  et  y^  les  taleurs  de  jr  et  y  qui  répondent 
k  son  centre  de  gratité.  Les  sommes  des  momens  de 
toutes  ces  quantités  de  mouTement ,  par  rapport  au 
plan  des  '  et  y  ^  feront  —  mfyzdm  et  ^fxadmi  elles 
devront  être  égales  (  n»  54)  ans  momens  des  forces 
totales  —  mfydm  et  mfsdm ,  par  rapport  au  même 
plan,  c*est4-dire,  k  —  »lly^'  et  «Is^s",  en  appelant 
a'  et  s"  les  distances  de  ces  deux  forces  à  ce  plan  ; 
on  aura  donc  ^ 

ly  ,s'  =  fyMim ,    Mx,a"  =  fs*dm ,        (8) 

pour  déterminer  ces  deux  quantités  a'  et  a",  positi- 
ves ou  négatives. 

Cela  posé ,  les  quantités  de  mouvement  perdues 
par  tous  les  points  de  la  masse  H ,  et  qui  se  font 
équilibre  au  moyen  de  Taxe  fixe,  pourront  être  rem- 
placées par  une  force  «Hyj,  parallèle  à  Taxe  des  s  et 
située  à  la  distance  s'  du  plan  des  x  et  y,  par  une 
force  —  «H:r^,  parallèle  à  Taxe  des  y  et  située  à  la 
distance  a"  de  ce  plan,  et  par  la  force  /av,  à  laquelle 
on  conserve  sa  direction,  du  point  P  vers  le  point  A. 
Ces  trois  forces  se  réduiront  au  moins  à  deux,  qui 
rencontreront  Taie  fixe,  et  exprimeront  les  percus- 
sions quUI  éprouve ,  perpendiculairement  à  sa  lon- 
gueur. Quand  elles  se  réduiront  à  une  seule ,  Taxe 
éprouvera  une  percussion  unique,  et  il  suffira  que 
le  point  où  il  sera  rencontré  par  cette  force  soit  sup- 
posé fixe ,  pour  que  cet  axe  puisse  résister. 

388.  Si  la  droite  Oa  est  un  des  trois  axes  princi- 
paux de  H ,  qui  se  coupent  au  point  0 ,  on  aura 

fMMdm  =  0,     fyxdm  =  0. 

Les  distances  m'  et  a"  seront  donc  nulles  ;  et  les  for- 
ces «Myi  et  —  uHSfy  ainsi  que  la  force  /ao  ,  étant 
toutes  trois  comprises  dans  le  plan  des  s  et  y,  la 
percussion  unique ,  h  laquelle  elles  se  réduiront , 


passera  par  U  point  0.  Pour  e*  détormiiMr  Ik  gnn- 
deur  et  la  diaecUon ,  aoient  H  cette  forée,  a  ei  &  les 
angles  qu'elle  fait  avec  lea  axes  0#  et  Oy ,  •  et  C  les 
angles  que  fait  la  droite  PA  avec  dea  parallélet  à  ces 
axes ,  menées  par  le  point  P  ;  nous  aurons 

R  cos  a  =  /««  cos  •  -{-  «Hyiy. 
E  cos  A  =  /««  cos  C  —  mMSf  ; 

et  comme  la  valeur  de  «  est  donnée  par  la  foc- 
mule  (1) ,  et  que  les  coordonnées  Si  et  y,  du  centre 
de  gravité  de  M  sont  auasi  connues ,  il  n*y  aura  rien 
d'inconnu  dans  ces  valeurs  des  deux  composantsi 
de  la  force  R. 

Puisque  cette  résultante  doit  passer  par  le  point 
0 ,  il  faudra  que  la  somme  des  momens  de  ses  trois 
composantes ,  par  rapport  à  ce  point ,  soit  égale  à 
xéro.  Or,  en  désignant  par  y*  et  «^  les  distances  aux 
axes  Os  et  Oy  des  forces  «Hy,  et  —  tiMs,,,  parallèles 
à  ces  droites,  et  ayant  égard  au  aens  dans  lequel  ces 
deux  forces  et  la  percussion  /av  tendront  à  fairs 
tourner  autour  du  point  0 ,  on  en  eonctora 


/* étant  toujours  la  perpendiculaire  OF  abaissée  du 
point  H  sur  la  droite  PA.  C*est,  en  effet,  ce  qu'il  est 
aisé  de  vérifier;  car  en  considérant  les  momens  par 
rapport  aux  plans  des  #  et  a  et  des  y  et  a ,  de  tootei 
les  quantités  de  mouvement  parallèles  à  cea  plant, 
dont  les  sommes  sont  —  »Hy|  et  «Mjr„  on  aura 

Myy  =fy*  dm,      Mjp,«'  =  /*»  iImi  j 

et  ces  valeurs ,  jointes  à  celles  de  » ,  rendent  iden- 
tique Téquation  précédente. 

Pour  que  Taxe  fixe  n^éprouve  aucune  percussion, 
il  est  ailé  de  voir  qu'il  faut  d'abord  que  les  distan- 
ces a'  et  a''  soient  nulles;  en  vertu  des  équations  (S), 
cela  ne  peut  donc  arriver  que  quand  la  droite Oaest 
un  des  axes  principaux  qui  se  coupent  an  point  0, 
ainsi  que  nous  venons  de  le  supposer.  Cettccondi- 
tion  remplie ,  il  faut ,  en  outre ,  que  la  force  R  soit 
nulle  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 

/AV  cos  •  =  —  «Vyi,       fâs  cos  C  =  olLr,. 


On  en  déduit 


s,     cos  • 


y,    cos   c 


+  1  =  0; 


équation  qui  exprime  que  la  droite  PA  doit  étce 
perpendiculaire  au  plan  paasantpar  Taxe  fixe  et  psr 
le  centre  de  gravité  de  H.  De  plus ,  en  désignant 
par  r,  la  distance  de  ce  point  à  cet  axe ,  los  équs- 
tiens  précédentes  donneront 

/»!  e«  =  #»  M»  (  s*  +  y^*)  =  u*  1*  r*  ; 

et  si  l'on  met  pour  m  sa  valeur  fournie  par  la  for- 
mule (l) ,  on  en  conclura 
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AiiMi ,  qottiui  an  corps  fotitfe ,  retenu  par  an  aie 
fixe,  etft  frappe  par  an  second  corps  dont  la  masse 
deneare  attachée  à  oelle  da  premier,  il  faut ,  pour 
qu^il  n^y  ait  aucune  percussion  sur  Taxe  fixe, 
1»  que  le  choc  soit  dirigé  dans  le  plan  de  deux  droites 
qui  font,  stoc  Taie  fixe,  un  système  rectangulaire 
d^axea  principaux  du  corps  formé  des  deux  masses 
réunies  ^  2»  que  sa  direction  soit  perpendiculairo 
au  plan  du  centre  de  gravité  de  ce  corps  et  de  Taxe 
fixe  ;  3*  que  cette  direction  PA  rencontre  ce  plan 
en  un  point  dont  la  distance /"à  Taxe  de  rotation  est 
donnée  par  la  formule  précédente.  €e  point  est  ce 
qu^on  appelle  le  e§nirê  de  pereutêicn. 

889.  Pendant  qu'un  corps  solide  tourne  autour 
d*an  axe  fixe,  les  forces  centrifuges  de  ses  différens 
pointe  exercent  sur  cet  axe  des  pressions  que  nous 
allons  déterminer ,  et  qui  sont  les  seules  qui  aient 
lieu  dans  le  mouTement  uniforme  où  les  points  du. 
nohile nesont  sollieités par  aucune  force  motrice. 

lo  conserrant  les  notations  précédentes,  on  aura 
ru*  âm(n»  169)  pour  la  force  centrifuge  de  Télé- 
ment  dm,  dont  la  titesse  est  rm ,  et  qui  décrit  un 
cerele  du  rayon  r;  et  comme  cette  force  est  dirigée 
suivant  leprolongement  de  r,  les  cosinus  des  angles 

*  y 

qa  elle  fait  avec  les  axes  des  S}  y,  «,  seront  —,  —  et 

r    r 

téro.  Si  donc  on  la  transporte  au  point  où  sa  direc- 
tion rencontre  Voxe  Os,  elle  pourra  être  remplacée 
pur  deux  forces  comprises  dans  les  plans  xOm  et 
yOs  ,•  parallèles  aux  axes  Os  ti  Oy,  et  égales  à 
r«*  dm  et  y«>  dm,  La  même  chose  ayant  lieu  pour 
tons  les  élémens  du  mobile,  on  en  conclut  que  l'axe 
0^  sera  tiré,  suivant  ces  directions ,  par  des  forces 
qui  auront  pour  valeurs  m'frdm  et  «*  Jydm,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose ,  «•  TU*,  et  m*  Hy|,  diaprés  les 
notations  précédentes.  On  voit  aussi  que  les  distan- 
œs  m'  et  s"  de  ces  deux  pressions  totales ,  au  plan 
des  s  et  y  ,  seront  données  par  les  équations 

■jt  ,»•  =  fsMdm,      My ,  s"  =  fyzdm,     (3) 

inverset  des  équations  (2)  relatives  aux  percussions. 

Lorsqu^on  aura  s'  =  s",  les  deux  pressions  »>  Ux 
et  ••  My„  seront  appliquées  en  un  même  point  de 
Taxe  Ojb;  elles  se  réduiront  à  une  seule  force  per- 
pendiculaire à  cette  droite,  dirigée  dans  le  plan  qui 
comprend  le  centre  de  gravité  du  mobile ,  et  dont 
••  Mr^  sera  la  valeur;  r^  étant  la  distance  de  ce  cen- 
tre à  Taxe  fixe. 

Ce  cas  aura  lieu  toutes  les  fois  que  Oz  sera  un 
des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  au  point  0. 
Duiis  ce  cas,  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (3)  seront  nuls,  et  l'on  aura  s'  =  U  et  z"  =.  0. 
La  pression  unique  que  Taxe  éprouvera  pendant  le 
mouvement  de  rotation  passera  donc  par  le  point  0; 
en  sorte  qu'il  suffira  que  ce  point  soit  fixe,  pour 
qiM  cette  pression  soit  détruite ,  et  que  Taxe  de- 
acnre  immobile.  Quel  que  soit  le  point  fixe  0  ap- 
partenant à  un  corps  solide,  ou  lié  invariablement 


à  eo  corps ,  il  y  a  donc  toujours  trois  droites  rectan- 
gulaires,  passant  par  ce  point,  autour  desquelles  le 
corps  peut  tourner ,  sans  que  ces  axes  de  rotation  so 
déplacent ,  et  comme  sUîs  étaient  entièrement 
fixes. 

Telle  est  la  propriété  relative  au  mouvement  uni- 
forme de  rotation ,  dont  jouissent  les  droites  que 
nous  avons  nommées  asêsprincipavs.  Elle  leur  ap- 
partient exclusivement;  car  si  le  corps  tourne  au- 
tour d'une  droite  Os  ,  qui  ne  soit  pas  un  des  trois 
axes  principaux  relatifs  au  point  fixe  0 ,  les  deux 
pressions  «>  Mjt^  et  u*  My^  seront,  en  général,  irré- 
ductibles à  une  seule ,  ou  bien,  si  elles  se  réduisent 
à  une  seule,  à  cause  de  js'  =  s",  cette  pression 
unique  passera  par  un  point  différent  de  0  ;  par 
conséquent,  il  faudra  qu^un  second  point,  ou  l'axe 
entier,  soit  supposé  fixe,  pour  que  les  pressions 
dues  aux  forces  centrifuges  soient  détruites ,  et  que 
l'axe  de  rotation  ne  soit  pas  déplacé  pendant  le  mou- 
vement. 

<2uand  un  corps  retenu  par  un  point  fixe  0 ,  et 
qui  n'est  soumis  à  aucune  force  motrice ,  aura  com- 
mencé à  tourner  autour  d'un  des  trois  axes  qui  se 
coupent  en  ce  point,  le  mouvement  continuera  in- 
définiment autour  de  cette  droite.  Gela  aura  lieu , 
par  exemple ,  si  le  mobile  est  rois  eu  mouvement 
par  un  choc  dirigé  dans  le  plan  des  deux  autres  axes 
principaux  relatifs  à  ce  point  0,  puisqu'alors,  d'après 
le  numéro  précédent ,  les  percussions  qu'éprouvera 
Taxe,  dons  le  premier  moment ,  se  réduiront  à  une 
seule  qui  passera  par  ce  point  fixe ,  et  sera  détruite 
par  sa  résistance.  Si  0  est  un  des  points  particuliers 
pour  lesquels  tous  les  momens  d'inertie  sont  égaux, 
l'axe  autour  duquel  le  corps  commencera  à  tourner 
sera  nécessairement  un  axe  principal  j  et,  de  quel- 
que manière  que  le  corps  soit  mis  en  mouvement 
autour  de  ce  point  fixe.  Taxe  de  rotation  demeurera 
immobile.  Ainsi ,  un  ellipsoïde  de  révolution ,  ou 
un  parallélipipèdc  ,  retenu  par  un  des  points  dont 
nous  avons  déterminé  précédemment  la  position 
(  n<»  383] ,  tournera  toujours  autour  d'un  axe  immo* 
bile.  Il  en  sera  de  même  à  Tégard  d'une  sphère  dont 
le  centre  est  fixe  j  ou  d*un  cube  retenu  par  le  point 
situé  à  l'intersection  de  se»  trois  diagonales  ;  et  de 
plus ,  dans  ces  deux  derniers  cas ,  le  point  fixe  étant 
le  centre  de  gravité ,  l'axe  de  rotation  demeurera 
encore  immobile,  quoique  le  corps  soit  pesant.  Dans 
le  cas  général ,  les  forces  motrices  qui  ogiront  sur  le 
mobile,  produiront ,  comme  les  forces  centrifuges, 
des  pressions  sur  Taxe  de  rotation ,  qui  contribue- 
ront à  le  déplacer,  quand  elles  ne  se  réduiront  pas  à 
une  seule  force  passant  par  le  point  fixe. 

390.  Si  la  droite  Ojs  est  un  des  (rois  axes  princi- 
paux qui  se  coupent  au  centre  de  gravité  G  du  corps 
que  Ton  considère,  elle  sera  encore  un  des  trois  axes 
principaux  de  ce  même  corps  au  point  quelconque 
0  de  sa  direction.  £n  effet ,  soit  y  la  distance  OG  de 
ce  centre  an  point  0.  Sans  changer  la  direction  pré- 
cédente des  coordonnées  s ,  y,  s,  transportons  leur 
origine  au  point'  G  ;  celle  de  Télément  quelconque 
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dm  deviendront  s»y,'-~ >iet,  diaprée  la  défini  • 
lion  det  oiei  principiui ,  on  aun 

/*(«—>)<*»=  f»»dm  —  y  fxdm  =  0 , 
fy  («  ^  y)  dm  =fyzdm  —  y  fydm  =  0. 

De  plai,  le  point  G  étant  sur  Taie  des  s,  on  a 
fsdim  =  0  et  fydm  =  0  j  il  en  résulte  donc 
fx%dm  =  0  9ify%dm  =  0  ;  d*oii  Ton  conclut  que 
Os  est  un  des  trois  aies  principaui  qui  se  coupent 
au  point  0. 

On  déterminera  la  direction  det  deoi  autres  axes 
principaux  dans  le  plan  dea  s  et  y,  par  la  translbr- 


matioa  des  coordonnées.  Soient  •'  et  y'  enllen  de 
dm  par  rapport  k  ces  deux  antres  axée;  il  lîuidn 
qn^on  ait 

ft^^dm  =  0,     /^Mhi  =s  0,     f^Mim  =.  0  i 

nais  si  Ton  appelle  ê  Tangle  oompris  entre  Taxe 
des  s'  et  oelni  des  » ,  on  aura 

s'r=sco8l  —  yaini,    y'=#sinl-^]r eoal; 

or,  en  substituant  ces  Talenrs  dans  les  équations 
précédentes,  les  deux  dernières  dispaimisseot  à 
cause  de  fm^dm  =:  0  et  fyMdm  =  0;  la  pteoûère 
devient 


(ces*  6  —  sin»  ê)  Jaydm  -f-  sîa  •  oos  I  (/s*  dm  —  fy^  d»)  =  0  s 


et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  ê.  Les  intégrales  que 
cette  équation  renferme  pourront  obanger  de  va- 
leur avec  la  position  du  point  0;  en  sorte  que  le 
long  de  Taxe  0«,  les  deux  antres  axes  principaux 
ne  seront  pas^  en  général|  parallèles  à  eox-nèmes. 
Les  quatre  équations 

fKdm^O,  /jradwssO,  /y<im  =  0,  ^j<imr=:0, 

ayant  lieu  en  nème  temps ,  il  suit  des  deux  pre- 
mières que  les  pressions  parallèles  et  comprises 
dans  le  plan  des  s  et  s ,  qui  proviennent  des  forces 
centrifuges,  se  réduisent  à  deux  forces  égales  et 
directement  opposées }  et  en  vertu  des  deux  der- 
nières équations,  la  même  chose  a  lieu  à  Tégard 
des  composantes  comprises  dans  le  plan  des  y  et  s. 
Par  conséquent ,  lorsqn*un  corps  tourne  autour  de 
Tun  des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  à  son 
centre  de  gravité,  les  forces  centrifuges  de  tous 
ses  points  ne  produisent  aucune  pression  sur  Taxe 
de  rotation  ;  et  si  le  mouvement  a  commencé  au- 
tour d*un  tel  axe ,  il  continuera  indéfiniment ,  sans 
que  cette  droite  ait  aucun  point  fixe,  en  supposant 
toujours  qo^aucune  force  motrice  n^agit  sur  le  mo- 
bile. 

.Ce  résultat  est  éyident  dans  le  cas  d'un  ellip- 
soïde tournant  autour  d^un  de  ses  trois  axes  de  fi- 
gure ;  car  tout  étant  symétrique  autour  de  chacune 
de  ces  droites ,  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour 
qu'elle  éprouvât  une  pression  dans  un  sens  plutdt 
que  dans  le  sens  opposé. 

$  n.  MfmvêmmU  de  rotaHon  tarU, 

SQL  Soit  toujours  dm  un  élément  quelconque 
de  la  niasse  du  mobile ,  tournant  autour  de  Taxe 


fixeOs  (fig.  90).  Par  un  point  0,  pris  arbitnireaical 
sur  cette  droite,  menons  deux  antres  axea  fixes  0* 
et  Oy,  perpendiculaires  entra  eux  et  à  Taxe  Os  ;  et 
au  bout  du  temps  quelooii4|ne  <,  désignons  par  «, 
y,  «,  les  trais  coordonnées  de  dbn,  rapportées  à  ces 
axes  0«,  Oy,  Ojs.  Au  mémo  instant,  les  oomposanles 

db 
de  la  vitesse,  parallèles  à  ces  droites,  seront—, 

dl 

dy    dm 

— ,  <— .  Or,  quelles  que  soient  les  forces  appliquées 
di     di 

à  Télément  dm ,  je  les  décompose  parallèlement  à 
ces  mêmes  axes  ;  et ,  au  bout  du  temps  I,  je  daigne 
psr  X ,  T,  Z ,  les  composantes  suivant  les  #,  y ,  s , 
positives,  de  la'  forae  accélératrice  donnée  qui  agit 
sur  ce  point  matériel.  Si  ce  point  était  libra ,  les 

ds    dy    dM 
composantes  —,  —,  —,  de  la  vitesse ,  angmen- 
di    di     d$ 

teraient  de  Xd<,  Td<,  Zdf,  pendant  TinsUnt  di 

(no  147)  ;  mais  ces  fonctions  du  temps  augmentent 

dM  dy  dM' 
réellement  de  leun  différentielles  dL  — ,  d.  —,  d,  — ; 

di      di      di 

par  conséquent,  les  vitesses  perdues  pendant  Tia- 
stant  df ,  suivant  les  directions  des  coordonnées  , 
sont 


dg  dy  dM 

Xdi'-d.^,     TA  — d.— ,    Zdi-^di.—. 
di  di  di 


En  les  multipliant  par  dm ,  et  divisant  par  di^  mi 
aura 


(x-*f)a.,  (T-ii)*.,  (z-^W 


pour  les  composantea  de  la  force  perdue  par  l'élé- 
ment dm ,  pendant  cet  instant  dt,  à  raison  de  sa 
liaison  avec  les  autres  points  du  corps  et  avec  Taxe 
de  rotation.  Donc ,  en  vwtu  du  principe  du  n»  350, 
Péqmlibre  devra  avoir  lieu  autour  de  cet  axe  fiie, 


entre  de  semblables  foraes  appliquées  à  tous  les 
points  du  mobile. 

Ponr  former  Téquation  de  cet  équilibre ,  il  suf- 
fira de  mettre  les  deux  premières  des  trais  ferees 
précédentes  à  la  place  de  P  ces  •  et  P  cos  C ,  dans 
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le  fumiiier  terme  de  l*éqiiatioo  (6)  da  o«  266,  et 
d^égeler  ensuite  à  xéro  û  somme  des  yalenrs  de 
cette  ^fuentitéi  pour  tous  les  points  du  corps ,  la- 
iineUe  somme  sera  une  intégrale  étendue  à  la  masse 
entière.  En  faisant  passer  les  différentielles  dans  le 
premier  membre  et  les  forces  données  dans  le  sfr^ 
cond ,  nous  aurons ,  de  cette  manière, 

pour  Véquation  demandée ,  qui  sera  celle  du  mou- 
vement de  rotation  autour  de  l'axe  des  m, 

902.  Soit  m  la  TÎtesse  angulaire  au  bout  du 
temps  I;  et  supposons  que  Ton  considère  cette 
quantité  comme  positiTc  ou  comme  négative,  selon 
qœ  le  mouToment  de  rotation  aura  lieu  dans  le 
•ena  indiqué  par  la  flèche  # ,  ou  dans  le  sens  op- 
posé. Soit  aussi  r  le  rayon  du  cercle  que  décrit  db, 
ou  la  pcTpendtcnlaire  abaissée  de  ce  point  sur  Tasc 
Oj({  sa  TÎtoMe  absolue  sera  ni,  et  Ton  aura 


--  =  -  f -1 
di 


^  =  ir«, 
di 


pour  les  valeurs  de  ces  deux  composantes. En  effet, 
•i  P  est  la  projection  de  dm  sur  le  plan  des  m  et  y, 
et  qu'on  tire  le  rayon  OP  et  la  perpendiculaire 
QPP'  à  OP,  laquelle  coupe  en  Q  et  Q'  les  axes  Osr 
et  Ojf,  on  aura 

OP  c=  r,     cos  «QP  = cos  yQ'P'irs  — ; 

t  r 

e4  comme  la  vitesse  rm  sera  parallèle  à  la  droite 
QPP'y  ce  sera  par  ces  cosinus  qu'il  faudra  la  mul- 
tiplier, pour  BToir  les  valeurs  de  ses  composantes 
dm    dy 

di     di 

Ma  observant  que  «■  -^  y*  =s  r*  ,  on  déduit  de 
ees  valeurs 

cdy  —  yds  t=  r*  mdi»        (2) 

le  différentie  par  rapporta  i  \  à  cause  que  le  rayon  r 
est  constant,  on  p 

«d>  y  —  y<i>  «  =  r*  dmdii 

et  dm  étant  une  quantité  commune  à  tous  les  points 
do  corps,  qui  doit  être  regardée  comme  constante 
dans  l'intégration  relative  à  dm ,  l'équation  (l)  de- 
vient 

dm 

^ff^dm^f(MX-^y\)dm',      (3) 
di 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  dm^  correspon* 
dante  à  une  position  donnée  du  mobile. 

Si  Ton  décompose  la  force  accélératrice  qui  agit 
snr  dm  en  deux  autres,  l'une  parallèle  à  l'axe  Oa , 
et  Tautre  comprise  dans  nn  plan  perpendiculaire  a 


cette  droite ,  on  ponne  fktre  abstraction  de  la  pre- 
mière, qui  ne  peut  contribuer  au  mouvement  de 
rotation  \  la  seconde ,  que  j'appellerai  f ,  sera  la  ré- 
sultante de  X  et  T.  Je  projette  les  trois  forces  X , 
Y,  ^,  sur  le  plan  des  s  et  y;  je  suppose  que  PC  soit 
la  direction  de  f  ainsi  projetée;  et  j'appelle  k  la 
perpendiculaire  OH  abaissée  du  point  0  sur  PC  on 
sur  son  prolongement.  En  considérant  les  moment 
par  rapport  au  point  0,  on  aura  (n»  46) 

«T  —  yX  s  d:  Af  y 

selon  que  la  force  f  tendra  à  faire  toomer  dant  le 
sens  de  la  flèche  «,  ou  dans  le  sens  opposé.  J'appello 
aussi  i  l'angle  Q'PC  que  fait  la  droite  PC  avec  la 
perpendiculaire  PQ'  au  rayon  OP,  menée  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche  tf  >  Cet  angle  sera  aigu  on 
obtus,  selon  qu'on  devra  prendre  le  signe  supérieur 
ou  le  signe  inférieur  dans  l'équation  précédente  \ 
à  cause  de  OP  =  r,  on  aura  dono  toujours 


±» 


r  cos  l\ 


et ,  an  moyen  de  cet  valeurs ,  Téquation  (8)  de* 
viendra 


—  fr*  dm  t=  /ff  cos  i  dm, 
di 

Or,  ii  les  forces  données  n'agissent  sur  le  mobile 
que  pendant  un  temps  très  court;  qu'elles  soient 
néanmoins  cspables  de  produire,  pendent  cet 
intervalle  de  temps ,  des  vitesses  données  qui  ne 
ioient  pas  très  petites  ;  et  que  pendant  ce  même 
temps  les  directions  de  ces  forces,  non  plus  que  les 
positions  des  points  du  mobile ,  ne  changent  pat 
sensiblement ,  on  aura ,  en  intégrant  par  rapport 
à  I  les  deux  membres  de  cette  équation , 

ufr*  dm  =z  frv  cos  #  dm\ 

V  étant  Tintégrale/^  pendant  la  durée  de  l'action 
des  forces,  c'esi-à-dire,  la  vitesse  que  la  percus- 
sion exercée  sur  dm  imprimerait  à  ce  point  maté- 
riel ,  s'il  était  entièrement  libre.  Cette  équation 
est  celle  du  mouvement  uniforme  de  rotation ,  et 
l'on  en  déduira ,  sans  difficulté ,  les  formules  du 
no  386. 

Dans  le  mouTement  varié,  l'équation  (3)  se 
change  en  une  équation  différentielle  du  second 
ordre ,  de  laquelle  dépend  la  position  du  mobile  à 
chaque  instant,  et  sa  vitesse  en  fonction  du  temps, 
ainsi  qu'on  le  verra  tout  à  l'heure  par  un  exemple  ; 
mais  auparavant  il  convient  de  déterminer  les  pres- 
sions que  l'axe  de  rotation  éprouve  pendant  la  durée 
du  mouvement. 

303.  Je  considérerai  seulement  lee'pressions  per- 
pendiculaires à  cet  axe  Ojb,  qui  sont  dues  aux  com- 
posantes parallèles  aux  axes  Ox  et  Oy^  des  forces 
perdues  par  tons  les  points  du  mobile ,  dont  les  ré- 
sultantes devront  eooper  l'axe  fixe. 
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In  ttj^ltfit  V  K  V  Itfl  tèaiMt  de  UNHet  tm 
fbr06f ,  ott  «on,  d'«|»rét  le  n*  101 , 


detfevMfl 
mnim  euieî 


el  tt  l*oa  ddsigne  ptr  «  et  «  lei 
totales  U  et  V  ao  plan  des  «  et  y,  on 

(no64} 


dm     dy 

Sn  vertu  dea  Taleu»  préoëdentet  de  —  et — , 

di     di 


ona 

d»  s  ^  ^  _         ^ 

lû»  ^dT^*  dl  """"^a"^ 

ilky  dm  du  dm 

di»  di  di  di 

dm 
rélimtoe —  au  moyen  de  Fëquation  (8)  ;  Je  d^î- 

di 
gne  par  g,  et  jTi  les  Taleuri  de  #  et  y  qui  répondent 

au  centre  de  gravité  du  mobile,  et  par  H  sa  masse, 

de  sorte  qu^on  ait 

/sdM  =  Ms^,       fydm  =  ly,; 

dts     d^jf 
en  substituant   ensuite  les  valeurs  de  —  et  — 

dt*      di* 

dans  les  formules  précédentes ,  elles  deviennent 


=  »,^.  +  /!*.  +  '•^^'^-J^^  *■ . 


V  = 


JyMdm.f{ml  —  yX)  dm 


Un  =  •*  /rsdm  +  /jiXd»  + 


/r«dÉi 


¥•  =  ../ysdb   +  /sYA»  _A^/(^Y-.yI)dm 

fv  dm 


Quand  la  vitesse  angulaire  »  sera  connue,  ces 
équations  feront  connaître  les  prenions  U  et  V  pa- 
rallèles aux  axes  Oj  et  Oy,  queraxe  Os  aura  à  sup- 
porter, et  les  distances  n  et  e  comprises  entre  le 
point  0  et  les  points  d^application  de  U  et  Y  sur 
cet  axe.  Lorsque  les  forces  X  et  T  sont  nulles ,  ces 
résultats  coïncident  avec  ceux  du  n«  389.  Quand  la 
droite  Os  passe  par  le  centre  de  gravité  du  mobile, 
en  a  #j  =  0  et  y,  =  0,  et,  oonséquemment, 

U=/Xd«i,        Y=:/Ydei; 

en  sorte  que  la  charge  totale  de  Taxe  fixe  est  la 
même  que  dans  Tétat  d^équilibre;  mais  elle  est,  en 
général ,  autrement  distribuée.  Si  Taxe  fixe  est,  en 
outre,  un  des  axes  principaux  qui  se  coupent 
au  centre  de  gravité,  on  a  aussi  /îrsdbi=  Oet 
fyzdm  ==  0;  il  en  résulte 

Un  ==  fMJdmi        Vn  s=  /sTdm; 

et  la  charge  de  Taxe  se  trouve  partagée,  dans  Fétat 
de  mouvement,  comme  dans  Tétat  d'équilibre. 

394.  Appliquons  actuellement  Téquation  (8)  au 
oas  d'un  corps  pesant,  tournant  autour  d'un  axe 
horisontal. 

Si  Ton  désigne  par  y  la  pesanteur,  et  qu^on  sup- 
pose Taxe  Oy  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  do  cette 
force ,  on  aura 

X  =  0,         T  =  y; 


et,  à  cause  de/rdsi  =  Ms„  Téquation  (8)  se  ré- 
duira à 


dm 

—  /r«  dm  =  qJU.. 

di 


W 


Au  bout  du  temps#,  désignons  par  •  l'angineom- 
pris  entre  le  plan  mobile  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  et  le  plan  Sxo  des  y  et  Ji  ;  angle 
que  nous  regarderons  comme  positif  on  oonme 
négatif,  selon  que  le  plan  mobile  se  trouvera,  te- 
lativement  au  plan  fixe ,  du  côté  de  Taxe  des  m  po- 
sitives ou  du  côté  opposé.  Soit  a  la  distanne  oeo- 
stante  du  oentre  de  gravité  à  Taie  Os  ;  on  a 


«tj  =  a  sin  I  f 

et ,  d'après  le  sens  de  la  vitesse  «,  positive  on 
gative ,  on  aura  aussi 

de 

m  =—7; 
di 

ce  qu'on  déduit  également  de  l'équation  (2),  appli- 
quée au  centre  de  gravité,  c^estpà-dire ,  aux  valeurs 
s  sin  I ,  y  cos  • ,  a ,  de  jr ,  y,  r •  Soit  enfin  MA*  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  un  axe 
passant  par  son  centre  de  gravité  el  parallèle  à  Os  ; 
h  sera  une  ligne  de  grandeur  donnée  j  et,  d'après 
le  théorème  du  n»  374 ,  nous  ourons 

.   /fidm=rM(o.  +  *•), 
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pour  le  moment  d^înertîe  par  rapport  à  Vkm  do  r^ 
Utîon. 

Ao  moyen  de  eea  valenn  de  m^  m^fr^dm,  Tëque- 
lion  (4)  derîent 


d»î 

a* 


ga  fin  ê 


Rh  moUipliani  par  8({l,  et  intégrent,  on  aare  donc 

dl*  a^A  CM   I  _ 

•  étant  la  confiante  arbitraire.  Si  Ton  suppose 
^*on  ait,  à  Torigine  du  mouTement , 

dl 

df 
cette  constante  aura  poor  valenr 


0  :=  n*  — 


2ga  cos  * 


et  H  en  rétoHera,  à  un  initant  quelconque , 

=  n. .    (o) 


dl*         89a  (cos  •  —  ooa  I) 


Cette  équation  est  celle  do  mouirement  d^un  pen- 
dule de  forme  quelconque ,  tournant  autour  d^un 
axe  boriaontal.  Dans  son  état  d^équilibre,  le  plan 
peieent  par  son  centre  de  gravité  et  par  l'aie  fixe 
est  horiionUl,  et  Ton  a  «  =  0,  a  =  0,  1  =  0. 
On  doarte  le  corps  de  cette  position ,  de  sorte  que 
Ms  deax  plans  comprennent  no  angle  donné  *.  Si 
on  rabendonne  ensuite  à  lui-même|  on  aura  fi= 0  ; 
■i,  av contraire,  le  mobile  éprouve  une  percussion 
à  rorigine  de  son  monremeut^  la  f  itetse  initiale  A 
devra  ^e  déterminée  par  les  règles  du  no  380 ,  ou 
donnée  d'une  manière  quelconque;  et,  dans  tous 
les  eu,  l'éqnation  (a)  fiêre  oonnattre  la  vitesse  an- 
guleiie  da  mobile  à  en  instant  quelconque  d'après 
Je  poeition  de  eon  centre  de  gtavité.  En  le  résolvant 
yrrapyort  à  iê,  et  intégrant ,  on  aura  la  velenr  de  t 
de  I ,  ou  réciproquement  \  ce  qui  dé- 
la  position  variable  de  ce  centre,  et ,  par 
;,  celle  dn  mobile  à  cbaque  instant. 

480.  Si  ce  corps  pesant  se  réduit  à  un  point  me» 
téricl«  ettacbé  à  Taxe  Os  par  nn  fil  inextensible  et 
inflexible,  dont  on  néglige  le  masse,  et  qui  soit 
perpendiculaire  à  Os ,  on  aura  le  cas  du  pendule 
aîmple ,  d'après  la  définition  du  V9  179.  En  appe- 
lant/sa longueur,  on  aura  a = I;  H  sera  la  massedu 
point  matériel  ;  et  le  moment  d'inertie  11  (a*  4"  ^*  ) 
devra  se  réduire  au  produit  de  cette  messe  et  du 
eerré  de  sa  distance  ik  Taxe  fiie.  On  aura  donc  Â = 0  ; 
par  conséquent ,  réquation  (a) ,  appliquée  à  ce  ces 
perticuUer,  deviendra 


di«      «sr , 

——  +  —  (cos  •  —  cos  •)  =  n 
d#«         / 


et ,  OQ  effst ,  il  est  «iié  de  vérifier  qu'elle  e'«€00v4t 
avec  l'équation  (t)  do  n»  180,  relative  eu  monve* 
ment  du  pendnle  simple. 

En  comparant  les  équations  (0)  et  (b) ,  on  voit 
que  ce  mouvement  coïncidera  avec  celui  d'un  pen- 
dule quelconque ,  toutes  les  fois  que  les  coeiBcions 

2g  2ga 

—  et L— 

l       a*  -^  h* 


-,  par  lesquels  ces  deux  équations 


diffèrent  l'une  de  l'autre ,  seront  égaui ,  c*est-à- 
dire ,  lorsqu'on  aura 

1  =  0  +  -.         (0) 

a 

Cest  donc  d'après  cette  formule  que  l'on  calcu- 
lera ,  ainsi  que  nous  Tavons  annoncé  dans  le  no  179, 
la  longueur  du  pendule  simple ,  correspondant  k  on 
pendule  donné  ;  les  deux  quantités  a  et  Â  qu'elle 
renferme  pourront  toujours  se  déterminer  exacte- 
ment, ou  par  approximation ,  au  moyen  des  règles 
connues,  quand  on  connaîtra  la  forme  du  pendule 
composé. 

lorsque  ce  pendule  fera  de  très  petites  oscilla- 
tions ,  il  en  sera  de  même  k  l'égard  du  pendule  sim- 
ple. Si  Ton  désigne  par  T  la  durée  d'une  oscillation 
entière ,  on  aura  donc  (  no  182  ) 


T  =  »^K      -,        9  = 


1  . 
I 


(>) 


En  comptant ,  pendant  an  temps  considérable ,  le 
nombre  des  oscillations  du  pendule  composé,  et  di- 
visant le  temps  total  par  ce  nombre ,  on  aura  la  va- 
leur de  T  ;  et  en  la  substituant ,  dans  cette  dernière 
formule,  avec  la  valeur  de  I  correspondante  en  pen- 
dule qn'on  aura  employé ,  on  en  conclura ,  comme 
nous  Pavons  déjà  expliqué  (  no  102  ) ,  la  mesure  de 
la  pesanteur  g  avec  une  extrême  précision.  Les  Ion- 
gueurs  du  pendule  simple  étant  entre  elles  comme 
les  carrés  des  durées  des  petites  oscillations ,  ai  l'on 
app^e  X  la  longnenr  du  pendule  k  secondes,  et 
qu'on  prenne  la  seconde  pour  nnité,  on  aura  aussi 

I 
""  T»* 

pour  oalcider  le  valeor  de  k  d'aprèe  oelles  de  I  et  T. 

20f  •  8i  l'on  traoe  dans  l'intérieur  dn  pendule 
eomposé,  ao-dessotts  de  eon  centre  de  gravité  et 
dans  le  plan  de  oe  centre  et  de  l'axe  de  rotation , 
une  droite  perallèle  k  cet  exe,  dont  I  soit  la  distance 
à  ce  même  exe ,  le  mouvement  des  points  de  cette 
parallèle  ne  sera  ni  accéléré  ni  relerdé  per  lenr  Kei- 
son  avec  les  entres  peints  dn  oorps.  Parmi  tous  les 
points  decette  droite,  on  appelle  proprement  ûêmirê 
tF^ênUâHam  le  point  sitoé  sur  la  même  perpeedioo- 
laire  k  Taxe  que  le  centre  de  gravité. 

Soient  ABD  (fig.  ei}la  section  dn  pendule  perpen . 
diculaire  k  l'axe  de  roUtion  et  passant  par  son  centre 
de  gravité ,  G  ce  centre ,  et  C  le  point  où  cette  sec- 
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"Utm  ctt  oonpée  par  l'aie  ;  prolongeoni  la  droite  GG 
JoifD^en  0 ,  de  aorte  qa^on  ait 


GG 


ot  I  oonséquomnieiit, 


GOcs  ^ 


GOxiaa  +  —  ■=  4 

a 

Le  point  0  sera  le  centre  d'oscillation;  et  après  avoir 
fait  osciller  le  pendule  donné  autour  de  Taxe  perpen- 
diculaire à  la  section  ABD  et  passant  par  le  point  G, 
si  on  le  renverse  et  qu'on  le  fasse  osciller  de  non- 
▼eau  autour  de  Taxe  passant  par  le  point  0  et  per- 
pendiculaire à  cette  même  section ,  le  point  G  de- 
Tiendra  le  centre  d'oscillation;  théorème  que  Ton 
énonce  ordinairement  en  disant  que  les  centres 
G.etOde  suspension  et  d*oscillation ,  sont  réci- 
proques l'underaulre. 

En  effet,  dans  les  deux  cas ,  le  moment  dUnertie 
Hk*  est  le  même,  puisqu^il  se  rapporte  toujours  à  l'axe 
perpendiculaire  à  ABD  et  passant  par  le  point  G* 
en  sorte  que  la  quantité  ft*  ne  changera  pas.  De 
plus,  soit  (V  le  point  du  prolongement  de  OG  qui 
sera  le  centre  d*oscillation ,  quand  0  sera  devenu  le 
centre  de  suspension  ;  en  appelant  i'  la  distance  00', 
sa  valeur  se  déduira  de  la  formule  (o) ,  en  y  mettant 

OG  au  lieu  de  GG ,  c'est-à-dire,  —  au  lion  de  a/  on 
aoia  donc 

k» 

9  =  '^  +  az=l,        00»  =  GO: 
a 

et,  conséquemment ,  le  point  0»  coïncidera  avec  le 
point  G. 

897.  U  durée  des  oscillaUons  très  petites,  au- 
tour des  deux  axes  perpendiculaires  à  ABD  et  pas- 
sant par  les  poinU  G  et  0,  est  la  même  et  égale  à 

^; /étant  toujoura  la  distance  CO.Ré- 

9 
ciproquement^  si  la  durée  des  oscillations  très  pe- 
tites est  la  même  autour  de  deux  axes  parallèles, 
dont  le  plan  contient  le  centre  de  gravité  G ,  et  qui 
n*en  sont  pas  équidistaos,  leur  distance  mutuelle 
sera  la  longueur  /  du  pendule  simple  qui  oscille 
aussi  dans  le  même  temps. 

Bn  effet,  soient  a  et  a'  les  distances  inégales  du 
centre  de  gravité  à  ces  deux  droites  parallèles,  et , 
conséquemment,  a -f  c'  leur  disUnce  mutuelle; 
soit  aussi  14*  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe 
parallèle  passant  par  le  centre  de  gravité.  Puisque 
la  durée  des  oscillations  est  la  même  autour  des 
deux  droites,  il  faudra  qu'on  ait 

4>  4> 

«'  +  --  =  «+-,• 
a'  a 


d'où  Ton  tire 

4> 

s/  1=  a  ea  el  ==  — ; 

o 

doue,  en  rejetant  U  première  valeor  de  a>  noaa 
aurona 

4* 

a 

Par  conséquent,  si  l'on  mesure  la  distance  a  «f*  «' 
des  deux  axes  synchrones ,  on  aura  le  longueur  dn 
pendule  simple  qui  correspond  à  W.  durée  commune 
de  leura  oscillations. 

Ge  moyen  a  été  employé  avec  succès ,  en  Angle- 
terre, pour  déterminer  U  longueur  du  pendule 
simple ,  sans  aucun  calcul  relatif  à  la  forme  dn  pen- 
dule composé  *, 

896.  U  y  a  une  inBnité  d'axes  différons  autour 
desquels  les  petites  oscillations  d'un  même  corps 
sont  d'égale  durée. 

D'abord,  il  est  évident  que  la  valeur  de  I  et  la  do- 
rée des  oscillations  seront  les  mêmes  pour  tous  les 
axes  de  suspension  parallèles  entre  eux  et  équidis- 
tans  du  centre  de  gravité ,  puisque ,  pour  tous  ces 
axes ,  les  quantités  4  et  a,  comprises  dans  la  for- 
mule (c),  ne  varient  pas.  On  peut  aussi  changer  la 
direction  de  ces  axes  et  leur  distance  an  centre  de 
gravité ,  sans  que  la  valeur  de  I  soit  changée  ;  car  si 
l'on  appelle  «,  C ,  y ,  les  angles  que  la  parallèle  à 
Taxe  de  suspension,  menée  par  le  centre  de  gravité, 
fait  avec  les  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  en 
ce  point,  et  que  l'on  désigne  par  A ,  B ,  C ,  les  mo- 
mens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes ,  et  par  HA*  ,  comme 
précédemment,  celui  qui  répond  à  la  parallèle,  on 
aura ,  d'après  l'équation  (o)  du  n»  875, 

Mk*  =  A  cos"  «  -f~  B  ^**  ^  +  ^  ^^^  >i 
et,  par  conséquent , 

.    A  cosi  «  4-  B  cos>  C  -I-  G  ces*  y 

^  ma 

• 

Or,  on  peut  évidemment  donner  à  a,  •,  C,  ^,  «ne 
infinité  de  valeurs  différentes,  pour  lesquelles  cetto 
valeur  de  /  restera  la  même. 

Si  l'on  voulait  que  cette  fonction  I  fût  nniHMMM0» 
par  rapport  aux  variables  a,  «,  C,  y,  il  résulte  de  sa 
forme  qu'en  supposant  A  la  plus  petite  des  trois  con- 
stantes A,  B,  G,  il  faudrait  d'abord  qu'on  eût  «  =  0, 
C  =  90»,  y  =  90o,  et ,  conséquemment , 

Ha*-!-  A 


/  = 


Ha 


d'où  l'on  conclut,   par  la  règle  ordinaire  a  =: 

T 


~  pour  la  valeur  de  a  qui  répond  au  sfimt- 


1 


pour  ce  mtmmum. 
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999,  Roufl  farons  que  la  résistance  d'an  milicti 
n'influe  pas  sur  la  dorée  des  petites  oscillations  du 
pendule  simple ,  d^une  longueur  donnée  (n»  190)  ; 
nais  il  faut  aussi  proorer  que  cette  forcené  change 
pas  non  plus  la  longueur  du  pendule  simple  ,  dont  le 
mouTcment  est  le  même  dans  Tair  que  celui  d*un 
pendule  donné ,  dons  ce  même  fluide. 

Or,  pour  déterminer  ce  mouirement ,  il  faut  Join- 
dre aux  forces  Xdai  et  Tdb»,  que  renferme  le  second 
membre  de  l'équation  (3) ,  et  qui  agissent  sur  tous 
les  points  de  la  masse  du  mobile,  les  composantes 
de  la  résistance  de  l'air,  exercée  sur  les  élémens  de 
sa  surface.  Supposons  donc  que  cette  résistance  soit 
exprimée,  généralement,  par  la  somme  de  plusieurs 
puissances  de  la  TÎtesse ,  et,  pour  une  vitesse  quel- 
conque e^  représentons-la,  sur  l'unité  de  surface,  par 


rr 


Ae*  +  Ae*   +  Ae*   +  etc.| 

A,  A',  A",  etc.,  • ,  •',  a",  etc.,  étant  des  constantes 
données.  Soit  f  la  distance  d'un  point  K  de  la  sur- 
lace  du  pendule,  à  l'axe  de  rotation;  sa  yitesse,  au 
bout  du  temps  lésera  f»,  en  désignant  toujours  par» 
la  Titesse  angulaire  à  cet  instant.  Si  l'on  appcÂle  t 
Tangle  que  fait  sa  direction  avec  la  partie  inté- 
rieure de  la  normale  en  ce  point,  on  aura  fn  cos  t 
pour  sa  composante  suivant  cette  droite  ;  et,  d'après 
ce  qu'on  a  dit  précédemment  (n»  866) ,  c'est  cette 
composante  normale  qu'il  faudra  employer  pour  la 
vitesse  e,  dans  l'expression  de  la  résistance  qui  ré- 
pond au  point  H.  En  appelant  de  l'élément  différen- 
tiel de  la  surface ,  en  oe  même  point,  et  tidf  la  ré- 
aistance exercée  sur  cet  élément,  on  aura  dono 


Ar* 


coa 


+ A'r 


''  oos*^  t  + 


eto. 


Je  désigne  pa»  fà  et  v  les  angles  que  fait  la  nor- 
nale  intérieure  au  point  X ,  avec  des  parallèles  aux 
axes  des  s  et  des  y  ^  menées  par  oe  point  \  les  com- 
posantes de  la  résistance  suivant  ces  droites  seront 
R  cos  fâde^  et  R  cos  fdf';  et  si  l'on  appelle  e'  et  y^  les 
valeurs  de  «  et  y  qui  répondent  au  point  M ,  on  aura 

yR  cos  fde  —  y'R  cos  /ul^, 

pour  la  partie  du  second  membre  de  l'équation  (3), 
relative  à  l'élément  de"  j  par  conséquent ,  en  prenant 
Fintégrale  de  cette  quantité  dans  toute  la  portion 


de  U  surface  du  mobile  qui  épronveU  résistance  du 
milieu,  on  aura  la  quantité  qu'on  devra  ajoutera 
ce  second  membre,  pour  avoir  égard  k  cette  résis- 
tance. Je  fais ,  pour  abréger, 

jr*  cos  f  —  y*  cos  ^  c=  I, 
et  cette  qusntité  aura  pour  expression  : 

A»*  Jif"  cos*  fd^f  +  A'  ••'/itf*'  cos*'  td9  +  etc. 

n  est  visible  que  f  est  la  longueur  de  Is  plus 
courte  distance  entre  l'axe  de  suspension  et  la  di- 
rection de  la  vitesse  f  «  du  point  M ,  comprise  dans 
lin  plan  pcrpendiculoireà  cet  axe;  i  nedépenddono 
pas  do  temps ,  non  plus  que  l'angle  •  et  le  rayon  f  ; 
par  conséquent,  si  l'on  fait 

yif*  cos*  td9=zy/^Jif*  cos*  tdff  ==  y,  eto., 

ces  intégrales  >,  y\  y,  etc.,  seront  des  constantes 
dépendantes  de  la  forme  do  corps ,  et  dont  les  va- 
leurs pourront  être  différentes  dans  deux  oscilla- 
tions consécutives.  Pour  déterminer  leurs  limites, 
on  circonscrira  au  mobile,  dans  sa  position  d'équi- 
libre, un  cylindre  perpendiculaire  au  plan  vertical 
possant  par  l'axe  fixe;  la  courbe  de  contact  de  ce 
cylindre  avec  la  surface  du  corps  divisera  cette 
surface  en  deux  parties ,  dont  l'une  éprouvera  la 
résbtance  de  l'air,  pendant  que  le  mobile  se  mou- 
vra dans  un  sens ,  et  l'autre ,  pendant  qu'il  se  mou- 
vra dans  le  sens  opposé;  ces  intégrales  devront 
donc  s'étendre  à  l'une  de  ces  deux  parties  ponr  une 
oscillation  entière,  et  à  l'autre  partie  pourroscil- 
lation  suivante  s  et  quand  ues  deux  parties  seront 
différentes,  les  valeurs  de  >,  >',  >",  etc.,  le  seront 
aussi  dans  deux  oscillations  consécutives.  Ces  va- 
leurs ne  cbsngeront  pas,  dans  le  cas  d'un  mouve- 
ment révolutif. 

Cela  posé ,  après  avoir  ajouté  la  quantité  précé- 
dente au  second  membre  de  l'équation  (3),  ou, 
ce  qui  est  la  même  cbose ,  après  avoir  retranobé 
cette  quantité  divisée  par  le  moment  d'inertie 

H  (a*  +  kt)f  de  la  valeur  de  —  du  no  MM ,  nous 

dt* 


aurons 


^1 

dt» 


Ky 


AV 


ga  sin  • 

HT+k*         m{a*+  h)  '    "~  M  ( a*  -l-  ik«  ) 


»    —  etc.. 


pour   l'équation   du    mouvement  d'un  peudule 
quelconque  dans  un  milieu  résistant.  On  aura  de 


£-î  =  —  —  sin  •  —  lU*  —  B'«*  —etc., 
pour  Péquation  dn  mouvement  do  pendule  sim- 


ga 


A> 


plo  dont  la  longueur  est  /;  B,  B',  B",  eto.,  désignant 
des  cœfliciens  constans. 

Les  vitesses  et  les  positions  initiales  des  deux 
mobiles  étant  supposées  les  mêmes ,  si  l'on  veut 
que  leurs  mouvemens  le  soient  aussi ,  il  suflira  et 
il  sera  nécesssire  de  prendre 

AV 


"    —        ^"  B— — — 2— —,     B'  =   *^    ,   I,  etc.; 

I   ""  o«  +  *«  '        —  H(o»  4- *•  )'  M  («»  +  *•  ) 
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90  qui  détermUie  la  valeur  de  J,  q«i  oelaeidets  eveo 
Uferoiiile  (e),  eloeUee  deB»  V,  V\  ele.,  peer 
loule  la  durée  de  clia4{ue  oicillatioa* 

Ainsi ,  quelle!  que  loient  la  forme  d^un  peadnle 
et  la  loi  de  la  réiiiUnce  du  milieu  dans  lequel  il  se 
meut,  on  toU  quMl  y  a  toujoura un  pendule  limple 
dont  le  mouvement  ett  le  même  que  celui  du  pen- 
dule donné  ^  que  la  réiistanee  du  milieu  dans  lequel 
le  pendule  simple  doit  se  monvoiri  se  déduit  de 
celle  du  milieu  donné ,  et  de  la  ferme  du  pendule 
composé  \  et  que  la  longueur  du  pendule  simple  ne 
dépend  que  de  cette  forme ,  et  nullement  de  la  ré» 
sistance. 

Toutefois ,  il  n'en  résulte  pas  que  la  longueur  de 
ce  pendule  correspondant  à  un  pendule  donné,  soit 
la  même  dans  Pair  et  dans  le  vide  :  la  perte  de  poids 
que  le  pendule  composé  éprouve  dans  Tair,  et  qui 
n'est  pas  la  même  dans  Tétat  du  mouvement  que 
dans  Pétai  de  repos ,  influe  sur  la  longueur  du  pen- 
dule simple ,  réduite  au  vide,  ainsi  que  nonsFavona 
déjà  dit  (no  IQl). 

400.  Pour  déterminer  le  mouvement  d'un  treuU 
et  de  deux  poids  suspendus,  Tun  à  la  roue  et  Tautre 
ao  cylindre ,  on  formera ,  comme  dans  le  n»  SOI , 
la  somme  des  momens  des  forces  perdues  à  chaque 
instant  par  tout  les  points  du  treuil ,  puis  on  ajou- 
tera à  cette  somme  les  momens  des  forces  perdues 
dans  le  même  instant  par  ces  deux  poids ,  et  on 
égalera  à  téro  la  somme  totale  de  tous  ces  momens. 
Or,  supposons  qu'une  corde  soit  enroulée  sur  la 
roue  et  attachée  par  un  boutk  un  point  de  sa  ciroou- 
férence,  et  désignons  par  m  la  masse  du  corps  sus- 
pendu verticalement  à  l'autre  bout  ;  soit  aussi  mf  la 
masse  du  corps  suspendu  verticalement  à  l'extré- 
BBÎté  d^une  seconde  corde  enroulée  sur  le  cylindre 
et  attachée  par  l'autre  extrémité  à  sa  surface;  au 
boni  du  temps  «,  si  l'on  appelle  m  et  «f  les  distances 
des  centres  de  gravité  de  m  et  W  au  plan  horiion- 
tal  passant  par  l'axe  du  treuil ,  les  forces  per- 
dues par  ces  masses  pendant  l'instant  d<,   seront 

^[9  —du)  ***'  V  ^^)'  '^^  »•"•■•  P»' 
rapport  à  l'axe  du  trauil,  se  déduiront  de  ces  forces 
on  mnltipHontla  première  par  le  rayon  de  la  rone 
que  j'appellerai  e,  et  la  seconde  par  le  rayon  du 
cylindre  que  je  désignerai  par  c';  et  parce  que  ces 
forées  tendent  à  faire  tourner  le  treuil  en  sens  con- 
traire l'une  de  l'autre ,  il  faudra  domMr  le  signe  4" 
au  moment  de  l'une ,  et  le  signe  —  au  moment  de 
l'antre.  Pour  fixer  les  idées ,  je  supposerai  que  ce 
soit  la  première  force  qui  tende  à  faire  tourner  le 
treuil  dans  le  sens  où  il  tourne  réellement ,  ou, 
autrement  dit,  je  supposerai  que  ce  soit  la  masse  m 
^i  deacende  et  la  masse  m'  qui  s'élève.  On  en 
conclut  que  le  second  membre  de  l'équstion  (3)  se 


tieuvera  augmenté  de  ffwto  —  ^ V,  et  aoo  premier 

membre,  de  m--^  e  —  m'-r— e'| d'ailleurs Hn- 

tégialo  que eontient  le  eeeend  membee  sera  léro, 
parée  qu'elle  doit  a'éCeiidM  à  tous  les  points  du 
treuil ,  dont  le  centre  de  gravité  est  sur  Taxe  de 
rotation;  onawadoBO 


dm  ^  n 

^ffdm-\-wêe 

4à 


4» 


«V-j^rr^eic-m'eT, 


pour  l'équation  du  mouvement  du  treuil  et  des 

deux  uMsses  m  et  W. 
Pendant  toute  la  durée  de  ce  mouvement ,  la  vi- 
dé 

tesse  —  de  m  est  égale  k  la  vitesse  ce  dti  point  de  la 
dl 

roue  où  la  corde  commence  à  se  détacher  de  aa  cir- 

conférence,  et  dont  le  rayon  est  horitontal  ;  la  vi- 
dé' 

tesse  —  dis  «^  es^de  même  égale  et  coninire  à  le 
et 

vitesse  e'»  du  point  de  la  surface  du  cylindre ,  dont 

le  rayon  est  aussi  horixontal,  et  qui  est  situé  de 

l'autre  côté  de  l'axe  :  on  a  donc  constamment 


— >  =  e« 
àt 


-rn-e».; 
et 


eu  moyen  de  quoi,  l'équatioo  précédente  devient 

de 
(Utt  +  flic*  +  fliV*  )  —  =  9(me  —  m V), 

et 

en  désignant  par  X  la  masse  du  treuil,  et  par  Hft* 
son  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe  de  rota- 
tion. 

8i  l'en  suppose  nulles,  pour  plus  de  aimplieHé, 
les  vitesses  hsitiales  du  treuil  et  des  mnsscseï  et  m^, 
on  aura,  &  un  instant  quelconque, 

_       (me  -  m^c')  p 
"  ""  MA*  +  «et  +  mVt  ' 

et,  aana  aller  plus  loin,  on  voit  que  le  mouvemeot 
du  treuil  sera  uniformément  accéléré. 

Les  tensions  des  cordes  auxquelles  les  maasessB 
et  mf  sont  attachées,  auront  pour  mesure  les  forces 
perdues  par  ces  masses;  en  les  désignant  par  T  ctT*, 
on  aura  donc 

et  si  Pou  appelle  f,  f^,  P,  les  poids  de  ces  corps  et 
du  treuil,  de  sorte  qu'on  ait 

P  =  «Vi    P'  =  «'yi    P  =  "y  » 
on  conclura  des  équations  précédentes 


T  =  p- 


(po  —  y'c'jpc 


T  =ff  + 
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A  cause  que  le  poids  p  descend,  ce  qui  tappoie 
ft  >  p'e\  It  tension  T  sera  noindre  que  ce  poids , 
qui  serait  st  valeur  dans  l'état  d^équilibre,  et  la  ten- 
sion T'  sera  plus  grande  quep'. 

Les  pressions  eirrcées  sur  Taie  du  treuil  par  les 
forces  centrifuges  de  ces  différena  points,  se  détrui- 
sent évidemment  deux  à  deux,  à  cause  de  la  symé- 
trie de  ce  corps  autour  de  cette  droite.  La  cbarge 
totale  que  l'ace  éprouTcra  pendant  le  mouremeot, 
le  composera  donc  seulement  du  poids  du  treuil  et 
des  tensions  T  et  T*;  de  sorte  qu>n  appelant  II  cette 
force  Terticale ,  on  aura 

b  =  p  -f  T  +  r. 

En  substituant  pour  T  et  T'  leora  valeun,  il  en  ré- 
sultera 

ce  qui  montre  que  cette  charge  eat  toojoun  moin- 
éra  que  celle  qui  a  lieu  dans  Tétat  d'équilibre,  et 
qui  est  égale  ^  P  +1'  +  P** 

401.  On  appliquera  ces  différentes  formules  à  la 
inaehine  ^Aihood,  en  y  faisant  c'  =  e;  et  elles  fo- 
rant connaître  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
nent  des  deux  poids  inégaux  |}  et|i^,  dontrun  monte 
et  Tautre  descend  dans  cet  appareil. 

Si  Ton  appelle ,  par  exemple ,  A  la  hauteur  dont 
le  poida  j}  deacend  dans  un  temps  donné  I,  00  aura 
la  valeur  de  \  en  intégrant  celle  de  du  ou  de  c»dl, 
depuis  <=:0  jusqu'à  t=%\  ce  qui  donne 


A=: 


7  (P  —  !>>'  9^ 
P**  +  (P  +  P>»  * 


Les  poids  P,  p,  p',  ainsi  que  le  rayon  de  la  roue,  sont 
donnés  ;  la  quantité  Â>  peut  être  calculée  d'après  la 
Ibnne  de  la  roue  \  et  Ton  peut  mesurer  la  hauteur  A. 
Par  conséquent,  si  le  temps  •  est  donné  par  l'obser- 
vation ,  cette  formule  fera  connaître  la  valeur  de^. 
Kais  quelque  soin  qu'on  apporte  dans  cette  expé- 
rience ,  elle  ne  sera  jamais  susceptible  d'une  préci- 
sion oompanble  à  celle  du  pendulej  car,  dans  celle- 
ci,  la  durée  de  chaque  oscillation  s'obtient  en 
divisant  le  temps  pendant  lequel  le  pendule  a  os- 
cillé, par  le  nombre  très  grand  des  oscillations  qu'il 
a  faites ,  ce  qui  rendra  toojoun  l'erreur  à  craindre, 
sur  la  durée  d'une  seule  oscillation,  beaucoup  moin- 
dre que  l'errenr  inévitable  sur  la  meaure  du  temps  • 
dans  la  machine  d'illAood. 

On  fait  ici  abstraction  de  la  masse  du  fil  auquel 
aont  suspendus  les  deux  poidsp  et  ^\  il  serait  facile 
d'j  avoir  égard  de  la  même  manière  que  dans  le 
problème  du  n»  VM\  mais  alora  la  loi  du  mouvement 
serait  plus  compliquée.  On  néglige  aussi  la  résis- 
tance que  l'air  oppose  aux  mouvemens  des  deux 
poids  p  et  p'  :  pour  en  atténuer  l'effet,  et  aussi  pour 
rendre  le  temps  I  plus  facile  à  mesurer,  on  ralen- 
tira ces  mouvemens,  en  diminuant  l'excès  de  Pun  de 
ces  poids  sur  l'autre. 


40a.  On  •  anui  employé  le  pendnie  pour  déter- 
miner la  vitesse  des  projectiles  de  rartillerie.  Cette 
machina  est  ce  qu^on  appelle  lepsndN/s  4i  JEUiUmê, 
du  nom  de  Tingénienr  qui  en  a  le  premier  fait 
usage  :  elle  consiste  en  une  masse  très  considérable, 
retenue  par  un  axe  horixontal  solidement  fixé.  Le 
boulet  dont  on  veut  connaître  la  vitesse ,  pénètre 
dans  cette  masse  sans  la  traverser,  et  met  le  pen- 
dule en  mouvement)  on  mesure  la  grandeur  de  l'are 
que  décrit  un  point  déterminé  de  la  masse  totale; 
d'où  Ton  conclut  facilement  sa  quantité  de  monve* 
ment ,  et,  conséquemment ,  la  vitesse  dn  boalet  è 
l'instant  on  il  a  atteint  le  pendule, 

Soient,  en  effet,  AEBF  (fig«99)  une  section  dn  pen- 
dule par  un  plan  perpendioulaire  à  Taxe  fixe  et  par 
son  centre  de  gravité,  G  ce  centre,  0  le  centre  d'oe- 
ciUation  (n»  390),  C  le  point  où  cette  section  coupe 
l'axe ,  de  sorte  que  GGO  soit  une  droite  verticale, 
dans  l'état  d'équilibre.  Soient  aussi  B  le  point  où  le 
prolongement  de  cette  droite  rencontre  la  surface 
inférieure  du  pendule,  W  l'aro  de  cercle  qui  sera 
décrit  par  ce  point  B  et  dont  C  est  le  centre,  B  le 
centre  de  Touvertore  circulaire  que  le  boulet  fait  i 
la  surface  dn  pendule ,  on ,  plus  généralement,  k 
projection  de  ce  point  sur  le  plan  de  la  section 
AEBF.  iy>pelons  /m  la  masse  du  boulet,  v  sa  vitesse 
à  l'instant  du  choc,  f\».  perpendicolaire  abaisséedn 
point  C  sur  la  direction  de  o,  projetée  sur  le  plan  de 
AEBF,  H  la  masse  du  pendule  et  du  boulet,  •  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  lia  Taxe  fixOi 
M  (a>  -{-  i»  )  son  moment  d'inertie  par  rapport  a 
cet  axe  ;  nous  aurons  (n»  380) 


n  = 


Ii9f 


M(a.+A.)» 


pour  la  vsleur  de  fi  qu'il  faudra  substituer  dans  Té- 
quation  (a)  du  n»  394,  dans  laquelle  on  fera  aussi 
«=0,  puisque  le  pendule  part  de  sa  position  d'é- 
quilibre. Il  s'en  écartera  jusqu'à  ce  que  la  vitesse 
angulaire  soit  nulle  ;  par  conséquent,  si  l'on  dési- 
gne par  C  Tangle  BCV,  on  aura ,  d'après  oette  équa- 
tion (a), 


fi»  e»  f» 


H>(a*-)-  A>) 


=  2ga  (1  —  cos  C)  ; 


g  étant  la  gravité.  En  désignant  par  h  la  corde  de 
Tore  BB*,  et  par  c  le  rayon  CB,  nous  aurons 


cos  C  =  l  — . 


è* 
2c> 


Je  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  précé- 
dente ,  et  j'en  déduis  ensuite  celle  de  v*  ;  ce  qui 
donne 

n  étant  le  rapport  de  X  à  /«,  qui  sera  un  très  grand 
nombre  donné. 


^Vr 


TRAITÉ  DE  itCAniQUB. 


Tovtet  let  autres  qutiititéi  contenues  dans  cette 
formule  seront  aussi  connues.  La  distance  o  se  me- 
sure immédiatement;  la  corde  h  est  donnée  au 
moyen  d^un  ruban  attaché  au  point  B,  et  passant 
dans  un  anneau  fiiement  attaché  au  terrain  :  la  par- 
tie de  ce  mban  qui  se  déroule  et  trsTerse  Tanneau 
pendant  Télévation  du  pendule ,  est  effecti¥emcnt 
égale  à  h.  Si  le  tir  est  horitontal,  la  quantité/* est 
la  distance  de  Taxe  de  la  pièce  à  Taxe  de  rotation  ; 
si  le  tir  s^écarte  un  peu  de  rhoriiontalité,  auquel 
cas  la  droite  qui  ira  du  point  E  à  la  bouche  du  ca- 
non n*est  plus  horitontale,  il  est  facile  de  calculer, 
avec  une  approximation  suffisantOi  la  quantité  qu^il 
faut  ajouter  à  la  distance  des  deux  axes,  on  quMl 
en  faut  retrancher,  pour  aToir  la  valeur  de/*.  Quant 
aux  quantités  a  et  it,  on  peut  les  calculer  d'après  la 
forme  du  pendule  et  les  densités  de  ses  parties  ; 
mais  leurs  faleurs  a^obtiennent  aussi  par  Texpé- 
nence* 

On  attache  une  corde  à  la  partie  inférieure  du 
pendule  ;  on  fait  passer  cette  corde  sur  une  barre 
fixe ,  parallèle  à  l'axe  de  ce  mobile,  et  élevée  à  la 
même  hauteur,  au-dessus  du  terrain  ;  puis,  à  l'au- 
tre bout  de  la  corde,  on  suspend  un  poids  qui  sou- 
lève le  pendule  jusqu'à  ce  qne  son  centre  de  gra- 
vité se  trouve  an  niveau  de  l'axe  et  de  la  barre. 
Dans  oetto  position,  si  l'on  appelle  JE!  le  poids  sus- 
pendu à  la  corde,  et  pf  la  distance  donnée  de  la 
barre  à  l'axe  j  on  a  cette  proportion  : 


•  • 


If  • 


Ml 


qui  fait  connaître  la  valeur  de  a. 

Si  l'on  fait  faire  au  pendule  de  petites  oscilla- 
tions, et  qu'on  appelle  T  la  durée  d'une  oscillation 
entière,  et  /  la  distance  du  centre  d'oscillation  à 
l'axe  de  suspension,  on  aura  (n»  806) 


t=.^^,  .= 


a-  +  *•  ; 


d'où  Ton  tire 


a»  +  *»  = 


yT»o 


»• 


et  la  valeur  de  h  sera  connue  d*après  celle  de  a.  Au 
moyen  de  cette  vslenr  de  a*  +h*  ,  on  aura,  plus 


simplement, 


»/*e 


W 


pour  l'expression  de  la  vitesse  du  boulet, 

408.  Si  la  bouche  du  canon  n'est  pas  très  élol* 
gnée  du  pendule,  la  valeur  de  o,  donnée  par  cette 
formule  différera  peu  de  la  vitesse  de  projection 
du  bouletj  et  en  suppossnt  connu  le  coefficient  de 
la  résistance  de  l'air,  il  sera  facile  de  calculer  an 
moyeu  de  la  formule  (6)  du  no  2t8,  la  quantité  dont 
on  devra  augmenter  cette  quantité  o,  pour  avoir  la 
vitesse  de  projection.  Hais  on  obtiendra  immédia- 
tement la  grandeur  de  cette  dernière  vitesse,  en  at- 
tachant fixement  le  canon  an  pendule  :  la  quantité 
de  mouvement  imprimée  au  pendule,  ainsi  com- 
posé, sera  alors  la  masse  /*  du  boulet,  multipliée 
par  la  vitesse  du  boulet  à  la  bouche  du  canon,  dont 
le  rtcul,  à  raison  de  la  compressibilité  de  la  ma- 
tière, ne  commencera  pas  sensiblement  avant  qne 
le  projectile  ait  parcouru  toute  la  longueur  de  la 
pièce  \  par  conséquent,  la  valeur  de  v,  donnée  par 
la  formule  (a),  sera  celle  de  la  vitesse  de  projec- 
tion, sans  aucune  correction,  et  sans  qu'on  ait  be- 
soin de  connaître  le  coefficient  de  la  résistance* 

En  tirant  successivement  à  diff'érentes  distances 
données  du  pendule,  avec  un  même  canon ,  chargé 
de  la  même  manière,  on  aura  autant  de  valeurs  de  o, 
dont  les  différences  entre  elles  et  avec  celle  que 
l'on  obtient  quand  le  canon  fait  partie  du  pendule, 
pourront  servir  à  vérifier  la  loi  de  la  résistance  de 
l'air,  sur  laquelle  est  fondée  la  formule  (6) 
du  no  212,  et  à  déterminer  le  coefficient  de  cette 
résistance. 

On  a  fait,  en  Angleterre,  un  grand  nombre  d'ex- 
périences au  moyen  du  pendule  de  Robina,  employé 
des  deux  manières  que  nous  venons  d'indiquer  *, 
Une  des  conséquences  les  plus  générales  qu'on  en  a 
déduites,  consiste  en  ce  que,  toutes  choses  d'ail- 
leurs égales ,  les  carrés  des  vitesses  de  projection 
sont  à  peu  près  entre  eux  comme  les  poids  des 
charges,  et  que  ce  rapport  approche  d'autant  pins 
d'être  exact,  que  la  longueur  de  la  charge  est  moins 
considérable ,  relativement  à  celle  du  canon. 

*  ItoaMÎlu  •TpMêntt»  é*Ar&tttrit,  p«r  Ch.  Button;  wnmgt 
trtdoli  de  r«i(^aia,  la  première  partie  par  ^Bantioye,  et  la 
■econde  per  M.  Terquen. 


CHAPITRE  IV. 


DU    MOUVBMBRT    d'uN    GOBPS   SOLIDB   AUTOUR   d'uh    POIRT   FIXE. 


$  I».  Formulés  friUmmairw. 

404.  Considérons  d'abord  en  laUmème,  et  indé- 
pendamment des  forces  qui  le  produisent ,  le  mon- 
vement  ip  rotation  d^on  corps  solide  de  figure  quel- 
conque, autour  d*un  point  fixe  appartenant  à  ce 
corps,  ou  qui  y  soit  in¥ariablcment  attaché. 

Soient  0  (fig.  88)  ce  point;  0#,  Oy,  Os,  trois  axes 
fixes  et  rectangulaires,  choisis  arbitrairement;  Os„ 
O^j,  0J|,  trois  autres  axes  rectangulaires,  fixes  dans 
le  corps ,  et  mobiles  avec  lui  autour  du  point  0. 
Dans  la  suite  ^  nous  supposerons  que  ces  dernières 
droites  sont  les  axes  principoux  du  corps;  mais 
maintenant  leurs  directions  sont  entièrement  arbi- 
traires. Soient  aussi  s  ^y,  j ,  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  do  corps,  rapportées  aux  pre- 
miers axes ,  et  m,^  y^,  s^,  ses  coordonnées  rapportées 
aux  axes  0#j,  Oy^,  Os,.  En  conseryant  toutes  les  no- 
tations du  n»  377 ,  nous  aurons 


y 

M 


=  •*<  +  *yi  +  c*n 


et  les  neuf  ooefficiens  a ,  & ,  etc.,  seront  liés  entre 
eux  par  les  équations  {Z) ,  ou  par  les  équations  (4), 
ne  ce  nomero» 

D  est  érident  que  ces  quantités  a ,  &,  etc. ,  sont 
les  mêmes,  à  chaque  instant ,  pour  tous  les  points 
dn  eorps  ;  mais  elles  Tarient  pendant  le  mouf  ement, 
et  l'on  doit  les  considérer  comme  des  fonctions  du 


temps.  An  contraire,  les  coordonnées  »„  yj,  s^,  va- 
rient  d'an  point  k  un  autre  du  mobile;  mais  elles 
restent  constamment  les  mêmes  pour  un  même 
point,  et  ne  Tarient  pas  atec  le  temps.  En  représen- 
tant donc  le  temps  par  #,  et  différentiant  par  rap- 
port à  cette  variable ,  on  aura 


dm 

dm 

A 

de 

di 

— 

"* 

+ 

"I 

+ 

•'*' 

^ 

dm' 

dlf 

de' 

dt 

-— 

''* 

+ 

di 

+ 

di 

dm 

dm" 

db'^ 

rfc" 

di 

^ 

'•T 

+ 

dt 

+ 

di 

dx  dy  dm 
Ces  valeors  de  —,  —,  ^  exprimeront,  à  on 
di  di  di 
instant  quelconque,  les  composantes  parallèles  aox 
axas  0«,  Oy,  Os,  de  la  vitesse  du  point  H.  Si  donc 
on  veut  connaître  les  points  du  corps  dont  la  vitesse 
est  nulle  à  cet  instant ,  on  les  déterminera  en  éga- 
lant ces  quantités  à  léro;  ce  qui  donne 


(l) 


*!*»  +  yfi»  +  «j«fc  =  0, 
*!*»'  +  y,*"  +  s^  =  0, 


Or,  en  ajoutant  ces  équations ,  après  les  avoir 
multipliées  par  e ,  e*,  o";  faisant ,  pour  abrégtr , 


otf»  4.  e'd&'  -f  e^Oif'  =  pdi,    edm  +  c'dm*  -^  ^dm'^  =  — 


et  observant  que  l'équation  c«  ^  o'*  -|-  o"«  =  1 
donne  edo  -f  e'(2c'  -f  c"  (2c''  =:  0  ;  il  vient 

fVi  —  «**  =  0. 

Si  Ton  ajoute  ces  mêmes  équations  (1) ,  après  les 
avoir  multipliées  par  6,  ft',  6",  on  trouve 

rar,  —  |»s,  =  0, 


en  faisant ,  poor  abréger, 

hdm  +  Vdoi  4-  6"<ja''  =s  rdi , 

et  observant  que  l'équation  5«  -f-  ft'»  -|-  V'%  =  1 
donne  hdb  4-  Vdb^  4-  6''d&"= 0 ,  et  que ,  d'après 
l'équation  5o  4-  ft'c'  -}-  V'e''  =  0  du  n«  377 ,  on  a 
aussi 


hdc  4.  Vde'  4-  h'dt^'  =  ^  cdb  ^  t^db'  —  dW  =  -^  pdi. 
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aso 


THAITft  DE  MfiCAIflQUE. 


Enfin ,  let  équations  (1)  étant  mullipUéei  par  a  |  a*, 
«",  et  enraite  ajoatées ,  il  eu  résulte 

sf*i  =  nr,  =^  0^ 


car  on  a  ada  4-  ^^'  +  a''daf*  =  0 ,  à  cause  de 

a*  4"  ^*  "¥"  ^"*  =  ^  9  ^^  ^®  pl^  I  ^^  équations 
(a  +  6'a' +i'V' =Oet  «NI  + cV  +  c"a"  =  Od«i 

numéro  cité  donnent 


«go  4.  o'ilc'  4.  a'W  =  —  ^Nb  —  o'da'  —  «"ia"  =  «A. 


Au  lieu  des  équations  (t) ,  nous  aurons ,  de  cette 
manière  I 

Chacune  de  celles-ci  est  comprise  dans  les  deux  au- 
tres; et  elles  appartiennent  à  une  droite  passant  par 
Vorigine  0  des  coordonnées. 

Il  suit  donc  de  cette  analyse  que  tons  les  points 
du  corps ,  dont  la  TÎtesse  est  nulle  à  un  instant  quel- 
conque ,  sont  rangés  sur  une  droite  passant  par  lo 
centre  de  rotation.  Celte  droite  peut  être  regardée 
comme  immobile  pendant  un  instant  infiniment 
petit  ;  donc ,  pendant  cet  instant ,  le  corps  tourne 
autour  de  cette  droite  comme  autour  d'un  axe  fixe; 
et  l'on  doit  se  représenter  le  mouTenient  de  rotation 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe ,  comme 
ayant  lieu ,  i  chaque  instant ,  autour  d'un  axe  qui 
reste  immobile  pendant  un  intervalle  de  temps  infi- 
niment petit.  En  général ,  la  position  de  cet  axe 
dans  l'intérieur  du  corps  change ,  d'un  instant  i 
l'autre,  pendant  le  mouTeroent  ;  et ,  pour  cette  rai- 
son ,  on  l'appelle  l'a/rs  insianiamè  de  rûtatùm, 

406.  Supposons  que  la  droite  lOI'  soit  cet  axe  au 
bout  du  temps  I;  les  équations  (2)  seront  celles  de 
ses  projections  sur  les  trois  plans  des  coordonnées 
Sii  y,|  9^\  d'où  l'on  conclut  facilement 


cos  I0#|  = 


oos  lOyi  = 


cos  Î0Ê^  = 


Kr  4-  «•+  ^  ' 

g 

Kj^  +  r  +  r*  ' 

r 


<8) 


Lors  donc  que  les  trois  quantités  p^q^t^  seront 
connues ,  on  pourra  assigner  la  position  de  l'axe  in- 
stantané, par  rapport  aux  axes  mobiles  Ojp^,Oy^  Os,; 
et,  d'oprès  le  signe  qu'on  donnera  au  radical,  la 
partie  01  de  cette  droite ,  i  laquelle  ces  formules 
appartiendront,  sera  complètement  déterminée  : 
dorénavant ,  nous  regarderons  toujours  ce  radical 
^omnie  une  quantité  positive. 


Toutes  les  fois  que  p,  9,  r,  seront  des  conStantea, 
Taxe  de  rotation  restera  &%»  dans  le  corps ,  c^est-à- 
dire,  qu'il  le  traversera  constamment  dana  les 
mêmes  points.  Or,  les  points  du  corps  dont  la 
vitesse  est  nulle  i  chaque  instant,  étant  toujours  les 
"mêmes,  ils  demeureront  immobiles  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement  ;  donc ,  dans  ce  cas,  l'axe  de 
rotation  sera  aussi  une  droite  fixe  dans  l'espace. 

D'oprès  l'équation  (2)  du  no  9 ,  et  les  notations 
du  no  377 ,  on  aura 

cos  lOs  =  a  cos  10*1 4*  ^  ^^  ^^j  ~(~  ^  i^>  ^^'i  y 
cos  lOy  =  a'  cos  lOs^  4"  ^'  ^^  ^^fli  4"  ^'  *^*  ^^'1 1 
cos  lOs  =  a"  cos  IOX|  4-  6'' cos  lOy^  4-  c'^cos  lOs,  ^ 

en  vertu  des  équations  (3) ,  on  aura  donc 


cos  lOs  = 
cos  lOy  : 
cos  lOji 


op  4"  ^  "f*  ^ 

K  P*  +  «•  +  '^ 
o>  4-  yy  4-  e'r 

l/|»'  +?'+»*' 
o"p  4-  V'q  4-  e'r 

Vp^  +  r  +  r^  ' 


w 


pour  déterminer  la  direction  tle  Taxe  instantané, 
par  rapport  aux  axes  fixes  Ox,  Oy ,  Os.  Il  en  résulte 
que  quandji,  q,  r,  seront  des  quantités  constantes, 
les  numérateurs  de  ces  formules  devront  aussi  étr« 
indépendans  de  <;  ce  qu'on  vérifiera  efieotiveiiient, 
dans  la  suite. 

400.  Puisqu'à  chaque  instant  le  mouvement  a 
lieu  autour  de  la  droite  101'  comme  autour  d'ua 
axe  fixe,  il  en  résulte  que  tous  les  points  du  corpa 
ont,  pendant  un  instant  infiniment  petit,  une 
même  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  (  n»  384  ). 
Pour  en  déterminer  la  valeur ,  considérons  le  point 
qui  se  trouve  sur  l'axeOs,,  à  une  distance  du  point  O 
égale  à  l'unité;  nous  aurons  relativement  à  ce 
point,  «1=  0,  y^  =  0,  s,  =  1  ;  sa  vitesse  absolue 
sera  donc 


^       lil»  "*"  ^/«  ■*"   A«  ~"  *^'^  Â^  ' 
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251 


dk  d^  db 
cKaprét  les  valeors  préoëdentes  de  — ,  — ,  —  ;  et 

dt  dt  di 
Von  aura ,  pour  m  distance  à  Taxa  de  rotattop , 


in  lOs,  =  l/^l  —  cos*  lOs,  = 


Mn 


tance,  nous  aurons 


t/  de»  +  dc'*+  do"* 


l/p'  +  rdi 


1/  p»  +  «•  +  r« , 


yp*  +  g*  +  r** 

donc ,  en  divisant  la  Tîtesse  absolue  par  cette  dis- 


pour  la  vitesse  angulaire.  Or,  nons  aTona 


—  ffdi'=  hdo  +  Vdi/  +  V^df^\    qdi=iodo  ^  nM  +  o''do"  ; 

d*oà  Ton  déduit,  en  ayant  égard  aux  équations  du  n* 377, 

(f>i  +  g»  )  A»  =:  db«  +  ifc'«  +  de"*  —(««©  +  o'dc'  +  c"<te")»  ; 


quantité  qui  se  réduit  II  £fe*  -{-de'*  -4"^''  ,  à  cause 
de  etfff  4"  ^<^'  +  e"do"  =  0.  Donc ,  en  appelant  «. 
b  Titeste  angulaire  au  bout  du  temps  <,  et  la  con- 
sidérant comme  une  quantité  positiTe,  on  aura 
simplement 

t»  ==  K  F*  +  Ç*  +  »■■  • 

On  voit  que  cette  vitesse  sera  constante  toutes- 
les  fois  que  la  position  de  Taxe  de  rotation  sera  in- 
▼ariable  ;  mais  la  proposition  inverse  n*est  pas  éga- 
lement vraie  ;  et  il  est  possible  que  Taxe  instantané 
change-  de  position,  sans  que  la  vitesse  angulaire 
change  de  valeur,  ou ,  autrement  dit,  il  estpossible 
que  les  quantités/),  ^r,  r,  soient  variables-,  et  que 
la  valeur  de  «  demeure  constante. 

407.  On  appelle  p,  q,  r,  les  composantes  rectan- 
gulaires de  la  vitesse  de  rotation  «  antour  des  axes 
^19  ^19  ^'ii  ^^  ^*on  dit  aussi  que  chacune  de  ces 
trois  quantités  est  la  vitesse  angulaire  du  mobile 
antour  de  Taxe  correspondant. 

Or,les  équations  (3)  peuvent  être  remplacées  par 

p=  M  cos  IOj?^,  9  =  «  cos lOy, ,  r.=r  »  cos  lOjsj; 
et  Ton  peut  écrire  les  équations  (4)  sous  cette  forme  : 

•.  cos  lOs  =  op  +  àq  +  er^ 
4^  cos  lOy  =z  tt/p  ~\~  Vq  ^  c'r, 
«  cos  lOs  =r  af'p  4-  h"q  +  éW } 

d'où  Ton  conclut  que  la  décomposition  des  vi- 
tesses de  rotation  soit  les  mêmes  lois  que  celle 
des  vitesses  de  translation,  en  remplaçant  les  direc- 
tîens  de  celles-ci  par  les  directions  des  axes  de  ro- 
tation. 

Ln  résultante  •  étant  une  quantité  positive,  et 
ayant  pris  la  partie  déterminé  01  de  la  droite  lOI' 
pour  Taxe  auquel  elle  se  rapporte,  lea  composantes 
Ff  9t  ^1  dont  les  axes  sont  Os„  Oy|,  Oji„  seront  po- 
sitives ou  négatives ,  selon  que  ces  droites  feront 
des  angles  aigus  ou  obtus  avec  Toxe  01;  et  généra- 
lement ,  on  devra  regarder  comme  égales ,  mais  de 
signes  contraires ,  les  composantes  de  «  rapportées 
■VJL  deux  parties  d'une  même  droite ,  ou  dont  les 
aies  seront  le  prolongement  Tun  de  Tautre. 

408.  Non  seulement  on  peut,  au  moyen  des  trois 
m^^'^j^  Pi  9,  r,  déterminer  U  vitesse  angulaire  du 


corps  et  la  position  de  son  axe  de  rotation ,  par  rap- 
port aux  axes  mobiles  0X|,  Oyj,  0S|,  mais  on  peut 
aussi  exprimer  les  vitesses  et  les  forces  accéléra- 
trices de  ses  différons  points ,  décomposées  suivant 
ces  trois  axes;  ce  qui  nous  servira,  comme  on  le 
verra  bientôt ,  à  trouver.de  la  manière  la  plus  di- 
recte, les  équations  de  son  mouvement  de  rotation. 
En  effet,  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  H 

dx    dy   di 
étant  — ,  — ,  — ,  par  «rapport  aux  axes  fixes  Qm  , 

dt    dt   di 
Oy ,  Os,  il  s'ensuit  que  les  composantes  de  la  même 
vitesse-,  par  rapport  aux  axes  0«|,  Oy^^  Os„  seront 

dis  du  ds 

«-  +  «'-  +  «"-. 
di  dt  di 

dx  dif  d% 

6  —  +  y  —  +  6"  —, 

dt  di  di 

ds  djf  dM 

e J-  eJ h  c"  —  , 


di 


dt 


dt 


d'après  les  nototions  du  n»  377,  et  parce  que  la 
composition  des  vitesses  suit  les  mêmes  lois  que 
celle  des  forces.  Or,  en  substituant  dans  œs  ex- 

dx    dif    dM 
pressions  les  valeurs  de — ,  — ,  — ,  du  n«  404, 

dt     dt     dt 

et  effectuant  des  réductions  qu'on  a  déjà  faites 
dans  ce  numéro ,  on'  trouve 

ds  djf  dM 

a 1-  o' h  o"  —  =  çs,  —  ff „ 

dt  di  dt 

da  dy  d% 

6  -  +  6'  —  +  i"  —  =  rx,  -  ps„ 
di  di  di 

dm  dy  d» 

e  —  +  c'  —  +  o"  —  =  j»y,  —  «s„ 
dt  di  di 

par  conséquent,  les  trois  quantités  91,  —  ry^, 
rm,  — ps„  yy^  —  9*^  qui  sont  nulles  pour  tous  les 
points  du  corps  situés  sur  l'axe  instantané  de  ro- 
tation, expriment,  pour  un  autre  point  quelcon- 
que I ,  les  composantes  de  sa  vitesse ,  parallèles 
au  droites  Ojt,,  Oy^,  Os.. 


flAlrt  DE  MiCAHIQin. 


Ma 

On  tire  de  cet  deraiérat  é^uUimm ,  eo  ayeot  ^rd  è  eellee  dm  n»  S77, 


di 
d» 

et  en  différentiont  pur  rapport  à  l,  il  vieot 

df^» 

— .  =  a  («A  -  y^)  +  4  («/ir  —  M,dp)  +  c  (y/*»  -  *A) 

+  (9»i  -  rrJ  *»  +  (r*,  -  I»»,)  «  +  (P3f,  —  qs)  de, 

•^=  •'  ('A  -  yA)  +  ft'(*A  -  '*)  +  ^  (y.*  -  'A) 


=  0"  {M,dq  -  y,*)  +  ô"(,^  -  s^)  +  e"(y,c(p  -  xflq) 


Lee  quuititét 


d^x    d*y     d^» 


tes  partlliles  eut  aies  fiscs  Os 


.  I   ■ecélératrice  du  poiot  I  \  si  donc  on  désigne  par 

'^^'''  I  p„  9„  fi,  les  composantes  de  la  même  force ,  paral- 
,  Oyi  Os,  de  la  force  |  léles  aux  axes  0«,,  Oy^  Oa^,  on  aura 


Fi  = 


*  #  d»  y  d«  j 


d<« 


il* 


dl> 


d*  s  d*  V  d*  a 


r.  z=z  c 


d*jr     4ibif    41^  s 
Or,  en  snbstitnant  les  valeors  préoëdootesde  --  >  TT  »  :;z-i  •*  faisant  des  rédactions  lemblables  à 

celles  du  n»  404 ,  on  trouTe 

p^  =  sA  —  yA  +  («r,  —  g«i)  ç*  +  (pj,  -  r»,)  r*, 

9,dl  =  #/ir  —  a/^p  +  (g«,  -  ry,)  ntt  +  {ç«,  -  py,)  pdl, 
^1*  =  yi*  -  'A  +  (»•«,  - 1'*/)  /Hft  +  (ry,  -  g«i)  jAi 


et  en  dÏTisant  par  d$^  on  aura  les  valeurs  de  p„ 
g  I,  r,,  exprimées  an  moyen  des  variables  p,  9  »  f,  et 
de  lenrs  diiférentieUes. 

409.  Si  l'on  considère  \  on  instant  quelconque 
les  quantités  de  mouTcment  dont  tous  les  points 
du  corps  sont  animés,  leur  moment  par  rapporta 
chacun  des  trois  axes  Otp^^  Oy„  Oa^,  suivant  la  dé- 
finition du  n»  273 ,  pourront  encore  s^ exprimer  au 
moyen  des  quantités  p,  g,  r. 

Pour  le  faire  voir,  soit  dm  Télément  différentiel 
de  la  masse  du  corps  qui  répond  au  point  H  ,  et 
dont  les  coordonnées  sont  jr^,  y^  m^  les  compo- 
santes parallèles  anx  axes  Os^  Oy,,  OjBj,  de  «a  quan- 
tité de  mouvement  seront  les  produits  des  vitesses 


(T'i— ry»  ••*i— P'i.Pyi— 9«ii  multipUéesparëm; 
en  désignant  par  L ,  H ,  N ,  les  momens  par  rapport 
aux  axes  Oa,,  Oy„  Oa,,  des  quantités  de  mouve- 
ment de  tous  les  points  du  corps,  on  aura  donc , 
diaprés  ce  qn^on  a  vu  dans  le  n»  274 , 

^  =  /K»**!  —  p*i)*i  —  fe*i  —  nri)yil*s 
■  =  /[ta*i  -  ^i)'i  —  (py,  —  ï*i)'il*»> 

N  =f[(P!fi  —  9'i)yé  —  irs^  -  p«>,]da»; 
les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du  mo- 
bile. On  simplifiera  ces  valeurs  en  prenant  pour 
Oar, ,  Oy,,  OSi ,  les  trois  axes  principaux  dn  oorpa 
qui  se  coupent  au  point  0  ;  ce  qui  rendra  nulles  les 
tfois  intégrales  /r,y|dat,  /«/*!*",  I}ft*fi^\  «*  •« 


OTBAVIQia,  SMfiOmE  PARHS. 


désignant  par  A ,  B,  C ,  les  tcoU  moinont  d*iiiertie 
principaux  y  de  aorte  qo^on  ait 

/(yi*+  M,*]dm  =  A, 

/(  V  +  y,*  )*»  =  c, 

oo  aura  simplement 

L  =  Cr,      H  =  Bg,      N  =  A|i. 

Les  quantités  r,  ç ,  p,  auront  donc  constamment 
les  mêmes  signes  qae  L ,  H ,  N  ;  par  conséquent, 
leurs  signes  dépendront  du  sens  dans  lequel  le 
corps  tournera  autour  de  chacun  des  trois  aies 
princtpaui  :  selon ,  par  eiemple,  que  le  corps  tour- 
nera ,  parallèlement  au  plan  ffiff,,  de  0»i  fers  ùy^ 

Ap 

cos  silKr^  =  — "i    cos  mOffi  s 

G 


«n  daiis  le  aens  opposé  ^  le  moment  L  (no  874)  et 
par  soitela  vitesse  r,  seront  des  quantités  positires, 
ou  des  quantités  négatives  ;  et ,  réciproquement, 
le  signe  de  r  fera  connafitre,  à  chaque  instant,  le 
sens  de  rotation  autour  de  Os,. 

O^aprés  les  théorèmes  du  n*  £81 ,  si  Ton  désigne 
par  G  le  moment  principal  des  quantités  de  mou- 
Tement  que  nous  considérons ,  on  aura 

G  =  1/  A*  p*  -f  B»  9*  4-  C>  r»  ; 

en  regardant  ce  radical  comme  une  quantité  posi- 
tÎTC  I  si  la  droite  Om  (fig.  03)  est  Taxe  de  ce  mo- 
ment, sa  direction  par  rapport  aux  ases  mobiles  Ojt,, 
Oy^  Os^,  sera  déterminée  par  les  formules 


Bç  Gr 

— ,    cos  mOs.  =  —  : 
G  G 


w 


et  pour  déterminer  sa  direction  par  rapport  aux 
aies  fixes  Om,  Oy,  Os,  on  aura 

G  cos  mOs  =  AjMi  -f"  B96  -l"  ^^1    \ 
G  cos  fliOy  =  4|Ni'  ^  Bçft'  +  (W,   j  (6) 
G  coa  mOa  =  AfNi^'4-  i^'+  Gro";  ) 

équations  dont  les  seconds  membres  sont  les  mo- 
mens  des  quantités  de  mouvement  du  mobile  par 
rapport  aux  axes  fixes  Os,  Oy,  Os. 

410.  La  position  de  ce  mobile  k  chèque  instant , 
par  rapport  aux  axes  fixes ,  dépend  des  trois  angles 
4y  I)  f)  du  B*  B78;  car  au  moyen  de  ces  angles, 
les  trois  sections  du  corps  que  Ton  a  prises  pour 
les  plans  mobiles  des  coordonnées  ^Sj ,  y^ ,  Sj,  sont 
déterminées  de  position  à  regard  de  ces  plans  fixes  ; 
et  il  suffit  même  de  connaître  la  position  de  deux 
sections  non  parallèles  d*un  corps  solide,  pour  que 
les  positions  de  tous  les  points  de  ce  corps  soient 
entièrement  connues.  D^ailleurs ,  quand  les  angles 
4)  i}  ff  seront  connus,  les  coefficiens  a,  5,  etc.,  le 
seront  aussi,  et  Ton  connaîtra,  par  conséquent, 
les  co^irdoonées  jr,  y,  s,  d'un  point  quelconque  du 
mobile,  Le  problème  du  mouvement  de  rotation 
autour  d^un  point  fixe  se  réduit  donc ,  en  dernière 
analyse ,  à  déterminer  en  fonctions  du  temps ,  les 
valeurs  de  4)  ^i  f»  Or,  quand  les  valeurs  de  p,  g ,  r, 
sont  connues,  celles  de  ces  trois  apgles  dépendent 
de  trois  équations  du  premier  ordre ,  que  Ton  ob- 
tiendra en  substituant  les  valeurs  de  a,  i,  etc. 
[••  378},  en  fonctions  de  4 1  ^  f  i  ^  celles  de  leurs 
différentielles,  dans  les  valeurs  depA,  gdl,  rdi, 
savoir  : 

pdi=si^bde^  Vd4^  -^  è"(lo", 

rdt  z=  bda  +  VâtJ  -f-  V^da^\ 

Lea  valeurs  de  0 ,  s*,  c",  ne  contenant  pas  ran<- 
gle  f  ,  il  s^ensuit  que  celles  de  pdl  et  gill  ne  cou* 
tiendront  pas  sa  différentielle  ;  et  comme  les  va- 
leors  de  è,  V^  è",  se  déduisent  de  celles  de  a,  a',  a", 


en  augmentant  f  d^un  angle  droit ,  la  valeur  de 
-^  fdi  se  déduira  de  même  de  celle  de  gdl.  Le 
coeflicient  de  d^  sera  Tunité  dans  la  valeur  de  râii 
car ,  d'après  les  formulas  du  n«  378,  on  a 

da  ds'  ds" 

df  de  de 

d'où  il  résulte 

da  da^  JqM 

è—  +6» y  *"-— =6"+6'«+6"«=l, 

d^  di^  ^ 

pour  la  valeur  de  ce  coefficient.  Toutes  réductions 
faites,  la  substitution  des  valeurs  de  a,  è,  etc., 
dans  celles  de  pdl,  gdl,  rdi,  donne 

fdi  =  sin  f  sin  id4  —  cos  edi^      1 
gdt  =  cos  f  sin  •d4  -f  sin  f  dS  ,      >  (9) 
rd^  =  ds  —  cos  id4.  ) 

On  peut  remarquer  que  Tangle  4  "^eutre  pas 
dans  ces  formules  ;  et,  en  effet,  Fangle  4  uu  BOjt 
étant  compté  i  partir  d'un  axe  Os  entièrement  ar- 
bitraire, les  valeurs  de  p,  g,  r,  ne  doivent  pas  chan- 
ger quand  on  augmente  ou  diminue  cet  angle  d'une 
quantité  constante. 

Puisque  r  est  la  vitesse  angulaire  du  mobile  au- 
tour de  Taxe  Os,,  il  s'ensuit  que  rdt  doit  être  Tangle 
décrit  dans  le  plan  des  s^  et  y,  pendant  Tinstant  dt, 
par  chacun  des  axes  Ox^  et  Oy^  ;  cet  angle  seroit  de, 
si  la  droite  ON ,  &  partir  de  laquelle  on  compte 
Tangle  a  dans  ce  même  plan ,  était  immobile;  mais 
dans  l'instant  di ,  l'angle  NO^r  augmente  de  d4 , 
dont  la  projection  est  cos  6d4  sur  le  plan  des  x, 
et  y^;  et ,  selon  que  l'angle  I  est  aigu  ou  obtus,  il 
est  aisé  de  voir  que  la  différentielle  df  doit  être  di- 
minuée 00  augmentée  de  cette  projection ,  pour 
avoir  le  déplacement  de  Os,  ou  Oy^,  par  rapporta 
une  droite  fixe  dans  le  plan  de  ces  axes.  Par  con- 
séquent on  aura  ,  dans  tous  les  cas  yrdi-=d^  — 
cos  Id4)  comme  on  vient  de  le  trouver. 


aM 


TiMii  m  MÈioàmipn. 


411.  U  eiifta  eotre  1m  OMinm  a,  & ,  eto.,  et  l0f 
quantitéi  p^q^r,  des  relatioDi  qui  peavent  être 

do=s[aq  -^  bp)  dt^  do'  =  (e'g  — 
db  =  lep  ^  ar)  dif  dV  =z  (Vp  — 
da  =  (4r  —  «y)  rf#,      db*  =  \v^  — 

On  obtient  les  trois  premières  de  ces  équations, 

en  ajoutant  les  équations 

ado  +  aW  +  af'd&*  =  qdi^ 

odo  +  C'A?'  +  o'W  =  0, 

apràs  les  avoir  multipliées  respectivement,  soit 
par  a,  6,  e ,  soit  par  o',  *',  c',  soit  par  a",  î",  «w,  et 
en  ayant  égard  aux  équaUons  du  n©  377.  On  obtient 
les  trois  suiTantes ,  en  opérant  d'une  manière  ana- 
logue sur  les  équations 

cdb  +  e'dV  +  e'^dV^  =  pdi, 
adb  +  o'd»'  +  o"«tt"  =  —  rdf, 
hdb  +  Vdb'  +  6"<iJ"  =  0  ; 

et  en  opérant  de  même  sur  les  équations 
hda  +  Vda^  +  ^''do"  =  rdi, 
cda  +  c'ifa'  +  c"db"  =  —  ^di, 
ada  +  afda'  -f  a''dki"  =  0, 

on  parrient  aui  trois  dernières  équations  (8). 
On  a  encore  les  équations 

INla    +  çctft   +  e<lr   =  0, 
pdof  +  qdb'  +  oA^  =  0, 

|Hio"  +  qdhf'+  cd^"=  0, 

qui  sont  une  conséquence  immédiate  des  neuf  équa- 
tions (8),  et  qui  serrent  à  vérifier  rinTariabilitef  des 
numérateurs  des  formules  (4),  lorsque/!,  g,  r,  sont 
des  quantités  constantes. 

5  n.  Êquatiom  du  mouvomoni  do  rûiaiion  autow 

d'tmpoinifueê. 

412.  Tout  ce  qui  précède  étant  éUbli,  suppo- 
sons maintenant  que  des  forces  motrices  données 
agusent  sur  tous  les  élémens  du  mobile ,  et  cher- 
chons, en  ayant  égard  à  ces  forces ,  les  équations 
différentielles  de  son  mouvement  autour  du  point 
fisc  0.  * 

Au  bout  du  temps  i  quelconque ,  désignons  par 
X,dm,  Y^m,  l^dm,  les  trois  composantes  parallèles 
aux  axes  principaux  0*,,  Oy, ,  Oz, ,  de  la  force  mo- 
trice de  rélément  dm.  Si  ce  point  matériel  était  li- 
bre ,  ces  forces  lui  imprimeraient,  dans  Tinstant  dl, 
suivant  leurs  directions,  les  vitesses  X^dt,  T,dl,  l^t. 
Les  accroissemens  de  vitesse  qu'il  reçoit  réelle- 
ment, suivant  ces  directions,  sont  les  quantités 
P^  I  î/<"  »  »'i*  f  du  n»  408  ;  les  composantes  de  la 
force  perdue  par  TélémentdM,  pendant  Tinstant  dt, 
sont  donc 

Pi  -  P,)  dm,      (Y,  -  q;)  dm,      (Z,  -  r,)  <^. 


I 


utiles  dans  beencoup  d^oceasions,  et  qui  sont  ot* 
primées  par  les  équations  différentielles 

i»  A,      do'f  =  (fl"y  —  V'p)  dt ,    ) 
aV)  di,      db"  =  {e"p  —  c'y)  dt,     \    (8) 
o'g)  dt,      da"  =  (4"r  —  e"q)  dt.      ) 

Le  corps  sera  donc  en  équilibre  (n»  850),.  en  sup> 
posant  tous  ses  élémens  sollicités  par  de  semblables 
forces.  Or,  les  équations  d'équilibre  d'un  corps 
■olide ,  autour  d'un  point  fixe,  sont  au  nombre  de 
trois  (n«  206),  qui  seront,  relativement  i  ces  forces, 

/[Y*  -  ft)  *,  —  (X,  —  Pt)  y,]  dbt  =  0, 
fV^i  -  ft)  'i  -  (2^1  -  r,)  *J  db  =  0^ 
flh  -  r.)  y,  -  (Y,  -  q,)  s'J  db.  =  0; 

les  intégrales  s^étendant  à  la  masse  entière  du  mo- 
bile. 

La  considération  des  axes  principaux  simplifie 
les  tasmes  sésulUnt  de  la  substitation  desvalews 
^^  Pn9:n^n  *^^^  'es  signes/»  En  observant  qu'a- 
lors les  intégrales  f^;!f/dm,fx,g^dmJy^M/im,  sont 
nulles ,  et  désignant  par  A,  B,  C,  les  trois  mo- 
mens  d'inertie  principaux  dti  mobile,  de  sorte 
que  A ,  B ,  G ,  représentent  les  mêmes  intégrales 
que  dans  le  no  409 ,  et  qu'on  ait ,  par  conséquent, 

/(V— yiO  <ftn  =  B  —  A, 
/('/•—  */)<*»  =  A— C, 
/(yi*— V)  Anrz:  c  —  B^ 
les  trois  équations  précédentes  deviendront 

C<*r  +  (B  -  A)  wdl  =  RA,     I 
Bdq  +  {K  ^  C)  rpdt  =  QA,     I     (a) 
Ad/»+  (C-B)  gntt  =  PA,     ) 

où  l'on  a  fait ,  pour  abréger, 

/(*A  —  *jZ|)  rf»  =  Q, 
/W,   -  *|Y,)  das  =  P. 

413.  Les  composantes  X,,  T^,  Z^,  éunt  celles  des 
forces  données,  suivant  les  axes  mobiles  0*,,  Oy^, 
0«,,  leurs  valeurs  dépendront  de  la  direction  de 
ces  droites  dans  l'espace,  ou  des  trois  angles 4, 
•,  f  ;  les  quantités  P,  Q ,  H ,  seront  donc  des  fonc- 
tions de  4 ,  • ,  f ,  données  dans  chaque  cas  parti- 
culier; par  conséquent,  le  problème  du  mouve- 
ment de  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe,  conduit  à  six  équations  différentielles 
du  premier  ordre ,  entre  les  six  inconnues  |i,  q  ,  r, 
4,  «,  ♦,  et  la  variable  «,  savoir,  les  trois  équa- 
tions (o),  jointes  aux  trois  équations  (7)  da  n©  410. 
En  éliminant,  dans  les  premières  équations  ,  les 
trois  inconnues  p,q,r,  au  moyen  des  dernières 
équations,  on  obtiendrait  trois  équations  différen- 
tielles du  second  ordre,  relatives  à  4^  1,  f ,  qni 
sont  les  inoonnues  définitives  du  problème  ;  mais  il 
vaut  mieux  conserver  les  six  équations  du  premier 
ordre. 
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IVoof  nous  bornerons  &  oonsidéror  le  cas  ou  1« 
pcsanleurest  la  seule  force  qui  agisse  sur  les  points 
do  mobile.  Prenons ,  dans  ce  cas ,  Taie  Ojb  ?ertical 
et  dirigé  dans  le  sens  de  cette  force  constante  que 
nous  représenterons  par  ^  ;  ses  trois  composantes 
MÎfant  les  axes  Oc,,  Ôy^,  Ojv^,  seront 

i  cause  de  (n*377) 

tPz^  cos  sOjr, ,      6"  =  ces  MOy^,      c"  ces  sO»,  ; 

et  si  Ton  désigne  par  H  la  vusse  du  mobile ,  et  par 
«^C,y,  les  trois  coordonnées  constantes  de  son 
eentie  de  gretité ,  par  rapport  i  ces  axes  mobiles , 

a"  =  —  sin  •  sin  p,      b"  =  _ 

414.  On  parTient  facilement  à  intégrer  les  équa- 
tions {h)j  lorsque  leurs  seconds  membres  sont  nuU; 
ce  qui  a  lieu  quand  on  fait  abstraction  de  la  pesan- 
teur, ou  bien ,  lorsque  le  point  fixe  0  est  le  centre 
de  gravité  du  mobile,  et  où  Ton  a ,  conséqnem- 
ment ,  «  =  0,  C  =  0,  >  =  0. 

Les  équations  (b)  se  réduisent  alors  à 

€ir  +  (B  —  A)  pqdi  =  0, 
B<{}  -f  (A  —  C)  rpdi  =  0, 
kdp  +  (C  —  B)  qrdt  =  0, 

Or,  si  on  les  multiplie  par  r,  ^ ,  jd,  et  qu'on  les 
ajoute  y  il  vient , 

Crér  +  Bqdq  +  Sfâp  =  0  ; 

^  _  *»  —  B>  +  (B  —  C)  Cr» 
''"  "~  (A  —  B)  A  ' 


W 


de  sorte  qu'on  ait 

il  en  résultera 

R  =  («y  —  Cû")  ly, 

Q  =  (y«"  -  •«")  ï^, 

P   =  (Ce"  —  yV^  My. 

Les  équations  (a)  deviendront  donc 

Ciir+(B— A)py<fc  =  («4"  — Co")My*,    \ 
Bdq  +  (A-C)  rpd*  =  (>a".-»c")  Mgdt,    i  (b) 
Adp  +  (C  —  B)  qrdi  =  (Ce"  —  >6")  Mgdt ,    / 

auxquelles  il  faudra  joindre  les  équations  (7)  et 
celles-ci  (no  378]  : 

sin  •  cos  ^,      c"  =  CO0  •.        (o) 

et,  en  intégrant,  on« 

Cr»  +  By*  -H  Ap.  =  *;  (a) 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Si  Ton  ajoute  ces 
mêmes  équations,  après  les  avoir  multipliées  par 
Gr,  By ,  Ap ,  il  en  résulte 

C«  rdr  +  B*  gdq  +  K*  fdp  z=:  0-^ 

d'où  Ton  tire ,  en  intégrant , 

C«  r«  +  B>  y>  -1-  A>  p>  =  A>  ;         (f) 

k*  étant  une  seconde  constante  arbitraire  ,  qui  ne 
peut  être  qu'une  quantité  positive ,  ainsi  que  la 
première. 
Ces  équations  («)  et  (/*)  donnent 

A>  ^  A>  +  (A  -  C)  Cr> 

(B  —  A)  B 


In  substituant  les  valeurs  dep  et  y  dans  la  première  équation  (d:),  et  la  résolvant  ensuite  par  rapport 
«dl,  on  a 

±  |/Tb.  Car 


i<=: 


[A.  _  B&  +  (B  -  C)  Cr»  ]7[AÀ  -  ik.  +  (C  -  A)  Cr.  ]"; 


(y) 


Oa  regardera  le  dénominateur  comme  une  quantité 
eoostamifient  positive  :  et  l'on  prendra ,  au  numé- 
ntenr,  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  selon  que  la  dif- 
fifrintielle  dr  sera  positive  ou  négative ,  afin  que  le 
tcspa  soit  toujours  croissant ,  et  sa  différentielle 
te^iours  positive. 

In  iut^rant  cette  formule  (y),  on  aura  la  valeur 
de#en  fonction  de  r;  d^où  Ton  conclura ,  récipro- 
quement, la  valeur  de  r  en  fonction  de  4  :  les  valeurs 
dei  trois  quantités  p,  y,  r,  peuvent  donc  être  oen- 
iéaa  connues  en  fonctions  de  cette  variable,  ou  du 
■•ins  elles  ne  dépendent  plus  que  d'une  seule  in- 
tégrale, qui  se  réduira  toujours  aux  fonctions  ellip- 
tiques*. 

On  obtiendra  cette  intégrale  sous  forme  finie, 

*^«r«s.  mr  f  poiaCi  le  premier  Totom»  d«  la  Tkiork  4m 


sans  le  secours  de  ces  fonctions,  lorsque  deux  des 
trois  momens  d'inertie  A,  B,  C,  seront  égaux,  ou 
lorsque  la  constante  A*  sera  égale  à  l'une  des  trois 
quantités  AA,  BA,  CK 

416.  Si  Ton  examine  avec  attention  la  forme  des 
équations  (if),  et  qu'on  ait  égard  aux  formules  (8) 
du  n»  411,  on  parvient  à  découvrir  d'autres  équa- 
tions immédiatement  intégrales. 

En  effet,  j'ajoute  les  équations  (d),  après  le»avoir 
multipliées  par  e,  6,  a  j  ce  qui  donne 

[(Mir4-(ay— ^]nft]C-f  [&dy-4-(cp  — ar)yd<]  B 
+  [0*  +  (èr  -  cy)  pi*]  A  =  0, 

ou  bien,  en  vertu  des  trois  premières  formules  (8), 

Cd.  cr  -f  Bd.  6y  +  Ad.  ap  =  0. 


IHAIlt  DE  liCAIlIQIIK. 


On  trouvera  sembUblement 

Cil.  ér  +  ^à.  Vq  H*  A4.  a>  cr  0 , 
Gf.  c'^r  +  B<i.  6''9  +  Kà,  d^f  s=  0. 

En  intégrant,  on  aura  ëonc 

Crc  +  Bg*   •(-  Ajw   c=  I, 

Cre'  +  Bgft'  +  A|io^  =  t,    \    (*) 

l,  f ,  I",  étant  des  constantet  arbîtraîre». 

Ces  trois  intégrales  ne  sont  pas  ëes  équations 
distinctes  entre  elles  ;  ear  si  Ton  ajoute  leurs  car- 
rés, on  trouve,  en  ayant  égard  aux  équations 
du  n«  377, 

G*  r«  +  Bi  9*  +  A>  /»>  =  />  +  r»  +  ^'*  i 

résultat  qui  rentre  dans  Téquation  (/),  et  d'où  Ton 
conclut,  entre  les  constantes  ft,  I,  f,  I",  la  relation 

{•  ^  /•  ^  ri  3=  **  . 

Si  Ton  substitue  dans  ces  équations  (^,  à  lu 
place  de  a,  i,  etc.,  leurs  valeurs  en  fonctions  de4i 
1,  f  (n«  378),  on  obtiendra  trois  équations  entre 
les  six  variables  4)  ^  ^)  Pi  9*  ** 9  ^^  1^^  constantes 
arbitraires  /,  f,  f,  qui  devront  être  des  intégrales 
des  équations  (7)  du  n»  410;  et  c>st  en  effet,  ce 
qu'il  est  aisé  de  vérifier.  Comme  ces  trois  intégra- 
les n'équivalent  qu^à  deux  équations  réellement 
distinctes,  il  s'ensuit  qu'il  doit  exister  une  troisième 
intégrale  des  équations  (7);  mais  avant  de  la  cher- 
cber  il  est  nécessaire  de  voir  ce  que  signifient  les 
équations  (A). 

410.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n»  400,  elles 
montrent  que  les  momens  dos  quantités  de  mouve- 
ment de  tous  les  points  du  mobile,  par  rapport  aux 
axes  fixes  Os,  Oy,  Os,  sont  uonitans  et  égaux  a  I, 
9y  ^,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  En 
les  comparant  aux  formules  (6)  de  ce  numéro,  et 
observant  qu'en  vertu  de  l'équation  (/),  le  moment 
principal  G  est  égal  à  la  constante  A,  regardée 


oonme  positive,  on  aara 

eos  mOs  r=  — ,  cos  mOy  =:  — ,  cos mOjs  e=  —, 
h  h  h 


pour  déterminer  la  direction  de  Taxe  Cm  de  m 
ment,  qui  demeurera  inmiobile ,  ainsi  que  le  plan 
perpendienlaire  i  cette  droite.  La  position  de  l'axe 
0«  changera  por  rapport  aux  axes  mobiles  0«|,  Oy„ 
Ojij;  mais  on  la  retrouTera,  à  chaque  instant,  au 
moyen  des  formules  (6)  du  n»  400,  dans  lesqneUm 
on  peut  supposer  connues  les  quantités  p,  9,  r.  On 
pourra  donc  assigner,  \  un  instant  quelconque,  le 
point  où  cette  droite  rencontre  la  surface  du  mo- 
bile, et  la  trace,  sur  cette  surface,  de  la  section  do 
plan  mobile  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Ainsi,  lonqn^nn  corps  solide  t^utne  autour  d'un 
point  fixe,  en  vertu  d'une  ou  plusieurs  impulsions 
primitives,  sans  qu'aucune  force  motrice  agisse 
sur  ses  points,  il  existe  un  plan  passant  par  le  point 
fixe,  qui  demeure  invariable  pendant  le  mouve- 
ment, et  dont  on  peut  déterminer  la  position,  k 
chaque  instant,  par  rapport  aux  plans  mobiles  des 
axes  principaux  du  corps. 

Nous  aurons  occasion,  dans  la  suite ,  de  généra- 
liser ce  théorème  ;  maintenant,.il  va  nous  servir  & 
trouver  la  troisième  intégrale  des  équations  (7). 

417.  L'axe  Oei  étant  immobile  ,  nous  pouvons  le 
prendre  pour  l'axe  fixe  O2,  dont  la  direction  est  ar- 
bitraire ;  nous  aurons  alors 

cos  mOjTj  =  cos  sOsj  =  é\ 
cos  mOyi  ss  cos  nOy^  =  i", 
cos  mOsj  =  cos  sOS|  =  e", 

A  cause  de  G=Jk  et  des  formules  (ff)  du  n»  400,  il 
en  résultera 

An  Bo  Gr 

«"=.-,        ft"  =  -,       c"=:-i 
h  h  k 

les  équations  (e)  deviendront  donc 


sin  I  sm  f  =  —  —, 


Bg  Cr 

sin  ê  cos  ^  = ,       cos  •  =  — :        (si 

k  h 


elles  s'accorderont  entre  elles ,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (/),  et  serviront  à  déterminer  les  angles  f 
et  I,  en  fonctions  du  temps,  d'après  les  valeurs  de 

Maintenant^  si  l'on  élimine  d%  entre  les  deux  pre- 
mières équations  (7)  du  n»  410,  on  aura 

sin*  6^4  =  sin  ê  sin  f  pdi  -|"  *>n  ^  cos  f  qâi  \ 

d'où  l'on  tire,  en  vertu  des  équations  précédentes, 

_   Ap>  +  B,» 

donc,  à  cause  de  l'équation  (s),  on  aura 

h  —  Cr> 


d4  =  - 


k%  —  C»  r» 


Wl;        (*) 


et  en  substituant  la  formule  (|f)  à  la  place  de  àt^  il 
en  résultera  une  valeur  de  d^,  dont  l'intégration 
se  réduira  aussi  aux  fonctions  elliptiques,  et  qui 
s'obtiendra  sous  forme  finie  dans  les  mêmes  cas 
que  l'intégrale  de  dU  De  cette  manière,  on  oonnaf - 
tra  donc  la  valeur  du  troisième  ongle  4  on  fonction 
de  r,  et,  par  conséquent,  en  fonctioo  de  t. 

Les  quantités  à— Cr*  et  A*  —  C«  r*  étant  positi- 
ves, en  vertu  des  équations  (•)  et  (^,  et  k  étant 
aussi  une  quantité  positive,  il  en  résulte  que  la  vi* 

•H 

tesse  angulaire  —  sera  toujours  négative,  et  que  le 

dt 
mouvement  de  la  droite  ON  aura  constam^ment  lieu 
dans  le  même  sens.  A  cause  que  l'anjgle  4  ®*^ 
compté  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  's  (n«  378), 
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c«  mouvement  se  fera  en  sens  eontraîre,  c*est-4- 
dire  de  Taxe  Os  vers  l^axe  Oy  ;  sa  direction  con- 
stante dépendra  donc  du  sens  de  Taxe  Oy,  que  nous 
déterminerons  tout  à  rbeore. 

418.  Les  valeurs  des  six  variables p,  q,  r,  4)^  ^9 
résaltant  de  notre  analyse,  seront  des  fonctions  du 
temps,  qui  contiendront,  en  outre,  quatre  con- 
stantes arbitraires,  savoir,  A^  h,  et  les  deux  constan- 
tes  qui  seront  introduites  par  Tintégration  des  for- 
mules (5)  et  (h).  Les  intégrales  complètes  des  équa- 
tions (7)  et  (1^,  dont  ces  valeurs  dépendent,  de- 
vraient renfermer  six  constantes  arbitraires  ;  mais 
le  choix  que  nous  venons  de  faire,  de  Toxe  Om  dn 
moment  principal,  pour  Tun  des  axes  des  coordon- 
nées  Sg  y,  m,  a  fait  disparaître  deux  de  ces  constan- 
tes; car,  Om  coïncidant  avec  Om,  les  angles  mOs  et 
oiOy  sont  droits,  et,  diaprés  les  formules  dn  n»  416, 
il  en  résulte  /=0  et  ^'=0.  Nous  n'avons  donc  plus, 
pour  achever  la  solution  complète  du  problème, 
qn*i  déterminer,  au  moyen  des  données  initiales  du 
Boavement,  les  quatre  constantes  restantes,  et  les 
parties  des  droites  passant  par  le  point  0,  auxquelles 
répondent  les  angles  variables,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 

Pour  celo,  supposons  que  le  mobile  dont  on  con- 
sidère le  mouvement  de  rotation,  soit  formé,  comme 
dans  le  n»386,  de  deux  corps,  dont  Tun  était  eu  re- 
pos et  retenu  par  le  point  fixe  0,  et  dont  Tautre, 
animé  d^une  vitesse  donnée,  est  venu  frapper  le 
premier,  et  s*y  ottacber.  Soient  /*  la  masse  du  corps 
choquant,  9  la  vitesse  commune  i  tous  ses  points 


avant  le  choc,  ¥S  U  direction  initiale  de  son  centre 
de  gravité,  HEK.  la  section  dn  mobile  par  le  plan  de 
cette  droite  FE  et  du  point  0,  et  /  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  OL,  abaisxée  de  ce  point  sur  cette 
droite.  La  percussion  qui  a  produit  le  mouvement 
de  rotation  sera  dirigée  suivant  FE,  et  égale  h  /mv. 
D'après  le  principe  du  n»  353,  si  Ton  prend  en  sens 
contraire  de  leurs  directions  les  quantités  de  mou- 
vement de  tous  les  points  du  mobile,  qui  auront  lieu 
immédiatement  après  le  choc,  Téquilibre  devra 
exister  entre  ces  quantités  de  mouvement  finies  et 
la  force  /ce  prise  dans  sa  direction  ;  or,  pour  cet 
équilibre,  il  faudra  (n<>  283)  que  le  moment  /*e/  de 
cette  force  soit  égol  au  moAient  principal  de  cet 
quantités  de  mouvement,  et  que  les  axes  de  ces 
deux  momens  soient  dans  le  prolongement  Tan  de 
Tautre.  Puisque  ce  moment  principal,  qu'on  a  ap- 
pelé G,  est  constamment  égal  à  k  (no416),  on  oura 
donc  d'abord 

k  =  i*vf, 

pour  la  valeur  de  cette  constante  positive. 

De  plus,  si  Ton  mène  par  le  point  0  l'axe  du  mo- 
ment /«e/*,  perpendiculaire  à  la  section  donnée  EH& 
du  mobile ,  cette  droite  sera  aussi  l'axe  du  moment 
principal,  que  nous  avons  pris  pour  l'axe  Os;  les  di- 
rections Os,f  0^1,  Ogp  des  trois  axes  principaux  du 
mobile,  seront  également  données  à  l'origine  du 
mouvement  ;  les  angles  que  font  ces  droites  avec 
Os  seront  donc  connus  ;  et  d'après  le  numéro  pré- 
cédent, nous  aurons 


k  ces  mOx. 

P  = ; » 


k  cos  zOy,  


k  cos  jiOMt 


0 


pour  lea  valeurs  initiales  de  p,  q,  r.  En  les  snbsti- 
toant  dans  l'équation  (•],  on  aura  la  valeur  de  la 
constante  h. 

On  prendra  arbitrairement  pour  les  droites  Os,t 
Oy^,  Oa^  les  parties  qu'on  voudra  dis  axes  princi- 
paux du  mobile  qui  se  coupent  ou  point  0;  mais 
•prés  les  avoir  choisies,  et  avoir  fixé  les  points  de  la 
surface  du  mobile  où  ces  portions  de  droites  vien- 
nent aboutir,  elles  ne  devront  plus  changer  pendant 
le  mouvement. 

Le  sens  de  la  percussion  exercée  sur  le  mobile, 
suivant  la  direction  FE,  déterminera  celui  de  la 
rotation  autour  de  chacun  des  oies  Ox^,  0y„  Oa^,  à 
Torigine  du  mouvement,  et,  par  conséquent,  les  si- 
gnes des  valeurs  initiales  de  p,  q,  r  (no  409).  On 
saura  donc  oussi,  diaprés  les  cquaiious  précéden- 
tes, ai  les  ongles  sOjt^,  aOy^,  aOj|,  sont  d'abord  ai- 
gus oa  obtus  ;  et  il  stifliru  d'avoir  égard  à  Tun  de 
ees  angles,  plus  petit  ou  plus  grand  que  90o,  pour 
déterminer  la  partie  de  la  perpendiculaire  eu  plan 
de  la  section  HEK,  qu'on  devra  prendre  pour  Taxe 
Oa  ou  Om,  et  qui  sera,  pendant  toute  la  dnrée 


du  mouvement.  Taxe  du  moment  principal  des 
quantités  de  mouvemens  de  tous  les  points  du  mo- 
bile. 

L'intersection  NON'  du  plan  de  la  section  HEK  et 
du  plan  des  axesO:r|  et  Oy^  sera  aussi  connue,  à  l'o- 
rigine du  mouvement.  Pour  connaître  la  partie  ON 
de  cette  droite,  à  laquelle  répondent  constamment 
les  angles  4  c^^t  ^^  sufiîradoncde  savoir  si,  i  cette 
époque,  f  ou  NOjr^  est  un  angle  aigu,  ou  un  angle 
aigu  augmenté  de  100»;  et  comme  on  a 

cos  sOjti  =  —  sin  ê  sin  f ,  cos  aOy|  =  ^  sin  I  cos  f , 

il  suffira  d'avoir  égard  au  signe  de  Tun  de  ces  cosi- 
nus, ou  de  la  valeur  initiale  d'une  des  quantités  p 
eiq 

La  droite  fixe  Os  est  entièrement  arbitraire  dans 
le  plan  de  la  section  HEK.  Pour  plus  de  simplicité, 
je  supposerai  qu'elle  coïncide  avec  la  position  ini- 
tiale de  ON.  En  faisant  4  =0  dans  les  valeurs  de 
a',  6^,  c',  du  n?  378,  on  aura,  à  l'origine  du  mouve- 
ment. 


cos  yOx,  =  cos  6  sin  f ,       cos  yOy,  =  cos  •  cos  ♦,      cos  yO»^  =  sin  1. 
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Goimaîstant  les  valeurs  tnUimlci  des  angiM  •  et  ^, 
atgns  ou  oMuSyil  suffira  donc  «le  considérer  le  si((ne 
de  cosyOx^  ou  cosyOjf,,  pour  comufiftre  U  pertie  de 
la  perfwndifînlaire  k  Ox  ou  ON,  qu'on  detrs  pren- 
dre pour  Taxe  fixe  Oy,  et,  par  consécpient^  le  sens 

iH 

de  la  vitesse  — ^  qui  aura  lieu  de  OUI  vers  Oy,  et 

di 
restera  le  même  pendant  tout  le  mouvemeot. 

Toutes  choses  restant  d'ailleun  les  mêmes,  si  le 
sens  du  choc  primitif  est  seul  changé,  les  valeun 
initiales  dep,  g,  r,  changeront  toutes  trois  de  signe  ; 
en  supposant  que  les  angles  primitifs  I  et  ^  fussent 
aigus  avant  ce  changement,  ils  deviendront  v—l  et 
V  -l-  9  ;  et  les  droites  Om  et  ON  se  changeront  dans 
leun  prolongemens.  En  mettant  r  —  ê  et  v  4-  9  eu 
lieu  de  I  et  f  dans  les  équations  précédentes,  il  n^n 
résultera  aucnu  changement  pour  les  valeun  ini- 
tiales des  angles  yOjp^^  yOy^  yOs,.  La  droite  Oy  res- 

di 
ieradoucla  même^  maisia  vitesse  angulaire — étant 

tottjoura  négative  et  dirigée  de  Os  vers  Oy,  et  Ojf 
coïncidant  actuellement  avec  Olf ,  le  sens  de  cette 
vitesse  aura  changé  avec  oelui  de  la  percussion  pri- 
mitive. 

'  Enfin ,  on  déterminera  les  constantes  orbitrairea 
qui  aeront  ajoutées  aux  intégrales  des  formules  (y) 
et  {k) ,  de  manière  qu'on  ait  <  =  0  et  4=0,1  To- 
rigine  du  mouvement ,  c'est-à-dire ,  pour  la  valeur 
initiale  et  donnée  de  r. 

419.  Maintenant,  nous  ferons  remarquer  quel- 
ques propriétés  générales  du  mouvement  que  nous 
venons  de  déterminer. 

1»  D'oprés  les  formules  du  n»  408 ,  le  carré  de  la 
vitesse  de  Télément  dm  àvk  mobile ,  à  un  instant 
quelconque ,  a  pour  expression 

{««I  — Hfi)»  +  [rx,  —  pa>  +  (Mf,  —  y«,)«  . 


cet  vives  de  tons  les  pointa  du  mobile  est  constante 
pendant  le  mouvement. 

99  Si  Ton  appelle  «  la  vitesse  angulaire  autour 
de  Taxe  du  moment  principol ,  qui  coïncide  c»n- 
atamment  avec  Os,  cette  composante  de  4a  vitesse 
• ,  relative  i  Taxe  instantané ,  se  déduira  de  celle- 
ci ,  en  la  multipliant  par  le  cosinus  de  Pougle  que 
fait  raxe  instantané  avec  Taxe  Oa  ;  d'après  le  n«  407 1 
on  aura  doue 

et  si  Ton  substitue  pour  «",  h",  é\  Icura  valeurs 
trouvées  dans  le  n»  417,  et  qu'on  ait  égard  &  l'équa- 
tion (e),  il  en  résultera 

h 

k 

la  vKesse  angulaire  du  mobile,  parallèlement 
au  plan  dans  lequel  la  percussion  primitÎTe  a  eu 
lieu  y  est  donc  constante  et  égale  à  la  somme  d«a 
forces  vives  de  tous  les  points  du  corps,  divisée  par 
le  moment  de  cette  percussion  par  rapport  au  centre 
fixe. 

3*  Soient  s',  y',  s',  les  coordonnées  d'un  point 
quelconqne de  l'oxe  instantiiiié,  rapportées  aux  ai^s 
Os„  Oyi,  Oa^,  et  u  la  distance  de  ce  point  a  leur 

p    q     r 
origine  0.  En  observant  que  — ,  — ,  — ^  sont  tes  co- 

«     «    « 
sinus  des  angles  que  font  ces  droites  avec  l'axe  in- 
stantané (n*  407),  on  oura 


si  donc  on  rnuKiplie  les  équations  (e)  et  (^)  pur — , 
elles  deviendront 


En  multipliant  cette  quantité  par  dm ,  on  aura  la 
force  vive  de  ce  point  matériel  (  u9  361  )  ;  et  en  in- 
tégrant ensuUe ,  dans  toute  Tétcndue  de  la  masse 
du  corps,  on  obtiendra  U  somme  des  forces  vives 
dont  il  est  animé  au  bout  du  temps  I.  Or,  en  suppri- 
mant les  termes  multipliés  par  Jxjjfjdm^  fz^xjim^ 
fy^Bjim^h  cause  que  les  coordonnées  x^,  y^  jb^,  sont 
rapportées  à  des  axes  principaux,  et  ayant  égard  aux 
valeurs  des  momens  d'inertie  A ,  B,  C ,  on  a ,  pour 
cette  somme, 

Ap.  -h  B9.  -h  Cr«  ; 
donc ,  en  vertu  de  Téquation  (s) ,  la  somme  des  for- 

A  (*.  —  A*)  x'*  +  B  (A«  —  Bfc)  y'«  +  C  (A«  —  Cfc)  «'•  =  0$ 


^  =  ^. 


9^ 


—5 


•r« 


A«'«    +  B/»    +    Ca^     = 


Ai  t'^  -I-  B»  y'«  +  C»  i»'»  =r 


fca* 


k*  N* 


et  si  Ton  élimine  —  entre  celles-ci ,  on  aura 


d'où  l'on  conclut  que  l'axe  instantané  de  rotation 
demeure  toujours  snr  la  surface  d'un  cône  du  second 
degré ,  que  Ton  peut  tracer  dans  l'intérieur  du  mo- 
bile ,  lorsque  les  constantes  heik  sont  connues.  Ce 
c6ne  se  change  en  un  plan ,  quand  le  carré  de  h  est 
égal  k  l'un  des  produits  Afc,  BA,  CA;  il  devient  un 
cAne  droit  k  base  circulaire ,  ayant  pour  axe  l'un  des 


trois  axes  principaux  relatifs  à  ce  point,  toutes  1rs 
fois  que  deux  des  coefficiens  de  l'équation  précé- 
dente sont  égaux. 

40  L'axe  Om  ou  Ojb  du  moment  principnl  des 
quantités  de  mouvement,  étant  immobile,  1«  stitta 
des  droites  suivant  lesquelles  il  traverse  le  cor|M 
pendant  le  mouvement ,  se  trouvera  sur  un   côue 
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i|iii  m  le  point  0  pour  tonaiet.  Or,  ce  cdaa  est  oust î 
in  looood  dofrré ,  comme  le  précédent.  En  effet,  sî 
Ton  appelle  s",  y",  s",  les  trois  coordonnées  d*nn 
point  quelconque  de  Taie  Om,  rapportées  «ui  aies 
Qx^^  Ûy^,  Osp  et  si  Pon  désigne  par  u^  la  distance  de 
ce  point  à  Torigine  0 ,  on  aura 

et,  par  conséquent , 

*y" 


^  =  •7-' 


M. 


Cr  =  — . 


»•  —  AA     „      .    *•  —  B* 
A  ^         B 


En  substituant  ces  «âlenn  dans  les  équations  (e)  ei 
(/),il?ient 


k*  ,".      ,    k»  y"«     .    k*  jr"» 

,"•  +  yi'i  +  gif»  =  u,«  ; 
et  par  l'élimination  de  y,*  »  on  en  conclut  : 
â»^  GA 


y.'.+ 


s"»  =  0, 


pour  l'équation  de  la  surface  du  cdne  dont  il  s^agit. 

5»  Pour  que  ce  cône  et  le  précédent  ne  soient 
pas  imaginaires  I  il  faudra  que  les  quantités  h*  — 
AA,  A*  —  BAy  A*  — CA,ne  soient  pus  toutes  trois  de 
même  signe.  Cela  étant,  si  A  est  le  plus  grand  et  C 
le  plus  petit  destrois  momens  d'inertie  principaux, 
trs  denx  quantités  A*  —  A^  et  k*  —  CA  devront 
Cire  de  signes  contraires.  Or,  selon  que  la  troisième 
quantité  A*  —  BA  aura  le  même  signe  que  k*  —  AA 
•n  ib  —  CA,  les  sections  de  ces  deux  cônes  seront 
des  ellipses  perpendiculaires  à  l'axe  du  plus  grand 
an  à  l'axe  daplns  petit  moment  d'inertie.  Por  con- 
léqaent,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
l'axe  instantané  de  rotation  ne  s'écartera  de  l'un  de 
ces  deux  axes  principaux ,  que  do  quantités  limi- 
tées; el|  en  même  temps,  cet  axe  principal  ne  s'é*- 
cartera  non  pins  que  de  quantités  limitées ,  de  Paxe 
OaspcipendicnlaiM!  au  plan  de  la  percussion  primi- 
tive et  dn  point  0; 

480.  Iflvsque  l'axe  instantané  de  rotation  01 
(fg.  88)  s'écarte  très  peu  de  l'un  des  trois  axes  prin* 
cipaus,  par  exemple  de  Paxe  Ojt^,  pendant  toute  la 
durée  do  mouvement,  on  peut  déterminer  sa  posi- 
tion et  celle  dn  mobile  à  un  instant  quelconque , 
dTane  manière  très  simple,  et  sans  recourir  aux 
fonctions  elliptiques.  A  la  vérité ,  cette  autre  solu- 
tion do  problème  n'est  qu'approchée;  mais  on 
pourra  pousser  Tapproximation  aussi  loin  qu'on 
voudra  :  celle  à  laquelle  nous  nous  arrêterons  suf- 
ira  pour  compléter  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n»  389 , 
nr  les  propriétés  mécaniques  des  axes  principaux. 

Rous  avons  (n»  406} 


sin  IOJj 


roBgle  lOjSf  étant  très  petit  par  hypothèse ,  p  et  ^ 
serevt  de^  fractions  très  petites  de  r  ;  si  l'on  né- 
glige leur  produit ,  la  première  équation  (d)  se  ré- 
duit è  dir  =  0,  et  donne  r  =  n^n  étant  une  con- 
sieBte  arbitraire  qui  exprimera  la  viiessede  rotation 

d«  eorpe,  ou  la  valeur  de  yp*  +  9'  +  *'*  i  ^°  ^^' 
gKf  cnnt  aussi  les  carrés  de  p  et  q.  Les  deux  autres 


(0 


équations  (d)  deviendront 

Bd}  +  (A  —  C)iipd»=  0,      ) 
\t^  +  (C  ^  2)nqdt  =  U.       1 

Pour  les  intégrer ,  je  fais 

;i  =  C  sin  (•'*  +  >),       g  =  C  cos  (n'#+  y)  ; 

C,  C,  ^,  a',  étant  des  quantités  constantes.  En  sub- 
stituant ces  valeurs  de  p  et  g'dans  les  équations  (1), 
et  supprimant  ensuite  le  sinus  ou  cosinus  qui  se 
trouve  facteur  commun  à  tous  leurs  termes,  il  vient 

BCV-.(A— C)Cii  =  0,  ACn'  — (B  — C)€'ii=30î 

d'où  Ton  tire 

..,.,y^(A-.C)(B-^C) 
K  AB  > 


C  =  *|/A(A-C), 


C  =  1^  IXb  (B  -«  C)i 

a.  étant  une  constante  qui  restera  arbitraire ,  ainii 
que  y.  Si  donc  on  fait ,  pour  abréger , 

K       An =  *^ 


il  en  résultera 


R  =  >  1/  B  (B  -  C)  sin  (mi  +  >),    } 
g  =  •  K  A  (A  —  C)  cos  (Ini  +  >),    y^ 

pour  les  intégrales  complètes  des  équations  (I). 

Si  l'on  projette  l'aie  instantané  01  sur  le  pUn  des 
'i  c^  Vil  ®^  qo^on  appelle  i  l'angle  que  fait  cette  pro« 
jection  avec  l'axe  des  y^,  on  aura 

9 
Ung  ^  =  —  ; 

P 
de  plus ,  la  valeur  de  sin  10 s^  se  réduit  à 


in  10»,  =  —  l/p»  + 


sm 


r 


au  degré  d'approximation  où  Ton  s^est  srrété;  par 
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contéqineBt,  let  Yaleon  préoédantef  de  p  eiq  feront 
connettre  immédUtement ,  à  chaque  instant ,  U  po- 
ûtîon  de  Taxe  de  rotation  dana  Tintérieur  du  mo- 
bile. On  fa  voir  les  conséquences  qui  en  résul- 
tent. 

421.  Si ,  k  Torigine  da  mon?enient ,  cette  droite 
acolnoidéezactement  aTOc  Taie  Os,,  il  faudra  qu^on 
aitp  =  0,  et  jf  =  0,  quand  tf  =  0  ;  ce  qui  exige  que 
b  constante  •  soit  nulle.  Alors  on  aura  constamment 
l>  =  0  et  9  =  0  ;  et  Taxe  instantané  01  coïncidera , 
pendant  toute  la  durée  du  roouTement ,  avec  Taxe 
0S|,  qui  demeurera  immobile  (  n»  406  ].  Lors  donc 
que  le  corps  retenu  par  le  point  fixe  0  aura  com- 
mencé h.  tourner  autour  de  l'un  des  trois  axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  en  ce  point,  il  continuera  in- 
définiment à  tourner  autour  de  cet  axe,  comme  s*il 
était  entièrement  fixe  ;  ce  qui  est  la  proposition  du 
no  880. 

Kais,  si  à  Forigine  du  mourement  Taxe  01  s*é- 
cartait  un  peu  de  Om,^  les  râleurs  initiales  de/p  et  g* 
et ,  conséquemment,  la  constante  m ,  seront  seule- 
ment très  petites.  Or,  pour  que  les  Taleurs  de  p  et  g 
demeurent  toujours  très  petites ,  il  faut  que  la  con* 
stante  ^soit  réelle;  car,  lorsqu'elle  est  imaginaire , 
le  sinus  et  le  cosinus  contennsdans  les  équations  (2) 
se  changent ,  par  les  formules  connues ,  en  expo- 
nentielles réelles,  et  les  Taleurs  de  p  et  ç,  qui  en 
résultent,  croissent  indéfiniment  avec  le  temps  t, 
La  réalité  de  ^  exige  que  le  moment  principal  G  soit 
le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des  trois  niomens 
dUnertie  A ,  B,  €.  Donc ,  quand  Taxe  instantané  de 
rotation  a  été  un  tant  soit  peu  écarté  de  Taxe  prin- 
cipal qui  répond  au  moment  dUnertie  moyen ,  cet 
écart  augmente  arec  le  ierops ,  et  ne  reste  pas  ren- 
fermé entre  de  très  petites  limites  ;  et,  au  contraire, 
lorsqu'on  Ta  un  peu  écarté  de  Taxe  principal  auquel 
répond  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  moment  d'i« 


nertie ,  il  8*en  éloigne  trèt  peu,  el  m  fkil  qo«  é» 
très  petites  oscillations  pendant  toute  la  durée  do 
mouTcment. 

n  y  a  done  une  différence  eesentieHei  entra  le» 
trois  axes  principaux  du  mi^ile  qui  se  coupent  ao 
point  fixe  0  :  en  supposant  que  A  soit  la  plus  grande, 
et  G  la  plus  petite  des  trois  quantités  A ,  B,  G,  le 
mouvement  de  rotation  est  stabk  autour  des  axca 
OjTi  et  Oa,,  et  ne  peut  èlre  qu'instantané  autour  de 
Taxe  Oy,.  S'il  s'agit,  par  exemple,  d'un  eUipsoide 
homogène,  retenu  par  son  centre  de  figure,  le  mou* 
vement  est  stable  autour  du  plus  grand  ou  du  plus 
petit  de  ses  trois  diamètres  principaux  |  et  non  sta- 
ble autour  de  aon  diamètre  moyen. 

422.  Dans  le  cas  de  Tinstabilité  du  mouvement, 
les  formules  (2)  n'exprimeront  les  valeurs  appro- 
chées de  p  et  9  que  pendant  les  premiers  instans  dn 
mouvement,  et  tant  qu'elles  seront  très  petites , 
comme  le  supposent  les  équations  (1),  dont  elles 
sont  déduites.Ponr  avoir  les  valeurs  de/»,  g,  r,  à  un 
instant  quelconque,  il  faudra  alors  recourir  k  la  so- 
lution rigoureuse  du  problème.  Dans  le  caa  de  lu 
stabilité ,  les  valeurs  approchées  de  p  et  f ,  données 
par  les  équations  (2) ,  subsisteront  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement;  et  l'on  déterminera  delà 
manière  suivante  celles  des  trois  angles  4  «  ^  i  ^* 

Je  supposerai ,  comme  dans  le  n«  418 ,  que  le 
mouvementé  été  produit  parle  choc  d'une  masse  ^ 
dont  tous  les  points  avaient  une  vitesse  v ,  paral- 
lèle à  une  droite  FE  (fig.  93),  passant  par  le  centre 
de  gravité  de  /a^  et  comprise  dans  le  plan  des  jt  et  y. 
Les  équations  (s*)  auront  lieu  comme  précédem- 
ment ;  et  en  désignant  toujours  par  f  la  distance  de 
cette  droite  au  point  0,  la  quantité  k  qu'elles  ren- 
ferment sera  encore  le  moment  ftpf  de  la  percus- 
sion initiale.  Au  moyen  de  r  =  n  et  des  formu- 
les (2),  ces  équations  (s)  deviendront 


sin  ê  sin  e  =  —  • 


sin  6  cos  f 
ces  t 


A  J/B  (B  —  G)    ...,,. 
— r ^    /  sin  {tni  +  y), 

/AVf 

B  [/A  (A  —  G) 


fivf 


Gn 


t^tf 


cos  (Ml  +  y),    )     (3) 


Les  angles  •  et  f  étant  donnés  à  l'origine  du 
mouvement,  si  l'on  fait  ^=0  dans  les  deux  pre- 
mières de  ces  équations ,  on  en  déduira  les  valeurs 
des  dcix  constantes  a  et  y,  Ges  deux  équations  fe- 
ront ensuite  oonnaitre  les  valeurs  de  e  et  •  b  un 
instant  quelconque,  après  que  la  constante  n  aura 
aussi  été  déterminée.  Il  faudra  que  «  soit  une  quan* 
tité  très  petite,  pour  que  les  valeurs  dep  et  g,  don- 
nées par  les  équations  (2),  soient  très  petites, 
comme  on  Ta  supposé.  Gela  étant ,  •  sera  constam- 
ment un  très  petit  angle,  et  l'axe  principal  Ojs,  , 
dont  s'écarte  très  peu  l'axe  instantané  de  rotation, 
s'écartera  lui-même  très  peu  de  Taxe  Oa  perpen* 


diculaire  à  la  direction  FE  de  la  percussion  primi- 
tive. 

En  négligeant  le  carré  de  ê ,  la  troisième  équa- 
tion (3)  se  réduit  à 

iAvf  =  Gn  ; 

ce  qui  fera  connaître  la  constante  ■ ,  qui  aéra ,  h 
très  peu  près,  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour 
de  l'axe  instantané. 

La  troisième  équation  (7)  du  n»  410  se  réduira 
de  même  à 

ndl  =  d^  —  d^  ; 
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Ml 


età  Po»  lir» 

4  =  «  +  f  —  »<; 

«  étant  one  constante  orbitraira,  qoe  Fon  déternU 
U9tm  d'après  les  valeurs  initiales  de  f  et  4.  Cette 
dernière  équstion  fera  ensuite  connaUre  rangle4  ^ 
un  instant  quelconque  ;  ee  qu»  complète  la  solution 
du  problème. 

423.  I.orsque  le  mobile  est  un  solide  de  révolu- 
lion,  dont  Os^  est  Taxe  défigure, ona  B  =  A;]a 
première  équation  (d)  se  rédoit  à  dr=0;  rest 
donc  une  constante  arbitraire  n  ;  et  toutes  les  for« 
Boleo  du  no  420,  ainsi  que  les  équations  (3),  ont 
lieu  rigoureusement. 

L'aagle  i  n'est  plus  assujetti  &  être  très  petit  $ 
■aie,  en  vertu  de  la  troisième  équation  (3},  sa  va- 
leur est  constante  pendant  le  mouvement;  en  sorte 
que  Taie  de  figure  du  mobile  décrit  un  cône  droit 
à  base  circulaire,  autour  de  la  droite  Os  perpen- 
diculaire à  la  direciion  Ffi  du  choc  primitif.  En 
dés%nant  par  •  la  valeur  constante  et  donnée  de 
cet  angle  l,  on  anra 

ptvf  cos  •  =  Cl» , 

peur  déterminer  U  constante  n.  D'après  les  deux 
premières  équation»  (3),  on  aura  aussi 

t»*^f^  sin*  I  =  ••  A»  (A  —  C), 

pour  déterminer  la  constante  «  ;  et  en  vertu  des 
équations  (2)  la  vitesse  angulaire  •  autour  de  Taxe 
instantané  sera  (n»  406) 

I  y^       •    M*  •"/*•. 

^  A»  ' 

ce  qeii  montre  que  cette  vitesse  sera  constante ,  de 
manière  que  le  mobile  tournera  uniformément, 
•oit  autour  de  l'axe  instantané,  en  vertu  de  cette 
vitesse ,  soit  autour  de  son  axe  de  figure  ,  en  vertu 
de  la  vitesse  ». 
Les  deux  premières  équatioos  (3)  donnent  aussi 

Ung  f  =  Ung  (!*#  +  y)^       e  =  lte#  +  >. 
La  troisième  équation  (7)  du  n»  410  devient 
udt  =  IntU  »  cos  i<i4  ; 

en  déeignant  par  0  une  constante  arbitraire ,  on  en 
déduit 


4  =  c  =  ll^l^ 

cos  • 


=  o  —  '^^t 


par  conséquent,  Tangle  e,  compté  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  figure,  et  l'angle  4*  compté 
sar  le  plan  du  choc  primitif  et  du  point  0,  varient 
Tan  et  l'autre  uniformément. 

424.  La  stabilité  du  mouvement  autour  des  axes 
ptioetiMiux  du  plus  grand  et  du  plus  petit  moment 
dlncrtie ,  ayant  été  conclue  des  équatioos  (2},  qui 
ne  aoiift  «{n'approchées,  on  pourrait  conserver  quel- 
que douta  sur  l'eiactitude  de  cette  conclusion  ; 


unis  on  démontre  rigoareosement  la  stabilité  dont 
il  s'agit,  au  moyen  des  intégrales  exactes  (#)et(^) 
des  équations  du  mouvement. 

En  effet ,  en  multipliant  la  première  par  C,  et  ht 
retranchant  de  la  seconde ,  on  a 

A  (A  —  C)  p«  +  B  (B  —  C)  2«  =  D;  (4) 

D  désignant ,  pour  abréger,  la  constante  k*  —  Ck. 
Si  donc  l'axe  instantané  s'écarte  très  peu  de  l'axe 
principal  Os  ^  à  l'origine  du  mouvement ,  de  sorte 
que  les  quantités  pciq  soient  très  petites  à  ccf te 
époque ,.  la  constante  D  sera  aussi  très  petite  ;  d'on 
je  conclus  que  les  valeurs  de  ji  et  9  devront  rester 
très  petites  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
lorsque  les  deux  différences  A  —  C  et  B  —C  seront 
de  même  signe  ;  car  il  faudra ,  en  vertu  de  Tcqua- 
tion(4),  que  leurs  carrés  ,  multipliés  par  des  quan- 
tités de  même  signe ,  et  ensuite  ajoutés ,  donnent 
constamment  une  somme  très  petite.  On  peut 
même ,  dans  ce  cas ,  fixer  des  limites  aux  valeurs 
de  p  et  9  ,  et  Ton  voit  qu'on  aura  toujours 

D  ^  P 

^'  ^  A  (A  —  C)'       ^*  ^  B  (B  -  C)' 

Hais  si  les  différences  A  —  C  et  B  —  C  sont  dn 
signe  contraire ,  et  que  la  constante  D  soit  encore 
supposée  très  petite,  on  conçoit  que  l'équation  (4) 
pourra  nâinmoins  être  satisfaite ,  sans  que  les  va- 
leurs de  I»  et  g  soient  astreintes  k  demeurer  con- 
stamment très  petites  ;  et ,  en  effet ,  l'anaTyse  du 
n°  420  montre  qu'alors  ces  valeurs  ne  sauraient 
être  supposées  très  petites  pendant  toute  la  dorée 
du  mouvement. 

Au  reste,  les  axes  principaux  relatifs  au  point 
fixe  0  sont  les  seuls  axes  qui  puissent  rester  les 
mêmes  dans  l'intérieur  du  mobile ,  et  demeurer  en 
repos ,  quand  ils  ne  sont  pas  entièrement  fixes  , 
ainsi  qu'on  Va  déjà  vu  dans  le  n»  389.  Cela  résulte 
actuellement  des  équations  (d).  En  effet,  pour  que 
Taxe  instantané  de  rotation  conserve  toujours  la 
même  position ,  il  faut  que  les  trois  quantités  |», 
{/,  r,  soient  constantes.  On  a  donc  d|p=  0,  dg:=0, 
dr=:  0  ;  ce  qui  réduit  les  équations  (d]  à 

(B  — A)M=0,  (A— C)fy=0,  (C  — BjgrrrrO. 

Si  les  trois  momens  d'inertie  A ,  B,  G,  sont  iné- 
gaux, il  faudra  supposer  nulles  deux  des  trois 
quantités  p^q^  t*,  pour  satisfaire  à  ces  équations; 
et  alors  l'axe  instantané  coïncidera  arec  Tun  des 
trois  axes  Os,^  Oy^,  OiS,.  Si  deux  de  ces  trois  mo- 
mens d'inertie  sont  égaux ,  de  sorte  que  l'on  ait 
B  =:  A ,  par  exemple ,  la  première  équation  disp»» 
fbitra ,  et  l'on  satisfera  aux  deux  autres  en  prenant 
r  ==  0.  L'axe  instantané  sera  donc  alors  situé  dans 
le  plan  des  deux  axes  Os^  et  Oy,  ;  mais  on  sait  que, 
dans  un  pareil  cas ,  toutes  les  droites  comprises 
dans  ce  plan ,  et  passant  par  le  point  0 ,  sont  des 
axes  principaux  )  Taxe  de  rotation  immobile  sera 
donc  encore  un  axe  principal.  Enfin ,  lorsqu'on  a 
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A  ss  B  =  C ,  cet  troU  équatioiu  font  IdenlîqoM  | 
et  Ton  peut  prendra  les  valeun  de  ^|  ^r ,  r,  erbi- 
trairement;  mais  auni,dans  oe  oaa  partiouUer, 
loatei  les  droites  qui  pestent  par  le  point  0  sont 
des  axes  principaux  ;  par  eontéquent ,  dant  tout  le» 
cas ,  Taxe  de  rotation ,  s'il  demeure  immobile,  ne 
pourra  élre  qtt*un  axe  principal. 

$  ni.  Solution  iPun  eoê  partiemiiêr  dÊ^moupowÊBmiie 
rotation  d'un  oonsp  ê»anî  • 

425.  Lorsque  le  point  fixe  0  n'est  pat  îo  centre 
de  gravité  du  mobile,  et  qu'on  ne  fait  point 
abstraction  de  la  pesanteur,  on  n'est  parrenn, 
jusqu'à  présent,  i  intégrpr  le  système  des  équa- 
tions (7)  et  (I]  des  n»*  410  et  413,  que  quond  le 
mobile  est  un  solide  de  révolution ,  et  que  le 
point  0  apportient  à  son  axe  de  figure.  C'est  ce  cas 
particulier  que  nous  allons  maintenant  considérer. 

Supposons  que  l'axe  principal  Os^  soit  l'axe  de 
figure,  et  qu'on  ait,  par  conséquent,  B  =  A.  Sup* 
posons  aussi  que  le  centre  de  gravité  G  du  mobile 
(fig.  04)  appartienne  à  Taxe  des  3^  positives,  de  sorte 
qu'on  ait  (n»  413)  «  =  0  et  C  =r  0 ,  et  que  y  soit 
une  quantité  positive  et  donnée ,  qui  représente  la 
distance  OG.  L'axe  0»  étant  vertical  et  dirigé  dans 
le  sens  de  la  pesanteur,  l'angle  I  ou  sOS|  sera  aig« 
ou  obtus ,  selon  que  le  point  G  se  trouvera  au-dea- 
sous  ou  au-dessus  du  plan  borixontal  mené  par  le 
point  0.  Dant  cet  deux  cat ,  les  équations  (ft)  de- 
viendront 

Ciir  =  0,  . 

Kàç  —  (C  —  A)  fprfl  =  yt^Mgdt,  l  (1) 

Adp  +  (C  —  A)  rqdt  =  —  yV'Ugdt ,     ) 

les  quantités  a"  et  ("  qu'elles  renferment  étant , 
d'après  les  équations  (c), 

cf^  =  '^  sin  ê  sin  9,    i"  =  —  sin  •  cos  f . 

Ilont  appellerons  équatêur  du  mobile  la  section 
perpendiciiloire  h  son  axe  de  figure ,  et  passant  par 
le  point 0.  Soient  NEN'E'  cette  section,  et  NOU'  la 
droite  suivant  laquelle  elle  coupe  le  plan  borixon- 
tal mené  par  ce  point  fixe.  Toutes  les  droites  qui 
passent  par  ce  point  et  sont  comprises  dans  cette 
section,  étant  des  oxes  principaux,  l'angle  f  pourra 
se  rapporler  à  l'une  quelconque  d'entre  elles  ;  et  K 
étant  un  point  déterminé  du  mobile,  on  pourra 
prendre  pour  p  Tongle  NOE.  L'angle  4  *  dont  la 
troisième  équation  (7)  renferme  la  difl*érentielle , 
sera  l'angle  N0«,  compté  à  partir  d'une  droite  fixe 
Ojr,  menée  arbitrairement  dans  le  plan  borixontal. 
On  aura  donc ,  à  un  instant  quelconque,  A 

xOjs,  =  e,       WOE  =  f ,      N0«  =  4  î 

et  Ton  a  suffisamment  expliqué ,  dans  le  n**  378, 
comment  la  position  du  mobile  sera  déterminée , 
sans  aucune  ambiguïté ,  au  moyen  des  troit  anglet 

4i  ♦  «t  1. 


4B6.  En  détignant  par  it  oim  cOTiitaote  etbi- 
traire,  on  anra  r^is ,  d'aprèt  la  première  éqva- 
tion  (t).  Le  mouvement  de  rotation  du  corpt  tera 
donc  nnifome,  parallélf  ment  h  ton  équateor.  Vvm 
définir  la  direction  de  ce  nouvenent ,  noot  iii|k 
poseront  que  le  point  II  toit  le  itmmén»eêttdani6e 
l'équatenr  ^en  torte  que,  quand  le  point  E  par^ 
viendra  au  point  Ff ,  ton  tayon  EO  a'élèvera  au- 
detsut  du  plan  borixontal ,  en  vertu  de  la  viteste 
angulaire  it,  qui  tera  alort  «ne  quantité  potitive. 
En  effet ,  d'aprèt  h  troitième  équation  (7)  du 
n«-410,  on  aura 

df=:ndt+co»U^,        (Jt) 

Lortque  le  point  E  ett  en  II,  l'angle  f  etC léro  on 
on  multiple  de2ir;  et,  dant  Tinatant  auivaot,  il 
t'élèvera  ou  t'abaittera ,  telon  que  l'angle  f  ang- 
mentera  ou  diminuera  (no  378);  donc,  pour  qne 
le  point  E  a'élève  comme  on  le  tnppote ,  en  ayant 
teulement  égard  au  mouvement  dn  eorpt  parallè- 
lement à  ton  équatêur,  il  faudra  qne  le  premier 
terme  de  df  toit  potitif. 

Cela  étant,  ti  son  second  terme  est  auttl  potitif, 
il  augmentera  la  valeur  de  df ,  qtii  tera  donc  plut 
grande  que  ti  le  nœud  N  était  immobile  ;  par  cen- 
séquent,son  mouvement  projeté  sur  l'équatenr 
sera  rétrogradé,  ou  en  sens  contraire  du  mouve- 
ment du  corps ,  parallèlement  à  ce  plan.  Le  con- 
troire  aura  lieu ,  et  le  mouvement  du  neeud  tera 
direct,  lorsque  le  second  terme  de  la  valeur  de  êo 
tera  négatif.  Dans  le  second  cas ,  si  le  second  terme 
l'emporUit  sur  le  premier,  la  valeur  de  df  serait 
négative,  et  le  point  E,  parvenu  enll,a'abaîtterait 
au-dftsous  du  plan  borixontal ,  an  lieu  de  t'élever 
au-dessus;  mais  cela  n'empècberait  paa  que  11 
ne  fût  toujours  le  nœud  ascendant ,  eu  égard  au 
mouvement  du  corps  autour  de  ton  axe  de  figore. 

Ainti ,  le  sens  du  mouvement  du  nœud  ascen- 
dant N  dépendra  du  signe  qu'aura ,  à  chaque  in- 
stant, le  produit  de  cos  I  et  ^  ;  et  ce  mouvement 
sera  direct  ou  rétrograde,  selon  que  cos  I  et^ 
seront  de  signe  contraire  ou  de  même  aigne. 

427.  Eu  ajoutant  les  équations  (1),  après  let 
avoir  multipliées  par  ^\  i*',  o^',  les  seconds  mem- 
bres des  deux  dernières  se  détruitent,  et  Ton 
trouve,  comme  dans  le  n»  415, 

Crf.fc"  +  Kd.qb"  -f  Ad.  1»''  =  0  i 

donc ,  à  cause  de  f  =  n,  c"  =  cot  1,  et  des  valeurs 
de  a"  et  è",  on  aura ,  en  intégrant , 

Cil  cot  i  —  A  (p  tin  •  tin  f  4"  9  *"^  ^  ^'  0=  'i  (^) 

l  étant  une  constante  arbitraire ,  qui  exprimera  , 
comme  dana  le  numéro  cité ,  le  moment  det  qnan* 
tités  de  mouvement  de  tout  let  points  du  oorpt  par 
rapport  à  l'axe  Os.  Dant  le  mouvement  que  nout 
contidéront ,  le  moment  de  cet  quantités  de  mon* 
vement  ett  dono  une  quantité  constante,  niait  tes- 
lement  par  rapport  i  l'axe  vertical,  et  non  plut  par 
rapport  i  tout  let  axes  paitant  par  le  point  0. 
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Xajoats  encore  les  deux  dernières  équations  (1)} 

A  (pdp  +  qdq)  =  >  (p  »in  • 


lis  en  vertu  des  deni  premières  équations  (7)  du 
n«4tO,  on  a 

f  sin  I  ces  9  —  9  sin  •  sin  ^  =  —  sin  I  —  ; 

di 

on  aura  donc 

A  (fdp  +  qdq)  =  —  H^  sin  lilO; 

et  en  intégrant  et  désignant  par  h  la  constante  ar* 
bitraire ,  il  en  résultera 

A  (P«  +  g*  )  =  ^^9>  cos  ê  +  fc.       (4) 

Vaprès  les  équations  (7)  qn*on  vient  de  citer,  on 
a  d^ailleurs 

p  sin  €  sîn  f -|"  9  ^^^  ^  ^^*  9  =  sin*  I  -— , 

dt 

0>  4-  o«  ss  sm*  •  —1.    4-  - —  , 
r  -r  :i  di*    ^  di*   ' 

SQ  moyen  de  quoi  les  équutions  {Xj  et  (4)  pourront 
être  cliongé«s  en  celles-ci  : 


di 
Cji  cos  •  ^-  A  sin>  •  —  =  'i 

dt 

(di*        dt*  \ 


(8) 


tta  équations  (2)  et  (5)  donneront  des  valeurs 
de  di^  d^,  <jf ,  dont  chacune  sera  de  la  forme  FB<N  ; 
il  ne  s^agira  donc  plus  que  d^ntégrer  ces  trois  for- 
mnlcs  différentielles,  pour  avoir  les  valeurs  de ^, 
4i  ^9  en  fonctions  de  I  j  or,  leurs  trois  intégrales 
M  réduiront  y  dans  tous  les  cas ,  aux  fonctions  el- 
liptiques. Hais ,  sans  recourir  à  ces  fonctions,  on 
pourra  aussi  obtenir  des  valeurs  approchées  de  4 } 
Vyl,  en  fonctions  de  I,  dans  les  exemples  que  nous 
donnerons  plus  bas ,  après  avoir  déterminé  les  trois 
cnattjiotes  arbitraires  n ,  /,  A,  que  contiennent  les 
équations  précédentes.  Les  trois  nouvelles  con- 
«tantes  qui  seront  renfermées  dnns  leurs  intégra- 
les, se  détermineront  diaprés  les  valeurs  de  4} 
f,  I,  qui  répondent  à  <=rO  :  celle  de  A  sera  donnée  ; 
00  prendra,  si  Ton  veut,  4  =  0  et  f  =  0,  pour  les 
Valeurs  initiales  de  4  et  f. 

428.  Quelles  que  soient  les  quantités  de  monve- 
SMnt  que  prendront  les  points  du  corps  à  Torigine 
da  mouvement,  leur  moment  principal  relatif  an 
point  0,  et  la  direction  de  son  axe ,  seront  connus , 
d!*«près  les  percussions  qu^on  aura  exercées  sur  le 
nobîleà  cet  instant,  et  auxquelles  ces  quantités  de 
BKmvement  inconnues ,  prises  en  sens  contraire  de 
Itvn  directions,  devront  faire  équilibre  (n»  363). 

Var  la  lègle  du  n»  281 ,  je  décompose  ce  moment 
prÎBcipol  en  trois  autres  rooraens ,  dont  les  axes 


après  les  avoir  multipliées  par  g  et  p  ;  ce  qui  donne 
cos  p  —  p  sin  I  sin  p)  Vgdt. 

rectangulaires  soient  la  partie  Om,  de  Taxe  de  figure 
qui  comprend  le  centre  de  gravité  G,  une  droiio 
perpendiculaire  à  Os^  et  contenue  dans  le  plan  ver- 
tical de  Os  et  Os^  et  une  droite  horisontale  perpen- 
diculaire à  ce  plan.  Ces  trois  droites  étant  des  axes 
principaux,  le  moment  par  rapport  i  OZf  aura  Cr  ou 
G»  pour  valeur  (n»  409)  j  il  ferait  donc  connaître  la 
valeur  de  n  ;  mais  je  supposerai,  au  contraire,  cette 
vitesse  donnée  directemeut ,  et  je  prendrai  Cu  pour 
ce  moment. 

Je  désignerai  par  /«  le  moment  par  rapport  au  se- 
cond oxe ,  et  par  m  le  moment  par  rapport  à  Taxe 
horisontal }  en  sorte  que  lu  valeur  initiale  du  mo- 
ment principal  sera  yC*  n*  -)-/*'+  tn*  ,  i  cause 
de  B  =  A  et  r  =  fi ,  son  carré  est  A*  {p*  +  9'  ) 
-|-  C*  fs*  (  n»  409  ) ,  à  un  instant  quelconque  ;  si 
donc  on  appelle  «  la  valeur  initiale  de  Taiigle  I ,  on 
aura ,  en  vertu  de  Téquation  [4)^ 

[ZMgy  COB  m  +  h)  K  =z  i**  +  m*  f 

à  l'origine  du  mouvement  ;  ce  qui  donne 

/A*  -]-  m* 

k  =  .^— ^—  —  2'M.gy  cos  «. 

L^Bxe  du  moment  désigné  pur  /*  fera  un  angle 
a  -4-  90*  avec  Oc;  Taxe  du  moment  m  étant  perpen- 
diculaire à  cette  verticale,  ce  moment  n^nfluera 
pas  sur  le  moment  /par  rapport  à  Os  ;  d'après  Tcx- 
pression  générale  de  E  du  no28l,  nous  aurons  donc 
simplement 


/  =  Cn  cos  m  — 


/t  sm  «. 


On  devra  se  rappeler  que  dans  ces  valeurs  de  h 
et  j,  Tanglu  «  sera  oigu  ou  obtus ,  selon  qu'à  fori- 
gine  du  mou  veulent,  le  centre  de  gravité  G  du  mo- 
bile se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus  du  plan 
horizontal ,  passant  par  le  point  0. 

429.  Pour  vérifier  ces  différentes  formules,  je 
suppose  que  la  niasse  H  du  mobile  soit  concentrée 
h  son  centre  de  gravité ,  et  qu^il  se  change  en  un 
pendule  simple  dont  y  sera  la  longueur. 

Dans  ce  cas, un  n^auru  pointa  considérer  Tangle  e, 
et  le  mouvement  dépendra  sculeiuent  des  angles 
4  et  6,  Si  le  point  matériel  G  u  reçu  ,  à  Torigiiie , 
une  vitesse  k'  perpendiculaire  a  GO  et  dirigée  dans 
le  plan  GOs ,  et  une  vitesse  k  perpendiculaire  à  ce 
plan ,  on  aura 

V 

/A  =  Jiyky      m  =  II>A'. 

On  aura  aussi 

C  =  0,       A  =  Vly*  - 

Il  en  résultera 

I   A=(ik« +*'«  —  2^cos«)II,  /=  — M>*sin«j 


164 
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les  ë(|iialionf  (6)  détiendront 


y  sin*  S  —  s=  A  stn  « , 
di 


et  it  est  aisé  de  les  faire  coioeider  avec  les  équa- 
tions (5)  et  (0)  du  u»  205. 

La  première,  multipliée  par— i  ydt,  eiprime  qne 
Pii  ire  décrite  autour  du  point  0  pendant  Tinstant  dt^ 
par  la  projection  horixontale  du  rayon  Tecteur 
GO  du  mobile,  est  constante  et  égalai  sa  valeur 
initiale  —  yAsin*.  Le  premier  membre  de  la  seconde 

«stle  carré  de  In  viteise  de  ce  point  matériel,  au 
bout  du  temps  f  ;  et  A«  -{-A'*  étant  le  carré  de  cette 
vitesse  à  Pori^ine  du  mouvement ,  cette  équation 
est  la  formule  du  n«  159. 

430.  Dans  le  eus  d*un  corps  qui  ne  se  réduit  pas 
i  un  point  matériel ,  si  Ton  écarte  le  mobile  de  sa 
position  d^équilibre,  qu^on  lui  imprime  une  vitesse 
de  rotation  autour  de  son  aie  de  figure,  et  qu^on 
Tubandonne ensuite  à  lui-même,  les  deux  quanti- 
tés /M  et  m  seront  nulles,  on  onra 

/  =  Cfi  ces  •,       A  =  —  2J[gy  cos  «  , 

«t  les  équations  (5}  deviendront 

d^         Ca 

sin>  tt  —  =  —  («:os  • 

dt         A 


—  i»os 


0. 


rfli     .    dh*         SM^}.,       . 

iiii*  6  — î—  H =   — i—  ICO»  6  —  c 

df  dt*  A     ' 


w 


cos  *  . 


En  vertu  de  lo  seconde ,  la  différence  cot  I  —  cos  « 
est  toujours  positive;  en  vertu  de  la  première,  la 
différentielle  d^  le  sera  donc  aussi  ;  par  conséquent 
(no  420),  le  mouvement  du  nœud  ascendant  N  sera 
direct,  quand  cos  I  sera  négatif,  ce  qui  suppose  le 
centre  de  gravité  G  au-dessus  du  plan  horisontai 
passant  par  le  point  0  ;  et  ce  mouvement  sera  ré- 
trograde ,  lorsque  G  sera  au-dessous  de  ce  plaa ,  ce 
qui  répond  à  cos  I  positif. 

Quand  n  sera  léro ,  la  différentielle  ^4  >  ®^  P^ 
suite  la  différentielle  dp  donnée  par  féquation  (2), 
seront  xéroj  les  angles  4  ^^  t  seront  donc  constans, 
et  pourront  être  supposés  nuls;  le  mouvement  se 
changera  dans  celui  du  pendule  ordinaire,  autour 
d*un  axe  horizontal  par  rapport  auquel  le  moment 
d^inertie  est  A  ;  et,  effectivement,  en  faisant  ci4=:0 
dans  la  seconde  équation  (6) ,  elle  se  réduit  i  Té- 
quotion  (a)  du  n»  394 ,  quand  on  suppose  dans 
celle-ci  la  vitesse  initiale  égale  à  zéro. 

^4 
I/élimination  de  —  entre  les  deux  équations  (6) 

di 

donne 


9#i 

sin>  •  =r  —  r»in«  t  —  2C«  (cos  •  —  cos  •)]  (cos  I   —  cos  •),         (7) 


C«  n* 
A> 


4yC« 


en  faisant  pour  abréger  , 
Hy  l 

A  X  ' 

où  Ton  peut  remarquer  qne  x  est  la  longueur  du 
pendule  simple  qui  ferait  ses  oscillations  dans  le 
■même  temps  que  le  mobile,  si  la  vitesse  m  étnit 
nulle.  En  niénic  temps ,  la  première  équation  (6) 
dv^i«'ndra 


sin>  •  —  =  iC  |/     —  (cos  •  — 
di  X 


cos  fl),     (8) 


en  regardant  C  comme  une  quantité  positive  et 
donnée. 

Les  valeurs  approchées  de  t  et  <  qu'on  tirera  de 
ces  ctpiations  (7)  et  {t) ,  et  celle  de  p  qui  résultera 
lie  réqutttion  (2),  s'exprimeront  uisémcnt  sous 
forme  finie,  dans  les  deux  cas  dont  nous  allons 
uous  occuper. 

431.  Je  suppose  d'abord  que  la  partie  Os',  de 
Taxe  de  figure  qui  contient  le  centre  de  gravité  G 
du  mobile  ait  été  très  peu  écartée  de  lu  verticale  Ojb 
à  Purigiiic  du  mouvement ,  de  sorte  que  lan^^le  • 


soit  très  petit  ;  Tangle  I  le  sera  aussi ,  puisqu'on  s 
toujours  cos  •  >  cos  «i  et ,  en  négligeant  les  qua- 
trièmes puissances  de«  et  0  dans  les  développemens 
de  cos  «  cl  cos  •,  les  équations  (7)  et  (8)  deviendront 


•>-==-  [(i  +  c«)  e.  -  €«••]  (•'  -••), 

dt*         X 


d^ 


/ 


(») 


dt 


9 

X 


La  première  montre  que  6 ,  qui  doit  toujours  être 
une  quantité  positive  (n»  378],  n'excédera  jamais  «, 

Cm. 
et  ne  sero  pas  moindre  que i,;^—  En  la 

résolvant  par  rapport  kdt,  on  a 


y/L 


m 


dt  = 


|/[(i  +  c>  )  e»  —  c«  •»  1  (•«  —  •«  )» 

où  Pon  regardera  toujours  le  dénominateur  comme 


dthaiique,  sbooubb  pa&tib. 


ane  qiuolité  posîti^e,  ci  Ton  prendra  la  signe  infé- 
rieur ou  le  signe  supérieur,  selon  que  0  croifcra  ou 
déerottra. 
Pour  faciliter  Tintégration ,  je  fais 

I  =3  A  sin  «^      41  =3  A  cos  udu^ 


il  en  résulte 


tyi 


g  d,  cos  u 

K  J/  !  —  (  i  +  c»  )oos*ii 


En  intégrant,  on  aura  donc 


I  {/^  —  |/i  +  c*  s  0  ±  arc  (sin  s=  |/ 1  4-  C»  cos  «}  ; 


e  étantla  constante  arbitaire.  Pour  <  r=  0,  on  a  • = • 
et  cos  «  =:  0  j  Pangle  qui  répond  au  sinus  séro  est 
léro  ou  un  multiple  quelconque  de  «  ;  on  a  donc 


0  =  «V,  en  désignant  par  t  un  nombre  entier  posi- 
tif, négatif  ou  xéro  ;  et  en  remettant  pour  cos  ii  sa 
Taleur,  on  aura 


t  [y^  —  J/  l  +  C«  =  ^  ±  arc  (sin  =[/^^  ~~"  |/*»  —  ••  )• 


L'angle  0  décroissant  d'abord  depuis  •  =  a  jus- 


y  on  prendra  le  signe  supérieur 


etv=0;  croissant  ensuite  depuis  cette  dernière  ts- 
leor  ju8qu*èl=r«,  on  prendra  le  signe  inférieur  et 
^1; décroissant  de  nou?eau,  depuis  6 ^«jusqu'à 

0 — I  >     I       ,  on  prendra  lesignesupérieuretv=2; 

et  linsi  de  suite.  Ccst  de  cette  manière  qu'on  doit 
déterminer  la  constante  arbitraire,  ajoutée  à  un  arc 
ée  cercle  que  Ton  considère  comme  une  fonction 
de  son  sinus  ^  mais  il  est  plus  simple  de  passer  de 
Tare  au  sinus,  a?ant  cette  détermination. 
A  un  instant  quelconque,  on  aura,  d'ajirés  Té-  I 


quation  précédente, 


..=  .. îl- sin.  *  |/IÏL±II 

En  appelant  T  le  temps  pendant  lequel  Tanglel 
passera  de  sa  plus  grande  valeur  a  à  sa  plus  petite 
valeur,  qui  suit  immédiatement,  ou  reviendra  de  la 
plus  petite  à  la  plus  grande,  on  çn  conclut 

.  _  »  ly  *-  . 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  t> ,  celle  de  c^.,  qui 
est  donnée  par  la  seconde  équation  (0),  sera 


c.  +  00.M  p/TîîIiî 


«  intégrant  et  supposant  qu'on  ait  4  s=  0  quand  <  =r  0,  on  en  déduit 


=  arc  I  tang  = 


Kï+ë- 


]-»p^. 


fomnie  qui  déterminera  le  mouvement  rétro- 
pide  du  nœud  ascendant  If  sur  le  plan  horitontal 
passant  par  le  point  0.  Si  la  constante  C  n'est  pas 
Balle ,  les  valeurs  de  Tare  compris  dans  cette  for- 
•aie  seront 

arc  (tang  =  00)=  -^r,    arc  (tang  =  0)  =  «>, 
are  (tang=  —  oo  )  =    —  <r ,      etc. , 

an  bout  des  premier,  deniième,  troisième,  etc., 
îotervalles  de  temps  T;  par  conséquent,  Tare  par- 
par  le  point  n  pendant  le  premier  intervalle 


de  temps  T,  sera 
1 

4  =  -ir-. 
pendant  les  deux  premiers  intervalles  T,  il  sera 

4  =  »- 


irC 


au  bout  des  trois  premiers,  on  aura 
8  -;  »^ 

4 »  —  — - 

2  1/  1  +  C« 
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et  tinsi  de  taile.  Il  en  résulte  que  les  arcs  perooii* 
rus  par  le  nœud  11  pendant  les  intervalles  T  succes- 
sifs seront  tons  égaus  entre  eux,  et  auront  pour  Ta- 
lenr  oommune 


laquelle  est  d'autant  moindre,  que  la  eonstante  C 
sera  un  plus  grand  nombre. 

Quant  à  la  valeur  de  f ,  si  Ton  néglige  le  earré  del 
dans  réquation  (9),  et  qu'on  suppose  #  s  0  quand 
f  =:  0,  on  aura 

♦  =  «#  +  +; 

ce  qui  achèrero  de  déterminer  la  position  dd  mo- 
bile à  un  instant  quelconque. 

482.  Quel  que  soit  Pangle  «,  supposons  actuelle- 
ment que  Tangle  0  demeure  à  peu  près  constant,  et 
par  conséquent  très  peu  différent  de  «^  pendant 


toute  la  durée  du  mouvement,  faisons  donc 

I  =  «  —  «f ,     dl  =  —  iu) 

et  considérons  u  comme  une  yariable  très  petite. 
En  négligeant  les  puissances  de  m  supérieuree'  an 
carré,  on  aura 

sin«  t  =  sin*  a  —  «  sin  t«  -4-  si*  ooe  2n, 


oos  •  —  CM  A  ==  « 


—  --  «•  ooe 


et  à  ce  degré  d'approximation,  l'équation  (7)  donne 


—  — ?—  =  Su  sin 


9 


A* 


—  «•  (  CM   A   -)'  ^*  }î 


d'où  l'on  tire 


9 


A  |/^  Su  sin  A  -^  «■  (coi  a  ^-  4C*  ) 

Sn  intégrant  et  obeerrant  que  «  ^  Oqnand  #=z  0, 
il  Tient 


.1^ 


(  COS  A  4"  ^^^  )   =  "^ 


[ 


.-ii 


cos  A  4-  4Cv)  I 

sin  «  1* 


et,  par  oottfléqttenl, 


cos  •  +  4C.L  ^        X  ^J 


Pour  que  la  foriable  «  soit  toujours  très  petite, 
comme  je  l'ai  supposé  ^  il  faudra  que  la  ^antité< 
soit  très  grande  ;  ce  qui  exige,  en  général,  qu'on  ait 
imprimé  au  mobile  une  très  grande  vitesse  4e  rota- 
tion autour  de  son  axe  de  figure.  On  pourra  alon 
mettre  4C>  à  la  place  de  cos  a-|~^C«  ,  et  l'on  aura. 


plus  simplement, 
1 
8C> 


u  =  -?—  sin  «  sic* 


.i^L 


En  mettant  a — «1  au  lieu  de  t  dans  l'équation  (8), 
négligeant  le  carré  de  «,  et  supposant  que  l'angle  a 
ne  soit  pas  nul,  ce  qui  permet  de  supprimer  le  fac- 
teur sin*  A,  commun  aux  deux  membres,  nous  au- 
rons 

—  =  —  K    —  •!•»  tt  K     — >• 


di 
d'où'l'ou  tire 


se  X 


1 
le! 


sin  ZCi 


\/i. 


En  vertu  de  l'éqUation  (3),  on  aura,  en  même 
temps, 

e  =  ni  -f  4  c<^  *f 
en  supposant  les  angles  f  et  4  nuls  à  Torigine  du 
mouvement;  et  la  position  du  mobile,  à  un  instant 
quelconque,  sera  complètement  déterminée. 

On  conclut  de  I  se:  a  —  ti,  et  de  cette  valeur 
de  4f  ^^  que  quand  le  mobile  que  nous  considé- 
rons a  reçu  une  très  grande  vitesse  de  rotation  au- 


tour de  son  axe  de  figure,  après  que  cette  droite  a 
été  écartée  de  la  direction  verticale,  ton  équateor 
conserve  une  inclinaison  à  peu  près  conetante,  sur 
le  plan  borisontal  passant  par  le  point  0,  pei^aiit 
toute  la  durée  du  mouvement  qni  en  résulte; 
8»  qu'en  même  temps  l'intersection  de  ces  deux 
plans  prend  un  mouvement  à  très  peu  près  uniforme, 
très  lent  par  rapporta  la  rotation  du  mobile,  et  qui 
est  direct  ou  rétrograde,  comme  on  l'a  dé|è  dit 
(n»  430),  selon  que  le  centre  de  gravité  du  corps  est 
an-dessus  ou  au-dessous  du  plan  borisontal.  Knrvu 
que  Tangle  a  ne  soit  pas  séro,  l'angle  4  ^  lu  mou- 
vement du  nœud  sont  indépendans  de  sa  grandeur. 
L'inégalité  «de  l'incliftaison  du  réquatoor,  el  eefe 
qui  a  lieu  dans  le  mouvement  du  naud,  sont  d'au- 
tant moins  sensibles ,  que  la  rotation  est  plus  ra- 
pide, et  la  quantité  C  nn  plus  grand  nombre. 

n  existe,  dans  beaucoup  de  cabinets  de  physique, 
une  machine  de  Bobnenberger,  qui  représente  fidè- 
lement toutes  les  circonstances  de  ce  mouTemcat 
de  rotation,  de  même  que  la  machine  d'Athood 
montre  aux  yeux  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement des  corps  graves.  Le  mouvement  de  rota- 
tion est  produit  an  moyen  d'un  fil  enroulé  sur  l'é- 
quateor  du  mobile,  et  attaché  à  l'un  de  ses  points, 
que  l'on  déroule  rapidement,  comme  dans  le  jeu  de 
la  toupie. 

On  remarquera  que  quand  a  estaéro,  •  l'eut  nuisi; 
ce  qui  rend  l'équation  (8)  identique,  et  l'angle  4^0* 
déterminé  ^  l'angle  f— 4»  ^^  ^  «^  représenie  ulots 
le  mouvement  du  corps  autour  de  son  use  du  fi- 
gure, qui  demeure  constamment  vertical» 


CHAPITRE  V. 


DU   MOUTBIIBIIT    d'uR    COBP^    SOLIOB    BlITliaBlIBlfT   lilBRB. 


4SS.  Pour  se  représenter  avec  plus  de  faoUilé  le 
Meweneni  d'un  corps  solide  dsQs  Fespsce,  oo  y 
lehslitiie  deux  autres  moaveaieiis,  Tott  de  Mtoêiom^ . 
soleor  d'en  des  peints  du  asobile,  ei  Tautre  de 
UmàlÊiim,  eommunà  tons  ses  points.  Cela  retient 
évidcanneatà  regarder,  i  an  instant  quelconque^ 
la  titease  de  chaque  point  oonme  la  résultante  de 
deux  antres  TÎtesses,  dont  Tunesoit  égale  et  paral« 
lêle  è  celle  du  point  que  Ton  prend  pour  centre  du  • 
aeuvenent  de  rotation^  et  dont  Tautre  soit  parti«> 
culiéte  à  chaque  point  du  mohile  :  en  ayant  seule* 
■eni  égard  eux  vitesses  particulières,  le  corps 
tennie  autour  du  eentre,  comme  autour  d'un  point 
lie  ;  oty  en  vertu  de  la  vitesse  commune,  tous  ses 
peinte  sont  transportés  dans  respacc,  d'un  mou- 
veaent  oemmun  qui  n^altére  en  aucune  manière 
le  mouvement  de  rotation. 

ie  mouvement- de  tcanalatioa  peut  être  révolotiT 
d^un  autre  corps  en  repos  on  lui-même  en 
it.  Il  n*y  a  pas  de  rotation  tontes  les  fois 
fu'bae  fhoe  ou  une  section  déterminée  du  mohile 
reste  constamment  parallèle  à  elle-même  ;  il  y  a, 
en  œntieire,  rotation  dans  le  même  temps  que  la 
lévelntioo,  lorsque  le  mohile  tourne  constamment, 
b  même  faoe  vers  le  corps  central.  Cest  ce  second 
ess  ifû  a  lieu  dans  le  mouvement  des  satellites  au  • 
leur  de  leurs  planètea.  La  lune  tourne  toujours  la 
même  face  vers  la  terre  $  et  le  rayon  vecteur  qui  va 
dn  eentre  de  la  terre  au  centre  de  la  loue,  rencoo- 
Im  tei^urs  en  un  même  point  la  surface  du  satel- 
lite (a«  141){  d^ott  il  nésulte  que  la  rotation  de  la 
Iveettr  elle-même  et  sa  révolution  autour  de  la 
lanrei  s^echévent  dans  un  même  temps,   lequel 


est  S7/,82100.  On  démontre,  dans  la  MkmiiqiÊê  se* 
Uêiê,  que  Tégalité  de  ces  deux  mouvemens  suhsis- 
tera  toujours,  quoique  le  mouvement  révolutif 
sVccélèn  de  siècle  en  siècle  (n*t44);  en  sorte  que 
le  mouvement  de  rotation  participe  également  à 
cette  accélération,  dont  Laplacea  assigné  la  cause. 

Tant  qu'on  aura  seulement  pour  hnt  de  décom- 
poser le  mouvement  d'un  corps  en  deux  mouve- 
mens plus  simples  et  plus  faciles  à  concevoir ,  on 
pourra  choisir  arhitrairement  le  centre  du  mouve- 
ment de  rotation  ;  mois  lorsqu'il  s'agira  de  détermi* 
ner  dfectivement  ces  deux  mouvemens,  nous  pren- 
drons pour  ce  point  le  centre  de  gravité  du  mohile^ 
parce  qu'alors,  dans  le  premier  instant,  ces  deux 
mouvemens  se  détermineront  indépendamment  Tun 
de  l'autre,  et  qu'il  en  sera  deméme,  dans  plusieurs 
cas,  pendant  toute  leur  durée  :  le  choix  de  cecen- 
tre  de  rotation  rendra  toujours  plus  simples  les 
équations  diflérentielles  des  deux  mouvemens,  ainai 
qu'on  va  le  voir. 

434.  Appelons  G  le  centre  de  gravité  du  mohile^ 
B  sa  masse,  et  dm  un  élément  quelconque  de  M.  Aw 
bout  du  temps  <,  compté  depuis  Tongine  du  meu- 
veroeot|  désignons  par  jr,  y^  s,  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  de  ce  point  matériel,  et  par  si  ,  yi , 
jSi  ,  celle  du  point  G  par  rapport  aux  mêmea  axes. 
If  ous  aurons 

Hs,  =  /«In,     Byi  =5  /ydm,     Mai  =  /ad», 

en  étendant  les  intégrales  à  U  masse  entière.  Si  Ton 
diiférentie  ces  équations  par  rapport  à  1,  on  pourra 
effectuer  cette  opération  sous  les  signes/.  On  aura, 
de  cette  manière. 


i -A-' '^  - /%'- '^  =A-- 


(1) 


en  oondnre  lea  compomntes  de  la  vitesse 
du  oentre  de  gravité,  il  suffira  de  connattfp 
de  eea  dernières  intégrales  à  l'origine 


Pour  cek,  anpposons  qu'à  cette  époque  des  par- 
lim  ^,  y,  m",  etc.,  de  1,  reçoivent  des  vitesses  qui 
eeieni  les  aaémee  pour  tous  les  points  de  chacune 
Galles,  elquenous  représenterons  par  e,v',e'',  etc.; 
en  setteqnVIle  prendraient  les  quantités  de  mou- 
Ite,  ^V,  |»'V',  etc.,  si  elles  étaient  libres. 


D'après  le  principe  do  n»  36S,  l'équilibre  doit 
ter  entre  cea  quantités  de  mouvement,  prises  on 
sens  contraire  de  leura  directions,  et  celles  que 
prendront  réellement,  dans  le  premier  moment, 
tous  les  points  du  mobile,  lesquelles  seront,  psral- 
lèlement  aux  axes  s,  y,  a,  les  valeurs  initiales  de 

dx       dtf        ds 

—  dbi,  —  dsi,  —  dsi,  relativement  a  l'élément  ém. 

it        di        di 

Or,  les  directions  des  vitesses  e,  «',  e",  etc.,  étant 
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doDoëet,  on  pourra  décomposer,  panllèlement  à 
cet  axef,  les  qnaotités  de  mouvement  qui  leur  eor- 
respoodent.  Si  donc  on  désigne  par  P,  Q,  K,  les 
sommes  de  ces  composantes,  suWant  les  directions 
des  «,  y,  Mi  posttÎTes,  et  si  Ton  observe  que, 
par  hypothèse,  le  mouToment  est  entièrement  li- 
bre, il  faudra  qu^onait  pour  Téquibre  dont  il  s^agit, 

/-.rfR  =  P,     /Lém  =  q,    /--db=R, 
de  /   di  •^   di 


pour  la  Talenr  particulière 
deviendront  donc 


"37 


yy 


Les  équations  (Ij 


dMi 


=^  ■-3r=Q»  ■-:;7=i^.   W 


di 


dt 


k  Torigine  dumoutement;  et  Ton  en  conclut  que 
la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité  sera  la  même 
•n  grandeur  et  en  direction,  que  si  la  masse  en- 
tière M  du  mobile  y  était  concentrée,  et  que  toutes 
les  quantités  de  mouvement  /««,  /«'v',  fi"o",  etc., 
ou  leurs  composantes  P,  Q,R,  y  fussent  appliquées 
parallèlement  à  leurs  directions  respectives. 

436.  On  peut  supposer  que  ^,  /«',  ^",  etc.,  sont 
les  masses  de  corps  animés  des  vitesses  e,  e', 
v",  etc.,  qui  sont  venus  frapper  simultanément  un 
autre  corps  en  repos,  et  y  sont  restés  attachés, 
pour  former  une  masse  totale  H,  dont  le  centre  de 
gravité  G  a  pris  la  vitesse  qui  a  pour  ses  trois  com- 

dst  djfi  dsi 
posantes  les  valeurs  de  — ,  — ,  — ,  données  par  les 

dt    di  di 
équations  (2). 

Le  problème  serait  différent  si  les  corps  choquans 
ne  restaient  pas  attachés  au  corps  choqué  après  les 
percussions.  Concevons  qu^une  masse  H  en  repos 
■oit  frappée  par  un  autre  corps  en  mouvement,  qui 
touche  H  en  un  seul  point  E  (fig.  05]  de  sa  surface  j 
supposons ,  de  plus,  que  pendant  la  durée  du  choc 
il  n*y  ait  pas  de  glissement  de  Tun  des  corps  sur 
rautre,oudu  moins,  s*il  y  en  a  un  d^une  très 
petite  étendue ,  faisons  abstraction  du  frottement 
considérable  auquel  il  pourrait  donner  lieu  (n»  353]; 
supposons,  enfin,  que  EF  soit  la  normsie  en  £  à  la 
surface  de  ■,  et  comprise  dans  l'intérieur  du 
corps.  On  verro ,  dans  un  autre  chapitre ,  que  le 
mouvement  de  H  sera  le  même  que  si  une  certaine 
partie  /«  de  la  masse,  dont  le  centre  de  gravité  se- 
rait situé  sur  EF,  reccvoit,  suivant  cette  direction, 
une  certaine  vitesse  e,  commune  à  tous  ses  points. 
La  droite  EF  est  donc  la  direction  du  choc  ;  et  son 
Intensité,  c'est-à-dire,  la  quantité  de  nionve- 
mcnt  fi,v ,  sera  déterminée ,  dans  ce  chapitre ,  d'a- 
près le  mouvement  du  corps  choquant  et  la  forme 
des  deux  corps,  élastiques  ou  non  élastiques. 

Cela  étant,  si  Ton  appelle  V  la  vitesse  que  pren- 
dra le  centre  de  gravité  G  de  H,  elle  sera  dirigée 
suivant  la  droite  GD,  parallèle  à  EF,  ri  elle  aura 


pour  valeur  le  rapport  de  fie  à  M,  de  sorte  que  Tod 
aura 

HV  =  fiv. 

Réciproquement,  si  la  vitesse  Y  du  centre  de  gra- 
vité est  donnée  par  Tobservation,  en  la  multipliant 
par  ■,  on  aura  la  quantité  de  mouvement  qui  a  été 
imprimée  au  corps  choqué,  suivant  la  partie  inté- 
rieure de  la  normale  à  la  surface ,  menée  par  le 
point  E  où  le  choc  a  eu  lieu  ;  propriété  qui  appar- 
tient exclusivement  au  centre  de  gravité  G ,  et  qui 
n'aurait  pas  lieu ,  en  général,  pour  la  vitesse  que 
prend  le  point  E ,  ou  tout  autre  point  de  M,  sttoé 
ou  non  sur  la  direction  du  choo. 

436.  Afin  qne  Ton  voie  plus  clairement  oomnent 
le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  se  trouTO 
simplifié,  quand  on  le  rapportée  son  centre  degra* 
vite ,  supposons  d'abord  que  l'on  veuille  détermi- 
ner ce  mouvement  autour  d'un  point  déterminé  C 
(fig.  06)  de  ce  corps,  que  nous  ferons  ensuite  coin* 
cider  avec  son  centre  de  gravité  G. 

Soient  CA ,  en  grandeur  et  en  direction ,  la  ▼!- 
tesse  du  point  C,  et  BD  celle  d'un  autre  point  quel- 
conque B  du  mobile.  Par  le  point  B  ,  tirons  une 
droite  B£  égale  et  parallèle  à  CA,  et  achevons  le 
parallélogramme  BEDF.  On  pourra  remplacer  la  vi- 
tesse BD  par  ses  deux  composantes  B£  et  BF;  et  si 
l'on  décompose  de  même  les  viteues  de  tous  les 
points  du  mobile,  ils  auront  tous  une  vitesse  com- 
mune, égale  et  parollèle  àCA,  et  chacun  d'eux  aura, 
en  outre ,  une  vitesse  particulière.  Or,  si  l'on  im- 
prime au  point  B  et  à  tous  les  autres  points  dn 
corps ,  une  vitesse  égale ,  parallèle  et  contraire  à 
CA,  on  réduira  le  point  C  au  repos ,  sans  altérer  le 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point ,  qui 
sera  dû  aux  vitesses  particulières  des  autres  points^ 
savoir,  BF  pour  le  point  B.  Pour  déterminer  oe  mou- 
vement ,  on  pourra  donc  considérer  C  comme  un 
point  fixe ,  après  avoir  imprimé  à  tous  les  élémene 
du  corps ,  des  quantités  de  mouvement  égaies  aux 
produits  de  leurs  masses  et  de  la  vitesse  CA ,  et 
dirigées  en  sens  contraire  de  CA.  Or,  la  résultante 
de  toutes  ces  forces  parallèles  et  proportionnelles 
aux  masses ,  sera  égale  à  leur  somme ,  et  passera 
par  le  centre  de  gravité  G,  comme  la  résultante  des 
forces  qui  proviennent  de  la  pesanteur  \  par  consé- 
quent ,  si  l'on  désigne  por  U  la  vitesse  CA ,  et  tou- 
jours par  H  la  masse  du  mobile ,  il  suffira  de  join- 
dre aux  quantités  du  mouvement  données,  qui 
peuventètre  imprimées  simultanément  à  différentes 
parties  de  H ,  une  outre  quantité  de  mouvement 
HU,  dirigée  sutvont  la  droite  GA',  parallèle  et  con- 
traire à  CA.  On  déterminera  ensuite  le  mouvement 
de  rotation  autour  du  point  C ,  par  les  règlea  du 
chapitre  précédent ,  et  comme  si  C  était  un  point 
fiie. 

Cette  détermination  exigera  donc  que  Ton  con- 
naisse la  vitesse  U  du  point  C  ;  mais  lorsque  ee 
point  sera  le  centre  de  gravité  G,  il  est  évident 
qu'après  avoir  appliqué  au  mobile  la  quantité  de 
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DoaTeinent  MU ,  dont  U  direction  pataera  pur  ce 
point  6,  on  en  pourra  faire  abstraction  ;  car  one 
force  quelconque ,  passant  par  le  centre  d*un  mou- 
Tement  de  rotation,  ne  peut  influer  en  aucune  ma- 
nière sur  ce  mouvement ,  puisqu'elle  ne  saurait 
faire  tourner  le  corps  autour  de  ce  point ,  plutôt 
dans  un  sens  que  dans  le  sens  opposé. 

Concluons  donc  que  quand  on  imprime  simul- 
tanément des  quantités  de  mouvement  données,  en 
grandeur  et  en  direction,  à  différentes  parties  d'un 
corps  solide,  le  mobile  commence  à  tourner  autour 
de  son  centre  de  gratité,  comme  outour  d*un 
point  fiie ,  et  sans  qu'on  soit  obligé  d'ajouter  au- 
cune autre  quantité  de  mouvement  à  celles  qui 
sont  données. 

437.  £n  combinant  ce  théorème  avec  ce  qui  pré- 
cède, on  déterminera  complètemcut  le  mouvement 
initial  d'un  corps  solide  de  forme  quelconque ,  de 
quelque  manière  qu'il  soit  produit. 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  que  le  mobile 
dont  le  centre  de  gravité  est  G  (fig.  06),  et  dont  la 
masse  est  M ,  soit  frappé  en  un  point  E  de  sa  sur- 
Csce  par  un  autre  corps  qui  s'en  détache  après  le 
cboo.  En  prenant  pour  son  mouvement  de  transla- 
tion celui  du  point  G ,  et  ayant  seulement  égard  à 
ce  mouvement ,  tous  les  points  du  mobile  décri- 
ioat,'dans  le  premier  instant,  des  droites  parallèles 
à  In  normale  £F ^  on  pourra  toujours,  comme  on  l'a 


dit  tout  à  l'heure ,  déterminer  leur  vitesse  com- 
mune, qui  sera  la  vitesse  complète  du  point  G; 
mois ,  pour  plus  de  simplicité ,  je  la  supposerai 
donnée  par  l'observation ,  et  je  la  représenterai 
par  V.  Indépendamment  de  ce  mouvement  de 
translation,  le  corps  tournera  autour  du  point  G 
comme  s'il  était  fixe,  et  qu'une  partie  de  la  masse  M, 
dont  le  centre  de  gravité  serait  sur  la  droite  £F, 
reçût  une  quantité  de  mouvement  équivalente  à 
VV.  Par  conséquent,  dans  le  premier  moment ,  la 
direction  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  la  vi- 
tesse angulaire  du  mobile  autour  de  cet  axe ,  se 
détermineront  diaprés  les  équations  (/)  du  no  4l8, 
duiis  lesquelles  on  fera 

/  étant  la  perpendiculaire  GL,  abaissée  du  point  G 
sur  la  droite  £F, 

Appelons,  pour  cela,  «  cette  vitesse  angulaire, 
et  a ,  C,  y,  les  angles  que  fait  la  direction  de  l'axe 
instantané  a vecles  trois  axes  principaux  do  mobile 
qui  se  coupent  au  point  G  ;  soit  aussi  HEK.  la  sec- 
tion du  mobile  qui  renferme  le  point  G  et  la  droite 
£F  ;  par  le  point  G,  élevons  sur  ce  plan  une  per- 
pendiculaire ,  et  représentons  par  a,  6,  o,  les  angles 
qu'elle  fera  avec  les  axes  auxquels  répondent  • , 
C ,  ^  :  d'après  les  équations  (/)  et  les  formules  (8) 
du  n'  405,  nous  aurons 


km  cos  «  =  ik  ces  a,      B«  cos  C  =  À  oos  6,      C«  cos  y  À  =  A  cos  e; 


A,  B,  C,  étant  les  trois  momens  d'inertie  du  mobile 
pnr  rapport  aux  mêmes  axes.  On  en  déduit 


k*  cos»  a        k*  cos>  h 
..  = + + 


A* 


B> 


k*  cos*  0 


Les  Taleurs  de  a,  6,  o,  seront  données  dans  chaque 
cas  ;  on  connaîtra  donc  la  vitesse  «  ;  et  les  équa- 
tions précédentes  détermineront  les  angles  «,  C,  y, 
c'eat-à-dire ,  la  direction  de  l'axe  instantané. 

Si  la  perpendiculaire  à  la  section  HEK.  coïncide 
avec  l'un  des  trois  axes  principaux,  de  sorte  qu'on 
ait,  par  exemple ,  a  =  OO»,  b  =  OO»,  c  =  0 ,  il  en 
résultera  «  =  OO»,  C  =  OO»,  y  =  0,  et  l'axe  instan- 
tané  coïncidera  aussi  avec  le  même  axe  principal; 
é^on  il  suit  qu'un  corps  libre,  qui  est  frappé  dans 
le  plan  de  deux  des  trois  axes  principaux  relatifs  à 
son  centre  de  gravité,  commencera  à  tourner  au- 
tour du  troisième  axe.  En  mettant  pour  k  sa  valeur, 
celle  de  la  vitesse  initiale  do  rotation  sera  ,  dans 
ce  cas, 

Béeiproquement ,  il  est  aisé  de  conclure  des  équa- 
IÎ0BS  précédentes  que  le  mobile  ne  peut  com- 
mencer à  tourner  autour  de  la  perpendiculaire  au 
plan  d«  1a  sec^tion  HEK. ,  de  manière  que  a  ,  C ,  y , 


soient  égaux  aux  angles  a ,  i,  o ,  ou  à  leurs  sup- 
plémens,  à  moins  que  cette  perpendiculaire  ne 
soit  un  des  axes  principaux  qui  se  coupent  au 
point  G. 

Lorsque  le  mobile  sera  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques ,  la  perpendi- 
culaire £F  passera  par  le  point  G,  qui  sera  son  cen- 
tre de  figure.  On  aura  donc  f=  0,  A  =  0,  «  =  0  ; 
en  sorte  queje  mobile  ne  prendra  aucun  mouve- 
ment de  rotation.  Quand  on  parvient,  par  une 
percussion,  à  faire  tourner  sur  elle-même  une 
sphère  entièrement  libre,  c'est  toujours  parce  que 
le  corps  choquant  glisse  plus  ou  moins  sur  cette 
sphère ,  et  le  mouvement  de  rotation  est  alors  pro- 
duit par  le  frottement  qui  a  lieu  pendant  la  durée 
du  choc. 

Quelle  que  soit  la  forme  du  corps  choqué ,  si  le 
corps  choquant  s'y  attache ,  les  formules  précé- 
dentes auront  encore  lieu,  en  y  mettant  la  quan- 
tité de  mouvement  du  second  corps  avant  le  choc, 
à  la  place  de  MV,  et  prenant  pour  f  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  de  gravité  des  deux  masses, 
sur  la  direction  primitive  du  centre  de  gravité  du 
second  corps  :  A,  B,  C,  seront  alors  les  momens 
d'inertie  principaux  du  corps  formé  des  deux  mas- 
ses réunies. 

438.  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement 
de  la  masse  1  au  bout  d'un  temps  quelconque  <,  et 


S70 


TBAlTi  Dl  liCANIQim. 


eoaMénu»  raoeMÛf encat  ■«•  numTMnent  de 
trtnsUtioii  et  de  rotation ,  rapportés  Tun  et  Tantre 
i  ton  centre  de  gravité. 

lo  A  cet  instant,  soient  X  ,  Y,  Z,  les  compo* 


sentes  parallèles  eux  exes  des  « ,  y,  e ,  de  la  tene 
aocélératrîce  donnée  ifni  agît  snr  l'élteent  qnal* 
oonqne  4bi;  les  fofees  perdues  par  ee  point  iiiaié« 
riel,  pendant  l'instant  dl,  seront  (a«  Ml) 


("-|?)^(-5?)'-('-=r> 

parallèlement  aux  mêmes  axes.  Le  mobile  étant  I  tégrales  de  ces  qnentttés,  étendons  i  la 
entièrement  libre,  il  faudra  ponr  Téquilibredes  I  tière,  soient  égales  k  léie;  par  ooni 
farces  perdues  par  tous  ses  élémens,  que  les  in-  t  tu» 

/d*  e  ^  r*d*  v  r*A  ■ 


lais  en  dilKrentiant  de  nouveau  les  équations  (1),  on  a 
*  *i /^rf"  s 

il  en  résultera  donc 


A.,    »^=rpdm,    H±i=  A*J*,; 


-î^=A*..^  =  /T*,.^=/Z*., 


(») 


d^eù  Ton  oooolnt  que  pendant  tonte  la  durée  dn 
mowrement,  le  centre  de  gravité  G  dn  mobile  se 
meut  comme  si  sa  masse  entière  H  y  était  concen- 
trée, et  que  les  forces  motrices  qui  agissent  snr 
tons  ses  points ,  ou  leurs  composantes ,  y  fussent 
appliquées  parallèlement  à  leurs  directions. 

80  Après  avoir  détruit ,  comme  dans  le  no  4S6 , 
le  mouvement  de  translation  initial  du  mobile , 
supposons  qn*à  chaque  instant  on  communique  à 
tous  ses  points  des  accroisscmens  de  vitesse  infini- 
ment petits ,  égaux  et  de  direction  contraire  à  celui 
qui  a  lieu ,  au  même  instant ,  pour  le  point  6.  Ce 
point  sera  réduit  au  repos  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  ;  et  la  rotation  autour  de  ce  même 
peint  ne  sera  point  altérée.  Or,  cela  revient  évi- 
demment à  appliquer,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement ,  à  tous  les  élémens  du  mobile ,  des 
forcée  accélératrices  égales  et  contraires  à  celle  du 
centre  de  gravité  ;  les  forces  motrices  correspon- 
dantes étant  parallèles  et  proportionnelles  aux 
masses  de  ces  points  matériels ,  leur  résultante 
piuera  constamment  par  le  point  G;  on  en  pourra 
donc  faire  abstraction ,  en  déterminant  le  mouve^ 
ment  de  rotation  autour  de  G.  Par  conséquent ,  ce 
mouvement  sera  le  même ,  à  chaque  instant,  que 
si  G  était  un  point  fixe ,  et  que  les  forces  qui  agis- 
sent ,  k  cet  instant ,  sur  le  mobile ,  ne  fussent  pas 
changées. 

Ces  deux  théorèmes  sont  semblables  à  ceux  des 
nM  484  et  436 ,  qui  se  rapportent  à  Torigine  du 
mouvement  ;  mais  il  ne  s^ensuit  pas  que  pendant 
tonte  sa  durée ,  le  mouvement  de  translation  du 
mobile  et  son  mouvement  de  rotation  autour  du 
centre  de  gravité ,  soient  indépendans  Tun  de  Pau- 
tre,  et  puissent  se  déterminer  séparément,  comme 
à  cette  origine.  les  équations  (3)  seront  celles  du 


monvement  de  tranalation ,  et  lea  éqoatioas  (9) 
et  (n)  des  n«*  410  et  418,  celles  dn  mouTemeoi  de 
rotation ,  en  prenant ,  dana  celles-ei ,  le  centre  de 
gravité  G  pour  Porigino  des  coordonnées.  Qr,  quand 
les  forces  motrices  appliquées  aux  différens  points 
du  mobile  dépendront  de  leurs  positions  alMolnes 
dans  Pespace ,  les  coordonnées  de  ces  points ,  dont 
ces  forces  seront  des  fonctions  données,  entreront 
à  la  fois  dans  ces  systèmes  d'équations  différentiel- 
les, qui  ne  pourront  plus  s'intégrer  séparément, 
et  les  deux  mouvemens  qui  dépendent  de  ces  équa- 
tions, influeront  Pun  sur  Pautre.  On  ne  powra, 
généralement,  intégrer  ces  équations  différentielles 
simultanées  et  déterminer  les  deux  mouvemens  dm 
mobile,  que  par  approximation ^  toutefois,  ils  se- 
ront indépendans  Pun  de  Pautre  dans  deux  cas  par- 
ticuliers que  nous  allons  considérer. 

430.  Si  le  mobile  n>st  soumis  qu'à  la  seule  ac- 
tion de  la  pesanteur,  les  équations  (3)  seront  orties 
du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant ,  dans 
le  vide;  quels  que  soient  la  forme  dn  corpa  solide 
et  son  mouvement  autour  de  son  centre  de  gravité  , 
ce  point  décrira  donc  dans  Pespaee  une  paraboln 
tangente  à  la  direction  de  aa  vitesse  initiale ,  dont 
le  paramètre  dépendra  de  la  grandeur  de  cette  vi- 
tesse ;  et  son  mouvement  sur  cette  courbe  sera  !• 
même  que  celui  d'un  point  matériel  isolé  (n»  806). 
D'un  autre  côté ,  le  poids  du  corps  étant  une  force 
appliquée  constamment  à  son  centre  de  gravité,  il 
n'aura  aucune  influence  sur  le  mouvement  de  ro- 
tation autour  de  ce  point,  qui  sera  uniquement  dâ 
aux  percussions  initiales,  et  le  même  que  si  le  cen- 
tre de  gravité  ne  se  déplaçait  pas. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  le  corps  sott  «ai 
ellipsoïde  homogène  frappé  par  un  antre  eeepn 
qui  le  touche  au  point  E  de  sa  swfaee  (fig.  06)1 1« 
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iif#ile  GD,  pftfiUèle  à  la  normtla  SF,  teni  la  tao- 
ganta  k  la  parabola  que  le  poiot  G  va  décrire  ;  et 
Ta»  oGoatrnira  aitémeat  cette  eoorbe ,  diaprés  la 
ntene  initiale  da  point  G ,  que  je  représenterai 
par  V.  CottccYons,  de  pins,  qne  la  section  HIK.  dn 
point  G  et  de  la  droite  £F  comprenne  deni  des  axes 
de  figure  de  l*ellipselde  ;  a  et  ft  étant  leurs  demi- 
longnenrs ,  C  le  moment  dMnertie  par  rapport  an 
troisième  aie,  et  M  la  masse  dn  corps,  on  aura 
(n*  870.) 

Cr=  J.  H  (ai+  6«}. 

Or^  le  mobile  devra  tourner  autour  dn  point  G , 
conrnie  s'il  était  dénué  de  pesanteur,  et  que  ce 
point  ne  prit  aucnn  mouToment  ;  mais  alors  Taie 
perpendiculaire  à  la  section  HEK  demeurerait  tout 
entier  immobile  (n»*  389  et  437)  ;  et  sa  vitesse  an- 
gulaire de  rotation  serait  donnée  par  la  formule 
ralatÎTO  an  mouToment  initial  d^un  oorps  solide  au- 
tour d'un  aie  fixe.  Donc ,  en  la  désignant  par  • , 
sbafei  tant  que  la  quantité  de  mouvement  imprimée 
su  mobile  est  équivalente  à  HY,  et  appelant/* la 
peipendiculaire  GL  abaissée  du  point  G  sur  la 
EF,  nous  aurons,  d'après  la  formule  (1)  dn 


■Vf 


an  liiea ,  en  mettant  pour  C  sa  valeur, 

_       ÔV/* 
a»  4-  6* 

Un  de»  vitesaea  •  et  V  sont  ainsi  liées  rnne  à 
rautre,  parce  qu^elles  résultent  toutes  deux  d'une 
meflM  percussion* 

Ainsi ,  tous  lea  points  du  mobile  décriront  des 
paraboles  parallèles  à  la  trajectoire  de  son  centre 
ée  figure  ;  et ,  en  même  temps ,  le  corps  tournera 
anifermément  autour  de  Taxe  perpendiculaire  à  la 
Motion  HEK,  qui  sera  emporté  en  restant  constam- 
parallèle  à  lui-même.  * 

440.  Si  le  mobile  est  une  sphère  homogène  ou 
iposée  de  couches  concentriques ,  dont  tous  les 
points  soient  attirés  ou  repoussés  en  raison  inverse 
da  earrë  des  distances,  par  les  points  d'autre  corps 
en  repoa  ou  en  mouvement,  la  résultante  de  toutes 
eca  forces  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  du 
était  réunie  à  aon  centre  de  gravité  ;  car 
'  d'ellea  sera  égale  et  contraire  à  la  réaction 
dn  la  sphère  anr  le  centre  dont  elle  émane.  Per 
cnaséqnent,  le  centre  de  gravité  se  mouvra  comme 
■o  point  isolé ,  soumis  à  des  attractions  ou  répul- 
âons  données  ;  et  le  mouvement  de  rotation  du 
mnbile  sera  indépendant  de  ces  forces,  et  le  même 
fnesi  le  centre  de  gravité  demeurait  en  repos;  en 
que,  dana  ce  cas ,  les  deux  mouvemens  de 
•i  de  rotatioa  aérant  encore  indépen- 
irnadnl'nvtM. 


Abstraction  faite  de  la  non-spliéricité  parfaite 
des  couches  de  la  terre,  elle  tournerait  donc  con- 
stamment et  Uniformément  autour  d*nn  de  ses  dia- 
mètres, qui  serait  toujours  le  même  et  demeurerait 
toujours  parallèle  à  lui-même  $  en  même  temps  le 
mouvement  elliptique  de  son  centre  de  gravité  au- 
tour du  soleil  serait  troublé  par  Taction  des  autres 
planètes,  mais  rigoureusement  indépendant  dn 
mouvement  de  rotation. 

441.  Il  n'en  est  pins  de  même  lorsqu'on  a  égérd 
à  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre.  D'abord , 
ai  l'axe  de  rotation  n'a  pas  coïncidé  exactement ,  à 
l'origine  dn  mouvement ,  avec  l'axe  de  figure , 
Paxe  instantané  de  rotation  oscillera  autour  de 
cette  droite  (n»  431),  et  rencontrera  succeuive- 
ment  la  terre  en  différons  points  de  sa  surface.  lea 
pôles  et  l'équatenr  se  déplaceraient  donc  à  la  sur- 
face du  globe  ;  et  il  en  résulterait ,  pour  les  diffé- 
rens  lieux  de  la  terre ,  des  changemens  dans  leurs 
latitudes  géographiques.  L'amplitude  de  ces  oscil« 
lations  serait  arbitraire;  mais  leur  durée  dépendrait 
des  différenoes  entre  les  momens  d'inertie  de  la 
terre;  et  d'après  ce  qu'on  sait  sur  ces  différences , 
cette  durée  serait  d'un  peu  moins  d'une  année.  Or, 
danacet  intervalle  de  temps,  les  observations  les 
plus  précises  ne  font  connaître  aucune  variation 
dans  la  distance  dn  Mémiik  d'un  lieu  déterminé  de 
ia  terre  au  point  où  l'axe  de  rotation  va  rencontrer 
leeieL  II  en  faut  donc  conclure  que  les  osoillationa 
dont  il  s'agit,  si  «Iles  ont  existé  autrefois,  sont 
devenues  tout^-fait  insensibles  à  l'époque  ao- 
tnelle  ;  en  sorte  qu'il  n'existe  plus  maintenant  que 
lea  forces  permanentes ,  provenant  des  attraotiona 
dn  soleil,  de  la  lune  et  des  planètes  sur  le  sphé- 
roïde terrestre ,  qui  puissent  faire  varier  la  diree* 
tion  de  l'axe  de  rotation  de  la  terre. 

Or,  à  raison  de  la  non^héricité  dea  couches  de 
la  terre,  ces  forces  renferment  une  partie,  k  la 
vérité  très  petite  par  rapport  aux  attractions  sur  le 
sphéroïde  entier,  dont  la  direction  ne  passe  paa 
constamment  par  son  cenlre  de  gravité.  C*ast  cette 
partie  qui  produit  les  perturbations  du  monvement 
de  rotation ,  savoir,  la  fréoêgnon  du  iqmmêMêê  cl  ' 
la  wmtttHun  de  l'axe  de  la  terre. 

En  vertu  de  la  précession,  la  rétrogradation  an- 
nuelle des  équinoxes  sur  l'écliptique  fixe  do  1800 
est  de  fi0",8a483  ;  sur  le  plan  de  l'orbite  da  la  terre, 
rendu  mobile  par  l'action  des  autres  planètea, 
c'est-à-dire,  sur  l'écliptique  vraie ,  elle  «at  un  peu 
moindre ,  et  égale  à  60",33437,  comme  noua  l'a- 
vons déjà  dit  dans  un  antre  endroit  (n»  210). 

La  nutation  est  une  oscillation  de  Taxe  de  In 
terre,  qui  a'approche  et a'éloigne alternativement 
de  la  perpondiculaire  au  plan  de  Téeliptique  :  elle 
eat  due  à  l'attiaotion  de  la  lune  ;  sa  période  est 
œUe  dn  mouvement  dea  nœuds  de  l'orbite  lonaira^ 
ou  d'environ  18  ans;  et  son  amplitude  s'élève 
à  0^'^  (no  333),  en  supposant  la  masse  de  la  lune 
égale  à  un  soixante-quinsième  de  celle  de  la  terre. 

Lea  actiona  dn  soleil  et  de  la  lune  sur  la  sphé- 
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rolde  terrestre  oe  produiieni  qu^ane  TarUtîon 
très  lente  et  qui  ne  sera  sensible  qu^aprés  une  lon- 
gue suite  de  siècles ,  dans  Tinclinaison  de  Téqna- 
teur  sur  Téoliptique  i  la  diminution  annnelle  de 
Tobliquité  de  Tëcliptique ,  que  Ton  obsenre  et  qui 
a^élerait  k  0",46714  au  commencement  du  siècle, 
est  due  aux  actions  planétaires  qui  font  Tarier  le 
plan  de  Torbite  de  la  terre  (n»  244). 

Un  examen  approfondi  de  la  question  a  fait  Toir 
que  les  mêmes  forces  qui  produisent  les  yariations 
que  nous  venons  d'indiquer  dans  la  direction  ab- 
solue ,  ou  rapportée  à  des  lignes  fixes ,  de  Taxe  de 
rotation  de  la  terre,  sont  impoissantes  pour  dépla- 
cer cet  axe,  dans  Tintérieur  du  sphéroïde,  non  plus 
que  pour  faire  ▼arier  sa  vitesse  de  rotation.  Ainsi, 
la  terre  tourne  constamment  autour  d^un  même 
diamètre,  qui  est  son  axe  de  figure;  et  son  mouTC- 
ment  est  uniforme  autour  de  cette  droite  mobile, 
dont  la  direction  cbange  continuellement  dans 
Tespace.  Le  jour  sidéral  est  donc  constant  j  il  en 
résulte  que  le  jour  moyen  (n»  111)  Test  aussi ,  ou, 
du  moins,  il  n^est  soumis  qu'à  une  variation  sécu- 
laire tout-à-fsit  insensible;  et  Tune  ou  Tautre  de 
ces  durées  peuvent  être  prises  pour  unité  de  temps. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  cette  importante  théo- 
rie, dont  je  n*ai  pu  ici  qu^indiqoer  succinctement 
les  principaux  résultats,  je  renverrai  à  mon  Mé- 
moire sur  le  m9W09mtnt  de  la  Urrê  autour  de  êon 
Centré  de  gravité,  inséré  dans  le  tome  Yil  des  Mi- 
wwirêê  d»  P Académie  des  êcicncêê. 

442.  L'invariabilité  du  jour  est  confirmée  par  les 
observations  les  plus  anciennes ,  qui  font  voir  que 
aa  durée  n'a  pas  changé  d'un  centième  de  seconde, 
par  exemple,  depuis  2600  ans,  ainsi  que  nous  allons 
l'expliquer. 

Si  la  durée  du  jour  était  variable,  les  longitu- 
des et  les  latitudes  du  soleil,  de  la  lune  et  des  au- 
tres corps  célestes,  calculées  en  la  supposant  con- 
stante, ne  s^accorderaient  pins  avec  les  longitudes 
et  les  latitudes  observées  ;  le  mouvement  de  la 
lune  autour  de  la  terre,  à  cause  de  sa  rapidité ,  se- 
rait le  plus  propre  à  nous  éclairer  sur  ce  point  ;  et 
ai  la  variation  du  jour  était  progressive ,  les  diffé- 
rences entre  le  calcul  et  Tobservation  seraient 
d'autant  plus  grandes  qu'elles  se  rapporteraient  à 
des  époques  plus  éloignées  de  la  nôtre. 

Cela  étant,  soient  /et  if  les  longitudes  vraies  de 
la  lune  et  du  soleil  à  une  époque  déterminée.  Si 
Ton  sait  qu^à  cette  époque  il  y  a  eu  une  éclipse  de 
lune  ou  de  soleil,  la  différence  l—t  devra  s'écarter 
d'un  multiple  de  l80o,  d'une  quantité  moindre  que 
la  demi-somme  des  diamètres  du  soleil  et  de  la 
lune;  si  donc  on  appelle  X cette  différence,  abstrac- 
tion faite  du  multiple  de  iSO»  qu'elle  peut  contenir, 
il  faudra  qne  #  n'excède  pas  un  demi-degré,  et  soit 
même,  en  général,  beaucoup  an-dessous  de  cette 
limite*  Or,  on  a  calculé,  dans  la  ConHoisêancê  des 
Temps  de  1800,  les  valeurs  de  l'qui  répondent  à  27 
éclipses  observées  par  les  Chaldéens,  les  Grecs  et 
les  Arabes  ;  lea  valeurs  qu'on  a  trouvées  pour  cette 


différence  sont  tantôt  en  plna ,  tantéi  en  moiai,  et 
toutes  très  petites.  La  pins  grande,  qui  répond  i 
une  éclipse  observée  382  anaavantrére  chrétieanei 
s'élève  à  —  27'4l";  pour  l'éclipsé  la  plus  ancienne, 
observée  par  les  Chaldéens  720  ans  avant  notre  ère, 
la  valeur  de  ï  est  2"  seulement.  Cette  comparaison 
prouve  l'exactitude  des  tables  lunaroa  que  noos 
possédons,  et  la  nécessité  des  inégalités  séculaires 
que  Laplace  y  a  introduites.  Elle  fait  aussi  voir  que 
la  durée  du  jonr,  qn^on  a  supposée  constante  dans 
le  calcul  des  longitudes  de  la  lune  et  du  soleil,  n^est, 
en  effet,  sujette  à  aucune  variation  progresaive. 
Hais  pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  sur  ce  point 
important,  calculons  la  valenrde  1,  correspondante 
à  l'éclipsé  la  plus  ancienne,  qui  résulterait  d'une 
semblable  variation,  si  elle  existait. 

443.  Prenons  pour  unité  l'intervalle  de  tempe 
qui  forme  aujourd'hui  le  jour  moyen  ;  supposons 
que,  depuis  une  époque  très  éloignée,  cette  durée 
ait  diminué ,  d'un  jour  au  suivant,  de  la  quantité 
constante  «.  Soit  n  le  moyen  mouvement  delà  lune, 
c'est-à-dire,  le  nombre  de  degrés  qu'elle  décrit 
dans  chaque  unité  de  temps,  abstraction  faite  des 
inégalités  de  son  mouvement  vrai  ;  let  arcsparcoo* 
rus  aujourd'hui  et  les  jours  précédons  aeront  n^ 
»(l  +•),»(!  4.2«),»(1.{.3«),  et  l'arc  décrit 
pendant  un  très  grand  nombre  i  de  jours,  sert 
Ht  -|— i  mnt  (I — 1),  ou,  à  très  peu  près,  nf-f— i  «ni* 

Le  terme  nt  est  déjà  compris  dans  la  valeur  de  I, 
calculée  d'après  les  tables,  en  considérant  le  jour 
comme  constant  ;  la  variation  du  jour  augmenterait 

donc  de—  «ni*,  la  longitude  vraie  de  la  lune,  à 

une  époque  séparée  de  nous  par  un  nombre  I  dt 
jours.  Celle  du  soleil,  à  la  même  époque,  serait  aog» 

montée  de—  un't*^  en  appelant  n'  le  moyen  mon- 

vement  diurne  du  soleil;  à  raison  seulement  delà 
variation  du  jour,  on  aurait  donc  à  cette  époque 

^.ln-,/)t»^ti       (1) 

et,  pir  rapport  à  l'éclipsé  observée  720  ans  avant 
notre  ère,  ce  serait  toute  la  valeur  de  la  différence 
des  longitudes  de  la  lune  et  du  soleil,  puisque  cette 
différence  calculée  en  supposant  le  jour  constant, 
n'est  que  de  2",  ou  à  peu  près  nulle. 

Soitf  le  nombre  de  siècles  contenus  dans  le  nom- 
bre t  de  jours;  on  aura 


t  =z  (30625)s. 


Soient  aussi 


e  =  (56526)«,    m=:i(36625}n,   m' =  (30525)n' : 
Téquation  (l)  se  changera  en  celle-ci  : 

dans  laquelle  C  sera  maintenant  la  diminution  aécu- 
laire  du  jour,  et  m  et  m' représenteront  lea  monv»- 


dthajuqus,  sxGOHia  parth. 
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mnu  téonlaim  de  U  luoe  et  do  ioleil.  D'âpre» 
lenrsTaieufs  dëienninëet  «o  moyen  des  obserra» 
tions  flMideniet,  on  ■ 

m  —  m'  =  44fi268o, 

en  nëgligeaiA  les  fnetîont  de  degrëi.  Or,  si  Ton 
suppose  que  le  jour  a  dimionéd*un  dix-milUonième 
depuis  la  plus  ancienne  éclipse  chaldéenne,  on  aura 

Ci  =:  0,0000001,  s  =  86|32  ^ 

ni  il  en  résultera 

*  =  84' } 

taleor  qui  rendrait  impouible  réclipse  observée. 

On  ne  peut  dono  pas  admettre  que  la  durée  dn 
jonr  ait  diminué  de  cette  fraction,  on  peu  moindre 
qu'on  oentième  de  seconde,  dans  un  interralle  de 
lemp»  qui  surpasse  Tingt-oinq  siècles.  SMl  existait 
jdet  variations  périodiques  dans  la  durée  dn  jour,  il 
en  résulterait  des  illusions  dans  la  mesure  du  temps, 
qnî  produiraient  des  inégalités  apparentes  dans  les 
BMiovemens  des  astres.  Ces  inégalités  seraient  faci- 
les k  distinguer,  parce  qu^elles  suivraient  toutes  la 
nfane  loi,  pour  la  lune,  le  soleil  et  les  planètes ,  et 
que  leurs  grandeurs  seraient  proportionnelles,  pour 
ebacnn  de  ses  corps,  à  la  rapidité  de  son  mouve- 
ment. Les  astronomes  n^ont  reconnu  aucune  inéga- 
lité de  cette  nature  dans  les  moovemens  des  corps 
célestes.  Ainsi  Tobservation,  d^accord  avec  la  théo- 
rie, prouve  que  la  durée  du  jour  moyen  u^estsujette 
à  aucune  variation,  périodique  on  progressive,  qui 
ait  une  grandeur  sensible. 

444.  Revenons  actuellement  à  Tobjet  spécial  de  ce 
diapitre. 

Lorsqn^un  corps  solide  se  meut  dans  Tair  ou  dans 
on  autre  fluide,  les  résistances  exercées  sur  tous  les 
points  de  sa  surface  doivent  être  transportées  paral- 
lâement  à  elles-mêmes ,  avec  le  poids  du  corps,  à 
son  centre  de  gravité  \  et  le  mouvement  de  ce  cen- 
tre est  celui  d^un  point  matériel  pesant,  dans  un 
ttilieu  résistant)  la  masse  de  ce  point  étant  celle  dn 
corps,  etsa  force  motrice,  provenant  de  la  résistance, 
ose  force  dont  les  composantes  dépendront  de  la 
forme  du  mobile,  des  vitesses  des  difl'érens  élémens 
ée  sa  surface,  et  des  condensations  ou  dilatations 
4a  fluide  en  contact  avec  ces  élémens.  En  même 
temps  le  mobile  tournera  autour  de  son  centre  de 
grsvité,  comme  si  la  vitesse  de  ce  point  était  nulle, 
it  qae  les  vitesses  des  points  de  la  surface  fussent, 
néanmoins ,  celles  qui  ont  réellement  lieu  à  cha- 
que instant.  U  en  résulte  que  la  résistance  du  mi- 
lieu influera,   à  la  fois,  sur  le  mouvement  de 
trsnslation  et  sur  le  mouvement  de  rotation  du 
Bobile ,  et  que ,  pour  un  corps  de  forme  quelcon- 
qae,  ces  deux  mouvemens  dépendront  Tun  de 
rsutre  et  ne  pourront  pas  être  déterminés  séparé- 
ment. 

Si  le  mobile  est  une  sphère  homogène  ou  com- 
peeée  de  couches  concentriques,  à  loquelle  on  n'ait 


imprimé  aneone  vitesse  de  rotation  à  rorigine  do 
mouvement,  il  ne  a'en  produira  aucune  pendant 
tooto  la  dorée  de  oe  mouvement,  qui  sera  un  sim- 
ple moovement  de  translation,  dans  lequel  tous  les 
points  du  mobile  auront  à  chaque  instant  des  vites- 
ses parallèles  et  égales  entre  elles.  En  effet,  si  Ton 
mène  alors  psr  le  centre  de  la  sphère ,  une  tan- 
gente à  la  conrbe  qu'il  décrit,  il  est  évident  qoe 
tout  sera  semblable  autour  de  cette  droite,  soit 
pour  les  vitesses.des  pointa  de  la  surface,  soit  poor 
les  condensations  oo  dilatatioos  du  fluide  environ- 
nant.  Par  conséquent,  la  résultante  des  résistances 
exercées  sur  tous  les  points  de  la  surface ,  passera 
constamment  par  le  centre  de  la  figure,  qui  est 
aussi  le  centre  de  gravité,  et  elle  ne  pourra  pro- 
duire aucun  mouvement  de  rotation.  les  oonden- 
sationsoo  dilatations  du  fluide  en  contact  avec  lot 
élémens  de  la  surface ,  dépendront  de  la  vritesso 
commune  i  tous  les  points  du  mobile,  et  seront, 
d'ailleurs ,  différentes  pour  les  différentes  sections 
perpendiculaires  à  la  tangente  qu'on  a  menée  par 
le  centre.  Donc  auui  la  résultante  des  résistances 
extérieures,  qui  coïncidera  avec  cette  tangente ,  ne 
pourra  dépendre  que  de  cette  vitesse,  de  l'étendoe 
de  la  surface,  et  de  la  force  élastique  naturalle  da 
fluide  >  et  le  mouvement  du  centre  de  gravité  sera 
celui  d'un  point  matériel  isolé,  dont  la  masse  est 
celle  du  corps,  et  auquel  on  applique  la  résoltaate 
dont  il  s'agit,  continuellement  dirigée  en  sens  con- 
traire de  se  vitesse,  et,  en  outre,  le  poids  du  mo- 
bile. C'est  ce  que  nousavons  supposé  dans  le  n»  210, 
à  l'égard  des  projectiles  de  l'artillerie,  supposés 
parfaitement  sphériqoes  et  homogènes. 

Dans  ce  cas,  le  centre  d'un  boulet  ne  peut  pas 
sortir  du  plan  vertical  passant  par  la  direction  de  sa 
vitesse  initiale,  et  par  rapport  auquel  tout  est  sem- 
blable d'un  côté  et  de  l'autre.  Mais  si  le  projectile 
s'écarte  un  peu  de  la  forme  sphérique,  ou  s'il  n'a 
pas  la  même  densité  dans  toute  son  étendue,  la  ré- 
sultante des  résistances  extérieures  qui  sont  nor- 
molcs  à  sa  surface,  ne  passera  plus  constamment 
par  le  centre  de  gravité;  elle  produira  donc  un 
mouvement  de  rotation  ;  et  si  elle  n'est  pas  tou- 
joun  comprise  dans  le  plan  vertical  où  le  ceotra 
de  gravité  commence  à  se  mouvoir,  elle  lofera  sor- 
tir de  ce  plan  ;  en  sorte  que  la  trajectoire  du  pro- 
jectile, rapportée  à  son  centre  de  gravité,  ne  sera 
plus  une  courbe  plane.  Tout  cela  est  facile  à  con- 
cevoir, k  regard  d'un  projectile  non  sphérique  ou 
non  homogène;  mais  j'ajouterai  que,  abstraction 
faite  du  défaut  d'homogénéité  ou  de  sphéricité ,  si 
le  boulet  a  reçu,  à  la  bouche  du  canon,  une  vitesse 
(le  rotation,  le  frottement  de  sa  surface  contre 
l'air,  pendant  son  mouvement,  pourra  encore  faire 
sortir  d'un  plan  vertical  son  centre  de  gravité  et 
de  figure. 

446.  Pour  le  faire  voir,  soient  G  (fig.  97)  le  cen- 
tre de  gravité  et  de  figure  d'un  corps  sphérique  et 
homogène,  et  AGB  le  diomètre  tangent  à  sa  trajec- 
toire. Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'axe 
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da  roUtioB  qui  |niu«  |Mr  It  potni  G,  ioii  pcrpandi- 
onlaire  ^  ca  diaiiiètre.  Soieai  ADBI  la  taoUan  du 
mobila,  parpaiidicvlaira  à  cat  axa,  al  DGS  «n  dia«- 
mètra  da  aatta  sactiaoy  qui  aoopa  ACrB  à  aogla 
droit.  Sappoaans  aussi  qua  la  moo'vaaiattt  du  point 
G  a  Itau  da  A  vait  B^  ou  dans  la  sans  indiqué  pv 
la  flèoha  «,  at  la  mouvamant  da  rotation  dans  la 
Sans  indiqué  par  las  fléchas  placéaa  an  A»  D,  1,  S. 
La  frottamant  da  ohaqua  éléaiant  da  la  snrfaoa 
aontra  Tair,  qui  naîtra  du  mouvamant  da  rotation , 
sara  una  foroa  tanganta  k  la  snrfaca,  et  dirigea -an 
•anacontrairadaeamowramant.  Sw  eiiaqna  sae- 
tion  paralléla  à  ADBB,  il  vartara  d'un  point  à  un 
autra,  à  raison  da  la  diiléranca  de  danstté  du  fluida. 
In  avant  do  paojaetila,  la  fluida  sara  condensé; 
an  arriérai  il  sara  dilaté  ;  par  conaéquant)  la  frotta- 
mant sara  la  plus  grand  du  aété  du  point  B,  at  la 
plus  patit  du  côté  du  point  A. -On  conclut  da  là  que 
si  Ton  transporta  an  point  G,  paralléleraailt  à  ailes- 
mémaa,'toutas  las  forces  provenant  du  frottement 
aiaroé  à  la  surfaoa^  it  en  résultera  une  fohse  diri- 
gea auivant  la  partie  GD  du  diamétraDGE.  TappeU 
tarai  f  oatta  faroa,  P  la  poids  da  corps,  et  B  la  résis- 
tance propramant  dite  du  miliatt,  transportée  au 
point  G,  at  dirigea  snirant  la  partie  GA  du  diamè^ 
taa  AGB.  La  force  motrice  du  point  G  s«ra  la  résul- 
taata  des  troia  forces  F ,  P ,  B  ,  et  sa  force  accâé- 
mtrioa)  oetta  tésuHaota  divisée  par  la  niasse  du 
piojaatila. 

Cela  posé,  si  l'asa  da  rotation  est  vtrtical,  et 
compris ,  par  conséquent,  dans  le  plan  des  deux 
forces  P  et  B,  la  direction  GD  de  la  force  F  sera 
perpendiculaire  à  ce  plan  ;  elle  fera  donc  sortir  la 
mobile  de  ce  plan  yertical,  en  la  poussant  du  côté 
du  point  D)  et,  dans  ce  cas,  la  trajectoire  du  point  G 
aara  una  couri>a  à  double  courbure.  Si,  au  con- 
traire. Taxa  de  rotation  est  horÎBontal,  la  direction 
GD  de  la  force  F  sera  comprise  dam  le  plan  verti- 
ori  des  forces  P  et  B,  qui  sera  celui  de  la  section 
ADBB;  par  conséquent,  le  point  G  ue  sortira  pas  de 
M  plan,  at  sa  trajectoire  sera  plane. 

446*  Dans  ca  dernier  cas,  on  voit  que  la  compo- 
sante TOTtioale  de  la  força  F  augmentera  ou  dimi- 


nuara  la  poids  P,  aakm  que  la  flécha  A  sera  dirigée 
vers  le  haut  ou  vers  la  bas.  La  forceFsera  yerticale, 
et  cette  diminution  ou  augmentation  de  poids,  la 
plus  grande,  quand  la  direction  AB  sera  borison- 
taie.  Ainsi,'  dans  le  tir  horixontal,  et  en  supposant 
qua  la  boulet  tourne  autour  d^un  aie  horlaontaly 
parpeodioulaire  à  la  direction  du  tir,  le  frotteoMOl 
du  projectile  contre  Tair  augmentera  son  poids  al 
diminuera  la  portée,  lorsque  la  partie  antérieure 
de  ce  corps  tournera  de  bas  en  haut;  et  quand 
cette  partie  tournera  de  haut  an  bas,  le  frottamant 
diminuera  le  poids  et  augmentera  la  portée.  Il 
pourrait  même  arriver,  dans  de  second  cas,  que  la 
trajectoire  devint  convexe  yers  le  terrain  :  il  suffi- 
rail,  pour  cela,  que  la  rotation  M  asses  rapide 
pour  rendra  la  force  F  plus  grande  que  le  poid^  P4 
mais  alors  le  frtittement  diminuerait  la  vitesse  da 
rotation,  la  force  F  déeroltrait,  et  flnirait  par  do- 
▼enir  moindre  queP;  ce  qui  laménerail  la  trajec- 
toire à  sa  forme  concave  Tarn  le  terrain,  oomme  è 
rordinaire. 

Ces  considtelions  jointes  I  eettas  du  a— i^a 
ptéoédent,  montrent  qu'indépendamment  du  défont 
de  sphéricité  ou  d'homogénéité  du  boulet,  le  frot- 
tement de  sa  surface  contre  Tait,  provenant  du 
mouTement  de  rotation  qu'il  peut  avoir  contracté 
en  roulant  dans  l'ame  du  canon ,  est  una  eireon- 
«tance  qui  peut  influer,  soit  sur  la  jnstaaae  duiit^ 
parce  que  ce  frottement  fait  sortir  le  centre  du 
boulet  du  plan  Tcrticalde  projection,  soit  sur  Pin- 
égalité  des  portées,  à  cause  que  celte  force  au^ 
mante  ou  diminue  le  poids  du  mobile.  Toutefois, 
on  doit  observer  qu'aucun  de  ces  effets  n'aura  lieu, 
si  le  boulet  tourne  autour  du  diamètre  AB,  dans  la 
sens  duquel  il  se  meut;  car  alors  le  frottement  est 
égal  et  contraire  pour  deux  âémens  opposés  de 
chaque  section  de  la  surface,  perpendiculaire  1 
l'axe  de  rotation;  d'où  il  résulte  que  les  foroes  pro* 
venant  du  frottement  exercé  sur  tous  les  élémens, 
étant  transportées  au  centre  de  gravité,  s'y  détrui- 
ront deux  à  deux;  en  sorte  que  le  mouvement  da 
ce  point  ne  sera  paa  dérangé  par  la  ftt^teiPeBt  to- 
tal, dû  à  la  rotation. 
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BU   MOUTBMBNT    DUR    COAPS   SOLIDB    PESANT   SUR   UN    PLAN    DONNE. 


}  I«r.  Caê9àP9mn^afafé9ttrdimfrotUmmi. 

447.  PoarsimplifieTfje  supposerai  que  le  mobile 
w  toaéhe  le  pltn  donné  qu*en  un  seul  point ,  que 
fippellerai  K ,  et  qui  Tariera ,  en  général ,  sur  sa 
wrfaee  et  lor  le  plan.  Les  forces  perdues  dans  cha- 
«{M  instant  infiniment  petit  derant  se  faire  équili- 
lie,  il  faudra  qu^èlles  se  réduisent  à  une  seule  force, 
pSBsanl  par  le  point  K,  normale  au  plan  donné,  et 
dirigée  de  manière  quVlle  tepde  à  appuyer  le  mobile 
MT  ce  plan.  Cette  résultante  sera  la  pression  que  ce 
phn  éprou'vera ,  et  qui  sera  détruite  par  sa  résis- 
tance ,  que  Je  représenterai  par  K.  En  joignant  au 
poids  du  corps  la  force  K ,  de  grandeur  inconnue, 
•t  pourra  faire  abstraction  du  plan  donné,  et  con- 
lidérer  le  mobile  comme  entîArement  libre. 

Son  «centre  de  gratité,  que  j'appellerai  G,  $e  mou- 
yn  âoam  comme  uo  point  matériel  isolé,  dont  la 
BHsse  serait  celle  du  mobile  ^  et  auquel  on  appli- 
^■aralt ,  parallèlement  i  leurs  directions ,  le  poids 
4t  ce  corps  et  la  force  &.  Au  bout  du  temps  t,  je  re- 
piéwAtefaipir«i  yi  ,jii  , les  coordonnées  du  point 
6,  rapportées  à  des  axes  fixes  et  rectangulaires ,  et 
parx,/»,  y,  les  angles  que  la  direction  de  la  force  R 
Ml  areo  det  puratlèlés  à  oes  axea^  manées  par  le 
psint  K..  Sn  supposant  Taxe  des  Si  positives ,  ver- 
liesl  et  dirigé  de  bas  en  haut ,  et  en  appelant  jf  la 
ptsantenr  et  M  la  masse  du  corps ,  nous  aurons 


=:  R  COS  K  , 

=  R  COS  ^,. 

>  =  R  CO0  r  —  Mg  y 


w 


pout  les  trois  épations  différentielles  du  mouve- 
ment du  point  G.  Si  le  plan  donné  est  fixe ,  les  an» 
gles  A-,  /* ,  V ,  seront  constans  et  donnés;  s'il  est  en 
mouTement,  nous  supposerons  que  oe  mouvement 
soit  connu ,  et  ne  puisse  pas  être  modifié  par  celui 
du  corps  :  Jb ,  Mf  *«  seront  alors  des  fonctions  don* 
nées  de  U  Le  mobile  étant  un  corps  pesant,  il  Ciur 
dra,  pour  quUl  ne  se  détache  pas  de  ce  plan  «  fix9 
ou  mobile,  qu'il  soit  toujours  situé  au-dessus;  m 
sorte  qne  la  composante  verticale  R  eos  v  de  la  n|p 
sistance  du  plan  sera  constamment  positive,  et  p  im 
angle  aigu  :  les  deux  autres  angles  donnét  a  et  m 
pourront  être  aigus  ou  obtus* 

%n  même  temps,  le  corps  tournera  autour  du 
point  G  comme  autour  d'un  point  fixe  ,  en  vertu  des 
forces  R  et  M^,  appliquées  aux  point  K.  etG  (no  438)  \ 
mais  le  poids  H^  nUnfluera  pas  sur  ce  mouvement 
de  rotation,  dont  les  équations  différentielles  ne 
dépendront  que  de  la  force  R.  Pour  les  former,  on 
prendra  pour  les  seconds  membres  des  équations 
(a)  du  no  412,  les  momens  multipliés  par  df ,  de  la 
force  R ,  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  du 
mobile ,  qui  se  coupent  au  point  G.  En  appelant  a, 
C ,  ^ ,  les  coordonnées  du  point  K.  rapportées  à  cet 
axes ,  et  x',  fi',  »',  les  angles  qne  fait  la  direction  de 
la  force  R  avec  les  parallèles  à  ces  mêmes  axes , 
menées  par  le  point  R.,  ces  momens  seront 

tA  em  té'  -^  CK  eoê  k\ 
yR  COS  x'  -»  «R  oos  v' , 
CR  coa  v'    — •  >R  COS  /•', 

et  les  éqnatioos  (a)  deviendront 


Cd^  -f  (R 
Bdg+CA 
A*+(C 


k)pqdi 
C)  ffdt 
V)qrdt 


R  (a  COS  /•' 

R  [y   COS  X' 

R  (C  COS  t' 


e  COS  x')  dt , 
A  COS  v')  i$f 
y  QOê  tJ)  di\ 


w 


A,R,C,désignantlesmomeQsdUtterUequirépon-  i  x',fi',»',  et  que  les  composantes f ,  g,r,  delavi- 
ésnt  respectivement  aux  mêmes  axes  que  les  angles  |  teste  angulaire  de  rotation  (n»  407 }. 
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Il  y  faudra  joindre  les  équations  (7)  du  n»  410; 
savoir  : 


pdi  =  sin  I  sin  fiH  —  ces  fdt, 
qdi  =  sin  0  cos  pd^  -f>  sin  fd9  ^ 
rdi  =:  dp  -^  cos  Ic^. 


(«) 


Il ous  supposerons  que  les  neuf  cosinus  a ,  ft ,  etc., 
dont  les  valeurs  en  fonctions  de  ^ ,  4 1  '  «  ^^^  ^^^ 
données  dans  le  no  378,  sont  ceux  des  angles  que 
font  les  aies  fixes  des  coordonnées  Si  i  yi  i  'a  , 
du  point  G,  avec  des  parallèles  aux  axes  principaux 
relatifs  à  ce  point ,  menées  par  l'origine  de  ces 
coordonnées  ;  et,  diaprés  la  signification  des  angles 
K^fikff,x\ftf,f'j  et  Téquation  (2)  du  n»  9,  nous 
aurons  alors 

cos  ?J  =z  a  cos  J^  -f-  a'  cos  fi  4-  a''  cos  v ,  \ 

cos  /tf=h   cos  X   4-  ^'  cos  ^^k'^-b"   C0S9,    \   (4) 

cos  f*  =  0  cos  X  +  *'  cos  fi  +  c"  cos  f,) 

pour  les  valeurs  de  cos  x',  cos  /*'  cos  »',  qu'on  devra 
substituer  dans  les  équations  (2). 

La  position  du  mobile  à  un  instant  quelconque , 
par  rapport  aux  plans  fixes  des  «i  ,  yi  ,  si  ,  sera 
complètement  déterminée  au  moyen  de  ces  coor- 
données et  des  trois  angles  9 , 4  v  ^  i  précédemment 
définis  (no  878)  ;  la  position  de  Taxe  instantané  de 
rotation ,  dans  Tintérieur  du  mobile ,  et  sa  vitesse 
autour  de  eet  axe ,  dépendront ,  en  outre ,  des  trois 
quantitésfi,  9i  r  :  la  solution  du  problème  consistera 
donc  à  déduire  des  neuf  équations  (1) ,  (2),  (8),  les 
▼aleun  de  ces  neuf  inconnues  en  fonctions  de  i  l 
mais  comme  ces  équations  renferment  la  force  R  et 
les  trois  coordonnées  « ,  C,  ^ ,  qui  sont  aussi  incon- 
nues, il  faudra  encore  quatre  autres  équations,  que 
Ton  obtiendra  de  la  manière  suivante. 

448.  Soit  L  une  fonction  donnée  de  a  ,  C ,  ^,  et 
représentons  par  L  =  0,  Téquation  de  la  surface  du 
mobile ,  rapportée  à  ses  axes  principaux  qui  se  cou- 


pent an  point  G.  Si  neos  fasoni 


=[(9H9X0]--' 


nous  aurons  (no  81) 
dL 

COSX'  =  V — ,    COS^': 

d« 


dl 

dC 


dL 

V7-,  (6) 
dy 


OÙ  l'on  prendra  le  signe  de  V  de  manière  que  lea 
angles  x',  /*',  /,  se  rapportent  à  la  partie  intérieure 
de  la  normale  i  la  surface  du  mobile ,  qui  sera  la 
partie  supérieure  de  la  normale  au  plan  donné. 
L'une  de  ces  équations  sera  une  suite  des  deux  au- 
tres. En  mettant  les  formules  (4)  à  la  place  de 
cos  x',  cos  fik\  cos  r',et  les  joignant  ensuite  à  Téqua- 
tion  L=0,  on  aura  déjà  trois  des  quatre  équations 
demandées. 

Si  l'on  représente  par  s^  y,  m,  les  coordonnées 
courantes  du  plan  donné,  rapportées  aux  mêmes  axes 
fixes  que  «a  ,  yi  ,  «i  ,  et  en  observant  que  k,  ft^  v, 
sont  les  angles  que  fait  la  normale  à  ce  plan  aTeo 
ces  axes ,  on  aura  pour  son  équation, 

«.cos  X  -f-  y  cos  fi  -f-  '  cos  V  r=  f  ; 

i  étant  une  quantité  donnée,  qui  sera  constante , 
quand  le  plan  donné  sera  fixe  ,  et,  généralement, 
une  fonction  donnée  de  t.  D'ailleurs,  en  supposant, 
que  *,  y,  m,  répondent  au  point  K  qni  appartient  i 
ce  plan,  on  aura,  d'après  les  formules  du  no  877, 

y  =  y.  +  a».  +  è'C  +  éy,    \  (6) 

a  =  s,  +  af'«+  *"C  +  cV  5 

Les  valeurs  de  m,  y,  m,  devront  donc  satisfaire  à 
l'équation  précédente;  en  les  substituant  dans  cette 
équation ,  et  ayant  égard  aux  formules  (4) ,  on 
aura 


Ml   cos  X  4"  y»  cos  fi  -4-  Ma   cos  v  -f*  *  COS  X'  4"  ^  COS  fi'  4~  >  COS  r'  =  ^  , 


m 


pour  la  quatrième  équation  qu'il  s'agissait  d'obte- 
nir. 

Lorsque  le  mobile  sera  terminé  par  une  pointe,  et 
quMl  toucbera  constamment  le  plan  donné  par  son 
extrémité,  les  coordonnées  a,  C,  y,  du  poiut  K  se- 
ront constantes,  et  données  d'après  la  position  de 
cette  pointe  sur  la  aurface  et  ses  distances  aux 
plans  des  axes  principaux  du  mobile,  qui  se  cou- 
pent au  point  G.  Eais  les  équations  (5)  n'auront 
plus  lieu  en  un  point  de  cette  nature;  l'équation  (7), 
qni  exprime  que  ce  point  appartient  au  plan  donné, 
•nbsistera  toujoun,  et  il  suffira  de  la  joindre  aux 
équations  du  numéro  précédent,  pour  déterminer 
les  neuf  inconnues  du  problème  et  la  grandeur  de 
la  force  R  que  ces  équations  renferment. 

449.  Quand  le  plan  donné  sera  fixe  et  borisontal, 
on  le  prendra  pour  le  plan  des  coordonnées  «  et  y  ; 


il  en  résultera 


cos  X  =  0,     ces  fi  =  0,     cos  V  =  1,     (  =  0; 


ce  qui  réduira  les  formules  (4)  à 

«<»  %f «ir      ^^  .j Air 


cos  x'  =  a", 


',    cos  fi'  =  V\ 


cos  t*  =  e't. 


En  vertu  des  deux  premières  équations  (1),  le  mou- 
vement borisontal  du  point  G  sera  rectiligne  et 
uniforme;  sa  vitesse,  parallèlement  au  plan  donné, 
dépendra  de  la  percuuion  borixontale  que  le  mo- 
bile aura  éprouvée  i  l'origine  du  mouvement.  La 
troisième  équation  (1)  donnera 


R 


='(^+')' 


DTWAUQVB,  SKOONDB  RàRTIE. 


m 


e«  qui  fera  eoniuittre  la  Taleur  de  K,  qoand  celle  de  si  aura  été  déterminée.  Bn  même  tenpi ,  les 
éqnationa  (B)  deriendront 

«t  +  (B  -  A)  «<t  =  ■  (j^^+  9)  (•»"  -  «•")  *.       j 


u,  +(k-qrfA  =  n  (=^+  9)  (y^  -  •^•)  * 


(8) 


kdp  +  (C  -  V)  trdi  =  U  (^+  9)  (Ce»  -  >»")  *; 


et  réqoatîon  (7)  se  changera  en  celle-ci  : 

s,  +  tl'm  +  V^C  4.  e^V  =  0,        (9) 

de  laquelle  on  tirera  la  valeur  de  Mi  ,  pour  la  sub- 
ftituer  dans  les  équations  précédentes. 

Ainai|  dans  ce  cas,  le  problème  dépendra  des 
éqoations  (3)  et  (8),  qui  seririront  à  déterminer  p^ 
h  r»  ^9  4)  K  ^^  fonctions  de  i,  comme  dans  le  mou- 
vaoïent  d^un  corps  solide  antonr  d'un  point  fixe.  Si 
le  point  K.  varie  à  la  surface  du  mobile,  il  faudra 
âiminer  de  ces  équations  les  quantités  a,  C,  y,  au 
moyen  de  L  =  0  et  des  formules  (6),  qui  seront 
mainteount 

dL  dL  dL 

^«=v— ,  a"  =  v  — ,  c"  =  v—    (10) 

d«  dC  d>. 

Si,  an  contraire,  K  est  constamment  le  même  point 
de  la  surface  du  mobile,  on  mettra  dans  les  équa- 
tions (8),  à  la  place  de  a,  C,  y,  les  coordonnées 
constantes  et  données  de  ce  point.  Ce  second  cas 
sera  celui  du  mouvement  de  la  ioufiê  sur  un  plan 
horiiontal,  abstraction  faite  du  frottement  de  la 
pointe  IL  contre  ce  plan. 

Dans  l'état  d'équilibre  d'un  corps  pesant  sur  un 
plan  fixe  et  boriiontal,  la  droite  GK.  sera  verticale; 


si  cet  état  est  stable,  et  qu'après  en  avoir  écarté  le 
mobile  un  tant  soit  peu,  on  Tabandonne  à  lui* 
même,  il  fera  des  oscillations  très  petites  que  l'on 
déterminera,  aussi  approximativement  qu'on  vou- 
dra, au  moyen  des  équations  précédentes.  Je  me 
contente  d'indiquer  cet  exemple ,  comme  un 
exercice  de  calcul.  On  pourra  supposer,  pour  fixer 
les  idées  et  simplifier  la  question,  que  le  mobile 
soit  un  ellipsoïde  homogène,  ou  bien  une  sphère 
dont  le  centre  de  gravité  ne  coïncide  pas  avec  le 
centre  de  figure. 

4M.  On  peut  obtenir  deux  intégrales  premières 
des  équations  (8). 

D'abord  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multi- 
pliées par  o'\  V,  tl^,  leurs  seconds  membres  dispa- 
raissent ,  et ,  en  intégrant,  on  trouve ,  comme  dans 
le  no  416, 

ÈLd'p  +  Bè"9  +  Ce"r  =  I  ; 

/  étant  une  constante  arbitraire  qui  exprimera  la 
somme  des  momens  des  quantités  de  mouvement 
de  tous  les  points  du  corps,  par  rapport  i  un  axe 
vertical  passant  par  le  point  G. 

Pour  obtenir  une  seconde  intégrale  de  ces  mêmes 
équations  (8),  je  les  ajoute,  après  les  avoir  multi- 
pliées par  r,  q,  p;  ce  qui  donne 


Cfdr  +  t^  +  Apdf  =  U  (-^+  9)  W'r  -  Cj) 
+  <(fl»|»  -  rf'r)  +  ,,  (a"j  -  'Vp)]  dt, 


bioi,  i  unie  dn  trobdemiirM  ëqiiationi(8)duB.4tl, 

'J>  Si 


Crir  +  tqdq  +  kpdp  =  m  (±±-  +  ,  )  (-«ta"  +  W  +  ydtf). 
Sn  différentiant  l'équation  (9) ,  par  rapport  à  I,  on  a 


Or,  le  second  membre  de  cette  équation  est  nul , 
quand  1.  est  toujours  le  même  point  de  la  surface 
du  mdbile,  puisque  alors  ses  coordonnées  •,  C,  ^, 


sont  constantes.  Il  est  encore  séro,  lorsque  K.  se  dé- 
place à  cette  surface;  car,  en  vertu  des  équa- 
tions (10),  on  a 


(dL  dL  dL        . 

de  M  éy        ^ 


VdL; 


tis 


TAAiTi  n  uÈChSkiqn. 


ifwntîlé  D«ll«,  I  eftoio  qaiô  Von  ■  L  ss  0  pendant 
tmite  k  durée  du  mouvement,  et,  conséquemment, 
dL  s=  0.  On  aura  donc,  dans  ces  dens  cai, 

mda"  +  Cdb'f  +  yét^  ss  «-  dii  s 

d'où  il  résulte 

ety  en  intégrant, 

Cf+Bj.  +Aj^  +H  (fiL+  S,*.  )  =  *; 

1b  étant  la  constante  arbitraire. 

Ces  deux  inté^ales  suffiront  pour  résoudre  le 
problème,  lonquHl s'agira  d'un  solide bomogène 

«"F  +  6"9  s=  —  sis*  •  —,      pt 

di 


terminé  par  une  suiisoe  de  réf  olution  ;  oe  qui  a 
lien,  par  exemple,  dans  le  cof  de  la  tonpie.  L'axe  de 
figure  est  la  droite  GK4  en  supposant  que  C  soit  le 
moment  d'inertie  qui  répond  à  cet  axe,  on  aura 

B  =  A,      •  =  0,      C  =  0; 

y  sera  la  longueur  de  GK;  et,  d'après  l'équation  (9) 
et  e"  =  ces  I,  on  aura 

Si  =  —  >  eos  1, 

pour  l'or^nnée  verticale  du  point  G»  La  première 
équation^)  donnera  r  ==  f^  en  désignant  par  s»  une 
constante  arbitraire  qui  nfirésentera  la  Titesse  de 
rotation  du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure. 
HaU  d'après  les  valeurs  de  «^  et  è**  (n«  S7Q)|  et  les 
denx  premières  équations  (S),  on  a 


4-  9*  s:  sîn»  • 


il* 


dl« 


les  deux  intégrales  qu'on  a  trouTées  deviendront  donc 
G»  cos  t  —  A  tin*  t  »  =  I , 


(di*         dl*  \  /  d|s  \ 

•"•  '-^  +27)  +  ■  (>'"°"*Âr  -«>»«»»•)  =  ». 


en  comprenant— Cn*  dans  la  constante  h. 

Ces  deux  demièraa  équations  feront  connaître , 
an  moyen  des  fonctions  elliptiques,  les  Taleunde4 
et  <en  fonctions  de  I,  la  troisième  équation  (3)  don- 
nera ensuite  la  valeur  de  f  ;  et  le  problème  sera  ré- 
oolu,  comme  celui  du  n»  426,  dont  nous  nous  som- 
mes occupés  en  détail. 

46t.  Le  mobile  étant  toujours  un  solide  de  révo- 
lution homogène  et  terminé  par  une  pointe,  et  ce 
corps  touchant  constamment  le  plan  donné,  par 
l'extrémité  K.  de  cette  pointe  ,  supposons  mainte- 


nant que  ce  plan  soit  en  mouvement ,  de  sorte  que 
les  angles  ^,  fi,  t,  et  la  quantité  f  soient  des  fonc- 
tions données  de  I.  L'axe  de  figure  répondant  an 
moment  d'inertie  G,  les  deux  autres  nomeoa  B  et  A 
seront  égaui,  les  coordonnées  «  et  C  seront  séro, 
et  y  exprimera  la  longueur  de  GK..  Bn  désignent 
par»  une  constante  arbitraire,  la  première  équa- 
tion (2)  donnera  encoref=n{  en  sorte  que  la  vitesse 
angulaire  du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure , 
sera  constante,  comme  dans  le  cas  du  plan  fixe.  Si 
l'on  a  égard  aux  formules  (4),  les  deux  autres  équa- 
tions (2)  deviendront 


Ai^  4.  (A  —  C)  nfNil  : 

A<4  —  (A  —  G)  ngH  z 

L'équation  (7)  deviendra  de  même 


By  (a  ces  ^  4"  ^'  ^^*  t*  H"  ^"  ^^  0  ^'1 
-«»  B>  (ft  oos  li  -|-  è'  oos  #i  -f  i"  cos  f)  di. 


\ 


(») 


Si  cos  A  4"  ffi  cos  fi  -f-  Si  cos  V  4"  >  (^^  CM  ^  +  ^'  <2<M  f*  +  ^'  ^9  0  =^  ti  (^') 


et  les  équations  (1)  et  (2)  ne  changeront  pas. 

Le  système  des  équations  (1),  (8),  (11),  (12),  devra 
donc  servir  à  déterminer  les  neuf  inconnues  p,  9,  f , 
4i  *>  '»  »  y»  )  '»  )  ^)  ™bu  l'intégration  rigoureuse 
de  ces  équations  est  impossible;  et,  pour  en  déduire 
des  valeurs  approchées  des  inconnues,  qui  ne  soient 
pas  très  compliquées ,  on  est  obligé  de  restreindre 
la  généralité  de  la  question,  par  différentes  suppo- 
sitions que  Ton  énoncera  à  mesure  qu'elles  seront 
nécessaires. 

462.  Je  supposerai,  en  premier  lieU|  que  la  rota- 
tion du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure  est  très 


rapide,  et  que  les  différons  mouvemens  du  plan 
donné  sont  très  lents  par  rapport  à  cette  rotatiov; 
en  sorte  que,  si,  par  exemple,  la  perpendiculaire 
au  plan  donné,  menée  par  le  point  IL,  oscille  de  part 
et  d'autre  ou  tourne  autour  de  la  verticale  qui  passe 
par  ce  même  point ,  la  durée  de  chaque  oacilûtion 
ou  de  chaque  révolution  soit  très  grande,  relative- 
ment à  une  révolution  du  mobile  autour  do  l'ose 
K.G,  et  de  même,  si  le  plan  donné  exécute  dee  oscil* 
lotions  parallèlement  ï  lui-même. 

Je  oapposerai,  seooodement,  que  les  angtea  t  et4 
varient  aussi  tr^  lentement  par  rapport  à  l'angle  f , 


DYNAMIQUE,  SECOUPS  PARTIE. 


«?• 


bypotbdffe  qui  detra  être  eonfirmëe  à  jMflfrMf», 
ptr  les  Talenrt  que  Ton  obtiendra  pour  ces  troii  oo" 
gles. 

Id  négligeant,  dans  une  premièreapproximation, 
la  différentielle  d^  qae  contient  la  troisième  équa- 
tion (3),  et  en  supposant  qu^oo  ait  ^=0  quand  i=0, 
oo  lora  yrrul,  à  un  instant  quelconque.  Au  moyen 
ées  formules  du  n»  878|  on  aura  alors 

uci»K'\'tifco9fà^af^  cosv=  P  sin  iil-|-  Q  cosiil, 
&C08X  4-  h^cù»ià'^'l^ coÈ  v=Pcos ni  —  Qsin ni; 
où  Ton  a  fait,  pour  abréger, 
^oosAcoslsin4^cos/*coslcos4r — cos»sinl, 
^cos  A  cos4  —  co*  M  sîn  4 ) 
et  les  éqoitions  [IX)  deviendront 
Adg4.  (A  —  C)  nfMfte=R>(P  sîniii4-  Q  cos  iii)di, 
hJp—  (▲  —  C)  fifdi=:  B9<Q  sin  flU  —  P  cos«i)dlr. 


Or,  dans  la  seconde  hypotbèse,  les  quenlités  P  et  Q 
▼arieront  très  lentement;  il  en  sera  de  même, 
comme  on  le  Yerra  tout  i  Theure ,  à  Tégard  de  R; 
en  intégrant  ces  équations ,  on  pourra  donc  consi- 
dérer, dans  une  première  approximation ,  P,  Q,  R , 
comme  des  quantités  constantes ,  et  n^avoir  égard 
qu'à  la  Tariation  de  sin  ni  et  cos  ni  dans  leurs  se- 
conds membres.  Si  m  est  une  très  petite  fraction 
de  n ,  et  que  le  coefficient  de  sin  nt  contienne,  par 
exemple ,  un  terme  qui  ait  cos  mt  pour  facteur, 

sin  ni  devrait  être  remplacé  par  ^  sin  («  4"**}  '  + 
—  sin  (n  —m)  i;  en  regardant  comme  constant  le 

«oefficient  de  sîn  ni,  cela  revienidonoè  négliger  «i4 
regard  de  ni ,  du  moins  dans  la  première  approxi- 
mation. 

De  cette  manière,  les  intégrales  complètes  des 
équations  précédentes  seront 


(A  —  C)  W    .    .          (A  —  O  ni        R> 
p  =  D  sin  ^ j-^ +  E  cos  ^ —l ^  (Q  00s  ni  +  P  ain  ni), 


jl  =s  D  cos 


A 

(A  —  C)  iii 


*E 


.     (A  —  C)  «I        *>  , 
sm  .i —i 1-  —  (Q  sin  ni  —  P  cos  ni)  j 

^  Cn 


D  et  B  ^tant  les  deux  constantes  Brb4ralres.  Pour 
les  déterminer,  je  suppose  qu^à  rorigrne  du  mou- 
vement. Taxe  instantané  de  rotatiÂi  a  coïncidé 
arec  Taxe  de  figure  ;  on  aura  alors  |7  =  0  et  g=0, 
quand  4  ==  0  $  et  si  Ton  désigne  par  P',  Q',  R',  les 
Valeurs  de  P,  Q,  R,  qui  ont  eu  lieu,  à  la  même  épo- 


qnoi  il  en  résultera 


=€•( 


Nous  aurons  donc,  à  un  instant  quelconque , 

9 


»,  .   (A— CW  ,  m       (A-C)n 
y  sin  ' — ^Q'co»* — -■' 


—  R  (P  sin  ni -)- Q  cos  ni) 


9 


-ih 


] 


^       (A-Qnl      ^,  .    (A-C) 


=0 


—  R  (P 00a ni  — Qsinni) 


] 


In  faiaant  ^  =  ni  dans  les  deux  premières  équations  (S),  on  en  déduit  » 

sin  tfl^.  =  (p  sin  ni  4"  9  <^>  "<)^> 
tfl  =  (9  sin  di  —  p  cos  ni)di; 

•I  en  j  mettant  pour  f  et  9  leurs  valeurs  précédentes ,  il  vient 


sin.  Ml 


=«[>■(' 


cos  -T-+  V  Sin 


CniN  I 

t)-"J. 


•"=^['(--T-*"-^  +  ««] 


Or,  si  C  n'est  pas  une  très  petite  fraction  de  A , 
ilfaadra,  pour  que  I  et  4  varient  très  lentement , 
csnme  on  Ta  aupposé ,  que  les  termes  dépendons 

Cêêé  Gni 

ètsm  —  et  oos  —  disparaissent  dans  ces  fonnii- 

A  A 


les  'y  oondttion  que  Ton  remplira  tonjoors,  en  su|^ 
posant  qu'à  l'origine  du  mouvement,  l'axa  de  fi- 
gure ILCr  coïncidait  avec  la  perpendiculaîre  au  plan 
donné. 

En  effet,  à  l'origine  du  mouvement,  soient  • 
l'angle  q«e  la  perpendiculaire  au  plan  donné  fait 


TKAITÈ  SB  liCAHIQUB. 


ftveo  la  vertîmle ,  «t  •'  Tangle  que  ta  inrojaction 
hoiiioaUle  fait  avec  la  droite  d^oû  Ton  oonpta 
Fangle  4*  ^  ^^^^  époque,  on  aura  (n»  8) 

CCI  t = cof  f,  ROI  /«  =  sin  •  001  •',  coi  x  =  sin  •  sin  ft\ 

et  en  suppoiant  que  4'  ^  ^  loient  les  valeon  ioi- 
tialea  de  4  ^  's  ^^  o»  rétnitera 

P'  =  cos  l' lin  •  cos  (i'  —  40  —  iin  I'  co«  I , 
Q'  c=  ain  •  sin  (t'  —  4'). 

Or,  si  Taxe  de  figure  a  été  perpendiculaire  au  plan 
donné,  quand  le  mouTement  a  commencé,  on  aura 
4'  =  t' et  r  =  I  ;  d'où  il  résultera  pf  ==  0  et  Q'=:0  ; 
ce  qui  réduit  les  formules  précédentes  à 


sin  OiH  =  -^ 


Ça 


(>») 


46S.  Maintenant ,  il  faut  encore  supposer  que  la 
perpendiculaire  au  plan  donné  et  Taxe  de  figure  du 
mobile,  s'écartent  très  peu  de  la  direction  Terticale, 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Le  supplé- 
ment de  Fangle  ^  sera  constamment  très  petit; 
car  I  est  Tangle  obtus ,  compris  entre  la  Terticale 
menée  de  bas  en  haut  par  le  point  G,  et  la  droite 
menée  de  G  ▼ersie  point  K  qui  est  au-dessous  de  G. 
nous  négligerons  le  carré  de  sin  I ,  et  nous  pren- 
drons cos  I  =  —  1.  Les  quantités  cos  x  et  cos  /« 
seront  très  petites;  en  négligeant  leurs  carrés,  on 
aura  cos  r  r=  1.  On  a  d'ailleurs  [d9  S78) 

e= sin  I  sin  4>  o'  =  un  I  cos  4)  c"=  cos  §= —  1, 

Sn  n^Ugeant  donc  les  produits  sin  I  cos  a  et 
cos  I  cos  f»,  réquation  (12)  donnera 

Si  =  >  +  f  —  01  cos  X  —  ^i  cos  t*. 

Si  donc ,  indépendamment  de  la  petitesse  de  cos  x 
et  cos  /*,  les  oscillations  verticales  du  plan  donné 
sont  aussi  supposées  très  petites ,  les  Tariations 
de  Si  le  seront  également  ;  la  valeur  de  R ,  donnée 
par  la  troisième  équation  (1),  savoir, 

R  =  MjT  -f  fl      ^^  t 

différera  très  peu  de  Mg  ;  et  si  Ton  néglige  les  pro- 

duits  de  -~-—  et  de  chacune  des  quantités  cos  x , 


cos^aial,  il  suffira  de  mettre  If  à  la  placent, 
dans  lea  équations  (13).  Sn  y  mettant  anasi  les  va* 
leurs  de  P  et  Q,  elles  deviendront 


sinl<l4' 


sttt  • — cos  X  sin  4  —  ooa  |É  coa  4)d^, 


Mcfv 
dl  == -Tf^(coa  X  ooa  4  —  eos  M  «in  4)  ^« 

Les  deux  premières  équationa  (1)  deviendront ,  en 
môme  temps, 


=  f  cos 


d«  yi 


di» 


=  f  cos  /•.    (14) 


Kn  différentiant  par  rapport  à  Iles  valeon  de  e 
et  e',  et  mettant  dà  au  lieu  de  d,  sin  6,  on  a 

do=:sin4<tt«^ooa4*ûi  M4, 

db'  =  cos  4  <^*  "  sin  4  '"i  1^  ; 

et  si  Ton  substitue  dans  ces  formules,  à  la  place 
de  sin  lif^  ^  de  •  l«v*  valeurs  précédentes ,  il  en 
résulte 


de  —  ffmdt  r=  —  m  cos  udt , 
de'  -|-  emdi  s=  m  cos  xdl , 

où  Ton  a  fait,  pour  abréger, 


((»•) 


Gn 

Ainsi  la  question  est  réduite  finalement  k  Tinté- 
gration  de  ces  équations  linéaires ,  k  coefficient 
constans  et  du  premier  ordre ,  par  rapport  aux  in- 
connues 0  et  o'.  C'est  aussi  en  employant  oea 
mêmes  inconnues,  c'est-à-dire,  sin  6  sin  4  ^ 
sin  I  cos  4}  d'il*  le  problème  du  mouvement  de  la 
lune  autour  de  son  centre  de  gravité,  que  Lagrange 
a  ramené  k  la  forme  linéaire  les  équations  différeo» 
tielles  de  ce  problème  ;  ce  qui  Ta  conduit  à  Texpli- 
cation  complète  du  phénomène  de  la  iâraitèm , 
qu'il  n'avait  pas  donnée  dans  ses  premières  recher- 
ches sur  ce  sujet. 

464.  En  intégrant  les  équations  (16)  par  la  mé- 
thode ordinaire ,  désignant  par  k  tiflf  les  deux 
constantes  arbitraires ,  et  remettant  pour  e  et  e* 
ce  que  ces  lettres  représentent ,  on  a 


sin  t  sin  4  =  ^  sin  ml  -)~  ^'  cos  ml    , 

—  m  sin  ml  /  (cos  fi  sin  mt  —  cos  x  cos  mi)  dt 

—  m  cos  mt  /(cos  t*  cos  mt  -f-  cos  x  sin  mt)  dl, 
sin  t  cos  4  =  A  cos  ml  —  A'  sin  mt 

—  et  cos  ml  y  (cos  /«  sin  mt  —  cos  x  cos  ml)  dt 
-f-  m  sin  mt  /(cos  /4  cos  mt  -f-  cos  x  sin  mt)  dt. 

Je  supposerai  que  les  intégrales  indiquées  dans  ces 
formules  commencent  avec  I,  et  je  représenterai, 
comme  plus  haut ,  par  I'  et  4'  les  valeurs  initiales 
de  0  et  4  i  en  faisant  1  =  0,  on  aura 


(18) 


k  =z  sin  r  cos  4',      k*  =  sin  «'  sin  4', 


pour  les  valeurs  de  k  et  Jk',  qui  seront  nulles ,  lor»» 
que  Taxe  de  figure  du  mobile  sera  vertical  à  Toci*. 
gine  du  mouvement,  auquel  cas  on  aura  t'  =  0. 

Lorsque  les  valeurs  de  cos  x  et  cos  /u  en  fonctiov»^ 
de  I,  seront  efi'ectivement  données ,  on  efi'ectuc^v^^ 
les  intégrations  indiquées,  et  les  équations  (16) 
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roat  oonnallre  le»  ? tleurt  de  I  et  4}  «t  i  P*'  cooié- 
qveol,  la  poiilion  de  Taie  de  figure  du  mobile ,  i 
ui  instaot  quelconque.  DVprèt  la  troitiéme  équa- 
tioo  (9),  on  anra,  en  même  temps , 

f  =  ni  -  4  +  4S 

en  7  faisant  coi  6  =r  —  1 ,  et  supposant  f  =  0 1 
quand  1=0.  Les  deux  premières  équations  (3), 
daoi  lesquelles  on  fera  simplement  f  =  fi<,  don- 
neront les  valeurs  de  p  et  q,  lesquelles ,  en  les  joi- 
gnant à  r  =  « ,  détermineront ,  à  un  instant  quel- 
conque ,  Taxe  de  rotation  et  la  vitesse  angulaire  du 
Bobile  autour  de  cet  aie.  Enfin ,  par  deux  intégra- 
lions  successites,  on  tirera  des  équations  (14)  les 
Ttlenrs  de  si  etyi  en  fonctions  de  t\  d*où  Ton  dé- 
dain immédiatement  celles  de  Ji  et  R. 

Les  valeurs  approchées  de  toutes  les  inconnues 
dn  problème  seront  donc  déterminées ,  au  moyen 
dos  valeurs  données  de  cos  a  et  cos  /*•  An  moyen 
de  ces  valeurs  approchées,  on  pourra  calculer  celles 
dM  quantités  qu'on  a  négligées  dans  cette  pre- 
■ière  approximation i  en  ayant  égard,  dans  une 
Moonde  approximation ,  à  ces  quantités  ainsi  cal- 
evlëes,  on  parviendra  k  d'autres  valeurs  des  incon- 
BOCS)  plus  approchées  que  les  premières  ;  et ,  si 
ToB  continue  de  cette  manière,  on  obtiendra ,  par 
le  procédé  général  des  approximations  successives, 
des  espressions  des  inconnues ,  aussi  approchées 
qu'on  voudra.  IVous  nous  arrêterons  k  la  première 


approximation;  la  seconde  et  les  snivantef  n*aQ- 
raient  d'autre  difficulté  que  leur  longueur. 

466,  La  viteue  de  rotation  «,  imprimée  an  no- 
bile  autour  de  son  aie  de  figure ,  étant  supposée 
très  grande ,  la  quantité  m  sera  généralement  très 
petite.  Il  résulte  donc  des  formules  (16)  que  les 
variations  de  cos  x  et  cos  /«,  provenant  des  petites 
oscillations  de  la  normale  au  plan  donné  sur  lequel 
le  mobile  s^appuie ,  seront  très  afi'aiblies  dans  la 
valeur  de  6.  Par  conséquent,  si  le  mobile  est  ter- 
miné k  sa  partie  supérieure  par  une  surface  plane 
perpendicnlaire  à  son  axe  de  figure ,  et  qu'è  Von» 
gine  du  mouvement  cette  surface  soit  horisontaie 
et  Taxe  vertical ,  ce  qui  fera  disparaître  les  termes 
multipliés  par  k  et  V,  cette  surface  conservera 
sensiblement  son  horisontalité  pendant  tonte  la 
durée  du  mouvement ,  malgré  les  petites  oscilla- 
tions du  plan  donné ,  et  cela  d'autant  plus  exacte- 
ment que  la  vitesse  de  rotation  imprimée  au  mobile 
sera  plus  considérable.  C'est  sur  ce  principe  qu'est 
fondé  le  moyen  qui  a  été  proposé  pour  obtenir  k  la 
mer,  indépendamment  des  mouvemens  de  ronlw 
et  de  langage  du  vaisseau ,  un  horison  artificiel 
qui  puisse  servir  aux  observations  astronomiques. 

A  raison  delà  petitesse  de  as,  on  peut  considérer 
sin  mi  et  cos  ml  comme  des  quantités  constantes 
dans' les  intégrales  que  contiennent  les  formu- 
les (16).  Ainsi,  par  exemple ,  eu  intégrant  par  par- 
tie ,  on  aura 


/  cos  k  cos  midt  =  cos  ni  /  cos  a  </l  4-  ">  *>i^  **'  ff  ^^*  k  di»  ^  etc.  ; 


d  it  les  variations  de  cos  a  sont  très  rapides  par 
rapport  à  celles  de  sin  ml  et  cos  «ni,  quoique  très 
lestes  par  rapport  il  la  rotation  du  mobile ,  cette 
idrie  sera  très  convergente  et  pourra  se  réduire  il 
ton  premier  terme;  ce  qui  revient  ii  considérer 
COI  Bil  eomne  une  quantité  constante  dans  Tinté- 
gnle/cos  X  cos  midt. 

De  cette  manière ,  et  en  supposant  A  =  0  et 
V=0,  les  formules  (16)  se  réduiront  à 

àa  I  sin  4  =s—  w/*cos  /uU^  sin  t  cos  4  =  mfcoê  x  di, 

&Ton  suppose  autti  que  le  centre  de  gravité  du  mo- 

Idla n'ait  reçu ,  à  l'origine  du  mouvement ,  aucune 

dsr 

L   messehorixontale,  de  sorte  qu'on  ait  —  =  0  et 

di 

~-  =0,  quand  1=0,  les  équations  (14)  donne- 
isat 

-~sr^/cosxdl,     ^  =  y/cos/*<il; 

^  iatégrmles  commençant  avec  I ,  comme  dans  les 
^qaations  précédentes.  En  les  éliminant  et  remet- 
Uat  pour  m  sa  valeur,  on  aura  donc 


La  difi*érence  de  signe  dans  ces  deux  formules  pro- 
vient de  ce  que  l'angle  4  augmentant  de  90«,  l'axe 
des  abscisses  positives  va  tomber  sur  l'axe  des  or- 
données négatives ,  et  celui-ci  sur  l'axe  des  abscis- 
ses positives  (  n»  878  ) }  en  sorte  qu'en  mettant 
4  +  90*  dans  la  première  formule,  il  y  faut,  en 
même  temps,  changer  jfi  en <—  si  ;  œ  qui  donne 
la  seconde  formule. 

Kn  divisant  ces  équations  l'une  par  l'antre,  il 
vient 

Or,  si  l'on  mène  par  le  point  G  un  plan  perpendicu 
laire  à  l'axe  de  figure  GK.,  4  ost  l'angle  que  fait 
l'intersection  de  cet  éqnateur  du  mobile  et  du  plan 
horisootal  des  Si  et  y t  ,  avec  Taxe  des  st  j  d'ail- 
leurs, les  variables  Si  etyi  sont  les  coordonnées 
de  la  projection  du  point  G  sur  ce  plan  horisontal  ; 
il  en  résulte  donc  que  cette  intersection  est  con- 
stamment parallèle  à  la  tangente  k  la  courbe  dé- 
crite par  la  projection  horisontaie  du  centre  de 
gravité  du  mobile.  Si  l'on  appelle  u  la  vitesse  hori- 
sontaie de  ce  point,  de  sorte  qu'on  ait 


Isin4 


^y  dgi 


C«   di 


sin  I  cos  4  = 


My  dit 
Tn  'di 


«I  = 
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povr  le  linas  de  lUnolinaisoii  du  mobile  sur  le  plan 
horiiontal ,  laquelle  inclinaison  est  le  supplément 
de  Tangle  I. 

Ces  différentes  formules,  et  les  conséquences  qui 
a''en  déduisent ,  subsisteront  tant  que  la  vitesse  n 
de  rotation  du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure 
sera  très  grande;  mais  la  résistance  de  l'air  et  le 
frottement  de  la  pointe  K.  contre  le  plan  sur  1«^qnel 
le  mobile  s*appuie ,  diminueront  continuellement 
oette  Titesse  ;  et  quand  elle  oin*a  cessé  d'être  très 
grande ,  Faxe  6K.  s'écartera  de  plus  en  plus  de  la 
direction  verticale ,  et  le  mobile  finira  par  tomber 
sur  ce  plan ,  comme  dans  le  cas  de  la  toupie  ordi- 
naire. 

On  doit  aussi  observer  que  les  oscillations  rerti- 
oales  du  plan  donné ,  d'où  il  résulte  des  variations 
alternatives  delà  quantité (,  n'ont  aucune infiuenoe 
s«r  les  variations  des  angles  4  «t^.  Mais  si  le  plan 
donné  s'élète  ou  s'abaisse  verticalement  d^in  mou- 
vement uniformément  accéléré ,  la  quantité  {  ooia- 
prise  dans  son  équation  (no  448),  renfermera  un 

terme  ±  ^  ^'<*  ,  dans  lequel  ff  représentera  une 

quantité  constante  et  positive.  La  valeur  de-R  dont 
on  a  fait  usage  dans  le  n»  463 ,  au  lieu  d'être  H^, 
sera  alors  M  (^  ^  9']  ;  on  devra  donc  -remplacer^ 
par  jf  ±  jf'dans  la  valeur  de  m;  en  sorte  qu'un 
mouvement  de  cette  nature  influera  sur  les  varia- 
tions de  I et  4*  Si  le  plan  donné  s'abaisse,  auquel 
oason  devra  prendre  le  signe  inférieur  devant^', 
il  faudra  qu'on  ait  ^  <  ^,  sans  quoi  la  talenr  de  R 
deviendrait  négative;  ce  qui  signifierait  que  le 
mobile  cesserait  de  s'appuyer  sur  le  plan  donné , 
qui  tomberait  plus  vite  que  ce  eorps  pesant,  et  s'en 
détaeberait  par  conséquent. 

S  n.  Cas  où  Pon  a  égard  au  froiUmênt, 

.466.  Dans  Tétai  actuel  de  la  science,  les  lois  du 
frottement  des  corps  en  mouvement  ne  pentent 
être  déterminées  que  par  l'expérience  ;  avant  d'in- 
troduire cette  force ,  d'un  genre  particulier,  dans 
les  équations  du  mouvement  d'un  corps  qui  s*ap« 
pulesur  un  pian  donné,  nous  allons  donc  faire  con- 
naître les  résulUts  généraux  de  Tobservatiott  sur 
cette  matière  *, 

1°  Le  frottement  d'un  corps  solide  sur  un  antre 
est  indépendant  de  la  vitesse  du  mobile; 

2"  Il  ne  dépend  pas  non  plus  de  l'étendue  de  la 
surface  frottante; 

30  II  est  proportionnel  à  la  pression  totale  exer- 
cée sur  cette  surface. 

•  Les  ezpirieneetlet  pliu  rèeentM  aar  n  itqet  important  mdI 
ctU«tde  M.  Mwin,  oflfeicr  d'artiUrri*  attaché  à  l'Écola  de  Mets, 
dont  le  traTail  cat  int*ré  dans  le  tome  V  des  H^moim  priaeoléi 
à  rAcadémie  de*  leieiicea. 


Cet  deux  dernières  lois  sont  celles  qui  ont  tussi 
lieu  dans  l'état  de  repos  (n»  200),  à  Hinstant  où  Pé- 
quilibre  va  se  rompre ,  et  quand  le  contact  des 
corps  a  duré  asset  long-temps  pour  que  le  frotte, 
ment  ait  atteint  son  masimwm. 

Relativement  k  un  fluide  qui  coule  sur  un  corps 
solide,  le  frottement  suit  des  lois  différentes.  On 
admet,  d'après  l'expérience,  qu'il  est  alors  propor- 
tionnel &  la  vitesse  dn  fluide  et  à  l'étendue  de  la 
surface,  et  qu'il  ne  dépend  pas  de  la  pression. 
Quand  il  s'agit  d'un  fluide  aérilbrme ,  i!  y  a  lieu  de 
croire  que  le  frottement  augmente  ou  diminue  avec 
la  densité ,  comme  nous  l'avons  supposé  dsns  le 
n«  444;  de  sorte  qu'i  température  égale,  il  se 
trouve  dépendre  indirectement  de  la  grandeur  de 
la  pression. 

467.  Supposons  actuellement  qu'an  corps  solide, 
dont  la  base  est  une  surface  plane  d'une  étendue 
quelconque ,  soit  posé  sur  un  plan  fixe  et  horison- 
tal ,  et  que  la  verticale  menée  par  son  centre  de 
gravité  G  (fig.  96)  rencontre  le  plan  fixe  dans  Té- 
tendue  de  cette  base ,  ce  qui  est  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  de  Téqntlibre.  Soient  1  sa 
masse,  et  P  son  poids.  En  un  point  A  de  sa  surface, 
situé  dans  le  plan  horisontal  mené  par  le  point  G, 
attachons  une  corde  qui  vienne  passer  sur  ime 
poulie  fixe  B,  de  sorte  qoe  BA  soit  le  prolongement 
de  GA.  A  l'extrémité  inférieure  G  de  cette  corde , 
suspendons  un  outre  corps  dont  la  masse  soit  V,  et 
le  poids  P*,  et  qui  ait  son  centre  de  gravité  G*  sur  la 
verticale  menée  par  le  point  C. 

L'équilibre  subsistera  tant  que  le  poids  P',  aug- 
menté du  poids  de  la  partie  verticale  de  la  corde^ 
sera  moindre  que  le  frottement  de  H  sur  le  plaa 
•fixe ,  et  de  la  corde  sur  la  poulie  B;  et  si  P'  aug- 
mente graduellei&ent ,  l'équilibre  se  rompra  k  Tin- 
stant  où  P'  surpauera  cette  somme  de  froCtcmcaia, 
diminuée  du  poids  de  la  corde  verticale.  Si  Ton 
néglige  ce  dernier  poids  relativement  à  P',  et  que 
Ton  désigne  par  F  et  F*  les  frottemens  de  X  contre 
le  plan  fisc  et  de  la  corde  contre  la  poulie  fixe,  cfui 
ont  lieu  immédiatement  avant  la  sapture  de  Téqni- 
libre,  on  aura 

F  =  î  +  F'. 

La  pression  exercée  sur  la  base  de  H  est  le  poids  ^ 
de  ce  corps  ;  le  frottement  F  est  donc  proportionné! 
k  P.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n»  302,  le  frotta» 
ment  F'  est  aussi  proportionnel  k  la  força  F  ;  psv 
conséquent,  on  a 

F  =  /!>,      F  =  /^F, 

en  désignant  ynftif  des  fractions  indé^eodlmB. 
tes  des  grandeurs  de  P  et  F.  Au  moyen  de  œe  ▼«« 
leurs,  Téquation  précédente  devient 


P'   =  /P    -1-  /-'/-p  ; 


d'où  Ton  tire 


f= 


1  +  r  p  ■ 
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ht  poidf  V  éttDtooDnu  à  TintUnt  oà  l'équilibre 
commence  il  se  rompre,  cette  équaiton  détermiDere 
It  valeur  de  /*,  relative  au  corps  K  et  au  plan  hori- 
lontal  sur  lequel  il  est  posé,  quand  on  connaîtra  la 
valeorde  f^u'i  répond  k  la  corde  et  à  la  gorge  de 
la  poulie.  Le  moyen  indiqué  dans  le  no  269  fait 
connaître  cette  taleur  de/*,  indépendamment  d^au- 
eone  autre  quantité  de  même  nature,  diaprés  Tan- 
gle  sous  lequel  le  mobile  commence  &  glisser  sur 
«0  plan  que  l*on  incline  graduellement. 

4458.  Dès  que  le  poids  V,  augmenté  du  poids 
de  la  corde  Terticale ,  remportera  un  tant  soit  peu 
sur  la  quantité  F  -f-  F',  Téquilibre  sera  rompu , 
st,i  plus  forte  raison,  pour  un  poids  P'  encore 
plus  grand.  Le  corps  H  glissera  sur  le  plan  hori- 
lODtal ,  et  H'  descendra  Terticalement.  Pendant  ce 
aouTement,  j'appellerai  H  le  frottement  de  H  con- 
tre ce  plan ,  qui  sera  une  fraction  donnée  de  la 
preasion  P.  Quant  ii  la  poulie  D,on  pourra  suppo- 
ser qu'elle  est  entièrement  fixe  et  demeure  immo- 
bile, ou  bien,  qu'elle  tourne  autour  d'un  axe  hori- 
lOBtal ,  perpendiculaire  au  plan  de  la  corde  ABC 
le  premier  cas,  il  y  aura,  pendant  le  mouve- 
it,  un  certain  frottement  H'  contre  la  poulie,  qui 
différent  de  F',  et  detra  être  ajoutée  H;  dans 
le  second  cas,  si  la  oorde  ne  glisse  aucunement  sur 
la  ponlie ,  il  n'y  aura  aucun  frottement  de  Tune 
contre  l'autre;  mais  il  faudra  tenir  compte  du 
sowenent  communiqué  i  la  poulie  par  l'inter- 
médiaire de  la  corde ,  comme  si  elle  y  était  atta- 
u  ie  fupposerai  que  ce  soit  le  second  de  ces 
cas  qui  ait  lieu. 

Fo«r  former  Téquation  du  mouvement,  dési- 
gnons, ao  bout  du  temps  quelconque  f ,  par  s  et 
tf  lee  parties  borixontale  et  Terticale  de  la  corde 
ABC,  et  par  /«  et  /*'  leurs  matses.  Les  vitesses  de  M 

d»      dMf 

ctV,  è  cet  instant,  seront .—  ~-  et  —  ;  et  l'on 

di       di 

dM*  daf* 

pMDTn  représenter  par  a  —  et  a'  — —  les  résis- 

di^  di* 

tances  de  l'air  exercées  à  leurs  surfaces  ;  â  et  a' 
étant  des  constantes  qui  dépendront  de  leur  forme 
ci  de  leur  étendue.  Si  l'on  appelle  g  la  gravité ,  les 
ferces  motrices  appliquées  au  système  seront  donc 

le  poids  (H'-f-/«')  g  y  diminué  de  la  résistance  o^~-~-| 

A* 

et  le  force  borixontale  H ,  augmentée  de  la  résis- 

tance  a  — -«.  Leurs  momens,  par  rapport  à  l'axe 
di* 

de  le  poalîe  B,  derront  se  retrancber  Vnn  de  l'au- 
tre ;  et  en  appelant  c  te  rayon  de  cette  poulie  cir- 
culaire, on  aura 


[ 


«   I    (*  +  M')^ 


.  ds',      ds«  n 

dl«  dt*  J 


•(•) 


pour  leur  différence.  Les  forces  motrices  qesanront 

dis' 
effectivement  lieu  seront  (M'-^/a')         dan»  le  aens 

di* 

d*B 

vertical ,  —  (H  -f-  /*)  —  dans  le  sens  borisental , 

df 

et  celles  de  tous  les  points  de  la  poulie.  Les  mo- 
mens de  toutes  ces  forces  par  rapport  à  l'axe  de  la 
poulie  devront  s'ajouter  ;  et  la  vitesse  angulaire  de 

1  ds' 
la  poulie  étant»-—,  si  l'on  représente  par  m  sa 

e  di 
masse ,  et  par  mk*  son  moment  d'inertie  relatif  k 
son  axe,  on  en  conclura,  comme  dans  le  o9  BOB , 

wtk*d*M' 

— -  — ••  pour  le  moment  de  ces  dernières  forces 
o     di» 

par  rapport  k  cet  axe  ;  par  conséquent ,  la  somme 

des  momens  des  forces  effectives ,  par  rapport  au 

même  axe ,  sera 


[( 


<»l     M'  +  M'-f 


«a»  \d»  v 


c» 


)Tr-c+'4:*l 


(») 


Or,  pour  que  les  forces  motrices  appliquées  au  sys- 
tème fassent  équilibre,  au  moyen  de  l'axe  de  la 
poulie ,  aux  forces  effectives ,  prises  en  sens  con- 
traire de  leur  direction ,  il  faudra  que  les  deux 
quantités  (e)  et  (b)  soient  égales  entre  elles  ;  d'où 
il  résultera 


(Wêk*  \d»  M* 


d*M 


=  (M'  +  m')  y  —  ■  —  •' 


ds'> 


di* 


d%* 


La  oorde  ABC  étant  regardée  comme  inextensi- 
ble ,  la  somme  de  ses  parties  sera  consUnte  ;  en 
appelant  /  sa  longueur  totale,  on  aura  donc 


ds' 

*  +  «'  =  '•--  = 
di 


dM     d*M^ 
T»      dt*   ^ 


d*  M 


Soient  m  le  poids  de  la  corde  entière,  et  p  le  poids 
de  la  masse  ei  de  la  poulie ,  on  aura  aussi 


91*  =  —,   9f»'  = 


•  —  — ,  ^  =  Pî 


on  a  également 

et  parce  que  le  frottement  H  est  proportionnel  ou 
poids  P,  on  a,  en  outre , 

H  =  AP, 

en  désignant  par  k  un  coeAcient  indépendant  de  P. 
Au  moyen  de  ces  différentes  valeurs ,  l'éqnBtion 
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eu  noavnMnt  détiendra 


(P  +  P»  + 


d^» 


^A  fcp«pf-.^+!^ 


+  («+•0 


469.  Elle  n'est  point  intëgrable  sous  fonne  finie, 
à  moins  qu'on  ne  néglige  les  tenues  qui  proTÎen- 
nent  de  le  résistance  de  ratr  ;  ce  qui  la  réduit  k 

dt» 
en  faisant,  pour  abréger, 
?»—»  +  • 


oCe 


P+P'4-  + 


p+pi+^+ 


=  C. 


Son  intégrale  complète  sera  alon 


|/2     _.^/f 


srrCe 


+  C# 


C 


c  et  c  étant  les  deux  constantes  arbitraires  ,  et  •  la 
base  des  logarithmes  népériens. 

Sn  substituant  cette  valeur  de  s  dans  les  termes 

de  Téquation  du  mouTement  qui  proviennent  'delà 

résistance  de  Fair,  et  intégrant  de  nouTeau  cette 

équation,  on  aura  une  Talenr  de  m  plus  approchée; 

mais  nous  nous  arrêterons  k  la  précédente  ;  et  pour 

déterminer  les  constantes  C«t  C,  j'appellerai  y  la 

dM 
▼aleur  initiale  de  s  ;  on  aura  s  =  y  et  —  r=  0 , 

dt 

quand  tz=0\  d'où  il  résulte 


C  +  C  +  —  =  y,     C  —  C  =  0; 
C 


ce  qui  donne 


8  2C 


et,  par  conséquent , 


'  =  f(>-7)(. 


.|/2     _.i/5 


+  • 


à  on  instant  quelconque. 

Si  l'on  appelle  I  le  temps  que  le  poids  P  emploiera 
à  atteindre  la  poulie  B,  c'est-à-dire ,  k  parcourir  la 
distance  y,  on  aura  k  la  fois  1=  6  et  s  =  0  ;  d'où 
l'on  conclut 

(«|«Cy)\e  +,  /=:W. 

Lorsque  I  sera  donné  par  l'observation ,  cette 
équation  servira  il  déterminer  la  valeur  de  «,  et, 
par  suite,  celle  du  coefficient  h  relatif  au  frotte- 
ment du  poids  P  en  mouvement  sur  le  plan  hori- 
lontal.  Dans  cette  expérience  ,  on  pourra  prendre 
pour  P*  un  poids  quelconque,  pourvu  qu'il  surpasse 
le  frottement  qui  a  lieu  dans  l'état  d'équilibre.  Si 
le  poids  m  est  très  petit  par  rapport  aux  poids  P 
et  P',  C  sera  une  très  petite  fraction ,  et  l'on  pourra 
développer  les  exponentielles  en  séries  très  conver- 
gentes ,  suivant  les  puissances  de  C.  De  cette  ma- 
nière, on  aura 

r=(--^)($+^+«..), 

et  si  l'on  néglige  tout-à-fait  la  quantité  C,  on  aura 
simplement 

ce  qui  doit  être,  en  elTet,  puisque  alors  le  mouve- 
ment du  poids  P  est  uniformément  accéléré. 
Quelque  soit  le  mouTement  dn  système  que  nous 


considérons ,  la  tension  de  la  partie  horiiontale  de 
la  corde  ABC  est  constamment  égale  k  la  plus  pe- 
tite des  deux  forces  qui  aginent  k  ses  extrémités 
(no  362),  c'est-i-dire,  an  frottement  H  augmenté 
de  la  résistance  deTair,  exercée  sur  la  surface  deH. 
Elle  est  donc  constante  et  égale  à  H ,  ou  AP,  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement,  lorsqu'on  fait 
abstraction  de  la  résistance  de  l'air;  et  sa  Taleur, 
mesurée  par  l'extension  d'un  ressort  placé  dans  la 
longueur  de  cette  corde,  peut  aussi  servir  à  déter- 
miner le  coefficient  k, 

460.  Les  valeurs  que  l'expérience  a  données  pour 
ce  coefficient ,  soit  par  l'observation  du  temps  6 , 
soit  par  la  mesure  de  la  tension  de  la  corde ,  va* 
rient  avec  le  degré  de  poli  des  surfaces  frottantes 
et  la  matière  des  corps  ;  elles  ne  dépendent  pat, 
comme  celles  du  coefficient  f  (n^  260),  du  temps 
pendant  lequel  les  corps  ont  été  en  contact  avant 
de  glisser  l'un  sur  foutre.  Quand  celles-ci  ont  at- 
teint leur  nuurtmum ,  elles  surpassent  toujours  les 
▼aleurs  correspondantes  deh'j  en  sorte  que ,  dans 
l'état  de  mouvement,  le  frottement  H  est  moindre 
que  le  frottement  F  qui  a  lieu  ii  l'instant  où  l'équi- 
libre va  commencer  à  se  rompre  ;  et  la  tension  de 
la  corde  en  mouvement  est  aussi  plus  petite  que 
celle  qui  avait  lieu  ou  dernier  moment  de  l'équili- 
bre. 

Le  poids  P  étant  en  repos ,  l'équilibre  subsiste 
tant  que  le  poids  P'  est  plus  petit  que  f  ;  mais  on  a 
remarqué  que  si  P',  quoique  moindre  que  F,  sur> 
passe  notablement  H ,  il  suffit  d'agiter  un  peu  le 
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pl«D  hortsoDUl ,  ptr  de  petites  percuMiont ,  pour 
qve  le  poidi  P  le  mette  en  monTement. 

Quand  le  coefficient  h  est  connu ,  il  est  facile  de 
déterminer  le  mouTement  du  poids  P  sur  un  plan 
incliné.  Je  désignerai  par  t  IMnclinaison  de  ce  plan 
sur  un  plan  borisontal,  qui  derra  surpasser  Tangle 
sous  lequel  l'équilibre  commencera  à  se  rompre , 
on  être  tel  qu'on  ait  tang  i  >  f(no  269).  Les  com- 
postules  de  P,  parallèles  et  perpendiculaires  à  ce 
plan ,  seront  P  sin  %  et  P  cos  t*.  La  première ,  dimi- 
nuée du  frottement  H ,  sera  la  force  motrice  du 
mobile ,  dont  M  est  la  masse  ;  en  appelant  s  l'es- 
pace parcouru  au  bout  du  temps  f,  on  aura  dono 


di* 


=  P  sin  t'  —  H. 


D'ailleurs  I  la  pression  sur  ce  plan  étant  l'autre 
composante  P  cos  s*,  on  aura  aussi 

H  =:  kP  cos  t  ; 

il  cause  de  P  =  Mjf,  l'équation  précédente  devien- 
dra donc 


di» 


=  (l  —  h  coi  %)  g  sin  i^ 


ee  qui  montre  que  le  mouTement  sera  uniformé- 
ment accéléré ,  et  le  même  que  si  le  frottement 
n'existait  pas,  et  que  le  sinus  de  l'inclinaison  fût 
diminué  dans  le  rapport  de  1  —  hcoii  k l'unité. 
Cette  quantité  1  —  fc  cet  s  est  positive ,  puisque 
Ton  a,  par  hypotbèse,  k  <  fei  feoi  i  <  1. 

481.  Le  frottement  H  étant  proportionnel  à  la 
pieasion,  et  indépendant  de  l'étendue  de  la  surface 
frottaote,  il  s'ensuit  que  les  poids  P  et  P'  du  n«  467, 
restant  les  mêmes ,  le  mouvement  de  P  sur  le  plan 
borisontal  ne  changera  pas,  quelle  que  soit  l'éten- 
due deaa  base,  pourvu  qu'elle  ait  toujours  le  même 
degré  de  poli.  Ainsi ,  en  prenant  pour  ce  corps  un 
panllélipipéde  rectangle,  d'une  matière  bomo- 
gine ,  et  dont  toutes  les  faces  soient  également  po- 
lies, son  mouvement  borisontal  sera  toujours  le 
mène,  si  on  le  pose  successivement  sur  cbacune  de 
ses  faces  ^  et  il  en  sera  encore  de  même ,  sur  un 
plan  incliné,  sans  le  secours  du  poids  P'. 

Au  reste ,  cette  proposition ,  que  le  frottement 
est  indépendant  de  l'étendue  et  du  contour  delà 
base  de  P,  et  simplement  proportionnel  au  poids  P, 
revient  à  dire  qu'à  cbaque  point  de  cette  base ,  le 
frottement  est  proportionnel  à  la  pression  relative 
à  ee  point.  En  effet ,  soient  b  cette  base ,  dr  l'un 
de  aea  élémens  différentiels ,  et  pdo'  la  pression 
verticale  que  supporte  cet  élément ,  de  sorte  que/> 
repréeente  la  pression  rapportée  k  l'unité  de  sur- 
Cmo.  Il  faudra  que  la  résultante  des  pressions  exer- 
cées sur  tous  les  élémens  de  6,  reproduise  le  poids  P 
appliqué  au  centre  de  gravité  G;  il  faudra  donc 
qu'on  ait 


et  si  l'on  mine  par  la  projection  du  point  €r  sur  le 
plan  fixe,  deux  axes  borixontaux  et  rectangulaires, 
dont  l'un  sera ,  par  exemple ,  la  projection  de  la 
droite  GB,  et  qu'on  appelle  x  la  distance  de  da 
à  cette  projection ,  et  y  sa  distance  k  l'autre  axe , 
on  devra  aussi  avoir 

/,fHfc  =  0,      fypdrz=0;    (6) 

ces  intégrales  et  celle  que  contient  l'équation  (a) 
s'étcndant  k  la  base  b  tout  entière.  Cela  étant,  sup- 
posons le  frottement  de  l'élément  do-  sur  le  plan 
fixe,  proportionnel  k  la  pression  ^cfr  qu'il  éprouve, 
et  représentons*le  par  hpdv,  en  désignant  par  k  un 
coefficient  indépendant  de  p  et  relatif  k  la  nature 
de  la  surface  ifr;  nous  aurons 

H  =  fhpda^ , 

pour  le  frottement  total  j  et  comme  les  frottemens 
de  tous  les  élémens  sont  parallèles  k  la  direction 
GB  du  mouvement ,  si  l'on  appelle  #^  la  distance 
de  leur  résultante  H  au  plan  vertical  passant  par  la 
droite  GB,  on  aura  également 

HS|  =fkspd9. 

Or,  si  la  base  du  mobile  a  le  même  degré  de  poli 
dans  toute  son  étendue ,  le  coefficient  k  sera  con- 
stant, et  il  en  résultera 

H  =  kfpdff  =:  fcP,      Bst  ^  hfrpda  s=  0  ; 

par  conséquent,  le  frottement  total  ne  dépendra 
que  du  poids  P,  quels  que  soient  l'étendue  et  le 
contour  de  sa  base  ;  et  la  direction  de  cette  force 
tombant ,  à  cause  de  Sj  =  0,  dans  le  plan  vertical 
passant  par  la  droite  GB,  elle  ne  pourra  imprimer 
aucune  rotation  au  mobile ,  dont  le  mouvement 
sera  parallèle  k  ce  plan ,  comme  on  l'a  supposé. 

Lorsque  les  centres  de  gravité  du  poids  P  et  de  la 
base  b  sont  situés  sur  une  même  perpendiculaire  k 
cette  base,  comme  dans  le  cas  d'un  prisme  ou  d'un 
cylindre  vertical ,  on  satisfait  aux  équations  (a) 
et  (6),  en  supposant  la  pression  j>  constante  et  égale 
au  rapport  de  P  i  6.  Réciproquement,  pour  une  va- 
leur constante  de  p,  les  équations  (b)  donnent 

/,rfr  =  0,      /yiir  =  0  ; 

oe  qui  exige  que  le  centre  de  gravité  de  b  coïncide 
avec  la  projection  borisontale  du  point  G;  par  con- 
séquent, lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie, 
la  pression  p  varie  nécessairement  d'un  point  k  un 
autre  de  la  base  du  mobile.  La  détermination  dosa 
valeur  en  un  point  quelconque  est  alors  un  pro- 
blème très  difficile,  qu'on  ne  peut  résoudre  qu'en 
ayant  égard  k  la  flexibilité  de  la  matière  du  mobile 
et  k  celle  du  plan  borisontal  sur  lequel  il  s'appuie, 
et  qui  donnerait  lieu,  sans  cette  considération ,  k 
une  indétermination  apparente,  comme  dans  le  pro- 
blème du  no  270. 
Si  Ton  suppose  que  les  deux  centres  de  gravité 
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•oioBitoriuio  néma  T«rtkMl0f  on  «ma 
f<NS,qa«l  4|Q«  folt  la  coefBoieot  hy 


dMMèb 


P  P 
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Par  conséquent,  la  base  restant  la  même,  le  frotte- 
ment total  H  sera  proportionnel  au  poids  P,  comme 
si  le  degré  de  poli  était  le  même  dans  toute  Téten- 
daa  de  cette  base  ;  mais,  en  général,  on  n^aura  pins 
#^=0 ,  la  direction  de  la  force  H  ne  coïncidera  plus 
avec  la  projection  horiiontale  de  la  droite  GB ,  et 
quand  le  poids  P*  entraînera  le  poids  P  sur  le  plan 
horiiontal,  le  frottement  fera  tourner  le  mobile  au- 
tour de  la  Tertioale  qui  passe  par  son  centre  de  gra- 
vité G. 

462.  Le  poids  P  étant  toujours  posé  sur  un  plan 
fixe  horiiontal,  et  la  projection  horiiontale  du  point 
G  coïncidant  avec  le  centre  da  gravité  de  la  basse  h, 
aopposons  que  Ton  imprime  k  ca  corps ,  par  un 
moyen  quelconque,  des  quantités  da  moufement 
parallèles  au  plan  fixe ,  qui  ne  le  fassent  pas  trâ>n- 
cher ,  c'est-à-dire ,  qui  ne  détachent  pas  sa  base  b 
de  ce  plan.  Le  mobile  prendra  deux  moutemens  ho- 
risontaux,  l'un  de  translation,  qui  sera  celui  de  son 
centre  de  gratité  G ,  et  Tautre  de  rotation ,  autour 
de  la  verticale  passant  par  ce  point.  Or,  il  s'agit 
d'examiner  lUnfluence  du  frottement  sur  ces  deux 
mouvemens  différons. 

AP 

Bepréseutons  par — dr  le  frottement  éprouvé  par 

h 
Télément  dr  de  i,  et  dont  la  direction  sera  contraire 
à  celle  de  la  titesse  de  cet  élément.  iLppelons  r  sa 
distanoe  à  l'axe  de  rotation  ;  au  bout  du  temps  i, 
désignons  par  #  et  y  les  coordonnées  rectangulaires 
du  centre  de  gravité  de  6,  rapportées  à  des  axe» 
fixes  menés  arbitrairement  dans  le  plan  horixonUly 
et  par  •  l'angle  que  fait  r  avec  le  prolongement  de  #. 
Les  coordonnées  de  ir  seront,  au  mémo  instant, 
«  ^^  f  cos  I  et  y  -f-  r  sin  I  ;  et  si  l'oii  désigne  par  a 
b  vitassa,  et  par  •  et  C  les  angles  que  fait  sa  direc- 
tion avec  des  parallèles  aux  axes  des  s  et  y,  on 
aura 

dK  ik 

«  cos  •  =  ^-  —  r  sin  6  — , 
it  éi 

dy  dh 

9  COS  C  =r  —  -|-  r  cos  6  — , 
dt  di 


aanmi,  pomr  las  équations  da  ot  Mowa- 


ment, 


(») 


pour  les  deux  composantes  da  cette  vitesse.  Celles 
du  frottement  seront,  en  même  temps, 

AP  AP 
cos  «ilr.    —  —  cos  Cda. 

Or,  la  mouvement  du  centre  de  gravité  G  étant 
le  même  que  si  la  massa  du  mobile  y  était  concen- 
trée, et  que  les  forces  motrices  de  tous  ses  points  y 
fassent  appliquées  parallèlement  à  leurs  directions, 


-;-*=: /cos  «ir. 


(«) 


en  désignant  par  g  la  gravité ,  de  sorte  que — soit  la 

9 
masse ,  et  supposant  le  coefficient  A  constant  dana 

toute  l'étendue  de  h. 

En  même  temps,  le  mobile  tournera  autour  da  la 

verticale  passant  par  le  point  G,  comme  si  cette 

droite  était  fixe,  et  que  les  foroea  qui  agissent  sur  ce 

corps  nefuMcnt  pas  changées.  Le  moment  du  froi- 

teoient  de  dr  sera  égal  à  la  diflérence  des  momeiis 

de  ses  deux  composantes,  et  aura  pour  valeur 


AP  cos  Cda^ 


r  cos,4  + 


AP  cos  mdw 
l 


ufsin  t. 


en  supposant  que  la  rotation  a  lieu  dans  le  sana  ou 
l'angle  I  augmente,  c'est-A-dire,  de  l'axe  de»  s  po- 
sitives vers  celui  des  y  positives.  Cela  étant ,  si  l'on 
désigne  par  •  la  vitesse  angulaire  du  mobile  au 

PA« 
bout  du  temps  I,  et  par— >  son  moment  d'iaartia  par 

9 
rapport  à  l'axa  de  rotation,  on  aura  (vfi  99Z) 

dm         kg 

jk*  — ts: J (oos Cooal  —  oaSAsinI) rdr,  (8) 

dt  b 

pour  l'équation  du  mouvement  autour  de  cet  axe, 

de 

dans  Isquelle  on  fera  «  =  —,  et  l'on  étendra  l'inté- 

di 

grale  ii  la  base  entière  A  du  mobile. 

Dans  ces  équations  (a)  et  (8),  les  variables  #,  y,l, 
ne  sont  pas  séparées  ;  lesmoovemens  da  translation 
et  de  rotation  dépendent  ainsi  l'un  de  l'autre,  et  na 
peuvent  être  déterminés,  en  général,  que  par  ap- 
proximation. Il  y  a  deux  cas  qui  peuvent  se  résou- 
dre aisément,  et  que  nous  allons  considérer. 
463.  Si  la  centre  de  gravité  G  demeura  an  rapaa, 
dif  djf 

on  aura  —  =  Oet  —  =:0;les équations  (1) don- 

di  di 

neront 

de 
cos  •  =: -«  sin  6  ,     cosC=cosl,     v=sr — ; 

di 

et  pour  que  les  équations  (8)  soient  satisfaites  ,  il 
faudra  que  les  intégrales/sin  %  dt  tif  cos  I  da 
soient  nulles;  ce  qui  ne  dépendra  que  du  contour 
de  6 ,  et  aura  lieu,  par  exemple,  toutes  les  fois  qu**!! 
sera  symétrique  autour  du  centre  de  gravité  de 
cette  base.  L'équation  (3)  deviendra 

dt$  kg 

».-  = /nir; 

dt  » 
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d'où  Ton  tire 

ÎÎ!  —  _  *^ 

en  appelant  o  la  eoastanteyrd^'.  Le  mouTeinent  de 
rotation  sera  donc  uniformément  retardé  ;  et  si  Ton 
appelle  fi  la  vitesse  initiale  angulaire,  on  aurai  à 
uo  instant  quelconque. 


qu^OD  tit 


ds*       d^* 


di*  ^ 


di* 


•  =  n  — 


€•  qui  montre  que  ce  mouTcment  se  terminera  au 

hk»(ï 
boot  d^un  temps  eiprimé  par y  pour  lequel  on 

•art  •  =  0,  et  le  corps  sera  en  repos. 

Lorsque  la  Titesse  de  rotation  sera,  au  contraire, 
très  petite  par  rapport  à  celle  du  mouvement  de 

4h 
triMlation,  et  qu'on  négligera  le  carré  de  r  —,  les 

di 
éqiutîons  (1)  donneront 

^  d*f  V       itt 

e>  =  ««  —  2  (  —  sin  t cos  4  j  r  — , 

\dt  di  /      dt 


On  déduira  de  là  et  des  mêmes  équations  (1) 

\        \        \    As             dy         V   rdl 
—  r=— ^ (  —  sine cose  )  —, 

\  ds     \     ,ds  dy         \dyrd^ 

cos  «  =:  *- —  l  —  cos  •  + —  sio  •  I  -r-  -;- , 


cos 


1  dy        \    .ds  dy      .   y^^  f,^ 

C  = +  — r--cosl  +  --sin§W-^ 

u  di      ui\ti  di        /di  di 


L'origine  des  coordonnées  polaires  r  et  6  étant  le 
centre  de  gravité  de  la  base  î,  on  a  d^aiileurs 

fr  sin  ^dr  =  0,     fr  cos  Wr  =  0. 

Cela  étant,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  cos  a  et 
cos  C  dans  les  équations  (2),  et  si  Ton  observe  que 
fdf=^  hy  elles  deviendront 

*•    "^         u   di'       ^'  ulu     ^ 

Pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  la  base  h  sy- 
métrique autour  de  son  centre  de  gravité ,  de  ma- 
nière qn^on  ait 


en  désignant  par  «  la  vitesse  du  point  G,  de  sorte 

fit  cos  6  sîn  e  dff*  =  0 ,     fir*  sin»  ^da  =  /r*  cos*  ^  =  by  ^ 


>  étant  ime  ligne  donnée.  Par  la  substitution  des 
valeurs  de  cos  «  et  coe  C ,  Téquation  (3)  se  réduira 
alorsi 

».*î  =  _^-*  (6) 

on  II     al 

dl 

SB  observant  que  «  =  — . 

di 
Les  intégrales  complètes  des  équations  (4)  sont 

dr  1^ 

—  =  (o  —  hyi)  cos  • ,      —  =  {«  —  *^)  »** 
a  di 


«; 


s  et  t  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  On  en 
déduit 

u  =s  a  —  kgt\ 

et  Ton  voit  que  le  mouvement  du  point  G  sera  uni- 
formément retardé,  et  que  «  et  «  seront  la  vitesse 
initiale  et  Tangle  que  sa  direction  fait  avec  Taie 
des  m.  L'équation  (6)  devient 


dM% 

di* 


kyy> 


de 


kM^a  —  kyl)d<» 
son  intégrale  complète  est  donc 


eu  désignant  par  fi  la  constante  arbitraire,  qui  ex- 
primera la  vitesse  angulaire  initiale.  Les  valeurs  de 

de 

«  et  —  ou  «,  seront  d'autant  plus  approcbées ,  que 

di 
le  produit  de  fi  et  de  la  plus  grande  valeur  de  r  sera 
une  plus  petite  fraction  de  la  vitesse  «;  elles  mon- 
trent que  les  mouvemens  de  translation  et  de  ro- 
tation finiront  ensemble  an  bout  d'un  temps  égal 


hg 

464.  Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  sur  un 
plan  fixe,  en  le  touchant  constamment  par  un  seul 
point  de  sa  surface ,  il  peut  arriver  plusieurs  cas 
qu^il  importe  de  distinguer. 

lo  Le  corps  peut  rouler,  sans  glisser ,  sur  le  plan 
fixe,  de  manière  que  les  deux  courbes  tracées  aorce 
plan  et  sur  la  surface  du  mobile,  qui  sont  les  lieux 
géométriques  de  leurs  points  de  contact  successifs, 
aient  constamment  des  longueurs  égales. 

2p  Le  mobile  peut  tourner  sur  lui-même,  en 
touchant  constammeut  le  plan  fixe ,  en  un  même 
point  de  ce  plan. 

9o  Le  corps  peut  glisser  sans  tourner,  de  sorte 
que  le  point  de  contact  soit  constamment  le  même 
point  de  sa  surface. 

49  Snfin,  U  peut  glisser  et  tourner  à  la  fois  sur 
le  plan  fixe. 

Dans  le  deuxième  et  dans  le  troisième  cas,  le 
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frottement  du  mobile  contre  le  plan  fixe  est  le  même 
que  si  le  contact  avait  nne  ëtendne  quelconque  ;  sa 
grandeur  est  proportionnelle  à  la  pression  qui  a 
lieu  an  point  de  contact,  et  sa  direction  contraire  à 
celle  de  la  vitesse  de  ce  point.  En  le  désignant 
par  H,  et  la  pression  par  P,  on  a  H  =  AP;  le  coeffi- 
cient h  étant  le  même  que  dans  le  n»  468.  Cette  loi 
est  nne  conséquence  de  ce  que  le  frottement  est 
indépendant  de  Tétendue  du  contact  ;  elle  aurait 
besoin ,  toutefois ,  d^étre  vérifiée  par  des  expérien- 
ces directes.  La  force  H  est  ce  qu^on  appelle  un 
frottement  de  la  première  espèce. 

Bans. le  premier  cas,  le  frottement  du  mobile 
contre  le  plan  fixe  se  nomme  un  frottement  de  se- 
conde e#pftc0.L*observiition  fait  voir  que  cette  force 
est  généralement  très  petite,  et  peut  être  négligée. 

Bans  le  dernier  cas,  les  deux  espèces  de  frotte- 
ment ont  lieu  en  même  temps;  on  néglige  celui 
de  la  seconde  espèce  par  rapport  an  frottement  de 
*  la  première  espèce,  qui  est  dirigé,  à  chaque  instant, 
en  sens  contraire  de  la  vitesse  du  point  de  contact , 
et  toujours  proportionnel  h  la  pression  en  ce 
point. 

Ces  résultats  ne  conviennent  pas  an  cas  où  le 
point  de  contact  est  Textrémité  d^une  pointe,  ou 
quand  il  appartient  à  une  arête  vive  ;  ils  auront  en- 
core lieu  lorsque  le  mobile  sera  un  cylindre  qui  tou- 
chera le  plan  fixe  suivant  une  ligne  droite  ;  et, 
toutes  les  fois  que  sa  surface  n^aura  n^y  pointes  ni 
arêtes  vives,  ils  suffiront  pour  former  les  équations 
différentielles  des  roouvemens  de  translation  et  de 
rotation.  LVxemple  suivant  montrera  comment  on 
en  devra  faire  usoge  pour  cet  objet. 

465.  Je  suppose  que  le  mobile  soit  une  sphère 
homogène,  posée  sur  un  plan  fixe  horixontal.  On 
imprime  à  ce  corps  un  mouvement  de  rotation  au- 
tour d'un  diamètre  horixontal,  et  à  son  centre  nne 
vitesse  horiiontale  et  perpendiculaire  à  ce  diamè- 
tre. Il  est  évident  que  le  mobile  tournera  autour  de 
ce  diamètre,  qui  sera  transporté  parallèlement  à 
lui-même  et  au  plan  fixe,  et  que  le  centre  de  fi- 
gure et  de  gravité  décrira  une  droite  horiiontale, 
dans  le  plan  vertical  perpendiculaire  à  Taxe  de  ro- 
tation. Il  s'agit  de  déterminer,  il  un  instant  quel- 
conque, les  vitesses  de  ces  deux  monvemens. 

La  figure  99  représente  une  section  du  mobile , 
perpendiculaire  à  son  axe  de  rotation  et  passant  par 
son  centre  G.  La  droite  AK.B  est  la  section  du  plan 
fixe  ;  la  parallèle  CGD  est  la  droite  que  décrit  le 
point  G,  et  le  contact,  au  bout  du  temps  quelcon- 
que tf  a  lien  au  point  R.  A  cet  instant  soient  s  la 

dx 
distance  CG,  comptée  h  partir  du  point  fixe  C;  —  la 

dt 

vitesse  du  point  G,  •  la  vitesse  angulaire  du  mobile 
autour  de  son  axe  de  rotation,  qui  sera  regardée 
comme  positive  ou  comme  négative,  selon  que  la 
rotation  aura  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  s 
on  en  sens  contraire.  En  appelant,  au  même  in- 
stant, «  la  vitesse  absolue  du  point  K,  et  désignant 


par  o  le  rayon  U  de  la  sphère,  on  aura 

dg 

0   =  —  -f-    C«. 

dt 

Selon  que  cette  quantité  sera  positive  oo  négative, 
le  point  K  s'avancera  vers  B  oo  vers  A;  et  le  frotte- 
ment qui  a  lieu  en  ce  point  K.  en  sens  contraire 
de  e,  sera  dirigé  suivant  KA  on  suivant  KB.  Quand 
on  a  v= 0,1e  corps  roule  sans  gliMer,et  le  frotte- 
ment n'est  plus  ({ne  de  la  seconde  espèce. 
Cela  posé,  désignons  toujours  par  F  le  poids  da 

PA> 
corps,  par  g  la  gravité,  par  —  le  moment  d'inertie 

9 
par  rapport  k  l'axe  de  rotation,  et  par  AP  le  frotte- 
ment au  point  K..  En  supposant,  pour  fixer  lee 
idées,  la  vitesse  e  positive,  et,  conséquemment,  le 
frottement  dirigé  suivant  KA,  les  équations  diffé- 
rentielles des  monvemens  de  translation  et  de  ro- 
tation seront 


d*m 

di» 


^  kg,    A.  -  =  —  fccy;     (a) 
dt 


car  le  centre  G  devra  se  mouvoir  comme  si  la  masse 
P 
—  du  mobile  y  était  réunie,  et  que  le  frotteiaeiit  j 

9 
fût  appliqué  parallèlement  à  sa  direction  ;  et,  en 

même  temps,  le  mobile  devra  tourner  autour  de 

son  axe  de  rotation,  comme  si  cet  axe  était  fixe ,  et 

que  le  point  d'application  du  frottement  et  le  sens 

de  cette  force  ne  fussent  pas  ohangés.  Le  BiobiU 

étant  une  sphère,  on  a  aussi 

2c» 

*'  =  — ' 

les  équations  précédentes  auraient  encore  lieu, 
mais  avec  une  valeur  différente  de  A>  ,  si  ce  corps 
était  un  solide  de  révolution,  ou  un  cylindre  droit 
k  base  circulaire,  tournant,  dans  ces  deux  cas,  au- 
tour de  l'axe  de  figure. 

En  supposant  le  coefficient  h  constant,  et  inté- 
grant les  équations  (a),  on  a 


dx                                               %cgt 
--^a^hgt,      •  =  • —\ 

dt  *• 


W 


a  et  •  étant  les  deux  constantes  arbitraires  qui  re- 

dm 
présenteront  les  valeurs  initiales  des  vitesses  — 

et  «.  On  aura,  en  même  temps, 

«  =  a  -|-  c«  —  A  4-  — ^  hgt. 


Par  hypothèse,  la  constante  a-f*^*  ^^  positive  \  la 
vitesse  v  Test  donc  aussi  pèndont  un  temps  ê,  au 
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bout  duquel  elle  et t  nvXïe^  ci  (jui  a  pour  ^enr 

2  [a  +  ea) 


^^    (g +  €>)*» 


ng 


dtnt  le  cas  de  la  apbére.  Pendant  TuiterTalle  de 

dM 
temps  6,  les  Ta  leurs  précédentes  de  —et  «  subsiste- 

di 

root,  et  les  deui  mooTemens  du  mobile  seront  uni- 

II 
fonnément  retardés.  An  bont  d'on  temps  égal  à — , 

d€ 
la  valeur  de — ser»  nulle  ;  si  donc  ce  temps  est 

di 
BMtndre  que  I,  ce  qni  aura  Itea  ai  Ton  a 

a<— . 

dm  a 

la  Titaïae  —  deviendra  négatif  e  «m  delà  de  f  =>— , 

et  le  centre  de  la  spbère  rétrogradera.  Ceat  ce  qui 
arrive  par  exemple,  lorsqu'on  frappe  une  bille  de 
billard  de  manière  à  la  faire  tourner  rapide- 
Beat  autour  d'un  diaynètre  horiiontal  et  k  liire 
avancer  en  même  tempe  son  centre  avec  une  moin- 
ère  Tiiesae,  en  aorte  que  lea  quantités  a  et  •  soient 
taotea  deux  positivée  et  satisfassent  k  l'inégalité 
ptéeédenie.  Le  frottement  contre  le  tapia  détruit 
bientôt  le  monvement  de  translation;  maia  le  moi^ 
vement  de  rotation  snbsiatAnt  encore ,  le  frotte- 
vent  continue  d'agir  en  sens«Contraire  de  ce  der- 
nier mouvement;  et  c'est  cette  force,  tranaportée 
ap  centre  de  gravité,  qni  le  ramène  vers  son  point 
de  départ. 

Si,  k  Torigine  du  mouvement,  la  spbère  ne  tourne 
pas,  de  sorte  qu'on  ait  «=0,  on,  plna  généralement, 


si  Ton  a 


la  vitesse —  ne  deviendra  pas  nulle  avant  la  vi- 
di 

tesse  e,  et  le  centre  G  ne  rétrogradera  pas.  Mais 
dans  tous  les  cas,  au  bout  du  temps  t,  le  point  d'ap- 
pui K.  du  mobile  n'ayant  plus  de  vitesse,  le  frotte- 
ment ikPdela  première  espèce  disparaîtra;  la  sphère 
continuera  de  rouler  sans  glisser;  et  il  se  produire 
on  frottement  qni  ne  aéra  plus  que  do  k  leoovde 

dg 

espèce.  Les  vitesses—  et  «  deviendront  oonslant^i 

dr 

on  ne  décroîtront  plus  que  très  lentement  ;  leurs 

valeurs  seront  celles  des  formules  (i),  qui  répondent 

b  <  =  6,  savoir  : 


d» 
dt 


5«  —  2e« 


2em  —  6a 

7c       ' 


Ainsi,  l'elTet  général  du  frottement  ordinaire  im 
de  la  première  espèce,  est  de  réduire  au  repos  les 
corps  qui  glissent  sana  tourner,  et  de  réduire  seu- 
lement à  runiforroité  et  à  l'égalité,  en  sens  oppo- 
sés, lea  deux  mouvemens  des  corps  qni  glissent  et 
roulent  en  même  temps.  Dans  un  vide  parfait,  le 
roulement  da  mobile  qui  résulte  de  ces  deux  mou- 
vemens, Sttbsiaterait  indéfiniment,  et  le  frottement 
delà  seconde  espèce  maintiendrait  la  vitesse  «  nnUCi 

dg 

et  le»  deux  vitesses — et  «.  égales  et  contraires. 

dt 

Hais  la  résistance  de  l'air  trouble  cette  égalité  ;  le 

frottement  de  la  première  espèce  reparaît ,  et  le 

concours  de  ces  deux  foroea  finit  par  réduire  le 

mobile  à  l'état  de  repos. 


BH 


■e 


CHAPITRE  VIL 


DU  CHOC  DBS  CORPS  DE  FORME  QUELCONQUE. 


4M.  U  potition  et  TéUt  d^un  corps  solide  en 
mouTement  sont  complètemeiit  déterminés  k  on 
înstsnt  donné,  lorsque  Ton  connaît,  k  cet  instant, 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  les  com- 
posantes de  la  vitesse  de  ce  point,  les  directions 
des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  en  ce  même 
point,  et  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  autour  de  ces  trois  axes.  Si  ce  corps  est 
rencontré  par  un  autre  mobile,  pour  lequel  toutes 
ces  choses  soient  également  connues,  les  compo- 
santes de  leurs  vitesses  de  translation  et  de  rotation 
seront  changées  par  le  choc,  mais  non  pas  les  posi- 
tions de  leurs  centres  de  gravité,  ni  les  directions 
de  leurs  axes  principaux  ;  car,  quoique  le  choc  ne 
•oit  pas  instantané ,  cependant  la  durée  de  ce  phé- 
Donème  est  toujours  asseifpetite  pour  qu^on  puisse 
faire  abstraction  du  déplacement  des  différons 
points  des  deux  mobiles,  pendant  qu'il  s'accomplit, 
et,  par  conséquent,  pour  qu'on  puisse  considérer 
comme  sensiblement  immobiles  leurs  centres  de 
gravité  et  les  points  des  deux  mobiles  qui  appar- 
tiennent il  leurs  axes  principaux.  Le  problème  du 
ehoc  des  corps  aura  donc  pour  objet  de  déterminer 
en  grandeur  et  en  direction,  leurs  vitesses  de  trans- 
lation et  de  rotation  après  le  choc,  au  moyen  de 
ces  mêmes  quantités  avant  le  choc,  et  d'après  la 
forme  et  la  situation  relatives  des  mobiles. 

Nous  allons  donner  la  solution  générale  de  ce 
problème,  dans  les  deux  cas  extrêmes  où  les  mobi- 
les sont  mous  et  dénués  d'élasticité,  et  où  ces 
corps  sont  au  contraire  porfoitement  élastiques. 

4B7.  Supposons  d'abord  que  les  mobiles  soient  au 
nombre  de  deux,  quMs  se  touchent  pur  un  seul 
point,  et  qu'ils  soient  entièrement  libres.  Soient  H 
et  M' leurs  masses,  G  et  G'  (fig.  100)  leurs  centres 
de  gravité,  K.  leur  point  de  contact,  HX.H'  la  nor- 
male il  leurs  surfaces  en  ce  point.  Soient  aussi  Gs, 
Gy,Gs,  les  axes  principaux  de  H,  et  G's',  Gy,  G's', 
ceux  de  M'. 

Immédiatement  avant  le  choc,  désignons  par  v, 
V,  Wf  les  composantes  de  la  vitesse  de  G  suivant  les 
axes  Gs,  Gy,  Gs j  appelons  en  même  temps  m  la  vi- 
tesse angulaire  de  H  autour  de  l'axe  instantané  de 
rotation,  passant  par  le  point  G,  et  ji,^ ,  r,  les  trois 
composantes  de  cette  vitesse,  autour  des  mêmes 

p     q     r 
axes  Gjt,  Gy,  Gs;  en  sorte  que  — ,  — ,  — ,  soient  les 

m     m     m 

cosinus  des  angles  que  Taxe-instantané  fuit  avec 


ces  trois  droites  (n»  407),  et  qu'on  ait 

••  =  l>*  +  î"  +  »••• 
Cela  étant,  si  jr,  y,  «,  sont  les  trois  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  H,  rapportées  aux  axes 
Gs,  Gy,  Gjs,  les  composantes  de  sa  vitesse,  paral- 
lèles k  ces  axes  et  provenant  de  la  rotation  du  mo- 
bile (n*  418),  seront  qM  —  ry,  rx  — /"ify— 9^  P*r 
conséquent,  on  aura  celles  de  sa  vite»e  absolue , 
en  y  ajoutant  les  composantes  u,  e^w,  de  U  vitesse 
du  point  G;  ce  qui  donne 

Je  désigne  psrsc^,  v„  w„pi,  q,,  r^  ce  que  devien- 
nent si,  e,  ip,|i,  y,  r,  immédiatement  après  la  choc. 
En  observant  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  s,  y,  js,  ne  change  pas  sensiblement  de  posi* 
tion  pendant  le  oboe,  les  trois  composantes  préoé- 
dentes  deviendront 

«i  +  9<«— ^y*  ^i  +  ^i^-Pi'}  «^i+FiSf  — 9/*i 

et  comme  les  axes  Gjr,  Gy,  G j,  auxquels  elles  sont 
parallèles,  sont  aussi  supposés  immobiles  .pendant 
le  choc,  on  aura  les  vitesses  perdues  par  ce  point 
suivant  ces  axes,  en  retranchant  ces  dernières 
quantités  des  précédentes.  Si  donc  on  désigne  par 
dm  l'élément  de  la  masse  M  qui  répond  aux  coor- 
données 4P,  y,  M,  nous  aurons 

[i,  —  e,  +  (r  —  ft)»  —  (p  —  P>]A». 
[w  —  w,+  (p  —  |,,)y  —  (^  —  }>]*•• 

pour  les  composantes  parallèles  à  Gs,  Gy,  Gs,  de 
la  quantité  de  mouvement  perdue  par  lias,  pendant 
la  durée  du  choc. 

En  vertu  du  principe  général  de  la  Dynamique 
(n»  363),  les  quantités  de  mouvement  ainsi  perdues 
par  M  et  H'  devront  se  faire  éi]uilil)re  ;  et,  d^apr^s 
ce  qu'on  a  vu  dans  le  nc205,  on  formera  les  équa- 
tions d'équilibre  de  ces  deux  corps  solides,  ap- 
puyés l'un  contre  l'autre,  en  considérant  chacua 
d'eux  isolément,  après  avoir  joint  aux  forces  rela- 
tives à  H,  une  force  inconnue  N,  dirigée  suivant 
KH,  et  aux  forces  oppliquérs  k  H',  la  même  force 
N  agissant  au  point  K  suivant  KH'. 

Ces  forces  N,  dirigées  suivant  KH  et  KH',  serosit 
les  quantités  de  mouvement  imprimées  par  le  cli<»c 
aux  niasses  H  et  H'; et, avant  d'écrire  les  équations 
d'équilibre ,  on  peut  remarquer  que  les  effeta  du 
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oboe,  qa^èllef  temiont  à  déterminer ,  seront  les 
némes,  pour  la  masse  H,  par  eiemple,  que  si  Ton 
•{ipliqeait  à  une  partie  arbitraire  /u  de  cette  masse, 
ayant  son  centre  de  graTÎtésur  la  droite  KH,  une  Ti- 
laiie  k  parallèle  &  KH,  et  telle  que  Ton  eût  /4A=N; 
oir  il  est  éTident  que  la  résultante  des  quantités 
de  mouToment  de  fi,  serait  N ,  en  grandeur  et  en 
lUreotion  :  la  percussion  exeroée  sur  H ,  sutTant 
II,  éqniTaut  donc  toujours,  comme  nous  TaTons 
dit  dans  le  n»  485,  k  des  vitesses  égales,  impri- 


mées ,  parallèlement  à  cette  normale  Ui ,  à  toua 
les  points  d*nne  ptrtie  de  H ,  qui  a  son  centre  de 
gravité  sur  cette  droite. 

468.  Cela  posé,  désignons  par  a ,  6 ,  e,  les  trois 
coordonnées  de  K,  rapportées  aux  axes  Gs,  Gy,  Gs, 
et  par  «,  C,  y^  les  angles  que  la  droite  KH  fait  avec 
des  parallèles  à  ces  axes ,  menées  par  le  point  K  ; 
les  six  équations  d^équilibre  des  quantités  de 
mouvement  perdues  par  tous  les  points  de  H ,  se- 
ront 


lt.cos  a 
N  cos  C 
m  cos  y 

N  (a 

-/[- 

N  (c 

+  /[« 

-/[« 

N  (6 
+  /[*- 


+  /[« 
+  /[• 
+  /[« 


-  r,  +  (r 


9,)  » 

Pi)  y 


(»•  —  »'i)  y]  *» 
(p  —  P/)  «]  *» 
(î  —  ft)  *]  «*« 


0, 
0, 


cos  C  — 

-•,  + 

cos  »  — 

-",  + 

cos  y  — 
—  «i  + 


h  cos  a) 
(r  —  rj  «•  . 

(î  —  «i)  « 

-  n  cos  y) 
(^  —  ?<)  « 

(p  —  Pi)  y 

>  c  cos  C) 

(p  —  p<)  y 

(r  -  O  * 


(p  —  p!)  «]  *<*» 

fr  —  rj  y]  ydm  =  0, 

C»"  -  •'i)  y]  '»<'"• 

ta  —  9i)  *]  'dm  ==  0  , 

•  (î  —  îi)  *]  y**"» 

(p  —  Pi)  «]  «*»  =  0; 


Itt  intégrales  s'étendant  i  la  masse  entière  H.  t 

A  came  que  le  point  6  est  le  centre  de  gravité  | 


de  M,  et  que  Qx,  Gy^Gs^  sont  ses  axes  principaux, 
on  a 


fsdm    =  0 ,      fydm    =  0 ,      Jzdm    =  0 , 
fy^dm  =  0,      fuedm  =  0,      fsydm  =  0. 

Bésignons,  de  plus,  par  A,  B,  C,  les  memens  d^inertie  de  M  par  rapport  à  ces  mêmes  axes  de  sorte 
<|Q*oo  ait 

A=/(y+  «•)  dm,      B=/(s.+  x*)dm,      C  =/(»•+ y  )  Ai. 


Kb  observant  que/dm  =:H,  les  six  équations  d'équi- 
libre se  réduiront  à 


S  ces  A  -).  M  («  —  iij)  =  0 , 
B  cos  C  -f-  H  (v  ^  v^)  =  0 , 
B  cos  >  -4-  II  (w  —  wj  =  0, 
B  (n  eos  C  —  6  cos  •)  -f-  C  (r  —  rj 
B  (0  cot  «  —  a  cos  y)  -f-  B  (q.  —  çj 
B  (ft  cos  ^  —  e  cos  C)  +  A  (p  —  p,) 


0, 
0, 
0, 


W 


tités  de  mouvement  perdues  par  H'  seront 


N  GOS«'-f  H'(«i'  — ii/}  =  0, 
N  cosC'+M'(e'-.r/)  =  0, 
Il  cos  y'  +  M!  (»'—»/)  =  0 , 
K  (o'  cos  C  -^  V  cos  •')  +Cf{f' 
R  (a'  cos  •'  —  a'  cos^)  +  B'  (9' 
N  (ft^cos  y'  ^  c'  cos  C)  +  A'^ 


-.r'1  =  0.     (^) 


9!) 

P/) 


0. 
0, 
0. 


Pir  rapport  à  H'  et  i  ses  axes  principaux  GV , 
^y  )  G's' ,  je  désignerai  les  quantités  qui  entrent 
èaas  ces  équations  par  les  mêmes  lettres,  avec  un 
liait snpérienr;  en  sorte  que,  psr  exemple,  •',  C,  y, 
Kront  les  angles  que  fait  la  droite  KH'  avec  des 
parallèles  à  ces  axes,  menées  par  le  point  K.,  et 
90e  a' ,  |i^ ,  o' ,  seront  les  coordonnées  de  ce  point, 
vi^potlées  II  ces  mêmes  axes.  En  observant  que  la 
(rondeui  de  B  doit  être  la  même  peut  les  deux 
corps  M  ei  M',  les  équations  d'équilibre  des  quan- 


Outre  les  douse  inconnues  u„  «„  w^,  «/,  o/,  w/, 

Pif9n^n  p/)  9/)  ^li  V^^  contiennent  ces  douse 
équations  (1)  et  (2) ,  elles  renferment  encore  IHn- 
connue  N  ;  elles  seront  donc  en  nombre  insnffisant 
pour  déterminer  ces  treixe  inconnues  ;  ei  il  y  fau- 
dra joindre  une  troisième  équation ,  que  Ton  ob- 
tiendra par  la  considération  suivante,  dons  le  cas 
des  corps  dénués  d'élasticité. 

469.  La  solution  du  problème  serait,  en  effet , 
indéterminéot  si  Ton  considérait  les  deux  mobiles 
comme  absolument  dvrs ,  et  qu'on  fit  obstraotion 


t9t 


TtAITft  Bl  «10411191». 


d«  la  compTMtioB  ^ii^ili  épMmvMil  pendant  la  dn* 
rée  dn  dboo.  Hais  en  ayant  égard  k  cette  conprei- 
sion,  quelque  petite  qu^on  la  rappoie ,  on  conçoit 
qu'elle  est  dœ  à  ce  que  les  points  des  deui  mo- 
biles, par  lesquels  ils  tiennent  se  toucher»  n*ont 
pas  la  même  vitesse  suif  ant  la  normale  commune 
à  leurs  surfaces.  A  raison  de  la  différence  des  vi- 
tesses normales  de  ces  deux  points,  les  deux  corps 
s'appuient  et  se  compriment  graduellement  Tun 
contre  rentre,-  en  même  temps,  cette  différence 
diminue  par  degrés  infiniment  petits,  jusqu'à  ce 
qu'elle  ait  entièrement  disparu  ;  et  quand  les  deux 
mobiles  sont  dénués  d'élasticité,  le  phénomène  du 
ohoo  est  achevé  i  l'instant  où  cette  différence  est 
derenue  nulle ,  et  ces  deux  corps  conservent  la 
forme  qu'ils  ont  prise  k  cet  instant  de  leur  plus 
grande  compression.  Ccst  cette  égalité  des  vitesses 
normales  des  deux  points  de  contact ,  &  la  fin  du 
ohoo,  qui  fournit  la  treisiéme  équation  deman- 
dée, et  qui  fait  disparaître  i'indéterminstion  du 
problème. 

Sn  tant  que  le  point  IL  appartient  au  corps  H , 
ses  coordonnées,  rapportées  aux  tses  G«,  6y,  G«, 


sont  n,  è,  0  ;  en  les  eubetitoantà  fes  phoedn  «,f,  s> 
dans  les  formules  du  n»  407,  on  a,  immédiatement 
après lechoo,«,•H,e—r^Uj-|-r,•--P|0,  w^^^ffi 
— 9iff,  pour  les  composantes  de  sa  vitesse  pasallè- 
les  è  ces  trois  axes;  et  comme  •,  C,  y,  sont  les  an- 
gles que  la  droite  U  fait  avec  les  direction*  de  ees 
oomposantes,  on  en  oonclnt 

(u^+j.c  — r^)  co8»+  (u,  +  r/i  — />,e}eosC 

pour  la  vitesse  finale  de  ee  point  suivant  cette 
droite.  Si  l'on  considère  le  même  point  K.  comme 
faisant  paKie  du  corps  H\  sa  vitesse  après  le  efaoc, 
suivant  la  direction  K.H',  sera 

(«;+,,V-r;4')oo.  •'+  (./  +  r/rf-ft"*)  ««•«' 

+  (««'/+?,'»-5»«»y- 

Or,  pour  que,  dans  les  deux  cas,  la  vitesse  nor- 
msle  du  point  K.  soit  la  même,  et  dirigée  dans  le 
même  sens,  il  faudra  que  ces  deux  dernières  quan« 
tités  soient  égales  et  de  signe  contraire ,  ou  que 
leur  somme  soit  nulle  ;  par  conséquent,  on  auim 


(«I  +  9 fi 
+  (•1  +  ^fl 


r,h)  CCS  •  +  (u/  +  gy 
pfi)  cos  c  -1-  (•/  +  r/o» 
qfl)  cos  y  +  (w/  +  ^b'  . 


r/ô»)  cos  •' 
p|V)  cos  c 
qla!)  cos  y' 


w 


=  0. 


Les  équations  (1),  (t),  (8),  du  premier  degré,  par 
rapport  aux  inconnues  If ,  «1 ,  e^ ,  etc. ,  donneront  « 
dans  chaque  cas  particuler ,  des  valeurs  entière- 
ment déterminées  pour  ces  quantités  qui  feront 
connaître  Tétat  des  deux  mobiles  après  le  choc,  et 
les  quantités  de  mouvement,  égsles  et  contraires, 
que  la  percussion  leur  sura  imprimées  suivant  la 
normale  commune  à  leurs  surfaces 

470.  Haintenant,  si  les  deux  corps  sont  élasti- 
ques,  il  faudra  distinguer  trois  époques  successives 
dans  le  phénomène  du  choc  :  la  première  répondra  i 
l'instant  où  les  deux  mobiles  commencent  à  se  tou- 
cher par  on  point  K.  de  leurs  surfaces;  la  deuxième 
sera  celle  de  leur  plus  grande  compression,  où  les 
vitesses  normales  du  point  K  seront  égales  et  dans 
le  même  sens  pour  ces  deux  corps  ;  la  troisième  sera 
la  fin  du  choc ,  où  les  deux  mobiles^  se  sépareront 
l'un  de  Tautre,  après  avoir  reprb  exactement  leun 
formes  primitives,  s'ils  sont  supposés  parfaitement 
élastiques. 

Depuis  la  première  jusqu'à  la  seoonde  époque,  le 
phénomène  est  le  mémo  que  si  les  deux  mobiles 
éUient  dénués  d'élasticité.  Ainsi,  l'on  déterminera, 
au  moyen  des  équations  précédentes,  les  doute  nom* 
posantes  SI,,  o„  etc. ,  des  vitesses  de  translation  et 
de  rotation  des  mobiles  à  l'instant  de  leur  plus 
grande  compression,  et  la  quantité  de  mouvement 
H  que  chacun  des  deux  corps  aura  reçue,  suivant 
KH  pour  M,  et  suivant  U'  pour  H'.  Depuis  la 
deuxième  époque  jusqu'à  la  troisième ,  ces  deux 


vront,  suivant  ces  directions,  une  nouvette  quan- 
tité de  mouvement^  qui  sera  encore  égale  à  N^ 
dans  le  cas  d'une  parfaite  élasticité»  Par  consé- 
quent ,  cette  seconde  partie  du  phénomène  devra 
être  considérée  comme  une  seconde  percussion, 
identique  avec  la  première,  mais  exercée  sur  des 
corps  animés  des  vitesses  de  translation  et  de  rota- 
tion qui  ont  lieu  à  la  fin  de  la  première  partie. 

D'après  ce  principe,  conforme  à  ce  qui  a  déjà  été 
expliqué  dans  le  n»  360 ,  si  l'on  appelle  à  la  troi- 
sième époque,  U,  Y,  W,  les  composantes  de  la  v^ 
tesse  du  point  G,  suit  ant  les  axes  G«^  Gy ,  Ga  ^  et 
?,  Q,  R,  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de 
H  autour  des  mêmes  axes,  on  aura,  pour  détenm- 
ner  ces  six  inconnues,  .les  six  équations 

H  C0S4  + V(«*i'-"^)  =  0, 

N  cosC  +  H(o,~Y}csO, 

R  cosy-|-H(w,— W)=0, 

W  (acosC~ècos«)  +  C(r^^R)  =  0, 

N  (c  cos  •  —  ocos 7»)  +  B  (g,  —  Q)  =r  O  , 

N  (à  cos  >»  —  o  cos  C)  +  A  (p,  —  P)  =s  O  , 

qui  se  déduisent  des  équations  (1) ,  en  y  mettant 
^^  V,W,  P,  Q,  R,  à  la  place  de  n,,  f^. ,  w, , |*o  ^„  r,, 
et  oes  dernières  quantités  au  lieu  de  11,  e,  w^  |s,  q^  r, 
et  en  conservant  la  quantité  R. 

Pour  faire  disparaître  les  inconnues  intermédiai- 
res «,,  Uj,  V/,  Pn  9i«  ^t  J*>jott^  chacune  de 


ueuxieme  époque  jusqua  la  iroisieme,  ces  oenx      res  «,,  Vj,  V/i  P/i  9n  r^t  J  ajoiMe  cnacuno  ae  œs 
cèrps,  en  revenant  à  leurs  tstUitê  primitivesi  rece-  i  six  équations  à  l'équation  (1)  qui  lui  correspeiul  î 
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cof  •+■(«  — U)=0, 
2Rco8C+M(o— V)  =  0, 
an  CM  >  +  H  (ip— W)  =0 , 
an  (acos  C  —  ft  coi  •)  +  C  (r  — R) 
SR  (e  cos  •  —  a  COI  y)  4-  B  (g  —  Q) 
aW  (ft  coi  >  —  •  co«  C)  +  A  (j»  —  P) 


0, 
0, 
0. 


W 


Ces  éqoatioDi  (4)  sont  celles  de  Téquilibre  des 
quantités  de  mouvement  perdues  par  M  pendant 
k  durée  totale  du  choc,  jointes  à  la  quantité  de 
nouTement  2N  imprimée  à  cette  masse,  suirant  la 
direction  KH,  pendant  cette  même  percussion.  On 
y  mettra  pour  R  la  valeur  de  cette  inconnue,  qu'on 
tirera  de  Téquation  (3),  après  y  avoir  substitué  les 
faleura  des  incojnnues  u„  9^,  etc.,  «/,  v/,  etc.,  don* 
nées  par  les  équations  (l)  et  (2).  Nous  nous  diapen- 
leron»  d'écrire  ici  Texpression  générale  de  cette 
quantité  H,  qui  serait  très  compliquée,  et  dont  on 
oalculera,  sans  difficulté,  la  valeur  numérique, 
dans  chaque  cas  particulier.  Si  les  deui  mobiles 
a'élaient  pas  supposés  parfaitement  élastiques ,  Il 
serait  moindre  dans  la  seconde  partie  du  choc  que 
dans  la  première  ;  il  faudrait  ^ndre  alors  pour  sa 
valeur,  dans  la  seconde  partie,  une  fraction  fût  sa 
valeur,  déduite  des  équations  (t),  (S),  (3),  et  met- 
Ire  (1 4*/)  N  à  la  place  de  2N  dans  les  équations  (4). 
Cette  fraction  f  dépendrait  du  degré  d'élasticité 
des  deux  mobiles,  et  ne  pourrait  se  déterminer  que 
par  dea  expériences  faites  sur  des  corps  de  la  mente 
matière,  dans  le  cas  le  plus  simple,  par  rapport  à 
leur  fonoe  et  à  leur  mouvement  primitif.  Rous 
nous  bornerons  k  considérer  le  cas  de  l'élasticité 
farlaîte,  en  observant,  toutefois,  que  la  remarque 
qui  tenatse  le  np  407  a  également  lieu ,  quel  que 
ioît  le  degré  de  l'élasticité. 


m 


Quant  au  corps  V,  si  l'on  désigne,  à  la  fin  du  choo, 
par  U',  y,  W^  les  composantes  de  la  vitesse  de  G' 
suivant  les  axes  G'»',  G'y';  G'a',  et  par  P',  Q',  R', 
les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de  M'  au- 
tour de  ces  axes ,  on  aura  pour  déterminer  ces 
six  inconnues  des  équations  semblables  aux  équa- 
tions (4),  savoir  : 

2N  co8«'  +  H'(«  —  ÏJ')  =  0, 

2IÏ  cosC  +  M'(e'— V')  =  0, 

2N  cos  y'  +  M'  (u/— W)  =  0  , 

2N  («'cosC  — ft' cos •')+€' (r'—R'jssO, 

an  (c'cos»'— o'cosyO  +  B'Cç'  — Q0=O, 

211  (ycos>'  — û'oosC)  +  A'(p'-.PO=0. 

Telle  est  donc  la  solution  complète  et  générale 
du  problème  du  choc,  dans  le  cas  de  deux  corp« 
entièrement  libres,  dénués  de  toute  élasticité,  ou 
parfaitement  élastiques.  On  Tétendra,  sans  diffi- 
culté, au  choc  simultané  de  trois  ou  d*un  plus  grand 
nombre  de  mobiles;  nous  en  donnerons  plus  bas  un 

exemple. 

471.  On  peut  conclure  des  équations  précédentes 
que  le  choo  des  corps  H  et  W  n'altère  nullement 
les  vitesses  de  leurs  centres  de  gravité  G  et  G',  pa- 
rallèlement au  plan  tangent  commun  en  K.  à  leurs 
deux  surfaces. 

En  effet,  par  te  point  G  menons  une  droite  pa- 
rallèle à  ce  plan,  qui  fasse  des  angles  a,  /«,  r,  avec 
les  axes  Gs,  Gy,  G  s;  cette  droite  étant  perpendi- 
culaire k  la  parallèle  à  K.H,  menée  par  le  même 
point  G,  on  aura 

cos  •  cos  A  4-  cos  C  cos  i»  -^^  coty  co»  t  z=i  0  i 

Et  d'après,  cela,  si  Ton  ajoute  les  trois  premières 
équations  (1)  ou  (4),  après  les  avoir  multipliées  par 
cos  X,  cos  /u,  cos  r,  il  OU  résultera 


n  cos  X  +  e  cos  M  +  tv  cos  »  t=  M,  cos  X  -|-  V,  cos  fA  +  Wi  cos  r 

r=  U  cos  X  +  V  cos  /*  +  W  ces  »; 


ce  qui  moutré  que  la  vitesse  de  G,  suivant  une  di- 
rection quelconque,  parallèle  au  pbn  tangent  en  K, 
sera  la  même  avant  et  après  le  choc  des  corps  mous 
ou  âastiques.  H  suffira  donc ,  pour  connaître ,  en 
grandeur  et  en  direction,  la  vitesse  finale  de  G,  de 
déterminer,  dans  chaque  cas,  la  vitesse  de  ce  point 
après  lo  choc,  parallèlement  à  la  normale  KH,  et 
delà  composer  avec  la  vitesse  de  G  parallèle  au 


plan  tangent  en  K,  qui  avait  lieu  auparavant,  et 
qui  n'aura  pas  changé  pendant  la  percussion.  La 
même  chose  aura  lieu  relativement  au  centre  de 
gravité  G'  de  H'. 

En  ajouUnt  les  trois  dernières  équations  (1) 
ou  (4),  après  les  avoir  multipliées  par  cos  >,  cosC, 
cos  •,  il  vient 


Cr  cos  >  +  B^  cos  C  +  Ap  cos  •  =  Cr,  cos  y  +  Bç,  cos  C  -f  Af ,  cos  « 

^CRcos^'  +  BQeosC-l-APcoa*. 


Or,  ces  trois  quantités  égales  sont  les  momens  par 
n^port  à  l'axe  KH  (n»  400),  des  quantités  de  mou- 
vemoDi  dont  sont  animés  tous  les  points  de  H, 
•waal  le  choc,  k  l'instant  de  la  plus  grande  com- 
pression, à  la  fin  du  choc  ;  d'où  il  résulte  que  la 
perevaaionne  change  rien  k  la  grandeur  de  ce  mo- 
iMttt,  pour  le  mobile  M,  et,  de  même,  pour  le  mo- 
Irila  Wj  naous  ou  élastiques. 


478^  Appliquons  maintenant  àdifférens  exemples 
les  équations  générales  que  nous  avons  obte- 


nues. 


Supposons  d'abord  que  la  normale  K.H  au  point 
de  contact  des  deux  mobiles,  passe  par  le  centre 
de  gravité  G  de  H,  de  manière  qu'elle  soit  la 
droite  tGH  (ftg.  101).  D'après  la  signifieaUon  des 
lettres  •,  C,  >,  a,  è,  c,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 
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tl«iit  ce  oai, 

a  eos  C  =:  6  cos  •  , 
e  cos  •  =  a  cos  y , 
i  cos  y  =  e  cos  C; 

«lors  les  trois  dernières  équations  (1)  et  (4)  donne- 
ront 

ce  qui  signifie  que  la  direction  de  Taxe  instantané 
de  M  et  la  Titesse  de  rotation  seront  les  mêmes  im- 
médiatement avant  et  après  le  choc.  Donc,  toutes 
les  fois  que  la  normale  au  point  de  contact  passe 
par  le  centre  de  gravité  de  l'un  des  deux  mobiles 
mous  ou  élastiques,  le  choc  ne  change  rien  au 


mouvement  de  rotation  de  celui-ci,  et  n*iiiflae  qa« 
sur  son  mouvement  de  translation. 

St  la  même  normale  passe  aussi  par  le  centre 
de  gravité  G'  de  M',  de  sorte  qu^on  ait  également 

a'  cos  C  =  V  cos  «', 
e'  cos  «'  =  a'  eos  y\ 

y  cos  y'  =  C*   cos  C, 

les  vitesses  de  rotation  disparaîtront  de  Péqua- 
tion  (3),  qui  se  réduira  & 

«1  cos  «  -|-  0,  CM  C  -|-  «f j  cos  >  -|-  •/  coi  *' 
+  •/  cos  C  -|-  u;/  oos  >'  =  0  ; 

mais  les  trois  premières  équations  (1)  et  (9)  don- 
nent 


N  =  M  [(«,  —  II)  cos  •  +  (e,  —  e  )  cos  C  +  (»,  —  »)  cos  >] ,  \ 

Il  =  H'[(ii/—  n»)  oos  •'+  K—  f^)  cos  C'+  (»/—  ip')  cos  >'J;  )     ^  ^ 


et  on  divisant  ces  équations  par  H  et  M' et  les  ajou- 
tant ensuite  à  la  précédente,  il  en  résulte 

H       N 

-.^  —  +  *  cos  «L'^fiCM^'\'W  COS  y  -l-ll'  COS  •' 

H      H' 

+  e'cos  C+  tt/'cos  yfss.  0. 

Or,  si  GL  et  G'L'  sont  les  directions  de  G  et  G'  avant 
le  choc  et  t  et  f  leurs  vitesses  initiales,  on  aura 

6  cos  HGL   =  H  cos  «  -)~  *  c**'  C  -|-  u;  cos  y  , 
•'  cos  H'G'L'  =  v'  cos  « -f-  e*  oos  C^  +  u/  cos  >', 

d'après  ce  que  les  lettres  «,  v,  u/,  «,  C,  y,  n*,  e*,  ur(, 
•',  C,  y\  représentent.  On  aura  donc 

HH' (6  cos  HGL  +  •' cos  H'G'in 

H  +  H' 

pour  la  valeur  de  If,  qui  devra  être  essentiellement 
positive  :  loraqu'elle  sera  négative,  on  en  conclura 
qu^il  n'y  a  pas  de  choc  entre  les  deux  mobiles  H 
et  M'. 

De  même,  si  G/  et  G'f  sont  les  directions  de  G 
et  G'  i  r instant  de  la  plus  grande  compreuion  des 
deux  mobiles,  etB|  et  V^  leura vitesses  au. même 
i  nstant,  on  aura  aussi 


et  de  ces  diverses  équations,  on  conclut 

Ht  cofl  HGL  —  H'I'  oos  B'G'L' 


t,  cosHG/    = 


•/  cos  H'G'f  == 


H  +  H' 
M't'  en»  H'G^f  ~  Mt  cos  HGL 
""il       li  +  Vf  ' 


(7) 


•i  cos  HG/  ==  «1  oos  «  4-  «i  cos  C  -|-  ti;,  cos  y  , 
•/  cosH'GT  =  y/  cos  •'  +  v}  cos  C  -|-  w/  cos  y\ 

(M  —  W)  i  cos  HGL  —  2M't'  cos  H*G'l' 

H"+lf 

_  (ir  —  W)  r  cos  H'G'U  —  aM«  cos  hgl 


pour  les  composantes  des  vitesses  de  G  et  G'  aai- 
vaut  GH  et  G'H',  à  Tinstant  que  nous  considérooe. 
Elles  sont,  comme  on  voit,  égales  et  contraires; 
d'où  il  suit  qu'il  l'instant  de  la  plus  grande  com- 
pression, les  centres  de  gravité  des  deux  mobiles 
ont  la  même  vitesse,  en  grandeur  et  en  direction, 
suivant  la  normale  au  point  de  contact  K.  Dans  le 
cas  des  corps  mous,  cette  vitesse  normale  sera  celle 
qui  aura  lieu  après  le  choc.  Lorsque  lea  deux  mo- 
biles seront  parfaitement  élastiques,  on  aura 

ê,  cos  HG/  =U  cos  •  +  y  cos  C  -I-  W  cos  >  , 
•/  cos  VG7f  =  U'  cos  •'  +  y  cos  C  +  W  cos  y\ 

en  supposant  que  les  vitesses  I,  et  1/  et  les  direc- 
tions G/  et  G'f  se  rapportent  à  la  fin  du  choc.  Donc, 
en  vertu  des  trois  premières  équations  (4)  et  (6), 
et  de  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  R,  nous 
aurons 


%.  cos  HG/    = 


w 


•/  cos  H'G'f  = 

pour  les  composantes  des  vitesses  finales  de  G  et  G' 
suivant  les  directions  GH  et  G'H'. 

473.  Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  points  Gr' 
et  G'  se  meuvent,  avant  le  choc,  sur  la  normale 
H&H',  leurs  vitesses  perpendiculaires  i  cette  droite 
seront  nulles,  et  elles  le  seront  encore  après  le 
choc  ;  en  sorte  que  l'on  aura 

cof  HGL     =  ±  1 ,      cos  HG/  r=  ±  1 , 
cos  fH&V  3=  ±  1  ,      cos  HG/fs:  ±  1  , 


selon  le  sens  de  leurs  directions,  en  considérant, 
dans  tous  les  cas,  les  vitesses  §,  B',  B,,  ê/,  comme 
des  quantités  positites. 

Si  G  et  G'  vont  dans  le  même  sens  avant  le  choc, 
par  exemple,  de  H'  vers  H,  l'angle  HGL  fera  léro, 
et  l'angle  H'G'L'  égale  i  deux  droits^  en  vertu  des 
équations  (7),  on  aura  donc 

cos  HG/=l,cos  H'G'/'=- 1, 1,  =  •;=ïi±£!l. 
I  H  "T* 
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Si,  au  contraire,  G  et  G'  vont  au  devant  Tnn  de 
Tantre  avant  le  choc,  de  manière  que  le  point  G  le 
meuve  do  H  vers  H',  et  le  point  G'  de  H'  vers  H,  on 


1 


anra  coi  HGL  =  cos  fl'G'L'  s=  —  1,  et  les  équa- 
tions (7)  donneront 


coa  HG/  =  q:  1  ,      cos  H'G'/  =  ±  1 ,      ê^  =  0/  =  ± 


Hê  -.  M'ft' 


les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  ayant  lieu  selon 
que  la  différence  Mê-*  H'ê'  sera  positive  ou  néga- 
tive. On  appliquera  de  mémo  les  formules  (8)  à  ces 
éeoi  hypothèses. 
Ces  réiultats  cofucident  avec  ceux  qu'on  a  obtenus 
daos  les  n«*  861  et  302,  relativement  au  choc  des 
corps  sphériqnes  et  homogènes;  mais  on  voit  de 

•j  cos  HGI  =  —  6'  cos  W&V, 

d^on  l'on  conclut  que  dans  le  choc  de  deux  corps 
parfaitement  élastiques  et  égaux  en  masses,  les 
centres  de  gravitédes  deux  mobiles  échangent  leurs 
vilesaes  parallèles  k  la  normale  au  point  de  contact, 
lenque  cette  normale,  commune  aux  deux  surfaces 
SB  ce  point,  passe  k  la  fois  par  ces  deux  centres. 

Quand  le  point  G'  sera  en  repos  avant  le  choc,  on 
forte  qu'on  ait  •'  =  0  et  que,  de  plus,  la  masse  H, 
à  raison  de  sa  densité,  sera  très  petite  et  négligea- 
ble par  ra|Jport  k  M',  on  aura,  en  vertu  des  équa- 
Uoas(7) 

•,  cos  HG/  =  0 ,      •;  cos  H'G'r  =  0 , 

en  aorte  que  les  centres  de  gravité  G  et  G'  de  deux 
eorps  moas  n^auront,  dans  ce  cas,  aucune  vitesse 
Bormale  après  le  choc.  Mats,  en  vertu  des  équa- 
tions (8),  si  ces  corps  sont,  au  contraire,  parfaite- 
iKBt  élastiques,  on  aura 

1/  cos  H'G'r  =  0 ,      «^  cos  H»  =  —  ê  cos  HGL  ; 

eeqni  montre  que  le  centre  de  gravité  G'  ne  pren- 
drs  ancuoe  vitesse,  et  que  G  prendra,  après  le  choc, 
■ne  vitesse  normale  égale  et  contraire  è  celle  qu'il 
avsit  auparavant. 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  centre  de  gra- 
vitéG  sera  réfléchi  en  faisant  avec  la  normale  au 
point  de  contact  des  deux  mobiles,  Tangle  de  ré- 
lésion  égal  k  Pangle  dUncidence. 

In  effet,  prenons  sur  le  prolongement  de  GL 
(6g.  102),  une  partie  ^G  pour  représenter,  avant  le 
choe,  la  iritesse  de  G,  qui  se  mouvra  de  g  vers  G  ; 
soit  toujours  GH  la  normale  au  point  de  contact 
des  deux  mobiles,  laquelle  passe  par  hypothèse,  par 
le  point  G;  décomposons  la  vitesse  ^G  en  deux  au- 
trây  Tane  aG,  dirigée  suivant  cette  normale,  et 
Feutre  6G  parallèle  au  plan  tangent  :  la  seconde  ne 
sera  pas  changée  par  le  choc,  et  la  première  sera 
ebangée  en  une  vitesse  cG  égale  et  contraire  à  aG. 
Donc,  si  l'on  achève  le  rectangle  Gèdo,  et  qu'on 
prolonge  la  diagonale  Gd  d'une  quantité  Gl  =  Gd, 
la  vitesse  du  point  G ,  après  le  choc,  sera  G/,  en 
grandeur  et  en  direction  ;  par  conséquent,  l'angle 
de  réflexion  HGI,  sera  égal  à  l'angle  d'incidence 
IGf  I  et,  de  plus,  la  vitesse  du  mobile  aura  la  même 
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plus  qu'ils  sont  indépendans  de  la  forme  de  ces 
corps  et  de  leur  mouvement  de  rotation,  et  qu'ils 
supposent  seulement  que  les  centres  de  gravitédes 
deux  mobiles  se  meuvent,  avant  le  choc,  sur  la  nor- 
male au  point  de  contact. 

474.  Si  l'on  suppose  M'  =■,  les  équations  (8}  de- 
viennent 

•/  cos  H'G'/  =  —  •  oos  HGL , 

grandeur  avant  et  après  le  choc.  Ce  cas  est  celui 
d'un  corps  élastique  qui  vient  rencontrer  un  ob- 
stacle fixe,  doué  également  d'une  parfaite  élss- 
ticité. 

476.  Lorsque  les  mobiles  sont  des  sphères  ho- 
mogènes, la  condition  que  la  normale HKH'  (fig.lOl) 
passe  par  leurs  centres  de  gravité  G  et  G',  est  ton- 
jours  remplie.  Par  conséquent ,  si  ces  corps  sont 
parfaitement  élastiques ,  ils  échangeront ,  en  se 
choquant ,  leurs  vitesses  dans  le  sens  de  la  droite 
qui  va  d'un  centre  k  l'autre,  et  conserveront,  sans 
altération,  leurs  vitesses  perpendiculaires  à  cette 
droite  ;  et ,  quand  ils  viendront  frapper  un  obsta- 
cle fixe  et  aussi  parfaitement  élastique,  ils  se  ré- 
chiront  en  faisant  l'angle  de  réflexion  égal  à 
l'angle  d'incidence. 

C'est  sur  ces  principes  qu'est  fonde  le  jeu  de  hil' 
lardf  mais  il  faut  observer  que  non  seulement  ils 
supposent  Pélasticité  parfaite  des6afidis#  et  des  bil- 
Um;  mais  que  la  non -altération,  par  le  choc,  de  la 
vitesse  des  mobiles,  soit  parallèlement  k  leur  plan 
tangent  commun,  soit  parallèlement  aux  bandes 
qu'ils  rencontrent ,  n'a  lieu  que  quand  on  fait  ab- 
straction du  frottement  provenant  de  leur  rotation 
et  du  glissement  d'une  surface  sur  l'autre.  On  va 
voir,  par  exemple,  que  Tangle  de  réflexion  dépend 
de  la  rotation  de  la  bille ,  et  qu'il  n'est  plus  égal  à 
l'angle  d'incidence,  quand  on  tient  compte  du  frot- 
tement do  la  bille  contre  la  bande.  La  même  chose  a 
lieu  dans  le  ricochât  d'un  boulet  :  le  frottement  de 
ce  projectile  contre  le  terrainetsa  vitesse  de  rotation 
influent  aussi  sur  l'angle  de  réflexion,  qui  pentètre, 
pour  cette  raison,  différent  de  l'angle  d'incidence. 

Cette  question  nous  fournira  l'occasion  d'expli- 
quer comment  on  doit  avoir  égard  au  frottement 
dans  le  choc  des  corps,  et  de  compléter  ce  que 
nous  avons  dit,  sur  ce  genre  de  résistance ,  dans  le 
second  paragraphe  du  chapitre  précédent.  Kous  aW 
Ions  d'abord  exposer  les  principes  qui  nous  guide- 
ront dans  cette  matière  délicate }  on  y  est  conduit 
par  l'analogie  ;  mais  ils  auraient  besoin,  ainsi  que 
les  conséquences  qui  s'en  déduisent,  d'être  confir- 
més par  des  expériences  directes. 

476.  En  formant  les  équations  d'équilibre  des 
quantités  de  monvement  perdues  dans  le  choc,  par 
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les  deux  masses  ■  et  M\  nous  n^avons  point  tcnn 
compte  des  quantités  de  mouvement  produites  par 
les  poids  de  ces  corps  pendant  ta  durée  de  la  per- 
cussion, parce  que  cette  durée  étant  très  petite, 
ces  quantités,  qui  lui  sont  proportionnelles,  sont 
aussi  très  petites,  et  peuvent  être  négligées  par 
rapport  à  celles  que  les  mobiles  reçoivent  de  leur 
cboo  mutuel.  Mais  il  n*en  est  pas  de  même,  comme 
nous  l'avons  déjà  remarqué  (n»  363),  à  Tégard  du 
frottement  qui  a  lieu  pendant  le  choc,  lorsque  les 
surfaces  des  deux  mobiles  en  contact  glissent  Tune 
sur  Tautre.  Quoiqu'on  n'ait  pas  fait  d'observations 
sur  l'intensité  de  ce  frottement,  on  peut  supposer, 
par  induction,  qu'il  suit  les  lois  générales  du  frot- 
tement des  corps  soumis  k  des  pressions  propre- 
ment dites,  puisque  la  percussion  n'est  autre  chose 
qu^une  pression  d'une  très  grande  intensité,  exer- 
cée pendant  un  temps  très  court.  On  peut  donc  ad- 
mettre que  pendant  la  durée  du  choc  le  frottement, 
k  chaque  instant,  est  proportionnel  k  la  grandeur 
de  la  pression  normale^  qui  appuie,  à  cet  instant, 
les  deux  mobiles  l'un  contre  l'autre  j  qu'il  est  di- 
rigé, pour  chaque  mobile,  en  sens  contraire  de  la 
vitesse  relative  du  glissement  de  ce  mobile  sur 
Tautre,  et  indépendant  de  la  grandeur  de  cette  vi- 
tesse ;  et  qu''il  disparaît,  ou  devient  négligeable , 
quand  le  glissement  se  change  en  un  simple  roule- 
ment. 

Or,  la  quantité  totale  de  mouvement  imprimée  à 
M  suivant  la  normale  KH  (6g.  100),  a  été  représen- 
tée par  11,  quand  ces  deux  mobiles  sont  dénués  d'é* 
lastioité,  ou  par  SU,  quand  ils  sont  parfaitement 
élastiques.  Si  donc,  pendant  toute  la  durée  du 
choc,  la  surface  de  M  glisse,  dans  une  même  direc» 
Uon,  sur  celle  de  H',  et  qu'on  appelle  Q  la  quantité 
de  mouvement  imprimée  k  H  par  le  frotiement,  en 
sens  contraire  de  cette  direction,  on  aura  Q=AII, 
dans  le  cas  des  corps  dénués  d'élasticité,  et  Q = 2AII, 
dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques  ;  h 
étant  un  coefficient  qui  ne  dépend  que  de  la  nature 
des  surfaces  de  H  et  H',  au  point  de  contact  K,  et 
pour  lequel  on  pourra  prendre  celui  qui  a  été  dé- 
terminé par  l'expérience,  relativement  à  des  pres- 
sions ordinaires  (no  469). 

Si  le  glissement  a  lieu  dans  un  sens  pendant  une 
partie  du  choc,  et  dans  le  sens  opposé  pendant  Tau- 
tre  partie,  on  ai^ra  Q  =  A  (R'  —  H"),  en  désignant 
par  II'  et  W  les  quantités  de  mouvement  produites 
par  la  percussion  pendant  ces  deux  parties  du  choc, 
de  sorte  que  H  ou  211  soit  leur  somme  H'  -(-  N'',  et 
en  supposant  N'  >  H".  Si ,  à  la  fin  de  la  première 
partie,  le  glissement  se  change  en  un  simple  roule- 
ment, on  prendra  Q  =  AN',  en  négligeant  le  frot- 
tement de  la  seconde  espèce,  qui  aura  lieu  pendant 
la  seconde  partie. 

Sn  appelant  Q'  ce  que  Q  devient  relativement  à 
V,  il  est  évident  que  Q'  sera,  dans  tous  les  cas,  une 
quantité  de  mouvement  égale  et  directement  oppo* 
sée  à  Q  ;  car  la  pression  normale  que  H'  exerce  sur 
M  pendant  toute  la  durée  du  choc,  est  de  même 


grandeur  que  celle  de  M  sur  M',  et  la  vitesse  rela- 
tive du  glissement  de  ■'  sur  ■  est  toujours  égale  et 
contraire  k  celle  du  glissement  de  ■  sur  H'. 

Il  résulte  de  Ià  que  pour  former  les  équations 
d'équilibre  des  quantités  de  mouvement  perdues 
pendant  le  choc  par  le  corps  H,  en  ayant  égard  au 
frottement ,  il  suffira  de  joindre  à  la  quantité  de 
mouvement  11  ou  211,  imprimée  k  ce  mobile  suivant 
la  normale  KH ,  une  autre  quantité  de  mouve- 
ment Q,  perpendiculaire  k  K.H,  et  exprimée  comme 
on  vient  de  le  dire  ;  et  que  pour  obtenir,  en  même 
temps,  les  équations  relatives  h  ■',  il  fiiudra  jotn* 
dre  k  la  quantité  de  mouvement  11  ou  211 ,  dirigée 
suivant  ILH',  une  quantité  de  mouvement  if  égale 
et  contraire  a  Q.  Cest  ce  que  nous  allons  faire,  dans 
le  cas  du  choc  d^un  projectile  spbérique  et  hooo» 
gène  contre  un  obstacle  fixe. 

477.  Pour  fixer  les  idées ,  je  supposerai  querob- 
stacle  fixe  que  la  sphère  ■  vient  frapper  est  un  plan 
horiiontal,  et  que  cette  sphère  tourne,  avant  le 
choc,  autour  d'un  axe  horiiontal ,  perpendioulaire 
Il  la  direction  GH  de  son  centre  de  gravité.  La  fi- 
gure 108  représente  une  section  du  plan  fixe  et  d« 
■  par  ce  plan  vertical.  Tout  étant  semblable  de 
pari  et  d'autre  de  cette  section,  le  point  G  ne  s*é- 
cartera  point  de  ce  dernier  plan  pendant  le  choc, 
M  continuera  de  tourner  autour  du  diamètre  per- 
pendiculaire à  ce  même  plan,  et  le  même  point  de 
contact  K.  glissera,  pendant  cette  percussion  le  long 
de  AB,  intersection  de  ce  plan  vertical  et  du  plan 
fixe. 

Immédiatement  avant  le  choc ,  j'appelle  a  la  vi- 
tesse horiiontale  de  G,  dirigée  suivant  GD,  ê  aa  vi- 
tesse verticale ,  dirigée  suivant  GK,  et  y  Tangle 
d'ineîdence  HGK,  de  sorte  qu'on  ail 

a 
tang  3,  =  — . 
h 

Le  mobile  H  étant  supposé  parfaiteveni  élastique, 
ainsi  que  Tobstacle  fixe  qu'il  vient  frapper,  il 
perdra  d'abord,  en  se  comprimant,  sa  quantité  de 
mouvement  verticale  Mb,  puis  il  reprendra,  en  rêve- , 
vaut  k  sa  figure  primitive,  une  quantité  de  mouve- 
ment égale  et  contraire ^  eo  sorte  qu'après  le  ehoc^ 
le  centre  de  gravité  G  aura  une  vitesse  verticale  6, 
dirigée  suivant  le  prolongement  GE  de  GK.  Si  donc 
on  appelle,  k  cette  époque,  a'  sa  vitesae  horisos- 
tale,  dirigée  suivant  GD,  ou  en  «eus  contraire , 
selon  qu'elle  sera  positive  ou  négative;  que  GH' 
soit  la  direction  de  ce  point,  et  qu'on  désigne  par 
y'  l'angle  de  réflexion  ÊGH',  on  aura 

a' 
tang  y'  =  ■— 
h 

La  droite  GH'  sera  située  à  gauche  de  la  verticale 
EK,  comme  la  droite  GH,  ou  k  droite  de  K,  sel»ii 
que  la  quantité  a'  sera  positive  ou  négative.  Poar 
que  l'angle  de  réflexion  soit  égal  à  l'angle  d'incâ- 
dence,  il  faudra  que  cette  vitesse  a'  soit  positive  et 
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«gale  à«j  la  différenco  ^' — >  de  cea  deux  angles 
sera  toujours  de  même  signe  que  al — «;  et  le 
point  G  rétrogradera  quand  la  vitesse  a'  sera  néga- 
tive. 

Soit  aussi  «  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  M 
avant  le  choc,  laquelle  vitesse  sera  considérée 
cooune  positive  ou  comme  négative ,  selon  qu'elle 
aura  liea  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  #«  ou 
dans  le  sens  opposé.  Désignons  par  «'  ce  que  de- 
vient cette  vitesse  angulaire  après  le  choc.  Le  pro- 
blème consistera  à  déterminer  les  valeurs  de  a'  et  •' 
d'après  celles  de  a  et  •.  Selon  que  la  vitesse  abso- 
lue du  point  X.  sera  positive  ou  négative,  c'est-è- 
dtre,  dirigée  suivant  KA  ou  suivant  U,  pendant 
une  partie  de  la  durée  du  choc,  ou  pendant  sa  du- 
rée eutière,  la  solution  présentera  différons  cas 
distincts,  que  sous  allons  •yrwinitr  suocessivement 
dsos  le  numéro  suivant. 

478.  Je  supposerai,  en  premier  lieu,  que  la  vi- 
tesse du  point  X.  soit  positive,  ou  dirigée  suivant 
&A,  pendant  toute  la  durée  du  choc.  En  appelant  c 
le  rayon  GK.  de  H,  cette  vitesse  sera  a  «{-e*  au  com- 
mencement, et  a'  •{-  c«'  à  la  fin  j  de  sorte  que  ces 
deux  quantités  devront  être  positives.  La  quantité 
totale  de  mouvement  imprimée  à  M  suivant  GK, 
soit  pendant  que  le  mobile  se  comprime,  soit  pen- 
dant qu'il  revient  à  sa  figure  priqiitive,  étant  égale 
à  sue ,  la  quantité  de  mouvement  provenant  du 
frottement,  et  dirigée  suivant  KB,  sera  9Miè,  d'a- 
près le  no  476  j  par  conséquent,  la  vitesse  horixon- 
laie  ^  dn  centre  de  gravité  G  après  le  choc,  sera  la 
mène  que  si  le  masse  M  y  était  réunie,  et  que  les 
quantités  de  mouvement  Ma  et  2AHè  y  fussent 


appliquées,  en  sens  contraire  l'une  de  Tantre;  oe 
qui  donne 

a'  =  o  —  ZU. 

En  observant  que  2/5  Bl««  est  le  moment  d'inertie 
de  M  par  rapport  i  son  axe  de  rotation,  et  que 
2Ulèe  est  le  moment,  par  rapport  au  même  axe^  du 
frottement  dirigé  suivant  ILB ,  on  verra ,  sans  diffi- 
culté, que  la  diminution  •  —  «'  de  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  sera  déterminée  par  Téqui» 
tien 

1  ne*  (•  —  a')  =  ZkMhc  ; 

d'ov  l'on  tire 

,  _      __  6*è 
c 
De  ces  valeurs  de  a'  et  •',  il  résultera 

«'  -f  e«'  =  a  -f  e«  ~  7W; 

et  cette  quantité  a'  -f  ca}  devant  être  positive  dans 
le  cas  que  nous  examinons,  il  faudra  que  la  quan- 
tité n  '\'  ctk^  aussi  positive,  soit  plus  grande  que 
Ikb.  Quand  cette  condition  aura  lieu,  on  aura 

a 

tang  >'  = 2fc  =  Ung  >,  —  a*, 

b 

pour  déterminer  Tangle  de  réflexion  y*  d'après 
l'angle  d'incidence  y  et  le  coefficient  h. 

Si  la  vitesse  absolue  du  point  K  est  constamment 
négative,  ou  dirigée  suivant  KB,  le  frottement  sera 
dirigé  suivant  KA ,  et  il  suffira  de  changer  les  si- 
gnes des  termes  multipliés  par  X,  dans  1rs  formules 
du  cas  précédent,  qui  deviendront 


6Aè 


o'  =  a  4-  zhb,      «  =  »  -f  -::-,  Ung  y  =  Ung  y  +  2A. 

c 


Four  que  ce  cas  ait  lien ,  il  faudra  que  la  vitesse 
initiale  du  point  K  soit  en  sens  contraire  de  celle 
de  G;  ca  qui  suppose  que  la  rotation  primitive  ait 
lieu  dans  le  sens  opposé  i  celui  qui  est  indiqué  par 
la  flèche  ».  A  cause  de 

a'  +  e«'  =  a  -f  e«  4-  lU , 

il  laudra,  en  outre,  que  cette  quantité  négative 
a  -(-  c«  l'emporte  sur  le  terme  positif  7ftè.  Dans  ce 
secead  cas,  l'angle  de  réflexion  surpassera  l'angle 
d'incidence,  tandis  que,  dans  le  premier  cas,  y^  était 
■oindre  qno  y, 

La  vitesse  du  point  K  étant  positive  au  commen- 
eement  du  choc,  si  elle  devient  zéro  à  un  certain 
instant  de  sa  durée,  et  qu'elle  reste  ensuite  nulle 
josqn'è  la  fin,  on  prendra,  d'après  le  n»  476, 
Al  (è-f.  V)  pour  l'effet  total  du  frottement,  en 
désignant  par  6'  la  vitesse  verticale  de  G  à  l'instant 
dent  il  e^egit,  et  regardant  6'  comme  une  quantité 
négative  on  positive,  selon  que  cet  instant  arrivera 
pendant  que  le  mobile  se  comprime  on  pendant 
qu'il  revient  à  sa  figure  primitive.  On  en  oonclim, 


comme  dans  lepremier  cas, 
a' =  a  ^  ik  (è-f  6'},    •'  = 

et,  par  suite, 

tang  y'  =  tang  y  — 


6A  (6  -f  V) 


2c 


k{b  +  V) 


Si  la  vitesse  du  point  K  est  séro  dès  le  coromenoe- 
ment  du  choc,  on  aura  è'  =  —  è/  et  le  frottement 
étant  nul ,  ou  de  la  seconde  espèce,  pendant  toute 
la  durée  de  la  percussion,  il  n'influera  pas  sur  les 
valeurs  de  a',  «',  tang  y'.  Si,  au  contraire,  la  vitesse 
de  K  ne  devient  nulle  qu'à  la  fin  du  choc,  on  aura 
V  r=  b,  et  ces  formules  coïncideront  avec  celles  du 
premier  eus.  Généralement,  la  valeur  de  V  sera  in- 
connue, et  l'on  saura  seulement  qu'elle  ne  peut 
pas  dépasser  ±  è;  mais  comme  on  suppose  nulle 
la  vitesse  finale  du  point  K,  il  faudra  qu'on  oit 


a'  -f  e«'  =  a  -f  c« h{b  +  V)z=  0} 

2 
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et  par  cofiféqnent , 


h  {b  +  M)  = 


2  {a  +  e») 


6ù  —  2ci 


a'  =  —  o«   = 


,  Uog  y*  =  Uog  >  — 


2  (^  +  C«) 
5Ï  ' 


La  vitesM  du  point  K  étant  positive  dans  une 
première  partie  du  choc,  si  elle  doYÎent  négatiTe 
dans  ta  partie  suivante ,  et  que  h'  soit  la  vitesse 
verticale,  positive  ou  négative,  de  G,  à  lUnstant  de 
été  changement  de  signe,  les  quantités  de  nM>uve- 
ment  imprimées  à  H,  suivant  la  direotion  de  JL6, 
leront  ■  (i  -{-  ^0  ^  *^  (^  —  ^1  pendant  ces  deux 
parties  de  la  percussion.  D'après  le  n«  470,  on  pren- 
dra donc  Ml  (6  -(-  V)—h1  (b — V)  pour  la  quantité 
totale  de  mouvement  produite  par  le  frottbmeùt 
suivant  la  direction  U  ou  KA ,  selon  qu'elle  sera 
positive  ou  négative;  et  comme  cette  quantité  se 
réduit  k  2M16',  on  en  conclut  que  les  formules  rela- 
tives à  ce  quatrième  cas  se  déduiront  de  celles  du 
premier,  en  y  mettant  V  au  lieu  de  6.  On  y  chan- 
gera le  signe  de  A,  comme  dans  le  second  cas,  si 
la  vitesse  de  K.  a  d'abord  été  négative,  pour  deve- 
nir ensuite  positive.  Hais  la  quantité  6'  *n*étant  pas 
donnée ,  ces  formules  ne  feront  pas  connaître  la 
diminution  ou  l'augmentation  de  l'angle  de  ré- 
flexion ,  et  l'on  saura  seulement  que  l'une  ou  l'autre 
est  moindre  que  dans  le  premier  ou  le  -second  cas. 

La  question  serait  encore  plus  compliquée,  si  le 
projectile  tournait  autour  d'un  ase  qui  ne  fAt  pas 
perpendiculaire,  comme  nous  l'avons  supposé,  au 
plan  vertical  dans  lequel  le  point  G  se  meut  avant 
le  choc.  Le  frottement  ferait  alors  sortir  ce  point 
de  son  plan  pendant  la  percussion  ;  et  non  seule- 
ment l'angle  de  réflexion  différerait  de  l'angle  d'in- 
cidence, mais  encore  ces  deux  angles  ne  seraient 
lllus  compris  dans  un  plan  vertical. 
'  cos  C  t=  y 


479.  Maintenant,  pour  montrer,  indépendammeflt 
du  frottement ,  l*inflttence  du  ohoe  sur  le  mouve- 
ment de  rotation,  prenons  un  exemple  simple,  dana 
lequel  la  normale  au  point  de  contact  des  deux 
mobHes,  qu'on  peut  regarder  comme  la  direction 
du  choc,- ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  do 
l'on  de  ces  deux  corps. 

Supposons  que  dans  le  choc  l'txe  instantané 
de  rotation  de  H  coïncide  avec  l'un  des  axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  k  son  centre  de  gravité,  par 
exemple,  avec  l'axe  Gs  (fig  tOO);  on  aura  alors ^e=^ 
et  g=0;  Supposons  aussi  que  le  point  K  et  la  nor- 
male commune  aux  deux  surfaces  en  ce  point, 
soient  compris  dansie  plan  des  axes  Qm  et  Gy;  ce 
qui  rendra  nulles  les  deux  quantités  e  et  cos  y.  En 
faisant 


f=0,    g  =  0, 


0,     cosy  =0y 


a' 


cos  «' 


o'  cos  m: 


en  ayant  égard  aux  suppositions  préeédentes,  l'é- 
quation (3)  se  réduira  à 

(a  cos  C  —  6  cos  «)r|  -(-  «|  cos  «  H"  *i  ^^*^ 
-^  «/  cos  m,'  +  v\  cos  C  -f  w}  cos  y'  =  0; 

«t,  en  la  combinant  avec  les  équations  (0),  on  endé* 
jinit 

n     R 

—  +  —  +  (*»  cos  C— 6  cos  «]  r^  -t-  «  cos*  -f  vcos  C 

m.  M 


dans  les  deux  dernières  équations  (1)  ou  (4),  on 
conclut  Pf  =  0  et  .j^^  =  0,  ou  P  =:  0  et  Q  =  0  ;  en 
sorte  que,  dans  les  deux  cas  des  corps  mous  et  des 
corps  élastiques,  l'axe  de  rotation  coïncidera  en- 
core, après  le  choc,  avec  l'axe  Gs,  et  le  choc  chan» 
géra  seulement  la  vitesse  de  rotation  tana  changor 
Taxe  instantané,  conformément  à  ce  que  nous 
avons  déjà  vu  dans  le  n»  437. 

Prenons  pour  le  corps  ■'  une  sphère  homogène. 
La  direction  du  choc  passera  par  son  centre  do  gra- 
vité ;  on  aura  donc,  comme  dans  le  no  478, 

«^  cos -y,      V  cos  y*  =  e'  cos  C'j 

Henons  par  le  point  K.  des  parallèles  aux  direc- 
tions des  vitesses  6  et  6'  de  G  et  G'  avant  le  choc  ; 
soient  1^  et  l'  les  angles  que  ces  parallèles  font 
avec  KH;  nous  aurons 

u  cos  «  -f"  ^^  <^<^i  t  =  I  cos  X*, 

«'  cos  «'  -{-  e*  cos  c  -^  w'  cos  >.'  =  —  •'  cos  /, 

pour  les  composantes  de  6  et  •'  suivant  cette  partie 
de  la  normale  au  point  IL;  et  eu  éliminant  r^  au 
moyen  de  la  quatrième  équation  (1),  Téquation  pré- 
cédente deviendra 


+  w*  cos  •'  -f  v*  cos  €*  -f  lo'  cos  >'  =  0. 

^     .     ^         («  cos  C  —  è  cos  «)>  R     .    , 

—  +  —  -f  -i -f  (a  cos  C  —  *  cos  •)r 


M 


-f  6  cos  X  —  ê'  cos  V  =.  0; 


d'où  Ton  tire 


-    l'C  [{b  cos  m — o  cos  C)r  +  6'  cos  J*—  ê  cos  l] 
""      (H  +  H']C  4-  Hl'  (6  cos  •  —  a  cos  C;»      * 


Au  moyen  do  cette  valeur  de  H,  les  trou  premiè- 
res équations  (1)  ou  (4),  selon  que  les  mobilet  se- 
ront mous  ou  élastiques,  feront  connaître  lea  trois 
composantes  u,,v„w,^  ou  U,  V,  W,  de  la'Titeas* 
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dtGaprêft  le  ehoo,  et  les  troîe  premières  équa- 
tions  (2)  ou  (5)  détemiiiieront  de  même  celles  de 
b  TÎtesse  finale  de  &,  Quant  à  la  yaleur  de  r^  ou 
de  R,  elle  se  déduira  de  la  quatrième  équation  (1) 
oa(4). 

La  quantité  R  doit  toujours  être  positive,  comme 
nous  l'avons  déji  remarqué  ;  et  quand  sa  valeur  sera 
négative,  il  n^y  aura  pas  de  choc  entre  les  deux 
mobiles.  Le  dénominateur  de  cette  valeur  est  posi- 
tif ainsi  que  le  facteur  MB'C  de  son  numérateur. 
Les  quantités  6  et  6'î  contenues  dans  Tautre  facteur, 
iMt  aussi  positives }  les  quantités  a>  (,  cos  «^.cos  C, 
cosi',  cosl*,  pourront  être  positives  ou  négatives  ; 
et  leurs  signes  seront  donné*  dans  chaque  cas  par- 
licnlier.  A  cause  de  fx;=0  et  ^ssO,  rjera ,  abstrac* 
tioD  faite  du  signe,  la  vitesse  de  rotation  avant 
le  cfaoe^-Pour  savoir  le  signe,  qu^on  devra  lui  don- 
ner dans  la  valeur  de  11,  je  considère  un  point  situé 
ter  l'axe  Gs,  à  Tunité  de  distance  du  point  G  ;  la 
iiitesse  de>ce  point,  parallèlement  à  Taxe  Gy>  sera 
«gravant  le  choc  (n«  407}  ;  d'où  Ton  conclut  que 
sa  partie  r  devra  être  positive  ou  négative ,  selon 
qne  le  mouvement  de  rotation  primitif  aura  eu  Heu, 
de  Taxe  G«  vers  Taxe  Gy,  oi».de  Taxe  Gy  vers  Taxe 
Qs,  c'est-i-dire,  dans  le  sens  de  la  flèche  s  ou  dans 
Is  sens  opposé.  Après  le  choc,  la  rotation  aura 
auMi  lieu-  dans  le  premier  sens  on  dans  le  second, 
téon  que  la  valeur  de  r^  ou  de  R  sera  positive 
•B  négative. 

480.  JoequMci  mius  avons  supposé  les  deux 
corps  M  et  ■'  entièrement  libres;  mais  s'ils  sont  re- 
teoQs  par  un  point  ou  un  axe  fixe,  la  détermination 
de  leurs  monvemens  après  le  choc  dépendra  tou- 
jours  des  mêmes  principes,  et  ne  dilFérera  que  par 
le  nombre  des  équations  qu'on  aura  à  considérer. 

Par  exemple,  si  le  mobile  H  est  retenu  par  un 
ppint  fixe  G,  les  trois  premières  équations  du  n^  468 
ne  seront  plus  nécessaires  pour  l'équilibre  de  M  et 
des  quantités  de  mouvement  perdues,  pendant  le 
ehoc,  par  tous  lespointaxleeecorpe.  Ce  point-fixe  G 
ne  sers  pan  toujours,  comme  précédemment,  le  cen- 
tre de  gravité  de  M,  et  les  intégrales/siliR ,  /ydm , 
/sdb,  ne  seront  plus  nulles  ;  mais  les  six  quantités 
%  9,  w,  u^,  Vp  »,,  seront  xéro  ;  et  en  prenant  pour 
fisj  Gy,  Git,  les  trois  axes  principaux  de  M  qui  se 
coupent  en  ce  point  G ,  les  trois  dernières  équa- 
tions d'équilibre  se  réduiront  encore  à 

-  »■,)  =  0, 

—  a.)  =  0. 


Il 

(a  cos 

c  — 

i  eof 

•)  +  c 

(•■- 

•■,) 

H 

le 

00* 

•  — 

•  cos 

>)  +  B 

(î- 

î.) 

11 

(ft 

cos 

y  — 

'  e  cos 

e)  +  A 

(P- 

P.) 

-  P,)  =  0, 

comme  dans  le  numéro  cité.  En  y  joignant  les  six 
équations  (2)  relatives  au  corps  ■' ,  que  je  conti- 
nuerai de  supposer  entièrement  libre,  et  l'équa- 
tion (3)  dans  laquelle  on  fera  «^=0,  e/=0,  u;j=0, 
on  aura  les  da  équations  nécessaires  pour  détermi- 
ner la  valeur  de  H,  et  les  mouvemensdes  deux  corps 
après  le  choc,  lorsqu'on  les  supposera  dénués  d'é- 
lasticité. Qnand  ils  seront  parfaitement  élastiques, 


on  remplacera  les  trois  équations  précédentes  par 
les  trois  dernières  équations  (4),  et  l'on  fera  usage 
des  équations  (6)  au  lieu  des  équations  (2). 

Si  le  corps  H  est  retenu  par  un  axe  fixe  Gs^  qui 
ne  sera  plus-  un  axe  principal,  la  quatrième  équation 
du  no  468  sera  seule  nécessaire  pourFéquilibrede  R 
et  des  quantités  de  mouvement  perdues  par  ■; 
Comme  l'axe  de  rotation  coïncide  alors  aveo  Gs^  , 
avant  et  après  le  choc,  on  aura  p=:0,  g  =:  0, 
Pi  =  0, 9|  s=£  0  ;  et  les  trois  composantes  de  la  vè^ 
tesse  de  G  étant  aussi  nulles,  cette  équation  se  ré» 
duira  encore  k 

Il  (a  cos  C  —  5  cos  a)  4^  C  (r  —  r,)  =  0  j 

C  étant  toujours  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
l'axe  Gs.  On  la  remplacera  par 

211  (n  cos  C  —  ft  cos  •)  +  C  (r  —  R)  =  0» 

.  lorsque  les  deux  mobiles  seront  parfaitement  élas* 
tiques;  et  en  y  joignant  Téquation  (3)  et  celles  qui 
répondent  au  corps  N',  on  aura  toutes  les  équations 
nécessaires  pour  déterminer  H  et  les  monvemens 
des  deux  mobiles  après  le  choc. 

481.  Au  lieu  de  deux  corps  seulement,  si  trois 
ou  un  plus  grand  nombre  de  mobiles  se  choquent 
simultanément,  on  formera  lea  équations  d'équili- 
bre des  quantités  de  mouvement  perdues,  dans  le 
choc,  par  chacun  de  ces  corps ,  en  le  considérant 
isolément,  après  avoir  joint  aux  quantités  de  mou- 
vement perdues  par  tous  ces  points,  d'autres  forces 
inconnues  N,  R',  H",  etc. ,  appliqués  aux  points  de 
contact.de  ce  corps  avec  tous  les  autres,  et  diri- 
gées, de  dehors  en  dedans,  suivant  la  normale  à  sa 
surface.  Pour  tous  les  mobiles,  ces  forces  incon- 
nues seront  en  même  nombre  que  les  points  de 
contact  de  ces  corps  ;  car  elles  représenteront  des 
quantités  de  mouvement  égales  et  contraires  pour 
les  deux  mobiles  qui  se  touchent  en  chaque  point. 
Hais ,  a  l'instant  de  la  plus  grande  compression  , 
c'est-i-dire,  k  la  fin  du  choc  des  corps  dénués  d'é- 
lasticité, l'équation  (3)  aura  lien  pour  chaque  point 
de  contact;  d'eu  il  résulte  qu'on  aura  toujours  un 
nombre  suffisant  d'équations ,  pour  déterminer ,  k 
cet  instant ,  l'état  de  tous  les  mobiles ,  et  les  va- 
leurs de  N,  N',  H",  etc.  Quand  les  mobiles  seront 
parfaitement  élastiques,  on  obtiendra  la  solution 
du  problème ,  pour  chacun  d'eux  séparément,  par 
la  considération  employée  dans  le  n»  470. 

482.  Pour  donner  un  exemple  simple  de  cette  so- 
lution générale,  soient  H,  N',  /*,  les  masses  de  trois 
sphères  homogènes,  dont  les  ceutres  sont  G,  G',  C 

|(fig.  104).  Supposons  que  /«  soit  en  repos  avant  le 
choc,  et  qne  cette  sphère  soit  frapée  simultanément 
par  IL  et  H',  qui  la  touchent  aux  points  K  et  K'.  Si 
■  et  H'  ont  un  mouvement  de  rotation  avant  le  choc, 
il  ne  sera  pas  changé  par  le  choc  ;  et  /a  n'en  prenant 
aucun  pendant  cette  percussion,  on  aura  seulement 
k  déterminer ,  en  grandeur  et  en  direction ,  les  vi- 
tesses de  G,  G',  C,  après  le  choc,  au  moyen  des  vi- 
tesses et  des  directions  de  G  et  G'  auparavant. 


aoo 
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DéfigBOttt  rfoDc,  «TMl  le  obdCi  pv  a,  è ,  c,  les 
«onpomitef  de  la  vitesse  de  G,  pinllèlet  k  troii 
•set  fixes  et  reoUngulairet  OjTi  Oy,  Os,  et  par  a', 
V,  e',  les  compountea  de  la  Tîtesie  de  G',  parallèles 
MIS  néinet  axes.  Reprëteatona  par  m,  v,  w,  yf,  r'> 
w^j  oe  que  deviennent  cet  six  composantes  k  fin* 
sÉant  de  la  pins  grande  compression ,  et  par  m„  o^ 
HPf,  les  eomposantes  snivant  les  mêmes  axes,  de  la 
vitesse  de  C  &  cet  instant.  Soient  aussi  •,  C,  y,  les 
angles  compris  entre  le  rayon  K.C  et  des  parallèles 
«u  axes  Os,  Ùf,  Os,  menées  par  le  point  K.,  et  «  i 
Cy  y\  les  angles  que  fait  le  rayon  K'C  aTOC  des  pa- 
rallèles k  ces  axes,  menées  par  le  point  K.'.  Appe- 
lons, à  Finstant  dont  il  s^agit,  Il  la  quantité  de  mou- 
Tement  eonununiquée  k  /«  par  M  suiTant  K.C,  on  k 
M  par  fA  suivant  KG,  et  N'  celle  qui  est  communi- 
quée à  /A  par  V  suivant  K'C,  ou  à  V  par  f»  suivant 
K.'Cr'.  Les  neuf  équations  d*équilibre  des  quantités 

•i  cos  •  -{-  V,  cos  c  4"  v'i  cos  ^  =  Il  cos  «  H"  *  ^^'  ^  4"  ^  ^^'  y  ' 
Uf  cos  •'  +  V,  cos  c  +  ir,  cos  y'  =  «^  cos  J  +  »'  cos  C  +  w'  cos  y'; 

et  Ton  aura ,  de  cette  manière ,  les  onie  équations  I  inconnues  11,  N',  u,  v,  etc. 

nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  les  onse  I      Si  nous  faisons 

cos  «  cos  «'  -l-  cos  C  cos  C  «f-  cos  y  cos  y'  =  cos  X, 

a  cos  «  -)-  ^  ^^*  C  -f"  ^  co>  >  =  ^i 
,  e'  cos  «'  4-  6'  cos  C  -f  c*  cot  >'  =:  k\ 
1  sera  Tangle  GCG',  et  ft  et  ft'  représenteront  les  vitesses  primitives  de  G  et  G'  suivant  GIL  et  G'K'. 
En  oliservant  que 


de  mouvement  pwdoes,  et  des  Ibvoes  K  et  W^  ^Q  îi' 
suffira  de  oonsidérer,  seront 

■  (a  ^  »)  -—  R  cos  «  =  (^, 

M  (è  —  e)  —  N  cos  C  =  0, 

M  (c  —  w)  —  N  cos  >^  =  0 , 

H'  (o'—  «Tl  —  11'  cos  •'  =  0, 

wlv  — e')  —  H' cos  C  =  0,        )    C») 

H'(c'-V)  —  H' cos  y'=  0, 

Rcos  «-f*^' <'^'*''  —  f^i^^  0} 
N  cos  C  4- IV' cos  C — /*9,=  0, 

Ilcos7f4'^'<^<'*y — Mtt'i=  0» 

eu  observant  que  KG  et  K'G'  sont  las  prolongemeiw 
de  KC  et  K'C. 

L'équation  (8),  appliquée  aux  points  K  et  K.', 
donnera,  en  même  temps. 


\ 


w 


cos*  a  -|»  cos«  C  4-  cos*  y  ^  1  , 
les  équations  («)  donneront 

N 
«feos»-f»ecosC4.io  cos  y  =* , 

■ 

W  OQS  «'  4.  «f  cot  C  -f.  w'  cos  y'  =  ft' , 

M' 

Il  4"  ^'  ^^^  ^ 

«.  OOS  «  4"  ^i0O9C  -^  icf  1  cos  y  ^  ■  , 

R'  4"  N  cos  l 
«,  cos  «'  4"  ^i  *5<>B  c  4"  '*''  cos  y  =  ; 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (è]  deviendront 
UfJk   =  N  (I  4.  /u)  4-  n'M  cos  l, 
Vt^=:  W  (■'+  m)  +  IW  ^s  ^î 

d'où  IVm  tire 

Jb  (M'  4-  m)  «f»  —  *TtgV  co»  ^ 
—     (M  4-  m)  (M'  4-  /*)  —  MM'cos*  i^  ' 
__y  (M  4-  pi)  MV  ■-  JbMMV  cos  l 
~*    (l+,»){l'4./i*)  — mi'coitX  ' 

valeurs  qui  devront  toujours  être  des  quantités  po- 
sitires.  fiprès  qu'on  les  aura  substituées  dans  les 
équations  (a),  on  en  déduira  immédiatement  les 
valeurs  des  neuf  composantes  «,  e,  etc.,  des  vites- 
ses de  G ,  G' ,  C ,  qui  auront  lieu  à  la  fin  du  choc , 
lorsque  les  trois  mobiles  seront  dénués  d'élasticité. 
S'ils  sont,  au  contrat,  parfaitement  élastiques, 
et  qu'on  désigne,  h  la  fin  du  choc  simultané  de  ces 


ces*  m!  4*  cos*  C  4"  cos*  y  =  1 , 

trois  corps,  par  U,  V,  W,  les  composantes  de  la  vi- 
tesse de  G,  par  U',  V,  W,  celles  de  la  vitesse  de  G', 

par  Vj,  ^i  f  ^<  »  celles  de  la  vitesse  C,  on  aura ,  par 
la  considération  déjà  employée  dans  le  n«  470,  ces 
neuf  équations  : 

H  («  —  U)  —  Il  cos  «  =  0 , 

H  («  _  V)  —  W  cos  Ç  =  0, 

M  (11/  —  W)  —  R  cos  y  =:  0 , 

H'  (W  —  €')  —  N'  eos  •'=  0, 

M'  (e»  —  V)  —  R'  cos  r  =  0,  • 

H'  (il/— W)  —  R'  cos  y=  0, 

R  cos  «  4-  R'  cos  •'  4-  M  (««,  •—  IJj)  =^  0  , 

R  cos  C  4-  R'  cos  C  -f  fi  {v,  —  V,)  =  0, 

R  cos  V  4-  R'  cos  y  4"  M  (w/  —  W,)  =  0. 

En  ajoutant  chacune  d'elles  à  celle  qui  lui  corres- 
pond pormi  les  équations  (a),  il  vient 

n  (a  —  U)  —  2R  cos  «  =  0, 

H  \b  —  V)  —  2R  cos  C  =  0, 

H  (c  — W)  —  2R  cos  >  =  0, 

H'(o'  —  U»)  —  aR'cos  •'  =  0, 

W  (è'  —  V)  -  2R'  cos  r  r=  0, 

H'  [fJ  _W')  —  2R'  cos  >'  =  0 , 

2Rcos«4-2R'cos«'  — iuU,=  0, 

2R  cos  C  +  2R'  cos  C  — AiV,=z  0 , 

aR  cos  V  4*  2R'  cos>'—  mW,=  0  ; 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  dans  ces  der- 
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■iiret  éqtwIioQt  les  Ttleur  préoëdentet  de  N  et  H', 
pour  en  déduire  ensuite  itnmédietenient  lei  vo- 
Ican  des  neuf  inconnues  U,  V,  W,  U',  V,  W,  U,, 


Vn^,. 


les  vitesses  finales  des  points  G,  G'.  G,  seraient 
encore  les  mémesy  si  les  chocs  de  M  et  de  M' contre 
fi,  an  lien  d^ètre  simultanés ,  se  succédaient  &  un 


très  petit  interTalIe  de  temps,  de  sorte  que  ces 
trois  points  ne  se  fussent  pas  sensiblement  déplacés 
pendant  ce  temps  très  court.  Les  durées  très  oonr^ 
tes  des  deux  chocs,  simultanés  ou  successifs,  peu- 
vent aussi  être  inégales,  et  Tinstant  de  la  plus 
grande  compression  n^ètre  pas  le  même  aux  points 
K  et  K'. 


CHAPITRE  VIII. 


EXEMPLES    DU    MOUVEMENT    D  UN    CORPS   FLEXIBLE. 


$  In  VihraHoms  cf «ns  eordê  fUwihk. 

483.  Soit  ASB  (fig.  100^  une  corde  parfaitement 
lexible,  très  peu  extensible,  homogène  et  partout 
4a  Sa  même  épaisseur,  tendue  suivant  sa  longueur 
psr  une  force  équivalente  h  un  poids  donné  «,  et 
ittachée  par  ses  deux  extrémités  à  des  points  fixes 
A  cl  E.  On  néglige  son  poids  par  rapport  i  «  ;  et  on 
la  regarde,  par  conséquent,  comme  rectiligne  dans 
MO  étal  dVquilibre.  Cela  étant,  supposons  qu^on 
f  éearte  un  lanl  soit  peu  de  cette  direction,  et  qu'on 
ÎBprîae  de  petites  vitesses  à  tous  ses  points  ;  cette 
cwde  oscillera  de  part  et  d'autre  de  la  droite  AHB; 
st  il  s'agit  de  déterminer,  h  un  instant  quelconque, 
m  position  el  lea  vitesses  de  ses  différents  points. 

An  bout  du  temps  quelconque  #,  supposons  que 
«cite  oorde  forme  la  courbe  AlIK,  plane  ou  à  dou- 
ble eourbore  ,  dans  laquelle  M' est  la  position  qu'a 
fiisa  le  pomt  quelconque  H.  Soit  P  la  projection 
de  V  sur  in  droite  AIE  ;  faisons 

AM  =  s,      AP  =  ;r  -(-  «; 

et  représentons  par  y  et  j  les  deux  autres  coordon- 
aées  de  M',  perpendiculaires  entre  elles  h  Taxe  AE. 
Les  déplacemens  des  points  de  la  corde  étant  sup- 
posés très  petits,  les  variables  «,  3f,  s,  seront  aussi 
très  petites,  et  la  question  consistera  i  déterminer 
km  valeurs  en  fonctions  de  s  et  i. 

Appelons  de  l'élément  différentiel  de  la  courbe 
AVB,  qui  répond  au  point  M',  et  •  la  densité  de  la 
eotde  en  ce  point,  multipliée  par  Taire  de  la  section 
perpendiculaire  à  sa  longueur  en  ce  même  point, 
de  sorte  que  wâê  soit  Télément  de  sa  masse.  Dans 
Télat  d'équilibre,  les  élémens  de  cette  masse  sont 
proiportionnels  aux  longueurs,  puisque  la  corde  est 
bomogène  et  d'une  épaisseur  constante}  la  longueur 
de  rélénienl  qui  répond  au  point  ■  est  ds\  sa  masse 


%daz=z 


pds 
sera  donc  — ,  en  appelant  p  et  Me  poids  et  le 

si 

longueur  de  la  corde  entière,  et  g  la  gravité  ;  et 
comme  la  masse  de  cet  élément  ne  doit  pas  chan- 
ger pendant  le  mouvement,  on  aura  constamment 

pds 

F" 

Si  cet  élément  tdê  était  sollicité  par  une  force 
motrice  donnée,  dont  les  composantes  parallèles 
aux  axes  des  coordonnées  fussent  représentées  par 
Xidlt,  Ttd!»,  l*d§f  les  composantes  suivant  ees  axes, 
de  la  force  perdue  pendant  Tinstant  dij  seraient 

(-Ir-)-.  ('-!?)-.  (-Ir')-. 

par  conséquent,  pour  avoir  les  équations  d'équili- 
bre de  ces  forces,  qui  seront  celles  du  mouvement 
de  la  corde,  il  faudrait  mettre 


X  — 


d*  u 
dïT 


Y  — 


dt* 


Z  — 


dt» 


k  la  place  de  X,  T,  Z,  dans  les  équations  (1)  du 
n*  298,  et  y  substituer  pour  %dê  sa  valeur  précé- 
dente. Or,  les  quantités  X,  T,  Z,  étant  nulles,  par 
hypothèse,  il  en  réiulte 

Td  {x  +  u)  ^  p   *ji 


d. 


=  4^^. 


9^ 


d»  y 
di* 


dx, 


W 


dy      p 

d.  T  —  =  ^ 
d»        9^ 

d.  T  —  =JL 
d*        9^ 

T  éUnt  la  tension  de  Télément  «if,  et  en  observant 
que  jr^-ii  est  l'abscisse  du  point  W  auquel  ces  équa- 


d>  s 
IF 


A^dss 


309 


TRAITi  DE  MtCARIQCE. 


tioDf  répondent.  Ellef  ne  soat  ialégnblet  qae 
quaml  on  1m  a  rédnitei  à  la  forme  linéaire,  i>ar  la 
ooniidération  du  pen  d^ëiendae  des  Yibratîont  de 
la  corde. 

484.  L'élément  de  la  longueur  de  la  corde  étant 
d»  dans  Tétat  d'équilibre  et  étant  devenu  éê  dans 
Tétat  de  mouTement,  et  tes  tensions  quMl  éprouve, 
ilans  ces  deux  états,  ayant  «  et  T  pour  mesures, 
leur  différence  T  —  m  devra  être  proportionnelle  an 
rapport  de  son  extension  ds'—dm  à  sa  longueur  pri* 
mitive  dm  (n«  98S);  on  aura  donc 

T  —  -— iJfLuiîIz 

dm         ' 

9  étant  un  poids  constant  et  donné,  qui  dépendra 
de  la  matière  et  de  Pépaisseur  de  la  corde.  D'ail- 
leurs, on  a 

dr«  =  (de  +  du)*  -|-  i^«  4-  da>  ; 


d»  il  d*  «        d*  y 

di^    "■  *   dr«  '       di* 


Q* 


où  Ton  a  fait,  pour  abréger, 


9^ 


=  «• 


El 
p 


=  a»  . 


Les  variablean,  y,  «,  étant  séparées  dans  ces 
équations  (t),  on  en  conclut  que  les  vibrations  de  la 
corde ,  parallèles  aux  axes  de  s,  y,  s,  seront  indé- 
pendantes entre  elles,  et  coexisteront  ensemble, 
sans  s'influencer  mutuellement.  On  voit,  de  plus , 
que  les  vibrations  froMeeraelaf  seront  les  mêmes 
dans  le  sens  des  ^  et  dans  le  sens  des  S4  en  sorte 
qu'il  suffira  de  considérer  les  premières,  par  exem- 
ple. Quant  aux  vibrations  UmgiimdMnalêâ,  nous 
voyons  ausil,  en  comparant  la  première  des  équa- 
tions (2)  à  Tune  des  deux  dernières, qu'elles  suivront 
les  mêmes  lois  que  les  autres,  dont  elles  ne  différe- 
ront que  par  la  grandeur  du  coefficient  ••  ,  qui 
surpassera  a*  dans  le  rapport  de  f  è  «. 

486.  L'équation  aux  différences  partiellea  du  se- 
cond ordre 


de  plus,  ti  non  aevlement  les  poiatt  de  la  eenfce 

AI'B,  mais  aussi  les  directions  de  ses  tangentes, 

de 
s'écartent  peu  de  la  droite  AMB,  les  quantités — st 

ds 

—  seront  de  très  petites  fttetions;  en  négligeant 
de 

leurs  carrés,  il  en  résultera  donc 


di  =  dm  +  du,      T  =  *  +  g-i 

ds 

dud§ 
et  si  l'on  néglige  également  les  produits et 

dMdg 
dttdB 

—  —,  les  équations  (1)  deviendront 
de  de 

d*y        d>  s  di^  M 

dm*   *      dit  dm*  '    ^  ' 

et  comme  on  a  aussi 

d*y  _  d«  /•  (s  +  ai)        d»  F  (s  —  ai) 
ds*    "~  ds»  '^  ds*  ' 

ces  valeurs  rendent  identique  Téquation  donnée. 
Si  le  temps  I  est  compté  à  partir  de  l'origine  du 


mouvement,  et  qu'on  regarde  a,  ou 


l/î!:, 


d*  y. 
df 


=  a* 


d*  y 


a  pour  intégrale  complète 

y  =/•(*  +  0*)   +F  (#-a«);     (.3) 

/et  F  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  En 
effet,  quelle  que  soit  une  fonction  4t  on  a 

d\Js  ±  ai)  _  d|(r  ±  ai) 

di  -Xû  5j  , 


d*^{s±at)  _    ^  d»  4  (jT  ±  a<) 
di*  ""  *'  djr* 


comme  une  quantité  positive,  s-(-a^sera  une  quan-  - 
tité  positive  pendanttoute  la  durée  du  mouvement, 
et  s — ot une  quantité  négative,  ou  une  quantité 
positive  et  moindre  que  /.  Si  donc  on  désigne  par  { 
une  variable  positive,  il  suffira,  pour  |ioQvoir  faire 
usage  de  la  formule  (3),  de  connaître  les  valeurs  de 
Ji  et  F(~09  (}«pn>s  e=sO  jusqu'à  f  =a> ,  et  celles 
de  F^,  depuis  ^  =  0  Jusqu'à  ^  =  2.  Or,  on  détermi- 
nera ,  comme  on  va  le  voir,  ces  valeurs  àtfttX 
F  (±0i  P^'  '*  condition  de  l'immobilité  des  poiots 
A  et  B  pendant  tout  le  mouvement,  combinée  «Tec 
l'état  initial  de  la  corde. 

480.  Supposons  qu'on  ait,  à  IV>riginc  du  mouve- 
ment, 

y  =  M  ,      —  =  #•«; 
di 

ces  deux  fonctions  f  s  et  f  '  jr  seront  nulles  pour  « = 0 
et  pour  m.  :=  /,  et  données,  depuis  «.  =  0  jusqu'à 
X  =r  I,  par  la  figure  initiale  de  la  corde  et  d'après 
les  vitesses  imprimées,  à  cette  époque,  à  ses  «itffé- 
rens points.  En  faisant  i=0  dans  la  formule-(S} 
et  dans  sa  différentielle  par  rapporta  i,  on  auru 


û"  où  Ton  conclut 


dt* 


=  e» 


dm* 


-(-  a* 


d*  F  (s  —  at) 


PS  =fs  ^  F*,      e  jr  =  a  -i 

ds 


a¥i 


et  si  l'on  fait 


1 
—  ff^sdm  =  ^s  , 

o 
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*o«  mette  t  au  lieu  de  «,  on  eo  déduire 

ectioD  ^t  contiendre  uoc  constante  arbitraire; 
il  eit  évident  quelle  diiparaUra  dans  la  for- 
(3),  <iui  se  compose  de  la  somme  des  valeurs 
«t  F{,  relatives  à  deux  valeurs  différentes  de  t, 
ttit.donc  faire  abstraction  de  cette  constante , 
iposer,  pour  fixer  les  idées,  que  la  fonction  ^t 
louisse,  quand  {  z=0.  Les  équations  (4]  fe- 
ilors  connaître  les  valeurs  de/^  et  ftt  mais 
•««■aent  depuis  (  =  0  jnsqn^à  (  =1,  puisque  les 

fonctions  f  (  et  ^i  ne  sont  données  que  dans  cet 

intervalle. 
Les  points  A  et  B  étant  fixes,  il  faudra  que  les 

valeurs  de  y  qui  répondent  à«==0  et  j?  =/,  soient 

constamment  nulles.  En  faisant  al  =  t,  on  aura 

donc,  d'après  Téquation  (3), 

pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  positive  ^ 

Eo  vertu  de  la  première  de  ces  deux  équations, 
les  valeurs  de  ¥  ( — i)  seront  égales  et  de  signe  con- 
traire à  celles  de  fi.  Si  Ton  met  dans  la  seconde 
équation  (5),  /  +  (  à  la  place  de  ^,  et  qu'on  la  re- 
tranche ensuite  de  la  première,  il  vient 

ce  qoi  fera  connaître  fi^  depuis  {  =  0,  jusqu'à 
{  =  00 ,  quand  oette  fonction  aura  été  déterminée, 
depuis  <  =  Ojusqu'i  ^=2/.  Enfiin^  en  supposant 
i<lj  et  mettant  l-^tk  la  place  de  ^,  dans  la  seconde 
équation  (6),  on  a 

Par  conséquent,  les  valeurs  dtf{2l  —  t  ),  depuis 
{  =  0  jusqu'à  i  =  1,  ou,  ce -qui  est  la  même  chose, 
celle  défi  depuis  {  =  /jusqu'à  ^  =  2/,  seront  con- 
Biies,  d'après  les  valeurs  de  F^,  depuis  <  =  0  jus- 
qu'à f=/. 

Ainsi,  les  valeurs  défi  et  F;  étant  données  par 
In  équations  (4),  depuis  (  =  0  jusqu'à  t  =  /,  les 
équations  (6)  détermineront  celles  de  /*(!  -(-  i)  et 
de  F  (— ^),  depuis  <  =  0  jusqu'à  ^  =  oo  .  On  con- 
naîtra donc  toutes  les  valeurs  de  ces  deux  fonctions, 
d'où  dépeadent  celles  de  y,  pour  tous  les  points  de 
la  oorde  «t  à  un  instant  quelconque  du  mouvo- 
ir dfi 
aient.  Les  valeurs  correspondantes  de  —  et  — , 

dt        dt 
ây 
et,  par  saite,  celles  de  —,  seront  aussi  connues  ;  et 

d% 
les  valeurs  de  «  et  —  s'obtiendront  de  la  même 

di 

■aaière.  Par  conséquent,  on  connaîtra  la  figure  de 

la  oorde,  et  les  vitesses  transversales  de  tous  ses 

points  4  un  instant  quelconque  ;  ce  qui  est  la  soIup 

tioB  complète  du  problème  ,  en  ce  qui  concerne  le 


mouvement  de  la  corde,  perpendiculairement  à  sa 
direction  naturelle. 

Il  n'y  a  rien,  dans  la  question,  qui  puisse  servir 
à  déterminer  les  valeurs  /*(—(),  non  plus  que  cel- 
les de  F(,  qui  répondraient  à  ^  >  1}  de  sorte  que 
ces  parties  des  deux  fonctions  arbitraires,  dont  Tu- 
sage  de  la  formule  (3)  n'exige  pas  la  connaissance, 
resteront  tout-à-fait  indéterminées. 

4S7.  Pour  connaître  la  valeur  de  y  qui  résultera 
des  équations  (3),  (4),  (5),  je  considérerai  succes- 
sivement la  partie  de  cette  valeur  provenant  de  la 
figure  initiale  de  la  corde,  on  de  la  fonction  f  s,  et 
celle  qui  provient  des  vitesses  initiales  de  ses  diflc- 
rens  points,  ou  de  la  fonction  e'jr. 

1«  A  l'origine  du  mouvement,  soit  AGE  (fig.  106} 
la  projection  donnée  de  la  corde  sur  le  plan  des  x 
et  y,  de  sorte  qu'en  prenant  sur  AB  la  partie  AD — x^ 
l'ordonnée  correspondante  DC  soit  e^r.  Après  avoir 
prolongé  AB,  je  trace  la  courbe  BCA',  égale  à  AGB| 
mais  inversement  placée,  de  manière  que,  si  l'on 
prend  BIV  =  BD,  Tordonnée  D'C  soit  égale  et  de 
signe  contraire  à  DC.  Sur  les  deux  prolongemens 
de  AA',  je  répète  indéfiniment  la  courbe  AGBC'A'  ; 
en  sorte  que  A'C"B'C'"A"  soit  la  position  que  pren- 
drait ACBC'A',  si  cette  courbe  glissait  parallèle- 
ment à  l'axe  des  s,  jusqu'à  ce  que  A  vint  en  A'  et  A' 
en  A",  et  que  AC^B^G^^Aj  soit  la  position  de  A'CBGA, 
a|>rès  avoir  glissé  de  même  jusqu'à  ce  que  A'  vint 
en  A  et  A  en  Aj  j  et  de  même  au  delà  de  A"  et  de  A^. 
Cela  fait,  si  l'on  prend  deux  abscisses 

AB  =  s  +  a/ ,       AE'  =  ir  —  <U , 

dent  la  seconde  pourra  être  positive  ou  négative,  et 
qu*on  élève  les  ordonnées  correspondantes  EF 
et  E'F',  positives  uu  négatives,  leur  demi  somme 

sera  la  partie  de  y  dépendante  de  la  figure  initiale 
de  la  corde. 

2«  Supposons  que  les  ordonnées  de  la  courbe  AGE, 
au  Heu  d'être  les  déplacemens  primitifs  des  points 
delà  corde,  représentent  maintenant  leurs  vitesses 
initiales ,  divisées  par  a;  en  sorte  qu'en  prenant 

1 
AD  =  s,  on  ait  DC  =  —  f 's.  Traçons  une  autre 

a 
courbe  ACH  (fig.  1U7),  telle  qu'à  l'abscisse  AD=jc 

1 
réponde  l'ordonnée  DC  =  ^fifxds  =  0m.  L'in- 

a 
tégrale  commençant  avec  sr,  et  la  fonction  f 's  étant 
aussi  nulle,  quand  s  =  0,  cette  courbe  touchera 
l'axe  des  s  au  point  A.  Si  l'on  prend  AB  =  I,  et 
que  BH  soit  l'ordonnée  correspondante,  on  aura 


BH 


=  —  /      f '*is  , 


et  la  tangente  en  H  sera  parallèle  à  l'axe  des  abs- 
cisses, à  cause  que  l'on  a  f 's  s=  0,  quand  s  =  /.  Je 
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trace  la  courbe  HC'A' ,  égale  à  ACH,  et  placée  de 
manière  qu'en  prenant  BD'  =  BD,  onaitiyC'=I»G: 
puis  je  répète  indéfiniment  la  courbe  ACHC'A',  sur 
lea  deux  prolongemens  de  AA',  comme  dans  la 
construction  précédente;  et  cela  fait,  si  Ton  prend 
deux  abscisses 

AK  =  «  +  al ,       AK'  =  jr  —  a< , 

dont  la  seconde  pourra  être  positive  ou  négative^  et 
qu'on  élève  les  ordonnées  correspondantes  KL  et 
K'i',  positives  ou  négatives,  on  aura 

pour  la  partie  de  y  qui  résulte  des  vitesses  initiales 
des  points  de  la  corde. 
I^  valeur  complète  de  y  sera  donc 

y  =  4    (EF  +  ET)  +  i.  (KL -KX'}  ;     (o) 
et  la  même  construction  donnera  la  valeur  corres- 

pondante  de  *-.  En  eiFet,  on  a 
di 


AEF 

di 

d.EL 


d.EF 


d.E'F 


IV 


di 


-.  =  —  a 


dJLL       d.k'L 


11/ 


dXV 


=   Û 


dm  * 


di 


=  —  a 


on  aura  donc 


^_^/d,U  _ dXT\       ^  /dEL      d.K'L\ 

Or,  si  Ton  mène  par  les  points  F,  V ,  L,  L',  (6g.  106 
etl07),  les  tangentes  f/*,  F'/^,  U,  L7,  et  les  droites 
Fit,  F'«,  hx^  L'x,  parallèles  à  Taie  des  s  et  dirigées 
dans  le  sens  des  s  positives,  on  aura  aussi 


dx 


=  tang  «F/*, 


ivf 


d.E'F 

ds 


=  Ung  *rf , 


dKL  rf.K'L' 

=  tang  *U ,         j_     =  tang  jrLT  j 


d:jr 
il  en  résultera  donc 


ds 


—  =  —  (tang  *FA  —  tang  xTf) , 
<ll  3 

a 
+  —  (tang  xU  +  tang  a-L'/'], 

2 


m 


formule  dans  laquelle  les  angles  seront  toujours 
aigus,  mais  positifs  ou  négatifs  ;  ce  que  la  figure  in- 
diquempour  chacun  des  points  F,  F',  L,  L'. 
On  construira  de  la  même  manière  les  valeurs 

dz 
de  M  et  — . 
dt 


.    488.  U  résulte  de  la  construction  des  ooiirhaare- 

présentées  par  les  figures  106  et  107,  que  quand  le 

produit  al  augmenta  de2/,  Tordonnée  y  et  U  vitesse 

dy 

—,  exprimées  par  les  formules  (a)  et  (è),  repren* 

di 

nent  les  valeurs  qu'elles  avoient  auparavant.  U  en 

dx 
est  de  même  à  Tégard  des  valeurs  de  s  et  — .  Par 

di 

conséquent,  la  corde  revient  au  même  état,  pour 
sa  forme  et  pour  les  vitesses  transversales  de  tous 
ses  points,  au  bout  de  chaque  intervalle  de  temps 

Si 
égal  à  — .  Dans  le  vide,  et  en  supposant  les  pointa 

a 
A  et  B  rigoureusement  fixes ,  la  corde  exécuterait 
donc  une  suite  indéfinie  de  petites  oscillations 

21 
dont  la  durée  serait  —,  pour  chaque  osotllaiion  en- 

a 

tière,  Pallée  et  le  retour  compris.  Vais  la  résistance 
de  Tair  et  la  conununication  d'une  partie  du  mou- 
vement de  la  corde  à  ses  pointa  extrêmes  A  et  B, 
affaiblissent  graduellement  les  amplitudes  de  se» 
oscillations,  et  finissent  par  les  anéantir,  sans  alté- 
rer sensiblement  risochronisme;  résultat  sembla- 
ble'à  celui  que  nous  a  présenté  le  mouvement  du 
pendule  dans  l'air  {n"  190),  et  que  je  me  contente 
d'indiquer  comme  une  conséquence  de  Tanalyse, 
confirmée  par  Tobservation. 

Si  donc  on  désigne  par  T  la  durée  d^une  vibra* 
tion  ou  oscillation  entière  de  la  corde,  et  par  u  le 
nombre  des  vibrations  qui  auront  lieu  dans  l'unité 
de  temps ,  on  aura 

x  =  ^=a|/?.    .  =  1|/E. 

a  gm  2  pi 

Le  ion  d'une  corde  sonore  est  d'autant  plus  élevé 
qu'elle  fait  un  plus  grand  nombre  de  vibrations  en 
un  temps  donné  ^  il  est  donc  déterminé  par  le  aomr 
bre  »,  lequel  est,  comme  on  voit,  indépeudaDl  d» 
la  grandeur  des  amplitudes,  supposées  très  petites. 
Pour  une  même  corde,  ce  nombre  est  propoijtioo- 
nel  à  la  racine  carrée  de  la  tension  «^  pour  deux 
cordes  d'une  même  mstière  et  d'une  même  épais- 
seur, le  poids  |i  est  proportionnel  à  la  longueur  /, 
et  le  nombre  »,  à  tension  égale,  en  raison  inverse 
de  cette  longueur^  enfin,  pour  deux  cordes  de 
même  longueur  et  également  tendues,  »  est  en  rai- 
son inverse  des  racines  carrées  de  leur  poids.  Ces 
différentes  lois  ont  été  confirmées  depuis  longtemps 
par  l'espérience.  Toutefois  il  y  a  des  caa  dont  nous 
parlerons  bientôt,  où  la  corde,  à  raison  de  son  état 
initial,  se  divise  en  parties  égaies,  jointes  par  des 
pointa  qui  demeurent  immobiles  pendant  toute  U 
durée  du  mouvement  j  ce  qui  élève  ie  ton  propor- 
tionnellement au  noo^trc  de  ces  parties  siiquotes. 
Si  les  pointa  de  la  ourde  n'ont  pas  de  vitesses  ini- 
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tMtw,  on  aura  limplement 


1  1  dy         a 

y  =  —   EF  +  —  ET,      —  ==  —  (tang  xff  -  tang  «F/). 


a 


2 


dt 


En  considérant  STec  attention  la  forme  de  la  courbe 
représentée  par  la  figure  100 ,  on  Terra  que  toutes 
les  fois  que  ai  sera  un  multiple  quelconque  de /,  la 

vitesse  —  sera  nulle  et  la  corde  reprendra  la  même 
dt 

figure,  mais  située  dans  des  positions  alternatiTe- 

ment  inverses  Tune  de  Pautre.  ACB  (fig.  108}  étant 

sa  figure,  quant  #  =  0,  ce  sera  encore  sa  figure  et 

sa  position,  quand  ai  sera  un  multiple  pair  de/; 

mais  lorsque  at  sera  un  multiple  impair  de  /,  la 

corde  prendra  la  position  înTcrse  ACB,  telle  qu'en 

faisant  AIK:::  BD,  on  ait  D'C  =—  DC.  Dans  ces 

deux  positions  extrêmes  ACB  et  ACB,  les  vitesses 

transversales  de  tous  les  points  de  la  corde  seront 

séroj  et  la  corde  emploiera  letemps^  T  d'une  demi- 
vibration,  à  passer  de  l'une  à  Tautre. 

480.  En  général,  les  parties  des  lignes  que  repré- 
sentent les  figures  100  et  107  ne  sont  pas  les  pro- 
loogemens  analytiques  Tune  de  l'autre;  ces  lignes 
forment  des  courbes  discontinues^  c'est-i-dîre,  des 
courbes  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  assujettis 
k  la  même  équation  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée  ; 
mais,  aux  points  dejonction  A^,  B^  A,  B,  A',  B',  etc. 
(fig.  106),  A„  H,,  A,  H,  A',  H',  etc.  (fig.  107),  de 
deux  portions  différentes,  la  tangente  est  toujours 
commune  aux  deux  parties  adjacentes.  La  courbe 
relative  k  la  forme  initiale  de  la  corde,  et  celle  qui 
représente  la  loi  des  vitesses  imprimées  à  tous  ses 
points,  peuvent  aussi  être  des  courbes  discontinues, 
pourvu  cju'cn  chacun  des  points  où  leur  forme 
ehange,  la  tangente  reste  néanmoins  la  même  pour 
les  denx  parties  adjacentes. 

Cette  restriction  est  fondée  sur  ce  que  par  leur 
aatore,  la  force  accélératrice  d'un  point  matériel  et 
la  vitesse  dont  il  est  animé,  sont  toujours  des  quan- 
tités finies,  existantes  et  mesursbles  ;  en  sorte  que 
dans  les  problèmes  de  Dynamique,  les  fonctions  du 
temps  qui  expriment  les  vitesses  et  les  forces  accé- 
lératrices des  différens  points  d'un  mobile,  ne  doi- 
vent Jamaia  devenir  infinies.  Ici,  la  condition  re- 
lative aux  vitesses  est  remplie;  car  les  vitesses 
transversales  s'expriment  par  la  formule  (&],  au 
moyen  des  tangentes  de  certains  angles,  multipliées 
par  la  constante  a;  et  par  hypothèse,  ces  angles  ne 
•^élèvent  jamais  à  OO»,  et  sont,  an  contraire,  tou- 
jours très  petits.  Quant  aux  forces  accélératrices , 
ailes  deviendraient  infinies,  dans  les  points  où  deux 
portions  de  la  corde  se  couperaient  sous  un  angle 
fini,  et  ces  forces  croîtraient  sans  limite,  près  de 
•eablables  points  dejonction. 

Bo  eCfet,  soient  m  et  m'  (fig.  106)  deux  points  de 
la  oorde,  très  rapprochés  de  H',  et  dont  nous  ren- 
drom  enanite  les  distances  à  ce  point  infiniment 
petites.  Considérons,  h  nn  instant  quelconque,  les 


forces  qui  agissent  sur  la  portion  mH'Bi'  de  la  corde, 
c'est^h-dire,  les  tensions  qui  ont  lieu  à  ses  extrémi- 
tés, et  sont  dirigées  suivant  les  parties  mh  et  mfh' 
des  tangentes  enmet  m'.  Représentons  ces  tensions 
par  H  et  H',  et  par  /a  la  masse  de  mWm',  Pour  que 
la  force  accélératrice,  parallèle  à  AB,  de  cette  pe- 
tite masse,  ne  devienne  pas  infinie,  quand  /*  sera 
infiniment  petite,  il  faudra  que  la  différence  H — H' 
soit  très  petite  et  au  moins  proportionnelle  à  /«.De 
plus  les  composantes  de  H  et  H'  perpendiculaires 


à  AB  et  parallèles  h  Taxe  des  y,  seront  H 


"•[1] 


it) 


dy     dy 
en  substituant  —  k  — ,  comme  dans 
ds    ds 


W'W 


les 


le  no  484,  et  désignant  par 

valeurs  de  —  qui  répondent  à  m  et  m'.  La  force 
dx 

motrice  qui  tire /«  vers  AB,  aura  alors  pour  va- 
leur 


H 


G)  -  ■■  m 


Pour  que  la  force  accélératrice  correspondante  ne 
soit  pas  extrêmement  grande  et  ne  devienne  pas  in- 
finie, quand  la  masse  /a  sera  infiniment  petite,  il 
sera  donc  nécessaire  que  cette  différence  soit  aussi 
très  petite,  et  au  moins  proportionnelle  à  /«  ;  et 
comme  les  quantités  H  et  H'  différent  déjà  très  peu 
l'une  de  l'autre ,  il  faudra  qu'il  en  soit  de  même 


a  l'égard 


'<=>[=]• 


dont  la  différence 


devra  être  infiniment  petite,  quand  les  points  m 
et  m' seront  infiniment  rapprochés  de  H'.  Donc,  en 
aucun  endroit  de  la  corde  et  à  aucun  instant,  les 
tangentes  mh  et  m'A',  en  deux  points  infiniment 
voisins,  ne  pourront  se  couper  sous  un  angle  fini; 
ce  qu'il  s'agissait  de  faire  voir. 

Cette  conclusion  aura  encore  lieu,  lorsque  la 
corde  sera  composée  de  deux  parties  de  roatièrea 

différentes  :  à  leur  point  de  jonction,  l'ordonnée  y 

dy 
et  son  coefficient  différentiel  —  devront  avoir  con- 

ds 
stamment  une  même  valeur  pour  ces  deux  parties; 

ce  qui  fonrnira,  comme  la  fixité  des  points  extrê- 
mes, des  équations  indispensables  pour  la  détermi- 
nation des  fonctions  arbitraires,  et  sans  lesquelles 
la  solution  du  problème  serait  indéterminée  *. 

*  r*j«x.  pour  c«tU  lolntioB,  U  Jnmat  é»  l*Éeot*  P«»fjfrrA«if  m  . 
XVIII*  cahier,  p«s«  443. 
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490.D*Aleiiibert  •  résolu  le  premier  le  problème 
det  eordet  ^ibnntes  ;  la  solution  qu^il  en  a  donnée 
est  eelle  qa^on  Tient  d'exposer ,  et  qui  est  fondée 
sur  rintégrttion,  sous  forme  finie,  de  Téquation 

-^-p-=  #>    '—•'  \  mais  au  moyen  de  la  formule  (a) 

4n  n»  8SS,  on  peut  aussi  résoudre  cette  question 
d'une  autre  nuniére. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  données  f  «  ot 
f '«,  pourvu  qu^elles  soient  nulles ,  quand  jt  =  0  et 
quand  #  =  I,  on  a,  d'après  la  formule  citée) 

i   #  » 
pour  toutes  les  râleurs  de  ir,  depuis  s  ^=0  jusqu'à 


#r=/  inoInsiTement,  c'art-à-dire,  pmir  toute  ta 
longueur  de  Jo  oorde;  s' étant  un  nooibre  entier  et 
positif,  et  les  caractéristiques  S  indiquant  des  som- 
mes qui  s'étendent  à  toutes  les  faleurs  de  s,  depois 
t  =  1  jusqu'à  t* — 00  .  D'un  autre  côté,  tonte  expres- 
sion telle  que 

y  =  (A  sin  •«!  -f  B  cos  td)  sin  (•#  +  <),    (») 

satisfait,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  à  l'équa- 
tion donnée 


a* 


±1 

dx* 


(•) 


A,  B,  •,  C,  étant  des  constantes  arbitraires.  D'après 
cela,  si  Ton  prend 


iws        irai 
sin  — ~  oos — j- 


w 


cette  valeur  de  y  satisfera  à  toutes  les  conditions 
dn  problème ,  et  en  renfermera ,  conséquemment , 
la  solution. 

Bn  effet,  cbacnn  des  termes  des  sommes  Z  satis- 
fera séparément  à  Téquation  (e);  pa|  conséquent, 


ces  sommes  y  satisferont  aussi,  puisque  cette  équa* 
tion  est  linéaire.  Si  l'on  fait  «  =  0  ou  s  =  I  dans  la 
formule  (d) ,  on  a  y  =  0,  qoel  que  soit  I  ;  ce  qui 
remplit  la  condition  de  la  fixité  des  points  extrêmes 
de  la  corde.  Enfin,  la  formule  (d)  donne 


—  =  —  ï  V    /      •"> ♦*'«*    I     fin  — r 


twx         irai 
cos  --— 


I 


(•) 


et  si  Ton  fait  <  =  0  dans  ces  valeurs  de  y  et — ,  elles 

deviennent  f  #  et  p'x,  en  vertu  de  l'équation  (a)  ;  ce 
qui  satisfait  à  l'état  initial  de  la  corde ,  dans  toute 
sa  généralité. 

Cette  antre  solution  du  problème  est  due  h  La- 
geaiige,  qui  a  aussi  fait  voir  qu'elle  coïncide  avec 
celle  de  d'Alembert. 

Avant  Lagrange,  D.  Bernouilli  a? ait  déjà  résolu 
le  problème  des  cordes  vibrantes,  en  prenant  pour 
y  une  valeur  composée  de  termes  compris  dans  la 
fennule  (è),  et  assujettis  à  devenir  nuls,  quel  que 
soit  #,  pours:=Oetpour#=l,  c'est-à-dire,  au 
moyen  de  l'expression 

(       .    irai               wai\  .   *' 
A  sm  —  -^  B  cos isin  — 


+  (v 


sin  — r—  +  B'  cos— 7-  |8in 


+  ^A'sin 


Zwat 


I   / 


I 


if) 


i 


•|-B"cos 


3«ol\   .   Sws 
-  Isti 


/   / 


stn- 


/ 


etc. 


dans  laquelle  A ,  A',  A",  etc.,  B ,  V,  B",  etc. ,  soot 
des  constantes  arbitrairea.  Il  manquait  à  cette  so- 
lution, pour  être  complète,  la  dëterminaAioo  deees 
coefliciens,  d'après  un  dtat  initial  de  la  oorde,  donné 
arbitrairement  ;  ce  qui  était,  sous  le  rapport  de  l'a- 
nalyse, la  difficulté  priueipale  de  la  question  :  celte 
formule  (/)  sofiisait,  d'ailleurs,  pour  faire  oonnal- 
tro  les  différons  modes  de  vibrations  transversales 
des  cordes  sonores,  et  les  lois  de  ces  vibrations. 

481.  Les  formules  (d)  et  (e)  mettent  en  évtdener 
les  lois  du  mouvement  de  la  corde  vibrante,  que 
l'on  a  énoncéea  dans  le  n«  488}  elles  monlient 
aussi  que  le  ton  peut  quelquefois  s^élever,  ooflame 
on  Ta  dit  dalis  ce  numéro,  et  le  nombre  is  des  vibra- 
tions dans  l'unité  de  temps ,  devenir  un  multiple 
de  sa  valeur  générale ,  sans  que  la  tension  de  la 
corde  ait  été  changée. 

Ku  effet,  supposons  que  les  valeurs  de  fc*  et  f**' 
soient  telles  que  l'on  ait 

pour  Utotet  le*  «aleur»  d«  *  (|ai  ne  sont  pu  des  Bot. 
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lifilM  d^ttii  BOBibre  âornaé  m;  cooditions  que  Toa 
peot  remplir  d*àne  infioité  de  meniéres  différeatcs. 
Les  formules  (d)  et  (•)  ne  renfermeront  que  des 

•mm  et  cotmvs  des  multiples  At!^;  par  consé- 

quenty  Tétat  et  le  poeition  de  U  corde  redeviendront 
les  mêmes  toutes  les  fois  que  ai  tngmentere  d'an 

mulUpIe  de — ;  et  d'après  la  valeur  de  «,  eelle  du 

nombre  n,  d*oû  dépend  rélévation  du  ton  (n»  488), 
sera 

2  pi 

o'est^-diie,  qu'il  se  trouvera  augmenté  dans  le 
lupport  demi  l'unité. 
Dens  ce  cas,  la  formule  (d)  ne  contiendra  que  les 


Tintégration  reiitlve  à  «*,  en  a  simplement 


sinus  desmuIUplesde-— ;  on  aura  donc  constam- 
ment y=0  pour  les  poinU  éqnidistans  N,  11^ 
11^  etc.,  de  la  corde  (6g,  109],  qui  répondent  à 
/        2/        U 

•= — ^t  =  — I  =  —,  etc.  ;  en  sorte  que  ces  points, 
■s        m       m 

au  nombre  de  m — l,  demeureront  immobiles, 
comme  les  points  extrêmes  A  et  B,  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement.  Pour  cette  raison,  on  ap- 
pelle les  poinU  N,  N',  H",  etc.,  des  tumidê  de  vibra- 
fiùnê.  A  rorigine  du  mouvement,  ils  n'auront  reçu 
aucune  vitesse,  et  u'aurontpas  été  écartés  de  la 
droite  AB.  Les  parties  de  la  corde  AGN,  NC'N', 
R'C^'^  etc.,  situés  alternativement  d'un  côté  et  de 
f  antre  de  AB,  vibreront  comme  des  cordes  isolées, 
dont  les  longueiys  AN,  Rlf ',  WW\  etc.,  sont  toutes 
/ 

^g*'^  ^  — ,  et  dont  les  vibrations  isochrones  et 

■s 

sîmaitanées  •*elfeetueront  dans  un  temps  égal 
2» 

Le  auwière  la  plus  simple  de  setisfatre  auioon- 
ditioBs  eiprinées  par  les  éqnalioos  (y),  est  de  pven- 
tet  par  eumple , 


ftzs.h  sin 


•'*  =  0  î 


h  étant  une  constante  donnée.  Cela  suppose  que  les 
points  d«  la  corde  n'ont  pas  reçu  de  vitesses  initia- 
les, et  qu'à  rorigine  du  mouvement  elle  était  formée 
de  ns  parties  égales  et  situées  alternativement  d'un 
c6té  et  de  l'autre  de  AB.  Chacune  de  ces  parties  de 
courbe  est  ce  qu'on  appelle  une  troekoidê,  qui  a 

h 
pour  longueur  -*-,  et  pour  hauteur  k.  Dans  ce  cas, 
m 

la  formule  (iQ  se  réduit  au  seul  terme  de  la  pre- 
anièr*  partie,  qui  répond  h  t  =  i».  Bu  eifectUMit 


y  =  A  sin 


cos 


mâaî 


la  figure  de  la  corde  est  donc  composée,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement ,  d'un  nombre  m  dt 
trochoïdes ,  d'une  largeur  constante  et  d'une  ban* 
teur  variable;  et  elle  coïncide  avec  la  droite  AB i 

l 
toutes  les  fois  que  ai  est  un  multiple  impair  de  — . 

Bm 

Cette  solution  particulière  du  problème  des  cordes 

vibrantes  est  celle  que  Taylor  avait  donnée,  avant 

que  la  solution  générale  fût  connue. 

403.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  par  rapport  aux 
vibrations  transversales  s'applique  immédiatement 
aux  vibrations  longitudinales.  Il  suffira,  pour  avoir 
ê  un  instant  quelconque  Texpression  de  la  variable 
Il  du  n»  483,  de  mettre  dans  celle  qu'on  a  trouvée 
pour  3^  la  constante  «  du  n»  484  h  la  place  de  a.  On 
prendra  alors  pour  M  le  déplacement  du  point  ■ 
(fig.  105)  à  l'origitte  du  mouvement,  suivant  la  lon- 
gueur de  la  corde,  c'est-à-dire,  la  valeur  initiale  de 
HP;  et  f 's  exprimera  la  vitesse  initiale  du  point  ■, 
suivont  MB  ou  MA ,  selon  qu'elle  sera  positive  ou 
négative.  Ces  fonctions  tm  et  t'*  seront  don- 
nées arbitrairement ,  depuis  s  =  0  jusqu'à  #  =  I  ; 
et  si  elles  changent  de  forme  dans  cet  intervalle, 
il  faudra  que ,  pour  les  valeurs  de  m  où  cela  arri- 
vera ,  chacune  de  ces  fonction!  et  son  coefficient 
différentiel  atent  cependant  la  même  valeur  dons 
les  deux  porties  adjacentes  de  la  corde. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  appelle  T'  la  durée 
entière  d'une  vibration  longtCudinale ,  o'est*à-dire, 
l'intervalle  entre  deux  états  identiques  de  la  corde, 
et  «'  le  nombra  de  ces  vibrations  dans  funité  de 
temps ,  nous  aurons  {pp  488) 

r=!î  =  Bl/?,   ,^l\y^. 
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Ce  nombre  m'  et  le  ton  de  le  corde  qu'il  déter- 
mine, ne  dépendent  pas  de  sa  tension  «r;  cependant 
l'observation  indique  que  le  ton  longitudinal  a'<é- 
lève  un  peu  quand  la  tension  augmente  \  circon- 
stance qu'on  peut  attribuer  à  ce  que  la  longueur 
delà  corde,  comprise  entre  les  points  A  et  B,  res- 
tant la  même,  son  poids  p  diminue  quand  on  Pétend 
davantage. 

403.  En  comparant  ce  nombre  wl  à  celui  des  vU 
brattons  transveraales  de  la  même  corde;  on  a 


=  -1^^, 


en  sorte  que,  toutes  choses  d'oillenra  égales,  le  ton 
provenant  des  vibrations  longitudinales-  sera  plus 
aigu  que  celui  qui  répond  aux  vibrations  tranaver- 

sales,  dans  le  rapport  de  (/^  (/«• 
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Le  poidg  g  ett  la  tension  qu'il  fondrait  employer 
ponr  doubler  la  longueur  naturelle  de  la  corde,  en 
supposant  que  la  loi  de  son  extension  fût  con- 
stante. En  effet,  si  Ton  suppose  que,  pour  une  ten- 
sion donnée  A ,  la  longueur  d'une  partie  quelcon- 
que de  la  corde  augmente  dans  le  rapport  de  1  -|- 1 
à  Funitë,  réiément  adjacent  an  point  H,  qui  éprouve 
successivement  les  tensions  «  et  T  dans  Fétat  d'é- 
quilibre et  dans  l'état  de  mouvement,  augmentera 

i«  rt 

dans  les  rapports  de  1  -{ et  de  1  +  —  à  l'unité; 

A  A 

les  longueurs  dx  tids,  dans  ces  deux  états,  seront 

donc  entre  elles  comme  A  4-l)vestàA-|-ITien 
sorte  que  l'on  aura 


ds 

d» 


A+.n 


) 


d'où  l'on  tire 


de  ^  ds        #  (T  -^  w) 
ds  2        ' 

en  négligeant  le  carré  de  la  fraction  t.  D'après  les 
valeurs  de  d!»  -^  d!*  et  de  T^«  du  n»  484,  on 
aura  dono 

A 

g  =  — ; 

par  conséquent,  g  sera  la  tension  qui  répondrait 
à  i=  1,  ou  qui  doublerait  la  longueur  de  la  corde, 
si  son  allongement  croissait  toujours  uniformé- 
nent* 

Comme  la  tension  m  d'une  corde  sonore  est  tou- 
jours très  éloignée  de  celle  qu'il  faudrait  employer 
pour  en  doubler  la  longueur,  il  s'ensuit  que  le  rap* 


port 


|/Id..'à 


u  est  toujours  très  considéra- 


ble. On  peut  le  déterminer,  à  pricn,  d'après  l'al- 
longement de  la  corde  produit  par  la  tension  «,  et 
mesuré  directement;  car  si  l'on  appelle  y  cet  al- 
longement, on  aura 

h' 

puisque  H  est  celui  qui  répond  à  la  tension  A  ;  et 
en  substituant  cette  valeur  de  m  et  celle  de  g  dans 

l'expression  de  — ,  il  vient 

u 


=^=i/i, 


d*on  l'on  conclut,  réciproquement, 

n  V* 


-  G  '• 


pour  la  valeur  de  rallongement  y,  d'après  osUe 

n 
de—-. 

Ce  rapport  très  simple  do  nombre  des  vibratioas 
longitudinales  à  celui  des  vibrations  transvanales 
d'une  même  corde,  a  été  vérifié  par  une  expérience 
que  M.  Cagniard-Latour  a  faite  sur  une  ooide  trèi 
longue,  dont  les  vibrations  transversales  éUieot 
visibles  et  asseï  lentes  pour  qu'on  pût  les  compter. 


$  II.  rOraHomê 


^WU   ViT^ 


iloêiiqtiê. 


1 


494.  Cette  verge  sera  bomogène  ;  et ,  dans  son 
état  naturel,  je  la  supposerai  prismatique  ou  cylin- 
drique :  la  figure  ItO  représente  alors  une  section 
faite  par  le  filet  moyen  AB,  c'est-i-dire,  par  Is 
droite  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  de  toutes 
les  sections  de  la  verge  perpendiculaire  k  sa  lon« 
gueur  (no  314).  Si  la  verge  est,  par  exemple,  un 
cylindre  h  base  circulaire,  AB  est  son  axe  de  figure; 
son  diomètre  est  très  petit,  et  dans  tous  les  cas,  les 
dimensions  des  sections  normales  sont  très  petites 
par  rapport  k  la  longueur  de  cette  droite;  mais  elles 
sont ,  cependsnt ,  asset  grandes  ponr  que  la  verge 
résiste  h  la  flexion,  et  soit  ce  qu'on  appelle  une 
vêrgt  éioâtiçue  (n»  306). 

Dans  le  mouvement  longitudinal  de  cette  verge , 
que  nous  allons  d'abord  considérer,  tous  les  points 
appartenant  à  une  même  section  normale  auront , 
à  cbaque  instant,  la  même  vitesse  porallèle  k  AB  ; 
en  sorte  qu'il  suffira  de  déterminer  le  mouvement 
d'un  point  quelconque  H  de  cette  droite. 

Prenons  sur  cette  droite  un  point  fixe  C  ;  et,  dans 
l'état  naturel  de  la  verge,  représentons  par  sr  la  dis* 
tance  CM ,  qui  sera  positive  ou  négative ,  selon  que 
I  appartiendra  k  la  partie  CB  ou  à  la  partie  GA  de 
AB.  Dans  l'état  de  mouvement,  soit  ■',  au  bout  du 
temps  Ij  la  position  que  prendra  ce  point  M;  fai- 
sons HH'  =  «;  et  considérons  «  comme  une  quan- 
tité positive  ou  négative,  selon  que  ce  déplacement 
aura  lieu  du  côté  de  B  ou  du  côté  de  A ,  de  sorte 
qu'on  ait  toujours  CM'  =  s  -(-  «.  Il  s'agim  de  dé* 
terminer  la  valeur  de  «,  en  fonction  de  s  et  t. 

Appelonsple  poids  de  la  verge,  I  sa  longueur  AB, 
et  g  la  gravité.  Dans  l'état  naturel  de  la  verge ,  le 
niasse  de  l'élément  qui  répond  au  point  M,  et  qai  e 

pds 
da  pour  longueur,  sera^— .  Cette  masse  ne  chan- 
gera pas  pendant  le  mouvement  ;  et  si  l'élément  eat 
sollicité  par  une  force  accélératrice  X,  dirigée  dans 
le  sens  M'B  ou  M'A,  selon  qu'elle  sera  poaitÎTe  on 
négative,  sa  force  perdue  pendant  l'instant  di 

pds 


ods  /  d»  e\ 


Désignons  psr  T  la  tension  du  même  élément  qui 
agit  &  son  extrémité  M',  et  sera  une  quantité  poeî- 
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(iv«  on  Qëgfttive,  tdon  qn^elle  aura  lieu  du  dedans 

dt 

CD  dehors,  ou  du  dehors  en  dedans  ;  T  -}-  — *  ^ 

di 
exprimera  lo  tension  qui  ogira ,  en  sens  contraire 
de  T,  k  Tautre  extrémité  de  cet  élément  ;  il  sera 
donc  tiré,  dans  le  sens  H'B,  par  une  force  égale  k 

iï 

—  dx]9Î,  pour  Téquilibre  de  cette  force  et  de  la 

it 

précédente,  il  faudra  qu^on  ait 

d»        gl^  *•/ 

ce  qui  s*accorde  a^eo  Téquation  (a)  du  n»  316, 

Aux  deux  bonts  A  et  B,  il  faudra,  en  outre,  que 
Il  valeur  de  T  soit  égale  à  une  force  particulière, 
qui  agira  suivant  AB  à  Textrémité  A,  et  suivant  le 
prolongement  de  AB  k  Fextrémité  B. 

496.  La  longueur  naturelle  de  rélément  que 
BOUS  considérons  étant  lis,  et  sa  longueur  devenant 
ds  -f  du ,  quand  il  est  soumis  k  la  tension  T,  on 

•nra 

du 

dm 

1  désignant  un  coefficient  constant,  dont  la  valeur, 
doDo^  par  Tobservation  sera 

A 

î  =  — » 

ù  Ton  représente  par  Jf  rallongement  total  de  la 
ve^e ,  lorsquVlle  est  soumise  k  une  tension  con- 
stante et  donnée  A  (no493). 

Je  supposerai  qu^ancune  force  donnée  n^agit  sur 
les  pointa  de  la  verge;  on  fera  alors  X  =  0  dans 
Féqôation  du  mouvement;  et  en  y  mettant  pour  T 
sa  valeur,  il  en  résultera 

d»u  d^  u 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

P 
On  aura,  en  outre, 

du  du 

»=— ,     «  =  — ,    T  =  5S, 
di  dx 

a  désignant  par  v  la  vitesse  du  point  M' ,  et  par  # 
in  dilatation  de  la  verge  en  ce  même  point.  Quand 
in  valeur  de  ê  sera  négative,  cette  dilaUtion  se 
ebangera  en  une  contraction  ;  et  la  tension  T  agira 
dans  le  sens  Wk  on  dans  le  sens  M'B,  selon  qu'il  y 
aura  effectivement,  dilatation  ou  contraction. 
L'état  de  la  verge,  i  un  instant  quelconque,  sera 

2        /    ^,        (2»  -.  1)  wjp» 


donc  connu ,  lorsqu'on  aura  déterminé  «  en  fonc- 
tion de  *  et  #;  mais  pour  obtenir  sa  valeur,  il 
faudra  joindre  à  l'équation  (l)  celles  qui  répondeol 
i  l'état  initial  de  la  verge  et  à  ses  extrémités.  Or , 
quand  #=  0,  je  supposerai  qu'on  ait 

«  =  M,       ©  =  t**, 

de  sorte  que  f«  et  f's  soient  des  fonctions  données 
arbitrairement,  depuis  «  =  0  jusqu'à  *  =  ï,  en 
prenant  pour  C  la  position  initiale  de  A.  De  plus,  à 
chaque  extrémité  fixe  de  la  verge,  il  faudra  qu'on 
ait  «  =  0,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ; 
et  T  exprimera  la  pression  que  ce  point  fixe  aura  k 
supporter.  A  chaque  extrémité  libre  qui  ne  sera 
sollicitée  par  aucune  force  donnée,  il  faudra  qu'on 

^  eu 

ait  de  môme  T  =  0,  ou  —  =  0,  pour  toutes  les  vb- 

ds 
leurs  de  i, 

490.  On  résoudra  ce  système  d'équations  de  la 
même  manière  que  celles  qui  répondent  aux  cordes 
vibrantes,  soit  en  partant  de  l'intégrale  sous  forme 
finie  de  l'équation  (l),  soit  por  des  formules  sem- 
blables à  celles  du  n*  490.  Voici  en  employant  ces 
formules  les  résulUU  qui  répondent  aux  différen- 
tes  hypothèses  qu'on  peut  faire  sur  les  extrémités 
de  la  verge. 

lo  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  fixes,  il  faudra 
que  les  fonctions  données  M  et  f**  soient  nulles 
pour  * = 0  et  pour  «  =  I,  et  l'on  aura,  comme  dans 
le  numéro  cité , 

2       /    r*k      iwg'  \       tviT      frai 

,,  =  —  2  f    /     sin— -  ♦«'ds'  j  sin-— cos— 

^ X  r    /    sin—-  f^s^ds'j  -  sin-j-  sin  -j-. 

Toutes  les  fois  que  ai  augmentera  de  2i,  cette 
valeur  de u  et  celles  de  v  et  s  qui  s'en  déduisent, 
et  par  suite  l'éUt  de  la  verge,  redeviendront  les 
mêmes  qu'auparavant;  par  conséquent,  si  l'on  ap- 
pelle T  la  durée  d'une  vibration  entière,  et»  le 
nombre  des  vibraUons  dans  l'unité  de  temps,  on 


(2t  —  1)  nJP' 
2/ 


aura 


an  2  pi 


en  sorte  que  lo  ton  sera  le  même  que  si  la  vergo 

était  une  corde  flexible  vibrant  longitudinalement. 

2»  Si  le  point  A  est  fixe  et  le  point  B  entièrement 

libre,  il  faudra  que  les  fonctions  fjr  et  f's  soient 

dfx 
nulles,  quand  #  =  0,  et  que  l'on  ait  •«•"'JJ-  =  ® 

quand  #  =a  I;  l'expression  de  u  sera  alors 


sm 


(2»  —  1)  ws         (2i  —  1)  irof 
^ s oos^-* -^ 


21 


21 


l  .     (21-   l)ir*     .     (2t  -   1)    ir0< 

iiti' -r-i «n t: » 

2t  —  l  2^  2* 


3t0 


TBAiTft  Di  aicAjnguK. 


les  tomnef  t  t^ëtendini  tonjonn  à  tontot  les  ti- 
leart  do  nombre  entier  i,  depaii  1=1  Jusqu'à  l=aaD . 
En  effet,  tous  les  termes  de  cette  ttleur  de  «  satis- 
font à  réquation  (1);  Us  remplissent,  quel  que 


soit  t,  les  conditions  «  c=  0  quand  #  =  0  et  —  =  0 

ds 
quand  «  r=/,  qui  répondent  à  ce  second  cas  ;  et, 

pour  I  s=  0,  on  en  dédoit 


trn    M^djr'  )  si 

21  / 


.  =  »,  =  -j(y*;si 


(2»  —  l)  wr 
•m rt > 


2/ 
21 


ce  qui  est  effectifement  vrai,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (7)  du  n»  220. 

La  valeur  de  «  et  celles  de  •  et  de  «  qu'on  en  dé- 
duit, redeviendront  les  mêmes ,  toutes  les  fois  que 
mi  augmentera  d'un  multiple  quelconque  de  41^  par 
conséquent,  si  Ton  appelle  T' la  durée  d'une  vibra- 
tion entière  de  la  verge,  ou  l'intervalle  compris  en- 
tre deux  retours  consécutifs  de  la  verge  au  même 
état,  on  aura 

T'  ==  — . 


+  -  /     f'^'d*'  +  -  2  (    / 


les  sonmies  2  s'étendant,  comme  précédemment,  à 
toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  t^  depuis  t=l 
Jusqu'à  i  s=  oo . 
Cette  valeur  de  «  satisfait,  effectivement ,  à  l'é- 


Cette  durée  sera  donc  double  de  celle  qui  avait  lieu 
dans  le  premier  cas ,  et  le  nombre  des  vibrations 
dans  Tunité  de  tempe  sera  seulement  moitié.  Donc 
le  ton  longitudinal  d'une  verge  fixe  à  un  bout  et  li- 
bre à  son  antre  extrémité,  est  à  «ne  eclnee  au-det» 
sous  du  ton  de  la  même  verge  fixe  par  ses  dcn& 
bouts;  ce  qui  est  effectivement  confirmé  per  l'ex- 
pénenoe. 
2«  Enfin,  si  la  verge  est  libre  à  ses  deux  bouts , 

dès 
les  valeurs  de  3-  devront  être  nulles  pour  s=0  et 
ds 

pour  #  r=  /,  et  l'on  aura,  dans  ce  oas, 


t«s         irai 
cot  -- — coi-^- 


cos-T—  fjr'd*'  j 


cos  ^  fVds' V 


trar 


cos  -y-  sin  — 


qnation  (1) ,  ainsi  qu'à  la  eondition  —  =  0 

s  s=  0  et  pour  »^^lj  qui  doit  avoir  liea^  quel  que 
soit  I,  dans  ce  troisième  oas.  Pour  li=0,  elle  donne 


l  2  •     I 


,f 


I  =  •"'  =t/  '""^+  T  '  (f>'*-^"''^) 


cos< 


cos 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (8)  du  n»  320. 

Lorsque  /  f  Vdls*  n'est  pas  léro,  la  verge,  in- 
dépendamment de  ses  vibrations,  a  un  mouvement 
progressif  et  uniforme,  dont  la  vitesse,  commune  à 
tous  ses  points,  est  égale  à  cette  intégrale  divisée 
par  I.  Si  on  la  suppose  nulle,  la  verge  deviendra  au 
même  état ,  pour  les  valeurs  de  t  qui  différeront 

2/ 
entre  elles ,  d'un  multiple  de  —  ;  en  sorte  que  la 

a 
durée  de  chacune  de  ses  vibrations,  et  leur  nombre 

dans  l'unité  de  temps,  seront  les  mêmes  que  dans 
le  premier  cas.  Il  en  résultera  donc  que  le  ton  d'une 
verge  fixe  par  les  deux  bouts ,  est  à  Timif sos  de 
celui  de  la  même  verge  entièrement  libre  ;  ce  qui 
est  aussi  conforme  à  l'expérience. 
Au  reste,  il  ne  s'agit ,  dans  ce  qui  précéda ,  que 


du  ton  foudamêKtaiy  eu  le  plus  bas,  d'une  vergs 
élastique.  La  remarque  du  n<»  401  sur  les  nœuds  de 
vibrations  et  sur  les  élévations  de  ton  qni  leur  cor- 
respondent, s'étendra  sans  difficulté  au  mouvement 
de  cette  verge,  dans  chacun  des  cas  qu'on  vient 
d'examiner. 

407.  Quand  la  verge  dont  nous  considérons  le 
mouvement  longitudinal,  s'étendra  îndéfiehneat 
de  part  et  d'antre  du  point  ti,  on  n*attra  plus  à  ternir 
compte  de  ce  qui  arrive  à  ses  deux  bouts  et  les 
valeurs  de  la  vitesse  s  et  de  la  dilatation  s,  relnii- 
ves  à  un  point  et  un  instant  quelconques,  se  dédui- 
ront immédiatement  de  l'intégrale  de  l'équation  (1) 
sous  forme  finie,  dans  laquelle  il  suffira  de  détermi- 
ner les  deux  fonctions  arbitraires,  d'après  les  valeurs 
initiales  de  s  et  «,  qui  seront  données  en  feactions 
de  s» 
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SU 


Cette  inlégraleeit 

•  =  K»  +  «<)  +  4(»-«*)î 

f  et  4  indiquant  let  deux  fonctions  arbitraires.  On 
eo  déduit,  à  un  instant  quelconque , 

^  =  •  ==  •  /^(*+«o  _  ^  i'  -  ^*y 

^  \       ds  dx 


') 


4g  dx  dr 

Pour  I  =  0,  je  suppose  qu'on  ait 

•  =  /*,       «  =  F*. 

DiBs  le  cas  que  nous  considérons,  ces  deux  fono- 
tioos  feront  données  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
ti?es  oa  négatives  de  la  variable  ;  en  faisant  I  si  0 
diDS  les  formules  précédentes,  on  aura 

é^M  ^w  dfs    ,    dis 

d*eû  Ton  tire 

éks         ^               ^          dis       ^            1 
=  -Fir+-/x,    ^=~F* /W. 


2 


H  par  conséquent  y 


2û 


dx 


2a 


d|(s  +  ai)        ^       ,  1 

-     ,:      ^  =  -  F  (*  +  al)  +  -  /-(s  +  ai) , 


2 


.ia 


•*  2  2a 

Quels  que  soient  i  et  jr,  on  aura  donc 

p=,±/(s  +  ai)  +  lf{s^ai) 

-ai), 


+  1^F(*+o<)-1f(, 

Z  2 


(2) 


1  1 

Za  2a 

+  T  '('  +  "*J  +  r'(»-«Oî 

fenniles  qui  feront  connaître  Tétat  de  la  verge  & 
«1  instuii  cpielconqne  )  ce  qui  est  la  solution  com- 
plète du  problème. 

406.  Ces  équations  (2)  renferment  les  lois  de  la 
,popagaUon  des  ondes  sonores  le  long  d^une  verge 
âastiqne,  et,  généralement,  dans  une  barre  solide, 
boBogèney  d^une  longueur  indéfinie ,  et  dont  les 
Mctâons  perpendiculaires  à  cette  longueur  sont  par- 
tent les  mêmes  et  d'une  petite  étendue. 

Le  son  partant  du  point  C,  la  barre  aura  été 
Analée,  à  Torigine  du  mouvement,  dans  une 
dtendne  pea  considérable ,  de  part  et  d'entre  de  ce 
paînt.  In  dénignaut  par  2*  la  longueur  de  Tébran- 
Icmsut  primUify  les  fonctions /W  et  F«  seront  nulles 


depuis  M^m  jusqn^à  « s=  oo ,  et  depuis  sas  —  y 
jusqu'à  «  =  —  00  s  elles  seront  données  arbitraire- 
ment et  indépendamment  l'une  de  Tautre ,  pour 
toutes  les  valeurs  de  «  comprises  entre  ±  «; 
et  les  fonctions  /"(#  +  af),  f(M  —  ai),  f{s  +  a<), 
F  (jr  —  al},  n'auront  aussi  de  valeurs  différentes  de 
léro  que  quand  la  quantité  s  '{^  ai  ou  ss  —  ai,  con- 
tenue sous  le  signe/ ou  F,  sera  plus  grande  qoo 
—  «,  et  plus  petite  que  «,  en  ayant  égard  aux 
signes  et  en  regardant  a  comme  une  quatité  posi- 
tive. 

D'après  cela ,  dès  que  ai  aura  surpassé  2«,  on 
aura  v  =  0  et  f  ^  0  pour  tous  les  points  compris 
dans  l'étendue  de  l'ébraulement  primitif;  en  sorte 
que  le  mouvement  de  cette  partie  de  la  barre  ne 

2« 
durera  que  pendant  un  temps  égal  à  — .  Pour  un 

a 
point  ■  situé  au  delà  de  cet  ébranlement ,  du  côté 
des  «  positivesi  on  aura 

et  les  équations  (2}  se  réduiront  à 

1  a 

•  =  -/-(* -al) F(jr  — 01), 

2  2 

1  1 

#  = /•(,-.|,|)4.-F(*-.ol); 

2a  2 


d'où  U  résulte 


as. 


Tant  qu'on  aura  g  ">  ai  +  m^eeê  valeun  de  e  et  # 
seront  nulles;  elles  le  redeviendront  dès  qu'on 
aura  m  <,ai —  «;  l'ébranlement  parviendra  donc 

#■—  « 
au  point  ■  au  bout  d'un  temps  égal  à  ;  sa  du- 

a 

2« 

rée  sera  —  ;  et  la  partie  de  la  barre  qui  sera  ébran- 

a 

lée  à  la  fois ,  et  dont  ■  fera  partie ,  aura  2m  pour 
longueur.  Les  mêmes  résultats  auront  lieu  du  côté  ' 
des  m  négatives. 

Ainsi,  de  part  et  d'autre  de  l'ébranlement  primi- 
tif, il  se  produira  une  omdê  êomara,  d'une  étendue 
constante  et  égale  à  celle  de  son  ébranlement,  qui 
se  propagera  uniformément  avec  la  vitesse  a. 
Les  vitesses  propres  que  prendront  successivement 
les  points  de  la  barre ,  ne  varieront  pas  avec  leun 
distences  au  Heu  deTébranlement  primitif;  en  sorte 
que  l'intensité  du  son ,  qui  dépend  de  la  grandeur 
de  ces  vitesses,  sera  constante,  et  ne  s'affaiblira  pas 
en  se  propageant;  ce  qui  tient  à  ce  que  cette  pro- 
pagation a  lieu  dans  une  barre  cylindrique  ou  pris- 
matique. 

Dans  rétendue  d'une  onde  sonore ,  la  vitesse  ne 
sera  pas  |  ^comme  en  tous  les  points  de  l'ébranle- 
ment primitif,  indépendante  de  la  dilatation  cor* 
respondante  :  l'une  sera  proportionnelle  à  l'autre , 
en  vertu  de  l'équation  e  =  —  a«|  qui  montre  que 


3ia 
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la  atteste  «  du  point  quelconque  ■  est  une  fraction 
de  la  TÎtesse  de  propagotion  ,  exprimée  par  la  dila- 
tation 9  qui  répond  an  même  point,  et  que  le  mou- 
Tement  propre  de  M  aura  lieu  en  seni  contraire  ou 
flâna  le  sens  de  la  propagation,  selon  qu^il  y  aura 
en  ce  point  dilatation  ou  contraction. 

n  est  important  de  remarquer  que  c'est  à  raison 
de  ce  rapport  entre  9  et  «,  que  chaque  onde  sonore 
produitene  se  partage  pas  en  deux  autres,  et  se  pro' 
page  dans  un  seul  sens.  Si  ce  rapport  existait  dans 
toute  rétendue  de  Tébranlement  primitif,  le  mou- 
Tement  ne  se  propagerait  aussi  que  d*un  seul  côté. 
Ainsi ,  en  supposant  qu*on  ait  /s  =  —  aFs ,  les 
équations  (S)  se  réduiront  à 

1 

a 

pour  les  valeurs  de  »  négatives  et  plus  grandes  que 
—  «,  abstraction  faite  du  signe,  on  fura  donc  9=0 
et  «  =  0  s  en  sorte  que  le  monvement  ne  se  propa- 
gera pas  au  delà  de  Tébranlement  primitif  du  côté 
des  s  négatives.  Il  en  serait  de  même  du  côté  des  s 
positives,  si  Ton  supposait  /s  =  aF«. 


I 


Diaprés  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n«  496,  la  vitesse  a 
de  la  propagation  du  son  dans  une  barre  indéfinie, 
pourra  se  conclure  de  la  durée  des  vibrations  lon- 
gitudinales d\ine  verge  élastique,  de  la  même  ma- 
tière et  d*une  longueur  donnée.  En  supposant  cette 
verge  fixe  ou  libre  à  ses  deux  bouts,  la  valeur  dea 
sera  égale  au  double  de  sa  longueur  divisée  par  la 
durée  de  chacune  de  ses  vibrations,  laquelle  durée 
se  déduira  de  leur  nombre  dans  Tunité  de  temps,  et, 
par  conséquent,  du  ton  le  plus  bas  de  la  verge  :  on 
doublerait  le  résultat  de  cette  division ,  si  la  verge 
était  fixe  à  une  seule  extrémité. 

499.  Au  lieu  de  sYtendre  indéfiniment  dans  le 
sens  des  s  positives,  si  la  barre  est  terminée  en  on 
point  B,  situé  en  dehors  de  Tébranlement  primitif, 
le  son,  après  être  parvenu  en  B,  sera  réfléchi  vers 
le  point  C  ;  et  il  se  formera  un  écho  en  ce  point  ft , 
soit  qu^on  le  suppose  fixe,  on  qu'il  soit  entièrement 
libre. 

Je  représente  par  e  la  distance  CB,  qui  sera  plus 
grande  que  m.  Dans  le  cas  où  B  est  un  point  fixe,  il 
fondra  qu'on  ait  constamment  *  ==  0  pour  j*  ss  e. 
Or,  on  remplira  cette  condition  en  remplaçant  les 
formules  (2)  par  celles-ci  : 


1  1  l 

»  =  —  /•(*  -f  m)  -f  —  /'(«  -  ai) /-(gc  -.  ,  -.  at) 

2  2 


2 


a  2 

i                       1 
,  =  -/■(,  +  fl«) /•(, 

Sa  2a 

1  1 

-h  -  F.ar  +  «/)  +  _  F,* 
2  2 

tans  que  ces  expressions  cessent  de  représenter  Té- 
tât initial  de  la  barre ,  et  sans  que  la  valeur  de  « , 
qui  s'en  déduit  d'après  les  équations 

du  du 

—  =  e,        —  =  *. 


c^ 


dx 


cesse  de  satisfaire  à  l'équation  (1). 

En  effet,  la  variable  x  n'étant  plus  gronde  que  c 
pour  aucuu  point  de  la  barre,  et  c  surpassant  «, 
on  a  2o — x  >  « ,  et ,  conséquemmeiit  j  /*  (2e  —  x) 
=  0  et  F  (2 c  — *)=  0 }  d'où  il  résulte  t)  =ifs  et 
s  =  F«,  quand  <  =  0.  A  cause  de  e  >  «,  on  a  aussi 
f[c  -^  o<)  =  0  et  F  (c  -{-  at)  =  0;  ce  qui  donne 
e  =  0,  pour  4P  =  c  et  quel  que  soit  t.  Enfin ,  on  a 

dv      da 
identiquement  —  =  '—)  et  la  râleur  de  « ,  dont  la 

dx      dt 
différentielle  complète  est  vd^-f-^dr,  sera  la  somme 
d'une  fonction  de  4P  —  at  et  d'une  fonction  de 
jT  -^  af ,  qui  satisfera ,  par  conséquent ,  à  l'équa- 
tion (!}. 

Cela  posé,  pour  un  point  H  tel  que  l'on  ait  jr>«, 
les  qiiantilés/][jr-^of)  et  F  (a:  -f-  at)  seront  nulles, 


ai)  -J r(2c  —  j:  —  at), 

2 


.01) f{2e  —  X  —  ai) 

2a 

1 

at)  4 F(2c  —  «  —  fli) , 

2 

et  les  valeurs  précédentes  de  e  et  «  se  réduiront  à 

e  =  e»  +  e^,      *  = +  —, 

a  a 

en  faisant ,  pour  abréger, 

1  a 
^f{x-^ai) l{s^at)^v\ 

2  2 

a  l 

—  F(2c  —  «  —  a«) /'(2o  — 4r  —  a#)  =  r,. 

2  2 

La  quantité  «'  cessera  d'être  nulle  quand  on  aura 
al>  X  —  »\  elle  le  redeviendra  pour  ai  =:  jr  -)•  «  ; 
te  temps  continuant  de  croître  ,  «|  cessera  d'être 
xéro  pour  a<  =  2c  —  x  —  «,  et  le  redeviemlra 
pour of  =  2c  —  X  *\'  m\  d'où  l'on  conclut  que  le 
point!  éprouvera  deux  ébranlemens  séparée  Tunde 

«(«^— *+•). 
l'outre  par  un  intervalle  de  temps  égalé 

a 

Le  premier  sera  le  son  direct ,  et  le  second  le  son 

réfléchi  j  ils  ouront  l'un  et  l'outre  la  même  inten- 
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SIS 


slté,  flt  te  propAgeront  crée  la  même  ttteflfe  a,  dt 
comme,  d'après  le  leDi  de  la  propagation,  fan  ré- 
pondra à  e'  et  Tautre  à  —  e^,  on  voit  quHl  y  aura , 
pourtooilei  denz,  le  même  rapport  entre  la  ti- 
teise  propre  du  point  H  et  la  dilatation  positive  oa 
■égatrve  dont  elle  sera  accompagnée.  On  trou'vera 
les  mêmes  résultats  en  supposant  que  le  point  B 
soit  entièrement  libre ,  auquel  cas  on  devra  avoir 
oonstamment  f  =  0  pour  «r  =  o. 

Ces  lois  de  la  propagation  et  de  la  réflexion  du 
son  dans  une  barre  solide,  ont  également  lieu  dans 
le  cas  de  Pair  contenu  dans  un  canal  cylindrique 
ou  prismatique,  très  étroit  ;  celles  des  vibrations 
longitudinales  d^une  verge  élastique ,  qu^on  a  ex- 
posées dans  le  n»  406 ,  conviennent  aussi  aux  vi- 
brations de  Pair  renfermé  dans  un  tuyau  d'une 
laogneur  donnée,  ouvert  on  fermé  à  ses  extrémi- 
tés, c'est-à-dire,  aux  sons  des  fiùtêê^  en  faisant 
abstraction ,  toutefois ,  des  modifications  qui  sont 
dues  à  l'embouchure  ^. 

$  UL  €ko9  hmgiêMiimal  dêê  9êrgê§  tioêHqftêê, 

SOO.  Les  formules  du  n»  49S  s'appliquent  an 
obec  de  denx  ou  plusieurs  vevges  élastiques,  for- 
mées d'nne  même  matière ,  ayant  la  même  section 
normale ,  et  dont  les  filets  moyens  se  meuvent  sur 
■■e  même  ligne  droite.  Pour  cela ,  pendant  tonte 
la  durée  du  contact  de  ces  corps ,  on  les  considé- 
rera comme  une  seule  verge  élastique,  cylindrique 
on  prismatique,  dont  l'état,  variable  d'un  instant 
è  rnutre,  sera  déterminé  par  ces  formules  dans 
toute  sa  longueur,  excepté  dans  une  étendue  de 
^ndeor  insensible ,  de  part  et  d'autre  des  points 
de  jonction. 

lo  effet,  considérons  seulement  deux  verges 
élastiques  dont  AE  et  FB  (fig.  111)  soient  les  filets 
aoyene.  Lorsqu'on  se  rapprochant  à  raison  de  la 
différence  de  leurs  vitesses,  la  distance  £F  de  leurs 
ettrémités  £  et  F  sera  devenue  insensible ,  et  ne 
swpeaeera  plus  le  rayon  d'activité  des  forces  mo- 
lécôdairea ,  les  molécules  extrêmes  de  Tune  des 
denz  Terges  commenceront  à  agir  sur  celles  de 
rauire ,  et  réciproquement  ;  cette  action  mutuelle 
snbaistemy  en  variant  d'intensité,  tant  quels  dis- 
tance KF  sera  moindre  que  le  rayon  d'activité;  la 
Ivrce  totsUe  pourra  être  répulsive  ou  attractive  ;  et 
c'est  réellement  dans  cette  action  à  distance  insen- 
sible, des  points  extrêmes  des  deux  corps,  que 
consiste  le  phénomène  du  choc.  Or,  la  loi  de  Tac- 
tioo  moléculaire  en  fonction  de  la  distance  nous 
étant  îooonnue,  on  ne  pourra  pas  déterminer  la  va- 
Jenr de  SF  en  fonction  du  temps ,  non  plus  que  les 
Twietioiie  de  vitesse  que  les  points  extrêmes  des 
éprouveront  en  veKu  de  cette  force  9 


e«  pohil,nioD  Mémoire  sur  1«  Jf«aMiMiif  éêê 
wB»  imnê  léê  ttyoux  rjtùtéri^utê  et  nir  la  Théorie  été 
.qui  Jatt  partie  au  lomc  II  dai  Mémoinê  éâ  i*Àta» 


Umm  é€M  Si 


en  sorte  qne  si  •  et  /'sont  des  pointi  de  AB  et  FB, 
situés  à  des  distances  de  S  et  F,  insensibles  td 
moindres  qne  le  rayon  d'activité  raoléenlaire ,  les 
vitesses  des  points  matériels  appartenant  aux  tran- 
ehes  qui  ont  eX  et  If  pour  épaisseurs .  seront  in- 
connues pendant  toute  la  durée  du  choc.  Hais  an 
delà  de  •  et  ^,  et  dans  tonte  Pétendne  de  A«  et  fB , 
Péquation  (1]  du  n»  405  aura  lien ,  et  l'élnt  de  ces 
deux  parties  de  la  verge  totale  te  déterminera ,  à 
un  instant  quelconque ,  au  moyen  de  l'intégrrie 
de  cette  équation,  suivant  l'hypothèse  qne  l'on  fera 
enr  les  deux  bouts  A  et  B,  fixes  ou  mobiles ,  e^esi- 
h-dire,  en  moyen  des  différentes  formules  du 
no  490 ,  dans  lesquelles  on  n'aura  plus  quSi  mettre 
des  valeurs  convenables  pour  les  fonctions  arbi- 
traires ^m  et  f'*, 

SOI.  Les  forces  moléculaires  variant  très  rapi» 
dément  avec  la  distance ,  il  s'ensuit  que  les  vites- 
ses inconnues  des  points  extrêmes  des  deux  verges 
▼arieront  de  même  ;  de  sorte  qu'à  un  instant  quel- 
conque les  vitesses  des  points  E  et  F  pourront  dif- 
férer beaucoup  de  celles  des  points  e  et  /*,  quoique 
les  distances  eE  et  fi  soient  insensibles.  Il  en  sert 
de  même  à  l'égard  dea  vitesses  des  points  e  et/*, 
comparées  l'une  à  l'autre,  que  nous  détermineront 
d'après  leurs  valeurs  initiales  et  qui  seront  inégales 
et  pomront  mêmer  avoir  des  signes  différons  ;  mais 
on  démontrera ,  comme  dans  le  n<*  489,  que  la  ten- 
sionT,  positive  ou  négative,  devra  être  sensiblement 
la  même  en  oes  points  s  et/,  sans  quoi  la  force  aocé» 
lératrice  de  la  masse  de  grandeur  insensible,  com- 
prise entre  les  sections  normales  en  ces  mêmes 
points,  deviendrait  extrêmement  grande  et  comme 
infinie. 

Avant  le  choc ,  nous  supposerons  que  chacune 
des  deux  verges  a  la  même  vitesse  dans  toute  son 
étendue  \  dans  cet  état ,  la  tension  T  sera  nulle 
pour  tous  les  points  des  deux  mobiles  ;  au  com- 
mencement du  choc ,  c'est-à-dire ,  lorsque  la  dis- 
tance £F  atteindra  le  rayon  d'activité  moléculaire , 
on  aura  donc  T  =  0  aux  points  s  et/,  comme  dans 
tous  les  autres*  La  tension ,  toujours  égale  pour  eee 
deux  points  extrêmes,  cessera  ensuite  d'être  nnlle  : 
nous  en  déterminerons  la  valeur;  et  l'on  verre 
qu'elle  redeviendra  séro  après  im  certain  inter- 
valle de  temps.  Or,  si  à  cette  époque  les  vitesses 
des  points  e  et /*permettent  que  les  deux  verges  se 
séparent ,  c'est-à-dire ,  si  ces  vitesses  sont  dirigées 
en  sens  contraires ,  ou  bien ,  si  elles  sont  dirigées 
dans  le  même  sens ,  et  que  la  vitesse  du  point  qui 
va  devant  soit  la  plus  grande ,  les  deux  verges  ae 
sépareront  effectivement ,  et  le  choc  sera  terminé. 
Mais  si,  à  l'époque  dont  il  s'agit,  les  vitesses  de  e 
et /"ne  remplissent  pas  Tune  de  ces  deux  condi- 
tions ,  le  choc  recommencera ,  pour  ainsi  dire  \  la 
tension ,  égale  aux  points  s  et  /",  reparaîtra  ;  puis 
elle  redeviendra  nulle  au  bout  d'un  nouvel  inter- 
valle de  temps;  et  ainsi  de  suite ,  de  manière  que 
les  deux  verges  ne  se  sépareront  pas ,  et  vibreront 
comme  une  verge  unique,  dont  la  longueur  est  AB. 
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Ainsi ,  la  condition  néceifaire  ot  luffitante  pour 
que  le  choc  le  termine ,  et  que  Tune  dei  deux  ver- 
gef  se  détache  de  Tautre ,  est  le  concours  de  ces 
deux  circonstances  :  1"  il  est  ndcessaire  que  la 
tension  soit  nulle  aux  points  a  et  /,  afin  que  les 
deux  verges  ne  s^appnient  pas  Tune  contre  Tautre  ^ 
8»  il  faut,  en  même  temps,  que  les  vitesses  de 
ces  deux  points  soient  dirigées  en  sens  contraire , 
on  bien,  qn^elles  soient  dirigées  dans  le  même  sens, 
et  que  celle  dn  point  qui  va  devant  soit  la  plus 
grande. 

Quant  aux  deux  bouts  A  et  B,  nous  supposerons 
successivement  qu^ils  sont  libres  tous  les  deux ,  et 
qu'un  seul  est  libre  et  Tautre  fixe. 

602.  Désignons  par  e  et  o*  les  longueurs  AE  et 
FB  des  deux  verges ,  et  par  I  la  dislanoe  totale  AB  ; 
de  sorte  qu'en  négligeant  la  dislance  insensible  EF, 
on  ait  c  4~  ^  =  '  pendant  toute  la  durée  du  choc. 
Soit  H  un  point  quelconque  appartenant  à  AE  ou 
^  ;  immédiatement  avant  le  choc ,  appelons  s  la 
distance  du  point  M  à  un  point  fixe ,  pris  sur  la 
droite  AB,  et  qui  sera  la  position  du  point  A  à  cel 
instant.  Au  bout  du  temps  #,  compté  de  cette  épo- 
que ,  soit  s  4"  **  1^  distance  du  même  point  M  à 
ce  point  fixe)  nous  aurons 


d*u  d»  u 


w 


a  étant  une  constante  qui  représentera  la  vitesse 
de  la  propagation  du  son  dans  la  matière  dont  les 
deux  verges  sont  formées  (n^  498). 
On  aura,  en  même  temps , 

du  du 

•  =  -,        T  =  9--, 
dt  d* 

pour  la  vitesse  e  du  point  M ,  et  pour  la  tension  T, 
positive  ou  négative ,  qui  aura  lieu  en  ce  même 

I 


point  ;  q  désignant  une  constante  donnée.  La  dila- 
tation qui  accompagne  la  vitease  e  se  déduira  de  T, 

1 
et  aura  ^  T  pour  valeur. 

9 
Ces  trois  équations  auront  lieu  pour  toutes  les 

valeurs  de  s  ,  depuis  g  =  0  jusqu'à  ar  =  I,  excepté 

celles  qui  répondraient  à  des  points  situés  entre  a 

et  /*,  et  qui  différeraient,  conséquemment ,  de  o 

d'une  quantité  insensible  en  plus  ou  en  moins. 

603.  Pour  f  =  0,  on  aura  «  =r  0  dans  toute  la 
longueur  de  AB;  ainsi,  il  faudra  supprimer  le  terme 
dépendant  de  fs ,  dans  les  formules  du  n»  496. 
Examinons  d'abord  le  cas  où  les  deux  bouts  A  et  B 
sont  entièrement  libres. 

Soit  %  la  vitesse  commune  à  tous  les  points  de 
AE,  à  l'instant  où  le  choc  commence,  laquelle  vi- 
tesse sera  supposée  positive,  ou  dirigée  de  A  vers  B. 
Soit  aussi  V  la  vitesse  des  points  de  FB ,  au  même 
instant ,  qui  sera  positive  ou  négative ,  aelon  que 
les  deux  verges  iront  à  la  suite  ou  à  la  rencontre 
l'une  de  l'autre.  Ces  constantes  A  et  V  seront  don- 
nées, et  leur  différence  h  —A'  devra-être  unequan. 
tité  positive ,  afin  que  le  choc  ait  lieu.  Dans  Tex- 
pression  de  u  relative  au  troisième  cas  du  n^  496  , 
il  faudra  prendre  pour  ^s  une  fonction  qui  aoit 
égale  à  h ,  depuis  «  =  0  jusqu'à  une  valeur  de  m 
un  tant  soit  peu  moindre  que  c ,  et  égale  à  A',  de- 
puis une  valeur  de  s  un  tant  soit  peu  plua  grande 
que  c,  jusqu'à  4P  =  /,  ou,  sensiblement,  «==o  4-  ^* 
On  aura  alors,  sans -erreur  appréciable, 


/'%Vdjr'  =  fcc  +  A'c', 


/ 


21 
«■a  a 


^V  cos  Jl^  rfj'  ==  —  (A  —  A')  stn — i 


et ,  à  cause  de  a^'  =0,  l'expression  de  n  deviendra 
1 


•ve 


fi  =  (Ac  +  AV)  —  +  -^  (A  —  A)  J  -.  gin  ::^  cos-r-  sin 


T 


•va/ 

lasomme  Ss'étendant  à  toutes  les  valeurs  dn  nombre  entier  et  positifs,  depuis  s=  1  jusqu*à  % 
On  aura  donc ,  dans  ce  premier  cas , 

1  2  1 


trc 


r  =  -  (fcc  +  fcV)  +  -  (fc  _  fc/)  j  --.  gin  Zl  cos—  cos  ^"' 


I 


^ 


T  = (A  —  A')  ï  —  sin  —  si 

ra  t  ' 

et  si  Ton  appelle  m  et  m' les  masses  des  deux  verges 
proportionnelles  à  leurs  longueurs  e  et  c',  le  pre- 
mier terme  de  cette  valeur  de  v  est  la  vitesse 

mA4-m'A'  ,    , 

— ^ — P  de  leur  centre  de  gravité.  Si  les  deux 

vitesses  A  et  A'  sont  égales  et  de  même  signe,  on 
aura  constamment  e  =  A  et  T  =  0  ;  et ,  en  effet , 
les  deux  verges  vont  alors  à  la  suite  Tune  de  Tau- 


»TC     .     w»    .     imai 
stn  -r-  sin  ... 


W 


tre,  avec  une  vitesse  commune,  et  sans  se  com- 
primer. 

Les  séries  périodiques  et  convergentes  que  ces 
formules  renferment  sont  comprises  parmi  cellea 
dont  on  sait  déterminer  les  sommes  exactement. 
Pour  toutes  les  valeurs  données  de  «  et  i ,  cea 
sommes  se  déduiront,  sans  difficulté,  de  la  for- 
mule connue 


=  sin  I 


—  sin 

a 


2«  +    L  gin  30  —  1  siii  49  -f  etc. ,         (3; 
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dans  Itquelle  I  est  une  variible  reofermée  entre 
les  limitei  ±  «-  exclosiTement.  On  pourra  donc 
calenler  les  valenrs  esactes  de  la  vitesse  v  et  de  la 
tension  T,  à  chaque  instant  et  en  un  point  quel- 
conque de  A«  et  /B;  ce  qui  est  la  solution  com- 
plète du  problème. 

Il  y  a  plusieurs  manières  de  parvenir  à  la  for- 
mule (3).  On  Tobtient,  par  eiemple,  en  différen- 
ttant  par  rapport  à  m,  réquation  (8)  du  n»  326, 
après  y  avoir  mis  4r*  pour  ^  ;  ce  qui  donne 


-T^(f> 


ûrjr'     iird*\     .      lirjF 


équation  qui  a  lieu  pour  les  valeurs  de  s  moindres 
que  I,  et  dans  laquelle  la  somme  2  s*étend  à  toutes 
lès  valeurs  du  nombre  entier  s*,  depuis  t  =  1  jus- 
qn^à  s  =  oo  .  En  effectuant  Tintégration  par  les  rè- 


gles ordinaires ,  on  a 


/ 


f     .H        jirsr'     ûrdl^r'  21* 

X**  COS  --—  .     -r—  =  -;-  COS 
o  i  I  tir 


on  aura  donc 


COS  S*  tTTM 

=  —  X r-  sin  — j 


2/  » 

résultat  qui  coïncide  avec  Téquation  (3),  en  faisant 

604.  En  vertu  de  b  seconde  équation  (2),  la  va- 
leur de  T  est  nulle  ;  non  seulement  quand  #=0, 
mais  aussi  quand  t  est  un  multiple  quelconque 

de  —  ;  cite  Test  aussi ,  quel  que  soit  i ,  aux  deux 

a 
bouts  A  et  B ,  qui  répondent  àsr=Oets  =  i. 

l 
Si  i  est  zéro  ou  un  multiple  pair  de  — ,  la  prc- 

a 
mière  équation  (2)  donne 


9  =Z  —  {Jk0   +    fc'o') 


—  (A  —  k')  I   ï_ 

L  - 


ts- 


sm 


(c- 


—   +    J  —   SUI  — ■ 

t 


+  »)! 


00 ,  ce  qui  est  la  même  chose , 


»  =  —  (Ac  -I-  A'c') 


à  cause  de  e  +  ^  =  '  ot  cos  ^  =  (— .  l)i.  Or,  on 

ir(o'— «) 


peut  prendre- 


'pour  tdons^la  formule  (8)  ; 


et  il  en  résulte 

2 


.      sm  ■  .  '  = i \ 
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Si  l'on  t  «  <  0,  c'est-à-dire ,  si  le  point  1  appar- 
tient à  kêj  on  pourra  aussi  prendre  pour  I  la  quan- 

kité ,  qui  sera  moindre  que  «  ;  on  aura 

donc 

xtlS^ .in  ^^"'  +  ^)  =  -  ^(c'  +  ^). 
t  l  21         ' 

et  ces  valeurs  réduiront  Téquotion  (4)  à  e  =  h.  Si, 
•u  contraire^  le  point  H  appartient  d  /B ,  on  aura 
«>  ûeiZl^'d  —  X  </;on  pourra  donc  prendre 


r  = 


(21  —  c'   —  :r) 


i  cause  de 


sin  . 


=  —  sin 


2/ 


r  * — : —  sin  -"^ 


^] 


w 


k  form  ule  (3)  doaoera 


Sin 


et,  au  moyen  de  cette   valeur  et  de  celle  de 
2  ^^^^:^in  *^^'^'""*\  l'équaUon  (4)  se  réduira 

Les  vitesses  initiales  A  et  A'  des  deux  parties  As 
et/Bde  la  verge  totale,  sont  donc  ainsi  vérifiées. 
On  voit ,  de  plus ,  qu'elles  ont  lien  non  seulement 
quand  <=  0,  mais  aussi  toutes  les  fois  que  t  est  un 

i 
multiple  pair  de  —  j  et  comme  à  ces  époques  T  est 

a 
séro  pour  la  verge  entière  ,  il  s'ensuit  que ,  pour 
toutes  ces  voleurs  de  t,  les  deux  parties  de  la  verge 
se  trouveront  dans  le  même  état  qu'au  commence- 
ment du  choc. 

On  peut  remarquer  que  la  première  équation  (3) 
serait  en  défaut ,  si  on  l'appliquait  à  la  vitesse  ini- 
tiale du  point  E  j  car  si  Ton  y  fait  <  =  0  ,  et  qu'on 
ait  exactement  x  =  o,  il  en  résultero 

n  =:  —  (ilic  +  AV)  4-  —  (fc  —  A')2  i— r-S-sir- 
/  ir  » 


1 


at6 


TRAITft  DI  MiCARItiVE. 


Or,  d'après  réqottioii  (S),  oo  * 


21 


.tiï-.- 


on  «unit  dono  •  =  V;  oe  ifA  im  Mniii  mi  que 
d«iif  U  eu  de  V  s=  Jk,  où  TéUt  de  U  partie  eorret- 


pondante  à  «1  ne  peol  différer  de  oelnîdu  icale  de 
la  verge.  Kait  nom  aToni  dit  que,  dam  le  eet  gé- 
néral y  cette  partie  et  celle  qni  répond  kJfn»  soel 
pas  comprises  dans  les  équations  dn  mouvement. 

Si  #  est  un  multiple  impair  de— ,  la 

a 
équation  (2)  donne  immédiatement 


e  =  —  (ào  +  kV) 
l 


Or,  en  comparant  cette  valeur  de  «  à  la  formule  (4), 
on  voit  qu^elles  se  déduisent  Tune  del*autre  par 
Féchange  des  lettres  II  et  V,  e  et  e';  d*ott  Ton  con* 
elut ,  sens  nouveau  calcul,  que  quant  I  est  un  mul- 
tiple impair  de  — ,  les  points  qui  répondent  à  une 

a 
valeur  de  s-moindte  que  «',  auront  la  vitesse  k\  et 
ceux  qui  répondent  à  ;r  >  e,  la  vitesse  h;  c*est-à- 
dire ,  qoe  si  G  est  un  point  tel  que  Ton  ait  AG  s=  o* 
et  GB  ^  s,  et  qu^on  prenne  5  et  ^  à  des  distances 
insensibles  de  part  et  diantre  de  G  ,  la  vitesse  h! 
aura  lieu  dans  la  partie  A5,  et  la  vitesse  h  dans  la 
partie  y  B. 
60S.  Il  résulte  de  cette  discussion  que  si  Ton  a 

•  =  c',  la  partie  As  aura  la  vitesse  à'  au  bout  dn 

I 
temps  I  ^  —  ,  et  la  partie  fh ,  la  vitesse  h  au  bout 

a 
du  même  temps  ;  et  comme  à  cet  instant  la  ten- 
sion T  est  partout  égale  à  léro,  et  que ,  par  hyp<H 
tbése ,  on  a  A  >  V,  il  s^ensuit  que  les  deux  verges 
se  sépareront  Tune  de  l'autre  (n«  601)  ;  en  sorte 

que,  dans  ce  cas ,  la  durée  du  choc  aura  été  — - ,  et 

a 
les  deux  mobiles,  parfaitement  élostiques  et  égaux 

en  masse,  auront  fait ,  après  le  cfaoc ,  échange  de 
leurs  vitesses  avont  le  choc. 

Réciproquement ,  si  les  longueurs  «  et  e'  sont 
différentes,  le  choc  ne  finira  pes ,  et  les  deux  verges 
élastiques  ne  pounont  pas  se  séparer;  car  les  épo- 
ques ou  la  tension  est  nulle  eoincideroot  toujoivs 
•veo  celles  d^une  vitesse  commune  et  égale ,  soit 
à  A,  soit  à  h\  pour  les  deux  extrémités  £  et  F,  ou , 
plus  exactement ,  pour  les  deux  points  e  eif, 

lais  si  l'on  a  e'  >  e,  auquel  cas  le  point  G  ap- 
partiendra à  /B,  et  si  Ton  suppose  que  la  verge 
élastique  soit  coupée  en  ce  point,  de  sorte  que  la 
partie  FBsoit  elle-même  formée  de  deux  parties  FG 
et  GB,qui  avaient  une  même  vitesse  ib'  avant  le 
efaoe ,  la  partie  GB  se  séparera  au  bout  du  temps 

i  aas-«-  •  fin  effet,  à  cet  instont ,  la  tension  T  sera 

a 


0 


'  nulle ,  et  les  vitesses  k!  et  h  des  points  9  et  g*  per» 
mettront  la  disîenction  des  parties  AG  et  GB.  Apvèe 

l 

le  choc ,  dont  la  durée  aura  été  — > ,  comme  dans 

m 

le  cas  de  e'  =  e,  la  partie  GB  se  mouvra  avec  la  vi- 
tesse A ,  et  les  parties  AE  et  FG  ,  avec  la  vitesse 
commune  A'.  La  même  chose  aurait  encore  lieu  si 
les  trois  parties  Al ,  FG  ,  GB ,  étaient  elles-mêmes 
coupées  et  divisées  en  d*autres  portions  égales  ou 
inégales ,  pourvu  qu'avant  le  choo  toutes  les  por- 
tions de  AB  eussent  une  même  vitesse  A,  et  tou- 
tes les  portions  de  FG  et  GB  une  vitesse  com- 
mune h'. 

Ainsi,  supposons,  par  exemple,  qu'une  verge 
homogène,  prismatique  ou  cylindrique ,  soit  cou- 
pée en  un  nombre  «  -^  n'  de  parties  égales  ;  et  im- 
primons une  vitesse  h  aux  n  premières  parties,  avec 
laquelle  elles  viendront  choquer  la  série  des  wl 
autres  parties ,  qui  seront  en  repos  avant  cette  per- 
cussion. Si  n  surpasse  n^,  aucune  partie  ne  se  sé- 
parara ,  et  elles  seront  toutes  transportées  dans  le 
sens  du  choc ,  en  oscillant  suivant  cette  direction, 
et  faisant  entendre  le  ton  conrespondant  à  la  lon- 
gueur entière  de  la  verge,  libro  par  ses  deux  bouts  ; 
mais  si  Ton  a  is'  >  n ,  les  parties  antérieures,  ao 
nombre  de  « ,  se  détacheront  des  autres,  pour  aa 
mouvoir  avec  une  vitesse  commune  et  égale  à  A, 
et  les  n'  autres  parties  demeureront  en  lepoe  ut 
juitaposées.  Ce  résultat ,  étendu  par  analogie  à  une 
série  de  sphères ,  comprend  le  phénomène  dont  il 
a  été  question  dans  le  n«  803. 

606.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  A 
est  fiie.  ATsnt  le  choc,  supposons  que  la  partie  AJS 
soit  en  repos ,  et  que  tous  les  points  de  la  partie 
FB  aient  une  vitesse  commune  et  négative,  que  noue 
représenterons  par  ^-  k.  Il  faudra  alors  Csira  usage 
de  l'expression  den  relative  au  second  cas  dun*  4941g 
dans  laquelle  on  fera  ^m  =  0  depuis  s  =  0  jua- 
qu'à  s  =:  6,  et  f's  =  —  k  depuis  jt  =  e  jusqu'à 
s  =  9  +  €^  =  t.  k  cause  de  f ;r  =  0 ,  pour  toutes 
les  valeurs  de  « ,  il  en  résultera 
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S/ 


cos 


P»  -  >)  «g  ,„  (2»  -  1)  1rs  ^^^  (2,  -  1)  ,«|. 


(ô) 
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cos 


8/ 


lin 


21 


formulei  dans  lesquelles  les  séries  sont  du  genre 
de  celles  dont  on  sait  déterminer  les  sommes,  et 
qui  feront  connaître  eiactemen t  la  vitesse  et  la  ten- 
sion, à  chaque  insUnt,  en  oafioint  donné  de  Ae  ou 
étft. 

On  emploiera ,  à  cet  effet ,  !•  formule  connue 

«  1  l 

--ssoos» eosS»^ oo86l-|.etc^  (6) 

qn  a  lieu  pour  toutes  les  Taleurs  de  •  eMapûtes 
«»*w  i  7  »  exclusivement,  et  qui  se  déduit,  par 
oenplfly  de  la  formule  (7)  du  no  aa6,  en  la  diffé- 


rentiant  après  y  avoir  mis  #  au  lien  de  f  # ,  et  eo  7 

Kg 

faisant  ensuite  —  =  •. 
21 
607.  En  vertu  de  la  seeonde  équation  (6),  la  ten- 
sion T  est  nulle  en  tous  les  points  des  deux  verges, 
lorsque  t  est  séro  ou  un  multiple  quelconque 

2i 

de  — . 

û 

2t 
Si  #  est  séro  ou  «n  multiple  pair  de —,  la  pte- 

a 
équation  (6)  donne 


= -  7  ['^^-^  "'-":'-^-- + ..  "■-  "j  (-  -  •■], 


00 ,  ce  qui  est  la  même  chose , 


CM 


(y-i)>(«-^ 


\ 


-:,  (ZLlLcosiîiZLilJLC  +  O 


M—  1 

*  ttnse  de  e + c' =  let  iin  iîilli^  =  —  (— 1)4. 

Or,  d'après  TéUt  initial  des  deux  verges,  cette  for- 
mnle,  en  Unt  qu'elle  se  rapporte  à  I  =  0,  doit  se 
iéiiuireà9  =  0pour«  <  e,  et  à  9  =  — il  pour 
«  >  e,'  et  c'est  d'abord  ce  qu'il  s'agit  de  vérifier. 


ti 


] 


(7) 


En  prenant 
îlWfésulte 


fU 


Quand  on  a  s   <   «,  on  peut  aussi  prendra 

ir(sr  +  rf) 

•  pour  I  ;  ce  qui  donne 


21 


pour  •  dans  l'équation  (6), 


eos 


(2<  -  1)  «  (s  +  e*) 


«os 


'  «^rr"»* iï =  -  7' 

et  ces  formules  réduisent,  effectivement,  l'équa- 
tion (7)  à  V  =  0,  Quand  on  a  «  >  c ,  on  aura  aussi 
81—  #  —  f'  <  /}  en  prenant  donc 

et  observant  que 
(2»  —  1)  «  {«  —  sr  —  e») 


2/ 


liferanle  (6)  donnera 

*•       *  21  4  ' 

•o  moyen  de  quoi  et  de  la  valeur  précédente  de 

réduira  à  e  =:  —  A,  comme  cela  doit  être. 

21 
iersqoe  f  est  un  multiple  impair  de  — ,  la  valeur 

a 


de  e,  donnée  per  la  première  équation  (6),  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  celle  qui  a  lieu  quand 

2i 
i  est  léro  ou  un  multiple  pair  de  —  ^  il  s'ensuit 

a 

2/ 
donc  qu'au  bout  d'un  temps  égal  à  ^ ,  tous  le» 

a 
points  de  As  ont  des  vitesses  nulles,  et  tous  ceux 

de^,  des  vitesses  positives  et  égales  à  A  ;  et  conmr 

&  cet  instant  b  tension  T  est  partout  égaleà  léro  y. 

il  en  résulte  que  la  verge  VB  se  détachera  de  h» 
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verge  AS,  et  sert  réfléchie  avec  une  viteite  égale 
et  contraire  à  celle  qu^elle  avait  avant  le  choc. 

Ainsi  le  choc  de  la  verge  FB  contre  la  verge  AB, 
qui  l'appuie  en  A  contre  un  obtiacte  fixe,  durera 

21 
pendant  un  temps  égal  à  — ,  et  sera  conforme  à  ce 

a 

qui  a  été  dit ,  dans  le  n9  862 ,  sur  la  réflesion  d'un 
corps  parfaitement  élastique.  On  peut  aussi  remar- 


quer qu'an  milieu  du  choc ,  c'est-à-dire ,  au  bout 

I 
d'un  temps  égal  à  —  ,  on  aura  «  =  0,  d'après  la 

a 
première  équation  (6),  pour  toutes  les  valeursde  #| 
en  sorte  qu'à  cet  instant  la  verge  choquante  F& 
aura  perdu  toute  sa  vitesse ,  et  la  verge  AB  n'arni 
aussi  aucun  mouvement.  An  même  instant,  on 
aura,  en  vertu  de  la  seconde  équation  (5), 


»a  L     2t  --  1 


cos 


(2t  —  1)  y  (s  —  c) 


+  2  — r— ^  COS 


2s 


0  '  (*  +  c)l 

~ïi  ^J' 


d'où  l'on  conclura ,  par  le  même  calcul  que  pour 

Féquation  (7),  T  = on  T  =0;  selon  qu'on 

a 

aura  jt  <  c  ou  jr  >  c.  Au  milieu  du  choc,  la  ten- 
sion est  donc  nulle  pour  toute  l'étendue  de  la  verge 
choquante  ;  mais  la  verge  choquée  est  condensée 
uniformément  ;  et  c'est  la  pression  qu'elle  exerce 
dans  le  sens  AE ,  ou  de  dedans  en  dehors ,  qui  fait 
rebondir  la  verge  choquante. 

$  lY .  Digrêêsion  iur  Uê  intégraUê  dêê  èquatùmê 
aus  diffireneeêpariiêiUê. 

608.  Si  l'on  excepte  un  petit  nombre  d'équations 
aux  différences  partielles,  celles  d'un  ordre  supé- 
rieur au  premier  ne  sont  point  intégrables  sous 
forme  finie ,  lors  même  qu'il  s'ogit  d'équotions  li- 
néaires. Pour  résoudre  les  problèmes  qui  condui- 
sent à  ces  équations  ,  on  est  donc  obligé ,  le  plus 
souvent ,  de  recourir  à  leurs  intégrales  en  séries  ; 
et  il  faut  alors  qu'on  soit  certain,  dans  chaque  cas, 
que  la  série  dont  on  fait  usoge  a  toute  la  généralité 
que  comporte  Téquation  donnée  aux  différences 
partielles,  et  qu'elle  renferme  des  fonctions  arbi- 
traires en  nombre  suffisant  pour  exprimer  l'inté- 
grale complète  de  cette  équation.  Or,  il  n'y  a  pas 
de  règle  générale  à  ce  sujet  :  ce  nombre  peut  être 
moindre  que  celui  qui  marque  l'ordre  de  l'équation 
donnée  ,  ou  des  différences  partielles  les  plus  éle- 
vées qu'elle  renferme  ;  il  change  avec  la  quantité 
suivant  les  puissances  de  laquelle  la  série  est  or- 
donnée ;  et  il  peut  même  arriver  que  toutes  les 
fonctions  arbitraires  disparaissent ,  et  que  la  série 
ne  contienne  plus  qu'un  nombre  infini  de  constan- 
tes arbitraires,  sans  quelle,  cesse  néanmoins,  d'ex- 
primer Tintégrale  complète.  Ce  sont  ces  diverses 
circonstances  que  nous  allons  exominer,  d'abord 
en  général,  et  ensuite  plus  particulièrement,  en  ce 
qui  concerne  les  équations  linéaires  auxquelles 
on  est  conduit  dans  la  plupart  des  problèmes  de 
Mécanique  et  de  Physique. 

ÔOQ.  Soit  te  une  fonction  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  #,  s,  y,  s,  etc.  Suppo* 
sons  que  cette  fonction  doive  satisfaire  à  une  équa' 


tion  donnée  aux  différences  partielles,  que  noiisre* 
présenterons  par  L  =:  0.  Quelle  que  soit  la  valeur 
de  «,  on  peut  touiours  la  concevoir  développée  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  Tune  des 
voriablesf,  s,  y,  js,  etc.,  ou,  plus  généralement, 
d'une  autre  quantité  •  dépendante  d'une  ou  plu- 
sieurs de  ces  variables.  Soit  donc 

«==?••  +  QtC  +  Rt>  +  etc.;     (a) 

«,  C,  ^,  etCjP,  Q,  R,  etc.,  étant  des  exposans  et  des 
coefficiens  indéterminés.  Si  je  substitue  cette  va- 
leur de  «  dans  l'équation  L  =:  0 ,  que  je  développe 
ensuite  L  suivant  les  puissances  de  I,  et  que  j'égale 
séporément  à  xéro  les  coefficiens  de  tous  les  termes 
de  ce  développement,  j'aurai  une  série  d'équations, 
dont  chacune  renfermera  une  variable  indépen- 
dante de  moins  que  L  =  0  ;  et  si  je  parviens  à  ob- 
tenir les  valeurs  les  plus  générales  de  « ,  C,  y,  etc., 
P,  Q ,  R ,  etc.,  qui  satisfassent  à  cette  suite  d'équa- 
tions ,  la  série  (a]  sera  aussi  la  valeur  la  plus  géné- 
rale de  II  qui  satisfera  à  l'équation  L  =  0.  Selon  la 
quantité  8  qu'on  choisira ,  on  aura  ainsi  différentes 
expressions  de  «  eu  série,  qui  seront  toutes ,  sous 
des  formes  équivalentes ,  l'intégrale  complète  de 
L  =  0 }  en  sorte  que  si  cette  intégrale  peut  auasi 
s'exprimer  sous  forme  finie,  chacune  de  ees  séries 
en  sera  un  développement  différent,  et  pourra  tou- 
jours s'en  déduire.  Toutefois ,  lorsqu'on  sera  par- 
venu ,  d'après  les  autres  conditions  du  problème 
qui  aura  conduit  à  l'équation  L  =  0,  à  déterminer 
toutes  les  quantités  arbitraires  que  contiendra  la 
série  (a),  il  faudra  qu'elle  soit  convergente  pour 
qu'on  en  puisse  faire  usage  \  et  si  elle  devient  di- 
vergente pour  des  valeurs  de  I,  on  devra  changer 
cette  quantité ,  et  remplacer  la  série  (a)  par  une 
autre  ,  ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  va- 
riable différente. 

Cela  posé,  en  prenant  pour!  =  0,  des  équations 
linéaires  de  différens  ordres,  on  verra  que  les  coef- 
ficiens  P,  Q,  R,  etc.,  déterminés  de  la  manière  la 
plus  générale ,  peuvent  néanmoins  renfermer  des 
nombres  inégaux  de  fonctions  arbitraires,  selon 
que  la  série  (a)  sera  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  telle  ou  telle  variable  I  ;  et  l'on  verra 
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même,  comme  ooiu  Tafons  dit  plui  haut,  quHl 
pourrm  arri? er  que  tootes  les  fonctions  arbitraires 
disparaissent  de  cette  série ,  qui  ne  renfermera 
plus  alors  que  des  constantes  arbitraires  en  nom- 
bre infini,  et  qui  n*en  sera  pas  moins  Tintégrale 
complète  de  Téquation  L  =  0.  Le  caractère  dis- 
tiactîf  de  cette  forme  singulière  de  l'intégrale  com- 
plète, sans  aucune  fonction  arbitraire,  d'une  équa- 
tion linéaire  aux  différences  partielles ,  consiste  en 
ce  que  tous  les  termes  de  la  série  qui  la  représente 
se  déterminent  indépendamment  les  uus  des  an- 
tres ,  et  satisfont  séparément  à  Téquation  donnée , 
de  manière  que  la  Talenr  générale  de  u  est  la  somme 


d^un  nombre  infini  de  talenrs  particnlières  de  cette 
fonction. 

610.  Soit,  pour  eiemple ,  Téquation  très  sim- 
ple, linéaire  et  aux  différences  partielles  da  second 
ordre, 

du 


di 


d*  u 

3îr 


(*) 


dans  laquelle  a  est  une  constante  donnée.  Si  Ton 
développe  la  valeur  de  «  suiTaot  les  puissances  de  f, 
on  trouve  pour  la  série  la  plus  générale  qui  satis- 
fasse à  cette  équation 


.         d*pi 

=z  ^x  -t^  ai  — — . 
dx* 


1.8 


(«) 


fs  étant  une  fonction  arbitraire.  Sous  cette  forme, 
l'intégrale  complète  de  Téquation  {k)  ne  comporte 
donc  qu*une  seule  fonction  arbitraire ,  laquelle  re- 


présente la  valeur  de  u  qui  répond  à  I  =r  0.  Mais 
si  Ton  développe  la  valeur  générale  de  u  suivant 
les  puissances  de  s,  on  trouve 


jr>    dit  xi      d*  4< 

^    ^  1,2  adt^  l.a.3.4  a»di* 


+sirt  + 


c^f/ 


+  etc. 
d**t 


(à) 


1.2.3  adt 


1.2.3.4.6    a^dt» 


+  *^cj 


4< et  irt  étant  deux  fonctions  arbitraires,  qui  ei- 

du 
priment  les  valeurs  de  m  et  — ,  relatives  à  c  =  0. 

dx 
Par  conséquent,  sous  cette  autre  forme,  l'intégrale 
complète  de  l'équation  (fi)  renferme  deux  fonctions 


arbitraires. 

Ces  deux  séries  s'obtiennent  par  la  méthode  des 
coefficiens  et  des  exposans  indéterminés ,  en  fai- 
sant successivement  1=:!  et  l=«  dans  la  série  (a). 
On  les  déduit  aussi  du  théorème  de  Taylor;  car  on 
a ,  d'après  ce  théorème , 


fi  -.  «).  (t  —  .y 


i.d 


1.2.3 


U'"  +  etc. , 


en  désignant  par  a  une  valeur  particulière  de  f ,  et 
supposant 

du  ^1  II  M  ». 

«  =  U,  —  =U',  --— =U",  — T  =11",  etc., 
*  tii  '    dt*  *   dti  '         ' 

pour  cette  valeur  I  =  «.  Or,  l'équation  (6)  et  ses 
différentielles  successives  par  rapport  à  t  donnent 

r  =  o  -— , 
ds* 

d*  W  di  U 

r"  =  a =  fl«  -T--, 

dx*  dx** 

d*  U"  d^  V 

dx*  dx^' 

etc. 


La  quantité  U  restera  donc  seule  arbitraire,  et  Ton 
aura 


ce  qui  coïncide  avec  la  série  (e),  quand  on  prend 
téro  pour  la  constante*,  c'est-à-dire,  quand  on 
développe  suivant  les  puissances  de  f ,  et  que  l'on 
faitU  =:^jr.  On  obtiendra  semblablement  la  sé- 
rie (d). 

Ces  deux  séries  (c)  et  [d)  peuvent ,  au  reste ,  se 
transformer  Tune  dans  l'autre.  En  effet ,  dévelop- 
pons fx  suivant  les  puissances  de  « ,  et  soit 


Cj*> 

775" 


Dsi 


Ej-4 


fxi 


^jr  =  A  +  Bx  H 1 h -I -l-etc., 

T       -r  .  «  -r  ^_jj.3  ^  i.a.3.4  ^  1.2.3.4,6  ^      * 


no 
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où  1*0B  désigne  par  A,  B,  C,  P,E,  F,  ete.,  de* 
conttintes  arbitraîret  ;  nout  «uroBS 

d/k  ^9 

etc.  ; 
au  moyen  de  quoi  U  lërie  (o)  détiendra 

u  =    A  -f  Ca<  + +  etc. 

+  (B  +  Da*+Ij:^  +  etc.), 


+  (c  +  Eo<  +  etc.V-îL 

+  (.  +  r«  +  «o.)-4-, 

+  etc. 
Or,  ii  Ton  fait 

»  +  Dfl'  +  -^  +  etc.  »  ♦!, 

4<et'i^#  seront  deux  fonctions  arbitraires  et  indé- 
pendantes Tune  deFautre;  on  en  déduira 

C  +  Eal  +  etc.  =fif; 

adi 

D  +  Fo<  +  etc.  =  £îl, 

adi 


et  la  Talenr  précédente  de  «  oofueidera  atee  la  sé- 
rie [d).  On  transformera  semblablement  eelte  sé- 
rie {(i)  dans  la  série  (0). 

011.  Maintenant, désignons,  à  Tontinaira,  pare 
la  base  des  logarithmes  népériens,  et  prenoss 
I  =  e«.  La  série  (a)  deTÎendra 

•  =  P***  +  Q#^'  +  Ea>'  +  etc.4 

les  eoeffieîena  P,  Q ,  R,  eto.,  seront  des  fonctions 
del,  et  les  eiposans  •,  «,  y^  eto.  des  quantités 
constantes.  On  aura  donc 


-■  =  "-•+-  ♦      +  -  «^'  +  etc. 


di 


d*u 


de 


Cg 


—  =  a.  Pe»*  +C.  Qs^'  +  y^  Rs>*  +  ^. 

En  substituant  oes  taleurs  dans  Téquation  (6),  et 
égalant  ensuite  les  ooeffieiens  des  termes  sembla* 
blés  dans  les  deux  membres ,  on  en  conclut 

<fP  4IQ  dR 

=  a«'P,  ~  =  oC«Q,  — =  o>«K,    etc.; 


di 


di 


di 


par  conséquent ,  les  eiposans  « ,  C,  y,  etc. ,  reste- 
ront arbitraires,  et  Ton  aura 


«te.  ; 


.o«>  i 


P  =  As«-  ',      Q  =  le«^'  ',  R  =€•«>•  \    etc., 

en  désignant  aussi  par  A ,  B ,  C ,  etc. ,  des  constan- 
tes arbitraires.  Donc  il  en  résultera 


u  =  As«*'  'e-  +  Be««'  '/'  +  Ce->*  V  +  etc., 


(•) 


pour  Tintégrale  complète  de  Téquation  (6),  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  rexponentielle  «•; 
série  qui  est  aussi  le  déTcloppement  de  cette  inté- 
grale, ordonnée  suivant  les  puissances  de  #*.  Or, 
on  Toit  que  cette  série  (s)  ne  contient  explicite- 
ment aucune  fonction  arbitraire  ;  qu'elle  renferme 
seulement  deux  séries  infinies  A,  B,  C,  etc.,  «, 
C,  y,  etc.,  de  constantes  arbitraires  ;  et  que  cbocun 
de  ses  termes  satisfait  isolément  à  Téquation  (&). 
En  développement  cette  expression  de  «  suivant 
les  puissances  de  f ,  on  a 

u  =    As**  +  hê^'  +  C«>'  +  etc. 
+  {Km»  «•'  +  BC«  «^'  +  Oy*  ê>'  +  eic.)at 

+  {Kai  fi**  +  BC4  ê^'  +  Oyk  i<f*  +etc.)^ 

1  .w 

+  etc. ; 


et  si  Ton  fait 


As 


.*« 


U 


+  Ba*^'  +  Ce>«  +  etc.  =  f*. 


^jrsera  une  fonction  arbitraire,  on  auro 

A..  .•'+Be.  #«*  +  (V.  #>'  +  etc.  =  ^  , 


Ax 


A«*  ••*  +  BC4  r'  +  C>4  *>'  +  etc.  = 


dk%s 


etc.. 


et  la  série  (*)  coïncidera  avec  la  série  (c).  On  fera 
de  même  coïncider  la  série  (•]  avec  la  série  (^,  en 
développant  la  première  suivant  les  puissances  de  s, 
pour  la  rendre  comparable  à  la  seconde. 

612.  Chacune  des  deux  séries  (c)  et  {»)  peut 
être  exprimée  sous  forme  finie  ,  au  moyen  d'une 
même  intégrale  définie. 

Dabord,  en  désignant  |Hir  n  un  nombre  entier 
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positif,  on  a  évidemment 

/.:  •- 

Soit  Biitsi 


tu — I 


«d.  =  0. 


n    .— «U  =  »; 


en  désignant  par  ^  une  constante  positive ,  et  met- 
tant «  Y  2  0^  v9  àmW'A  place  de  «  et  d«,  les  limi- 
tes de  cette  intégrale  ne  seront  pas  changées ,  et 


Ton  aura 


\r. 


d*où  Ton  tire 

/*"  .—  ."<*.  =  iiLLi: 


Sn  — 1 


», 


en  diiférentiant  n  fois  de  suite  par  rapport  à  ^ ,  et 
faisant  ensuite^  =  1.  Au  moyen  de  ces  valeurs ,  la 
formule  (o)  pourra  s^écrire  ainsi  : 


,    81.5  ai  l/âi    d^  ♦«    ,    ie«»4  o>  f*      «**♦*•»   \     — ••  j 
-*-  '^         — _  4.  ___   ■  +  etc.  la         d»  ; 

^     i.a.8        lix»  ^  i.a.8.4      dxi    *       y  ' 


et|  diaprés  le  théorème  de  Taylor,  elle  se  réduira  à 

Quelle  que  soit  la  constante  «,  on  ne  changera  pat 

non  plus  les  limites  de  l'intégrale  j  ~"  •'a,, 

^  —.00 

en  y  mettant  «  —  «  (/  af  ou  lieu  de  «  ;  on  aura 


donc 


d'où  Fou  tire 
.«*  al 


=  t/-J 


.  *'."-»^i,. 


On  exprimera  de  même  les  autres  exponentielles 
qui  entrent  dans  la  série  («},  laquelle  deviendra , 
de  cette  manière , 


Or,  si  nous  faisons ,  comme  plus  haut , 

Aa**  -f  B#^*  +  C«>'  -f  etc.  =  ^x, 
Dous  aurons  en  même  temps  , 

+•>  («  +  "  l/S)  +  etc.  =  ♦  («  +  8«  k^)5 

ce  qni  fait  coïncider  la  valeur  précédente  de  «  aTec 
la  formule  (/). 

Cette  équation  (/*)  est ,  sous  forme  finie ,  l'inté- 
grale complète  de  l'équation  (è)  ;  elle  ne  renferme, 
eomme  on  voit,  qu'une  seule  fonction  arbitraire, 
qni  se  déterminera  immédiatement  d'après  la  Ta- 
leur  de  «  relative  à  f  =  0.  Toutefois ,  cette  forme 
de  l'intégrale  complète  suppose  que  cette  valeur 
deii,  qui  sera  celle  de  fx,  croisse  avec  la  variable 
dans  un  moindre  rapport  que  «**,  et  que  le  pro- 
duit •—••# jT  s'évanouisse  pour  s  =  ±  od  ,  sans 


etc.]  a    *   dm. 

quoi  la  quantité  comprise  sous  le  signe/  croîtrait 
indéfiniment  avec  • ,  pour  toutes  les  valeurs  de  i 
différentes  de  zéro ,  et  l'intégrale  définie,  dont  les 
limites  sont  «=±00  ,  aurait  généralement  une 
valeur  infinie,  ce  qui  est  inadmissible 
Si  nous  faisons ,  pour  un  moment , 

d^  fg 


±f-a'* 


dx* 


nous  déduirons  de  l'équation  (/*), 
du         a 


di         *  «/  —00  /  -  .     » 


,  —  mdm 
l/ai 


d*  u        *     /'•ce    ^«  

'"jr'"i;J_j    ♦"('+8- Ko/)*., 

en  intégrant  par  partie ,  et  supposant  que  le  pro- 
duit de  •"••'  et  ^'  {x  +  2«  |/^  s'évanouisse  aux 
deux  limites ,  on  a 


#—      f'  (jc  +  2»  1/5)  -7=.=  /         ••♦"('+  2»  ^^«0  «^  i 
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du 

ce  qui  fait  coïncider  la  valeur  de  —  btcc  celle  de 

a  — ,  et  Mtiafait,par  contëqueot,  à  Féquatiou  (6). 

ds» 

En  partant  de  la  série  (d),  on  parviendrait  à  une 
intégrale  lous  forme  finie  de  cette  équation,  moins 
simple  que  la  formule  (f),  et  qui  contiendrait  deux 
fonctions  arbitraires. 

618.  La  valeur  connue  de  la  quantité  k,  renfer- 


mée dans  les  formules  précédentes ,  est  (/«TOn 
Tobtient,  par  exemple,  en  employant  successive- 
ment deux  variables  différentes  sons  le  signe/,  de 
manière  qu'on  ait 


•/    — >00  /       ■00 


*,->• 


^i 


d'où.  Ton  conclut 


*•  = 


=/" 


«    '  dm 


f' 


OO     ^.,.  -.   ^, 


dsdy. 


à  cauee  que  les  deux  variables  m  et  y  «ont  tndépen* 
dantes  Tune  de  Tautre.  Si  donc  on  fait 

«•  +  y  =  **i    «""*'"■''"  =  «, 

d*où  il  résultera 


et  si  Ton  regarde  4r,  y,  s ,  comme  les  coordonnées 
eourantes  d'une  surface,  À*  sera  le  volume  terminé 
par  cette  surface  de  révolution ,  et  prolongé  indéfi- 
niment autour  de  son  axe  de  figure ,  qui  sera  Taxe 
des  M,  Or,  on  obtiendra  la  valeur  de  ce  volume  en 
le  décomposant  en  un  nombre  infini  de  tranches 
cylindriques ,  dont  cette  droite  sera  Taxe  commun. 
Le  volume  de  Tune  de  ces  tranches  infiniment  min- 
ces, dont  les  surfaces  intérieure  et  extérieure  au- 
ront rtir*\'dr  pour  rayons ,  sera  égal  au  produit 
de  sa  base  Zitrdr ,  multiplié  par  sa  hauteur  s  ou 

a  ''^  »  le  Tolume  entier  s'en  déduira ,  évidem- 
ment, en  intégrant  depuis  r  r=  0  jusqu'à  r  =oo  j 
par  conséquent ,  on  aura 

= z,n  *-" 

•t  A  =  |/ir  t  ce  qu'il  s*agiasaii  de  trouver. 

Je  ferai  remarquer  qu'ed  prenant  fjr  =cos#, 
et  mettant  ««  au  lieu  de  at  daiiz  l'équation  (c),  on 
aura 


*« 


rdr  =r 


«i=(l--»i  +  1 1 — +etc.^ 

\  1.2        1.2.3  ^        / 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 


cos« 


» 


«  r=  a         cos  s. 


L'équation  [f)  devient ,  en  même  temps, 

M  =  jy-   /         •         cos  {se  +  2mm)  dm  ; 
mais  on  o  évidemment 
y  a""**  cos  2a.mdm  =  2  /^  «""***  cos  SUmdm, 


pVi 


OO      —«s 


sin  ^mMdm  =r  0  ; 


d  OÙ  l'on  eoneittt 


2  cos  9    /»at>    _^a 
M  =  — t:!—  /       a         cos  2Midw  ; 

et  en  égalant  cette  valeur  de  «  à  l'une  des  précé- 
dentes ,  on  a 


/••- 


cos  îiamdm  =: 


_  k^ ,_.. 


On  peut  donner  une  valeur  imaginaire  à  la  oon* 
étante  m  dans  cette  équation;  et  si  l'on  y  met 

p^—  1  an  lieu  de  a,  on  aura 

y** .—  (.'-  +  #-"•)  <».  =  i/r  .••. 

On  a  souTent  occasion  d'employer  ces  formules  , 
qui  se  présentaient  ici  naturellement ,  et  que  l'on 
obtient  aussi  par  d'autres  moyens. 

614.  Les  équations  aux  différences  partielles 
auxquelles  on  est  conduit,  dans  la  plupart  dea pro- 
blèmes de  Mécanique  ou  de  Physique,  sont  linéairea 
à  regard  d'une  inconnue  w,  du  premier  ou  du  se- 
cond ordre  par  rapport  an  temps ,  et  généralenent 
à  quatre  variables  indépendantes ,  dont  u  est  fonc- 
tion ,  savoir,  le  temps ,  que  nous  représenterons 
par  I,  et  les  trois  coordonnées  d'un  point  quelcon- 
que du  système  dont  on  s'occupe ,  que  nous  dé« 
signerons  par  « ,  y,  s.  Si  l'on  excepte  leur  dernier 
terme ,  indépendant  de  u  et  qu'on  peut  toujoun 
faire  disparaître ,  elles  ne  contiennent  pas  oette 
variable  i  explicitement,  c'est-à-dire,  que  dans 
ces  équations  les  coefficiens  ne  sont  fonctions  que 
de  # ,  y,  s.  Or,  L  =0  étant  une  de  ces  équations 
sans  dernier  terme,  si  l'on  prend  I  =ss<,  la  série  (a) 
deviendra 

u  =  Pé*'  +    Qa^*  +  Ka>'  +  etc.  ;  (p) 

et  si  l'on  substitue ,  dans  L,  cette  série  {g)  au  lieu 
de  u^  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résultera 

l  r=  (M««  -I-  !<•  +  0)  «•*+  (M'C«  +  ^'C  +  0»)  /' 

+  (»">•  +  N'V  +  0")  «^  +  etc.  i 
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S,  H,  0,  étant  dM  quantités  qni  ne  contiennent 
que  rinoonnne  P,  d*où  m  déduiront  H',  R',  (V,  en  y 
mettent  Q  au  lieu  de  P,  puii  B",  R'\  0",  par  la  sub- 
•titution  de  R  à  ta  place  de  Q,  et  atnii  de  suite.  Tou' 
tes  les  quantités  ■,  H',  H",  etc.,  seront  nulles, 
lorsque  réquation  L  =:  0  ne  sera  que  du  premier 
ordre,  par  rspport  à  #.  Dans  tous  les  cas ,  cette 
éqnatîon  donnée  L=0  se  décomposera  en  celles-ci  : 

H«>  +  ll<r  -1-0=0, 
M'C«  4-  H'C  -I-  0'  =  0, 
MV+  W'>  +  0"=  0, 
•etc. 

Par  conséquent ,  les  expossns  « ,  C ,  ^ ,  etc. ,  seront 
des  constantes  arbitraires;  les  coefBciens  P,  Q, 
R,  etc.,  se  détermineront  indépendamment  Tun  de 
Tantre ,  au  moyen  de  ces  équations  (fi) ,  qui  sont 
toutes  semblables;  et  tous  les  termes  de  la  série  (9), 
c*est-i-dire,  de  Tintégrale  complète  de  Téquation 
l=r  0,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  Teipo- 
nentielle  «',  seront  des  intégrales  particulières  de 
cette  même  équation. 

Les  équations  (ft)  seront  linéaires,  comme  L=0, 
par  rapport  à  Tinconnue  que  cbacune  d*elles  ren- 
fermera. Si  L  ne  contient  qu*une  seule  des  trois 
ooordonnées  #,  y ,  s ,  elles  seront  simplement  des 
équations  différentielles  ;  et  alors  la  série  [g]  ne 
renfermera  que  des  constantes  arbitraires,  savoir, 
•,  Ç)  y,  etc.,  et  les  constantes  qui  seront  introdui- 
tes par  Tintégration  des  équations  (fc).  Quand  elles 
seront  aux  différences  partielles,  on  pourra  souvent 
les  traiter  comme  Péquation  L  =:  0,  et  exprimer 
leurs  intégrales  complètes  en  série  d^intégrales  par- 
ticnltères. 

516.  On  peut  donner  une  autre  forme  à  la  sé- 
rie (9),  en  y  changeant  les  exponentielles  en  sinus 
et  cosinus.  Soient,  en  effet ,  x ,  f»,  r ,  etc.,  d'antres 
constantes  arbitraires,  etp,  g,  r,  etc.,  p\  9',  r',  etc., 
d*aiitres  inconnues.  Si  Ton  met  dans  cette  série 

±  X  |/— 1,  ±  M  K  — i|  ±  '  l/— Il  etc.,  au  lieu 
de  *,  C,  y,  etc.  ;  qu^on  y  remplace  P,  Q,  R,  etc., 

i  j-  r'  J/'—  l,  etc.  ;  et  que  l'on  prenne  ensuite 
Ift  sonme  des  valeurs  de  u  qui  répondront  aux 
signes  de  y —  1,  on  aura 


«  =  p  cos  xi  -)-  y  cos  /»'+•'  cos  f «  +  etc.    1 
-f-  II'  sin  xl  -fi  g*  sin  fil  -|-  W  siu  tt  -^  etc.    )  ^  ' 

Pour  la  généralité  de  l'intégrale  de  L=0,  expri- 
née  indifféremment  par  cette  dernière  formule  ou 
par  la  série  (jr),  il  faudra  que  les  constantes  x,  /•, 
»,  etc.,  aussi  bien  que  «,  C,  >,  etc.,  soient  réelles  on 
imaginaires  ;  mais  il  y  a  des  problèmes  dans  lesquels 
les  valeurs  déterminées  de  x,  f»,  v,  etc.,  seront 
tontes  réelles,  et  d'antres  dans  lesquels  aucune  des 
Talents  de  «,  C,  y,  etc.,  ne  sera  imaginaire.  Dans  le 
premier  cas,  il  conviendra  d'employer  la  formule  (t)^ 
et  dans  le  second  la  formule  {$)  ;  et  lors  même  que 


réquation  L  =  0  sera  intégrable  sous  forme  finie , 
il  arrivera  souvent,  dana  des  problèmes  de  Hécani- 
que  ou  de  Physique,  que  l'expression  de  son  inté- 
grale, au  moyen  de  l'une  on  l'autre  de  ces  deux  sé^ 
ries  sera  plus  propre  que  l'intégrale  sous  forme 
finie,  à  faire  découvrir  toutes  les  circonstances  du 
phénomène  dont  on  s'occupera.  Les  questions  rela- 
tives aux  petites  oscillations  des  points  d'un  corps 
élastique  ou  d'un  fluide,  qu'on  a  un  peu  écartés  de 
leur  état  d'équilibre ,  sont  celles  où  il  conviendra 
d'employer  les  expressions  des  inconnues  sons  la 
forme  de  la  série  (t). 

Lorsque  les  valeurs  générales  de  P,  Q,  R,  eto.,  et, 
par  suite,  celles  deji,  9 ,  r ,  etc.  »p'  1  ç'  »  ^  9  ato.,  ne 
renfermeront  que  des  constantes  arbitraires,  la 
formule  (t)  s'écrira  plus  brièvement  de  cette  ma- 
nière : 

«  r=  llp  cos  xi  4-  Sf^  un  ^<; 

les  caractéristiques  S  indiquant  des  sommes  qni 
s'étendent  à  toutes  les  valeurs  possibles  réelles  ou 
imaginaires  de  x  et  des  autres  constantes  arbitrai- 
res, contenues  Aanspeiff»  On  pourra,  si  Ton  vent, 
faire  croître  ces  valeurs  par  degrés  infiniment  pe« 
tits,  et  remplacer  les  sommes  2  par  des  intégrales  ; 
mats  cette  autre  forme  équivalente  de  l'expression 
de  ti  n'a  aucun  avantage  ;  et  il  vaut  mieux  conserver 
la  précédente. 

616.  Indépendamment  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  qui  conviennent  à  tous  les  points  du 
système,  il  y  a  toujours,  dans  les  divers  problèmes 
de  Physique  ou  de  lécanique ,  d'autres  équations 
qui  n'ont  lieu  que  pour  les  points  extrêmes  ;  telles 
sont,  par  exemple,  dans  le  problème  des  vibrations 
longitudinales  d'une  verge  élastique,  les  équations 
relatives  à  la  fixité  ou  à  l'entière  liberté  des  deux 
bouts  de  cette  verge.  Ces  équations  particulières 
serviront,  dans  chaque  cas,  à  déterminer  les  valeurs 
d'une  partie  des  quantités  arbitraires  que  renfer- 
mera la  série  (5)  ou  la  série  {i)  ;  quant  à  celles  de 
oes  quantité*  qui  resteront  encore  indéteiminées 
après  qu'on  aura  eu  égard  à  tontes  les  équations  de 
ce  genre,  elles  dépenlront  de  l'éUt  initial  du  sys- 
tème. Pour  en  obtenir  les  valeurs,  j*ai  suivi,  dans  un 
grand  nombre  de  problèmes  différons,  un  pvooédé 
uniforme,  que  je  orois  applicable  à  tous  les  cas, 
soit  que  la  question  ne  présente  qu'une  seule  in- 
connue «,  et  ne  oondnise  qu'à  une  seule  équation 
L  =  0,  soit  qu'il  y  ait  à  déterminer  plusieurs  incon- 
nues dépendantes  d'un  égal  nombre  d'équations 
aux  différences  partielles,  linéaires  et  simultanées. 
Ce  procédé  général  a  aussi  l'avantage  de  fournir, 
dans  chaque  exemple,  la  démonstration  de  la  réa- 
lité des  constantes  «,  C,  y^  eto.,  ou  des  constantes  x, 
ft,  r,  etc.,  qui  dépendent  d'équations  transcendan- 
tes quelquefois  très  compliquées,  et  dont  il  serait 
souvent  difficile  de  déterminer  autrement  la  nature 
des  racines.  ^ 

L'exemple  que  nous  donnerons  de  l'application 
de  cette  méthode,  dans  le  paragraphe  suivant,  suf- 


I 
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fira  pour  Teipliqaer,  et  pour  qu*on  pniiie  rem- 
ployer dans  d^antres  problèmea.  An  moyen  de  cette 
méthode,  on  déterminera,  lans  aucune  difficulté, 
les  vibrations  longitudinales  des  verges  élastiques, 
dans  les  trois  cas  du  n»  406 ,  et  Von  sera  conduit , 
d'une  manière  plus  directe ,  aux  mêmes  formules 
que  dans  ce  numéro.  Pour  exemple  d^une  question 
dépendante  de  plusieurs  équations  aui  différences 
partielles,  j'indiquerai  le  choc  longitudinal  de  deux 
ou  plusieurs  verges  élastiques,  formées  de  matières 
différentes  ;  question  qui  a  été  résolue  dans  le  pa- 
ragraphe précédent,  pour  le  cas  particulier  de  l'ho- 
mogénéité, et  dont  je  supprime  ici  la  solution  géné- 
rale ,  à  cause  de  la  longueur  des  formules  qui  s'y 
rapportent. 

617.  Supposons  que  le  temps  <  soit  compté  à 
partir  de  l'origine  du  mouvement;  et  soient 

Ai 
uz=zf(x,  y,  s),      —  =  F(jr,  y,  «), 

di 

les  valeurs  de  l'inconnue  «  et  de  son  coefficient  dir 
férentiel  par  rapport  h  #,  qui  répondent  à  <  =  0  j  de 
sorte  que  /*(«,  y,  m)  et  F  (s,  y,  a)  soient  des  fono» 
tiens  données  arbitrairement  pour  toutes  les  va- 
leurs des  coordonnées  «,  y,  a,  qui  répondent  aux 
points  d*un  système  dont  on  considère  les  vibra- 
tions. Après  qu'on  aura  déterminé  toutes  les  quan- 
tités arbitraires  que  renferme  la  série  (t) ,  d'après 
l'état  initial  de  ce  système,  et  en  ayant  égard  aux 
équations  particulières  qui  peuvent  avoir  lieu  à  ses 
eitrémités ,  il  faudra  que  cette  série  et  son  coeffi- 
cient différentiel  coïncident ,  pour  f  =  0,  avec  les 
fonctions  f  (jr,  y,  a]  et  F  (x,  y,  a),  dans  les  limites 
du  système.  Ainsi,  il  faudra  qu'on  ait 


fi'i  y»*)=P+9+'-  +  etc., 
^{^1  y.  •)  =y +  #^4-'^»+  elc 


ce  qui  fournira  un  développement ,  ou  une  trans- 
formation d'un  genre  particulier,  pour  chacune  des 
fonctions  quelconques  /*  (  «,  y,  a  )  et  F  (  s,  y,  A  )  ; 
transformation  qui  ne  sera  pas  identique,  et  n'aura 
lieu  que  pour  des  valeurs  limitées  des  variables  s, 

y>«- 

Quoique  le  plus  souvent  on  ne  puisse  pas  démon- 
trer directement  l'exactitude  de  cet  équations  (ib), 
cependant  il  ne  peut  rester  aucun  doute  à  cet  égard. 
In  effet,  d'après  les  considérations  précédentes,  la 
série  (t)  représente  certainement  l'intégrale  com- 
plète de  l'équation  L  =0,  c'est-i-dire ,  la  valeur 
la  plus  générale  de  u  qui  puisse  satisfaire  à  cotte 
équation.  Par  hypothèse,  on  a  déterminé  les  quan- 
tités arbitraires  que  cette  série  renferme,  au  moyen 
des  autres  conditions  du  problème  qui  a  conduit  à 
cette  équation  L  =  0  j  si  ces  conditions  ne  sont 
pas  incompatibles,  et  que  le  problème  soit  suscep- 
tiple  d'une  solution,  il  faut  donc  qu'après  cette  dé- 
termination, la  série  (t)  exprime  la  valeur  de*  à  un 
instant  quelconque  et  en  un  point  quelconque  du 
système  ;  i>ar  conséquent ,  en  faisant  f  =  0  dans 


cette  série  et  dans  celle  qu'on  en  déduit  par  la  dîT' 
férentiation  relative  à  I,  elles  devront  représenter 

dm 
les  valeurs  initiales  de  «  et  — ,  c'est-à-dire,  les 

dt 

fonctions /*(«,  y,  a)  et  F  (s,  y,  a),  quelles  qu'elles 
soient,  mais  seulement  pour  les  valeurs  de  jp,  y,  a, 
comprises  dans  les  limites  du  système  que  l'on  eon« 
sidère. 

Dans  l'exemple  du  mouvement  longitudinal  d'une 
verge  élastique,  les  séries  (A)  représenteront,  pour 
toute  la  longueur  de  cette  verge,  et  dans  les  diffé- 
rentes hypothèses  relatives  à  ses  eitrémités,  les 
deux  fonctions  arbitraires  qu'on  a  désignéea  par 
^s  et  f's  dans  le  n^  406  ;  et  ces  séries  coïncideront 
avec  les  expressions  de  fx  et  t'a?,  dont  on  a  fait  usage 
dans  ce  numéro,  et  qu'on  avait  démontréea  aupa- 
ravant. 

618.  La  conclusion  de  tout  ce  qui  précède  est 
que,  pour  exprimer  dans  un  problème  relatif  aux 
petites  vibrations  des  corps,  et  dans  d'autres  ques- 
tions de  Physique,  chaque  inconnue,  au  moyen  de 
la  série  (9)  ou  (t),  il  est  nécessaire  d'avoir  démontré, 
préalablement,  que  cette  série  représente  la  valeur 
la  plus  générale  de  l'inconnue  qui  puisse  satisfaire 
à  l'équation  aux  différences  partielles  dentelle  dé- 
pend, et,  ensuite,  de  déterminer  toutes  les  quanti- 
tés arbitrairea  que  cette  série  renferme,  an  moyen 
des  données  particulières  du  problème,  qui  répon- 
dent aux  extrémités  du  système  et  à  son  état  initial; 
ou  bien,  il  faut  connaître,  à  priori,  comme  dana 
le  no  406,  des  expressions  en  série  de  la  valeur  ini- 
tiale et  arbitraire  de  chaque  inconnue,  dont  tout 
les  termes,  multipliés  par  des  sinus  ou  cosinua 
d'arcs  proportionnels  au  temps ,  ou  par  des  expo- 
nentielles, satisfassent  isolément  à  l'équation  don- 
née aux  différences  partielles  et  aux  autrea  équa- 
tions relatives  aux  pointa  extrêmes  du  système.  On 
doit  regarder  comme  incomplète  une  solution  dana 
laquelle  on  n'a  pas  démontré,  à  priori,  la  généralité 
de  la  série  (y)  ou  (s*)  dont  on  fait  usage,  ou  dana  la- 
quelle on  ne  vérifie  pas,  àpoêiêriari,  que  cette  série 
peut  représenter  la  valeur  initiale  de  chaque  incon« 
nue,  quelle  que  soit  cette  valeur,  dans  toute  l'éten- 
due du  système,  y  compris  les  points  extrèmea. 
D'après  ce  qui  précède ,  la  première  méthode  aen 
toujours  applicable;  la  seconde  ne  le  serait  qa« 
dans  un  très  petit  nombre  de  cas  particulière. 

$  Y.  Vibratùmê  tramêvêrêoiêg  éTunê  earye  éhoH^o, 

m 

610.  Les  verges  élastiques  sont  susceptiblea  d« 
quatre  sortes  de  vibrations^  auxquelles  répondant 
des  tons  différons ,  et  qui  peuvent  coexister  «tant 
une  même  verge ,  droite  ou  courbe  dans  son  état 
naturel.  Ces  vibrations  sont  longitudinalea,  trana- 
versales,  normales,  tournantes  ou  produites  par  la 
torsion.  Les  vibrations  normales  consistent  en  des 
dilatations  et  condensations  alternatives  dea  sec- 
tions de  la  verge,  perpendiculaires  à  sa  longueur  ; 
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tUes  B*oot  pat  encore  été  déterminées  par  la  théo- 
rie. Les  trois  autres  espèces  de  Tibrations  Tont  été  ; 
et  Tanalyse  m'a  fait  connaître ,  entre  les  tons  qui 
leur  correspondent,  des  rapports  cpie  rexpérience  a 
confirmés,  ou  que  les  physiciens  avaient  déjà  re- 
Burqués.  Telle  est,  par  exemple,  TobserTation  cu- 
rieuse que  Ton  doit  à  Cbladni ,  et  suivant  laquelle 
une  Terge  encastrée  par  un  bout  et  libre  par  Tautre, 
rend  un  ton  plus  grave  d'une  quinie,  lorsqu'on 
la  fait  vibrer  par  torsion ,  que  quand  elle  vibre 
longitudinalement;  cela  revient  à  dire  que  le  ton 
qu^elle  rend  dans  le  premier  cas  est  le  même  que 
celui  qu'elle  ferait  entendre  dans  le  second,  si  sa 
longueur  était  augmentée  dans  le  rapport  de  3  à  2; 
or,  j'ai  trouvé  que  ce  rapport  devrait  être  celui  de 

|/lO  &  2  ;  ce  qui  diffère  à  peine  d'un  vingtième 
du  résultat  que  Cbladni  a  énoncé  en  nombre  rond. 

Je  renverrai,  pour  les  développemens  de  cette 
partie  importante  de  la  Physique  mathématique, 
au  mémoire  sur  VÉquiUbrê  et  U  mouvement  des 
earpt  iltuHçues,  que  j'ai  déjà  cité  (n»  306),  et  où  je 
me  suis  aussi  occupé  des  vibrations  des  membranes 
flexibles  et  des  plaques  élastiques.  Il  suffira ,  dans 
ce  Traité,  d'avoir  considéré  les  cas  les  moins  com- 
pliqués de  ce  genre  de  questions ,  qui  sont  ceux 
des  cordes  vibrantes  et  des  vibrations  longitudi- 
nales dea  verges  élastiques ,  auxquels  nous  allons 
encore  ajouter  le  cas  des  vibrations  transversales. 

620.  Nous  supposerons  ,  comme  dans  le  cas  des 
vibrations  longitudinales  (n»  404) ,  qu'il  s'agisse 
cTune  verge  homogène,  et,  dans  son  état  naturel  ^ 
prismatique  ou  cylindrique;  nous  supposerons, 
de  plus,  qu'elle  n'éprouve  aucune  torsion  sur  elle- 
même  ;  en  sorte  que  tous  les  points  de  chaque 
filet  longitudinal  ne  sortent  pas  d'un  même  plan 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Soient  AMB  (fig.  112)  la  direction  rectiligne  du 
filet  moyen  dans  l'état  naturei  de  la  verge ,  l  sa 
longueur,  et  s  la  distance  AM  du  point  quelconque 
■  à  Textrémité  A.  Au  bout  du  temps  I ,  supposons 
que  11  soit  transporté  en  H';  abaissons  de  M*  la 
perpendiculaire  H'P  sur  AB  ;  et  faisons 

MP  =  «,       H'P  =  y. 

8s  ces  deux  variables  «  et  y  sont  supposées  con- 
stamment très  petites ,  et  qu'on  néglige ,  en  con- 
séquence, leurs  carrés  et  leurs  produits,  leurs 
valeurs  en  fonctions  de  <  et  «  dépendront ,  comme 
dans  le  cas  des  cordes  vibrantes  {n9  484) ,  d*équa- 
tîona  linéaires  dans  lesquelles  ces  inconnues  seront 
séparées  \  les  mouvemens  très  petits ,  dans  le  sens 
longitudinal  et  dans  le  sens  transversal ,  coexiste- 
ront donc  sans  s'influencer  mutuellement;  et 
comme  nous  avons  déterminé ,  d'une  manière 
eompléte,  le  mouvement  longitudinal,  nous  pour- 
rons maintenant  en  faire  abstraction.  Je  ferai  donc 
«  =  0 ,  de  sorte  que  tous  les  points  du  filet  moyen 
oscilleront  sur  des  droites  perpendiculaires  à  sa 
direction  naturelle ,  et  que  «  et  y  seront ,  à  un  in- 
stant qiielooBque,  les  coordonnées  courantes  de  la 


courbe  plane  A'H'B',  formée  par  ce  filet.  Je  ferai 
aussi  abstraction  des  petits  mouvemens  de  dilata- 
tion ou  de  condensation  qui  pourront  avoir  lieu 
dans  chaque  section  de  la  verge ,  perpendiculaire 
à  sa  longueur  ;  le  mouvement  qu'il  s'agira  de  dé- 
terminer sera  alors  le  même  pour  tous  les  points 
d'une  même  section;  et  il  suffira  de  considérer 
celui  du  point  qui  appartient  au  filet  moyen. 

L'équation  de  ce  mouvement  transversal  se  dé- 
duira de  l'équation  (/  )  du  n^  320,  en  y  mettant 

rf«y 


d*  y 
T  —  <-- — ,  ou  simplement 


dt*^ 


au  lieu  doT,  si 


l'on  suppose  qu'aucune  force  donnée  n'est  appli- 
quée aux  différons  points  de  la  verge.  Cette  équa- 
tion sera  donc 


d*  y 

IF' 


+  i. 


d4y 
dsi 


0;     (l) 


b*  étant  une  constante  positive ,  qui  dépendra  de 
la  matière  de  la  verge ,  de  retendue  et  de  la  figure 
de  la  section  normale. 

Outre  cette  équation  (1),  commune  à  tous  les 
points  du  filet  moyen  ,  U  y  aura  des  équations  re- 
latives à  ses  extrémités ,  qui  seront  les  mêmes  que 
dans  le  problème  de  l'équilibre.  A  cet  égard ,  il 
pourra  se  présenter  six  cas  différens ,  selon  qu'à 
chacun  des  deux  bouts  la  verge  sera  encastrée,  ou 
seulement  appuyée,  ou  entièrement  libre.  Sais 
comme  ces  six  cas  se  traiteraient  de  la  même  ma- 
nière, nous  nous  bornerons  à  en  considérer  un 
seul  en  détail ,  et  nous  supposerons  que  la  verge 
soit  entièrement  libre  à  ses  deux  bouts  A  etB, 
auxquels  ne  sera  d'ailleurs  appliquée  aucune  force 
particulière. 

Cela  étaut,  pour  toutes  les  valeurs  de  <,  nous  au- 
rons (no  320) 

à  l'extrémité  A',  et 

d*  V  d>  If 

'  =  '>  sr  =  «'  sr  =  "'    W 

à  l'extrémité  B'. 

A  l'origine  du  mouvement ,  la  courbe  du  filet 
moyen  et  les  vitesses  imprimées  à  tous  ses  points 
seront  connues  ;  si  donc  on  compte  le  temps  t  à 
partir  de  cette  origine ,  et  qu'on  représente  par  f  jt 
tfx  des  fonctions  données  depuis  «=0 jusqu'à 
jr  =  / ,  on  aura ,  à  la  fois , 


dy 
«=0,       y  =  M,     —  =  ^x. 

di 


w 


Ces  fonctions  arbitraires  fx  et  f'x  devront,  toute- 
fois ,  remplir  les  conditions  relatives  à  s  =  0  et 
«  =  i,  qui  seront  exprimées  por  les  équations  (2) 
et  (3)  pour  la  fonction  px,  et  par  leurs  différen- 
tielles relatives  à  I  pour  la  fonction  f 'jt. 


ste 
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Ainsi ,  la  qnetUon  que  nous  torons  à  résonëra 
eonsislera  k  troQTer  U  ▼alenr  de  y ,  an  fonction  de 
#  et  « ,  qui  satisfait  aai  équations  (1) ,  (2) ,  (8)  , 
(4),  dont  la  première  est  la  seule  qui  ait  lien  pour 
tontes  les  Taleurs  de  ces  deux  ▼ariables.  Mais,  an- 
paraTant ,  il  est  bon  de  comparer ,  pour  une  même 
▼erge  élastique ,  le  coefficient  b  qui  entre  dans  Fé* 
quation  de  son  mouTement  transTcrsal,  et  le 
ooefficient  a  contenu  dans  Téquatiou  de  son  mou- 
Tement longitudinal. 

621.  En  désignant  par  g  la  gravité,  par  pie 
poids  de  la  Yerge,  et  par  q  la  tension  qu^il  faudrait 
employer  pour  doubler  sa  longueur  /,  on  a  (n«  496) 


a»  = 


giq 


Le  produit  de  la  densité  de  la  Terge  et  de  Taire  de  sa 

P 
section  normale  sera  égal  à  —  ;  et  diaprés  Téqua- 

Si 
Uon  (^)du  n«  320,  d'où  Ton  a  déduit  Téquation 

(l)  du  mouvement  transversal ,  on  aura 


&i 


pj  -^^ 


ffu*  du-,    (ô) 


n,  e ,  A,  À',  ayant  la  même  signification  que  dans 
le  no  314 ,  et  la  constante  «  du  même  numéro  étant 
la  valeur  de  q ,  rappnrtée  à  Tunité  de  surface  ,  de 
sorte  qu'on  a 

en  appelant  «  Taire  de  la  section  normale  de  la 
verge.  Faisons  aussi 


d'oà  Ton  dédain  d'aboH 


/-.. 


vu*  du  =  tth*  i 


h  sera  une  ligne  dont  la  valeur  dépendra  de  re- 
tendue et  de  la  forme  de  son  contour  ;  et  il  en  ré- 
sultera 


5   -,  9^^' 


d*où  Ton  conclut 


b*  =  ah. 


8i  la  section  normale  de  la  verge  est  un  rec- 
tangle dont  la  base  soit  perpendiculaire  an  plan  de 
la  courbe  A'H'B',  et  la  hauteur  égale  à  2f ,  on  aura 

et  il  en  résultera 


b  = 


a% 


1/3 


Dans  le  cas  d'une  verge  cylindrique ,  dont  le 
rayon  sera  représenté  par  i ,  on  aura 


=  »i«  ,     *'  =  *=:•,     9=2  |/i"  —  «•  j 


et,  ensnite, 


»k«  = 


b  = 


7  »•*  I 


—    ai. 

1 


Supposons  encore  que  la  section  normale  de  la 
verge  soit  un  triangle  isocèle,  qui  ait  sa  base  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  courbe  ÂH'B';  et,  pour 
fixer  les  idées,  supposons  aussi  que  ce  plan  soit 
vertical ,  et  que  la  base  du  triangle  réponde  à  la 
face  supérieure  de  la  verge.  Appelons  \  cette  base, 
et  2«  la  hauteur)  nous  aurons  toujours 


xi; 


mais  la  valeur  de  A  sera  différente ,  selon  que  la 
face  supérieure  de  la  verge  tournera  sa  eooTexité 
par  en  haut  ou  par  en  bas  (n«  816).  Dans  le  premier 


cas,  on  aura 


2%  4*  X    /A*  ^ 

8  3  2i   ^3  ^ 


d'où  il  résultera 

•%•  = 
et,  par  conséquent, 

b  = 


m 


v^ 


Dans  le  second  cas ,  on  aura 
Jt 

on  en  déduira 


4t  2t  A    /2i  . 

=  -,*•  =  —,       r  =  -(—   +  «); 
3  3  8.    \,3  / 


»k«  = 


2X1^ 


3    ' 


et,  ensuite, 


=  ..|/I. 


Ces  résultats  nous  serviront,  plus  loin,  à  compa* 
rer  entre  eux  les  tons  d'une  même  verge  élastique, 
lorsqu'elle  exécute  des  vibrations  longitudinales , 
ou  des  vibrations  transvenales. 

628.  Haintenant,  soientp  et  9  des  fonctions  de 
s ,  et  m  une  constante  par  rapport  à  I  et  k  «.  Pour 
satisfaire  à  l'équation  (1) ,  prenons 

y  =  p  sin  m*  fri  4-  9  cos   m*  b%\ 

cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  les 
valeurs  de  f ,  il  faudra  qu'on  ait 

d4p  .  d^q 

et,  en  intégrant  ces  deux  équations  différentieliee 
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du  quatrième  ordre ,  il  Tient 
p  =  A  sin  IMS  4~  A'  cos  mx 
+  7  B(f«-r— )  +  f  B'(*«+  .—-) , 

g  ^  C  sin  «ur  4-  C'  cos  mjs 

+  1  D(e--.e— )  +  i  D'(r-'  +  #-«)i 

A,  A',  B,  B',  C,  C'f  D,  IV,  étant  les  huit  constantes 
arbitraires ,  et  •  désignant  la  base  des  logarithmes 
népériens. 

A  cause  de  la  forme  linéaire  de  Téquation  (1) , 
00  y  satîsfen  encore  en  prenant 


sibles,  réelles  ou  imaginaires,  de  m  et  des  huit  an- 
tres constantes  A,  A',  etc.  De  plus,  cette  valeyr  de 
y  sera  l'intégrale  complète  de  Téquation  (1) ,  d'a- 
près les  considérations  qu'on  a  eiposées  dans  le 
paragraphe  précédent. 

Si  on  la  substitue  dans  les  équations  (3)  et  (3] , 
qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  t ,  et,  par 
conséquent ,  pour  tous  les  termes  des  sommes  S 
pris  séparément,  on  aura 


y  =:  2^  sin  m>  èl  -f-  Sç  cos  m*  bt , 
et  étendaiit  les  sommes  2  ft  toutes  les  Tcleurs  pos- 


P         ^       ^  P  ^9  ^9 


pour  4r  =  0  et  pour  s  =s  /.  En  mettant  pour^  et  q 
leurs  ?aleun  précédentes,  il  en  résulte  d^abord 

B'  =  A',    B  =  A,    »=€',    D  =  C, 

et,  en  outre, 


A  {Z  sin  m/  -  •«'  +  •-« ')  =  A'  (#-<  +  s— '  -  2  cos  ml) , 
A'  (2  sin  m/  +  •-'  —  r-"')  s=  A  (2  cos  «/  —  s-*  —  •— ') , 
C  (2  sin  «/  ^  «*"'  +  •-•»<)  =  G  (•«»'  +  •-"'  —  2  cos  «/), 
C  (2  sin  «/  +  ««^  —  e-*^)  =  C  (2  cos  ml  —  ••<  —  •—') , 


cos  «/—•«'  —  •—"')•  =  0, 
tions  précédentes,  seront  d^ailleurs 


Or,  en  multipliant  membre  &  membre  les  deux  pre-  t  tions ,  et  supprimant ,  dans  les  produits,  le  facteur 
mières  on  les  deui  dernières  de  ces  quatre  éqna-  |  commun  AA'  ou  CC,  on  a 

4  sin*  ml  —  (e^  —  «—•')»  + 

oa  bien ,  en  réduisant , 

{gmi  +  t-^()  cos  m/  —  2  r=  Oj      (o)  B  =  A  =  E  (•-<  +  #-^  —  2  cos  eif), 

B*  =  A'  =  E  (2  sin  2m/  —  s-'  +  9--^), 
équation  qui  servira  à  déterminer  les  valeurs  de  m.  D  =  C  =  £'  (•">'  .^  «-mi  _  2  cos  ai/), 

LesTaleors  de  A ,  A',  etc. ,  qu^on  tirera  des  équa-  1        D'  =  C  =   E'  (2  sin  2«/  —  0"'  4-  r-"'], 

X  et  E'  étant  deux  nouvelles  constantes  qui  resteront  indéterminées , 
En  faisant,  pour  abréger  , 

X  =  (e^  +  #— «^  —  2  cos  mi)  (sin  ms  -^  -^  ••*»  —  -   e— ■») 
+  (2  sin  ml  —  #»'  +  •—■'J  (cos  q|«  +  -  e"*  +   -  •-"«) , 
la  valeur  précédente  de  y  deviendra 


y  =  SX  (E  sin  m>  ht  -f  E'  cos  m«  ht)  ;      (è) 

la  somme  2  s'étendent  toujours  &  toutes  les  valeurs 
possibles  de  £  et  E',  mais  seulement  à  toutes  va- 
leurs de  M  données  par  Téquation  (a).  Pour  toutes 
CCS  valeurs^  on  aura 


rf«X 


=  0, 


=  0, 


W 


pour  x=  0  et  pour  jr  =  /;  et,  quelles  que  soient 
les  quantités  m  et  s,  on  aura  identiquement 


dsi 


—  m*  A* 


w 


623.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  valeurs 
des  ooefficiensE  et  £',  relatives  à  choque  valeur  de 
«,  d'après  Tétat  initial  de  la  verge;  ce  qu'on  va 
(uie^  en  suivant  le  procédé  général  dont  il  a  été 
parlé  dans  le  no  616. 


Remarquons  d'abord  que  si  m  est  une  racine  de 
l'équation  (a),  il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  — m, 

m  1/" — 1,— mJ/1-1;  de  plus  ,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  X  ne  différeront  entre  elles  que  par  le 

signe,  ou  par  un  factenr  |/*-  l\  d'où  il  résulte 
qu'on  pourra  réunir  en  un  seul  terme ,  dans  la 
formule  (6),  les  termes  qui  répondent  à  ces  quatre 
racines ,  et  n'étendre  ensuite  la  somme  S  qu'à  des 
valeurs  réelles  et  positives  de  m  ,  ou  bien ,  à  des 
valeurs  composées  d'une  partie  réelle  et  d'une  par- 
tie imaginaire,  s'il  en  existait,  dont  la  partie  réelle 
serait  positive.  De  cette  manière ,  si  m  et  m' sont 
deux  racines  de  l'équation  (a]  dont  on  fera  usage , 
m'  et  m'*  différeront  de  ±  m  et  ±  m>  . 

Cela  étant  convenu,  je  multiplie  l'équation  (1] 
par  XdSf  puis  j'intègre  depuis  «=0  jusqu'à  jr=l; 
ce  qui  donne 

y*i  d*  .Xy  n^      *  y   . 


St6 


TRAnft  DE  HtCAHlQUX. 


fio  intégrant  per  partie ,  on  aara 


^  iP  y        dX  dt  y        d*X  djf        d*  X 
dM^         dx  ds*         ds*    ds 


dix     \ 


dxi         ds  ds^    "^  dxt    dx         dsi    ^J       J^    dsh    ^     ' 


Les  termes  compris  entre  les  parenthèses  répon- 
dent à  ff  =  / ,  et  ceux  qui  sont  renfermés  entre  des 
crochets ,  à  x= 0  ^  ils  se  détruisent  les  uns  et  les 
autres,  en  Tertu  des  équations  (2)  ,  (3) ,  (4)  ,  rela- 
tives &  ces  limites  ;  et,  d*après  Téquation  {d)  ,  qui 
a  lien  pour  toutes  les  valeurs  de  « ,  si  Ton  met 

d^  X 

m4  X  à  la  place  de   -r — sons  le  signe/ ,  on  aura 

Donc ,  à  cause  de 

/,/  rf»  .  Xy              *  •  /     ^'9^ 
— ' dx  = ^  ' 
•        *•  d^ 

nous  aurons 

L'intégrale  complète  de  cette  équation  différen- 
tielle flu  second  ordre  est 

r^  Xydx  =  H  cos  m*  bt  +  H'  sin  m*  bi  ; 

H  et  H'  désignant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Pour  les  déterminer,  je  fais  #=0  dans  cette  for- 
mule et  dans  sa  différentielle  par  rapport  ai;  et, 
en  ayant  égard  aux  équations  (4)  ,  il  en  résulte 

H  =  /^'  \psdx  ,     H'  =  — .r'xf'*  dx. 


Quel  que  soit  I,  on  aura  donc 

/    Xyds  =  /    Xfff  (is  .  cos  m*  M 

1     pi 

+  T**  /     ^'  «^«sin  m*  èi. 
bm*/  o 


(•) 


Je  substitue  la  formule  (6)  à  la  place  de  y  dans 
le  premier  membre  de  cette  équation  (s)  ;  son  se- 
cond membre  ne  contenant  que  cos  m*  bi  et 
sin  m»  bij  si  m'est  une  racine  de  Téquation  (a)^ 
telle  que  m'  et  m'*  diffèrent  de  ±  m  et  ±  m*  , 
comme  on  Ta  supposé  tout  à  llieure,  il  faudra  que 
le  terme  correspondant  km'  disparaisse  du  premier 
membre;  ce  qui  exige  qu'on  ait 


/^XX'dx  =  0; 


If) 


X'  désignant  ce  que  X  devient  quand  on  y  change 
M  en  m'.  Hais  pour  le  cas  de  m^  =  ai ,  on  condur  a 
de  cette  même  équation  (s), 

E'  /''x«i»=   /*'Xf*lU; 


ce  qui  fera  connaître  les  valeurs  de  E  et  S'  en 
fonctions  de  m ,  au  moyen  desquelles  la  formule 
(6)  deviendra 


r  r  Xpxdx  f    Xf'sds 

==  2X     î>Lf cosm»  bt  +  ^— ; 

jX^dx  bm*  rx*ds 


sm  m* 


(s) 


Cette  expression  de  y  et  la  valeur  de  —  qui  s'en 

dt 
déduit ,  ne  renfermant  plus  rien  d'inconnu ,  elles 

feront  connaître ,  à  chaque  instant ,  l'ordonnée  et 

la  vitesse  d'un  point  quelconque  M'  de  la  courbe 

A'H'B'  \  ce  qui  est  la  solution  complète  du  problème. 

L'intégrale  /  X^  dx  s^obtiendra ,  sons  forme 
finie ,  par  les  règles  ordinaires  ;  les  valeurs  des  in-' 
tégrales  /  Xfxdx^ti  j  X^'xdm^  ne  pour- 
ront ,  généralement,  se  calculer  que  par  la  mé- 
thode des  quadratures. 


624.  Si  l'on  fait  <=  0  dans  les  expressions  de  y 

d^ 
et — ,  on  aura,  d'après  les  équations  (4]  et  (y)  , 
di 


f  T  =  2 


X^s  dx 


\ 


X«  ^xdx 


X, 


♦'*  =  2 


r    X^'x  dx 


\ 


w 


/•l 
X>  dx 

Ces  deux  formules  semblables  auront  lieu  pour 


I 
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des  fondions  quelconques  çxet  ^'«  continues  ou 
discontinues ,  mais  seulement  depuis  s  =  0  jus- 
qu*à  jr=/,  et  en  obserrsnt  qu^elles  ne  convien- 
dront aux  Tslenrs  eitrémes  de  *  que  quand  celles 
de  ces  fonctions  rempliront  la  condition  énoncée 
précédemment  (no  fi20).  Quoique  nous  ne  puis- 
lions  pas  démontrer  ces  formules  directement, 
elles  n^en  sont  pas  moins  certaines ,  ainsi  qu'on  l'a 
expliqué  dans  le  n*  617. 

Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  points  de  la 
verge  ont  reçu  primitivement  une  vitesse  com- 
onne  et  une  vitesse  proportionnelle  à  leurs  dis- 
tsnces  à  son  milieu,  il  est  évident  qu'elle  doit 
prendre  un  mouvement  de  translation  et  un  mou- 
vement de  rotation,  sans  aucune  courbure  ni  vi- 
]|irations.  Cest  aussi  ce  qu^on  peut  conclure  de  ces 
équations  (A)  et  de  la  formule  (^]. 

En  désignant  par  o  et  y  deux  quantités  con- 
itantes ,  on  a  alors 

et  si  l'on  différentie  la  seconde  équation  (à) ,  et 
qu'on  ait  égard  à  l'équation  (d) ,  on  en  conclut 


Xot*'  =  Oj 


i  étant  nn  nombre  entier  et  positif.  Par  consé- 
quent, le  développement  suivant  les  puissances  de 
f ,  de  la  partie 


conde  équation  (Jk).  Donc,  &  cause  defsssO  et  d^ 
la  valeur  de  ^s ,  la  formule  {jj)  sera  simplement 

,=  [«  +  »(.-  -il)]*. 

comme  cela  doit  être. 

625.  Au  moyen  de  l'équation  (  /  ],  on  peut  prou» 
ver  que  Téquation  (a)  n'admet  aucune  racine  com* 
posée  d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire. 

En  effet,supposons  qu'il  existe  une  racine  telle  que 

f'¥9  I^^^^^M  t^  7  en  >^ura  une  autre  qui  ne  différera 
de  celle-là  que  par  le  signe  de^— -1 ,  et  sera 

f  —  s  \r--\  \  on  pourra  donc  prendre ,  dans  l'é- 
quaUonf/), 

/  et  9  désignant  des  quantités  réelles  dont  aucune 
n'est  séro.  On  aura ,  en  même  temps , 


r^  Xf'xdx 


X  sin  m*  bi 
m*  6 


de  la  formule  {g) ,  se  réduira  à  son  premier  terme 

r^  x«d* 

lequel  aura  pour  valeur  if's ,  en  vertu  de  la  se- 

X  =  4mS  /k  (s  —  ~  /),       cos  w»  ht  =  1,       sin  m*    U  =  w»  6l } 
et  le  terme  dont  il  s'agit  sera 


X=F  +  Gl/'— l,     X'=sF— G|/V-lj 

F  et  G  étant  aussi  des  quantités  réelles.  Par  consé- 
quent,  l'équation  (/*)  deviendra 

/^' (î»+  G»)  d«  =  0; 

équation  impossible ,  puisqu'il  faudrait  ,  pour 
qu'elle  eût  lieu,  qu'une  intégrale  dont  tous  les 
élémens  sont  positifs,  et  qui  en  exprime  la  somme 
(no  13),  fût  égale  à  xéro.  Donc  aussi  la  supposition 

d'une  racine  /'+  ^  |/^^  est  inadmissible. 

Cette  dernière  équation  serait  encore  inadmis- 
sible 8i/*ou  9  était  xéro  ;  mais  alors  on  ne  pourrait 

plus  prendre  /"  -f  ^  J/—  leif  —  g  [/CTl  pour  ai 
et  m' i  car  l'équation  {f)  suppose  que  m'  eim'>  dif- 
férent de  ±  m  et  ±  m>  ;  ce  qui  n'aurait  pas  lieu 
dans  le  cas  où  l'une  des  deux  quantités  ^  et  ^  se- 
rait nulle. 

626.  Pour  la  racine  si  =  0  de  l'équation  (n) ,  le 
terme  correspondant  de  la  formule  (g)  se  présente 
sous  la  forme  «f  ;  on  obtiendra  sa  véritable  valeur 
en  supposant  que  m  loit  seulement  une  quantité 
infiniment  petite.  On  aura  alors 


I      /''  (i?j?  —  l)  ^sd»  +  I  /"  (3jr  —  /)  ^ftdx   I  i^ 


-0 


11  répond  à  des  mouvemeos  de  translation  et  de 
rotation  communs  à  tous  les  points  de  la  verge  \ 
BOUS  en  ferons  abitraction  ^  et  en  n'ayant  point 
^ard  à  la  racine  m  =  0 ,  tous  les  termes  de  la  sé- 
rie (9)  seront  périodiques. 

Hais  si  l'on  fait  attention  que  les  différentes  va- 
leurs de  m  sont  incommensurables ,  on  voit  qu'il 
n'arrivera  pas,  en  général ,  que  tous  les  points  de 


la  verge  reviennent,  en  même  temps,  à  leur  état 
primitif,  ou,  autrement  dit,  une  verge  élastique 
n'exécutera  posdans  tous  les  cas,  comme  une  corde 
étendue,  dis  vibrations  transversales  isochrones. 
Pour  que  l'isochronisme  ait  lieu ,  et  pour  que  la 
verge  fasse  entendre  un  son  unique  et  appréciable, 
il  faudra  que,  d'après  sa  courbure  et  les  vitesses  de 
ses  points  &  l'origine  du  mouvement,  tous  les  ter- 
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de  la  formale  {g)  dUpàraiMcnt ,  excepté  un 
teoi  ,-el  ija^elle  le  réduise  k  le  forme 

y  =  X  (I  tin  eP  61  +  r  cot  m*  te),    (t) 

oô  Ton  a  remis ,  poar  abréger,  les  constantes  E 
et  £'  à  la  place  de  leurs  Tsleurs  trouvées  plus  haut. 
Lors<ine  la  formule  (9)  se  réduira  à  un  petit  nombre 
de  termes,  la  verge  fera  entendre  à  la  fois  plusieurs 
sons  dbtinets,  dont  les  tons  ne  pourront  pas  être 
comparés  entre  eui  exactement. 
887.  Désignons  par  x  une  valeur  numérique  de 

1^ 
wU  tirée  deréq[aation(a),  de  sorte  qu'onaitm=  -^ 

/ 
Soit  T  la  durée  d^une  Tibration  entière  de  la  verge, 
cerrespondante  &  cette  racine  m,  et  n  le  nombre  de 
vibrations  dans  Tunité  de  temps.  D'après  Téqua- 
tion  (s),  on  aura 


T  = 


x>6 
2W* 


en  sorte  que  les  différens  tons  que  peut  faire  en- 
tendre une  verge  pliée  dans  le  même  sens,  vibrant 
transversalement  et  libre  par  ses  deux  bouts,  dé- 
pendront des  valeurs  de  x ,  et  le  plus  grave ,  ou  le 
ton  fondamental ,  répondra  à  la  plus  petite  de  ces 
Taleurs. 

Il  est  évident  que  la  quantité  ^  ,  donnée  par  la 
formule  (6),  ne  dépend  pas  de  la  longueur  /  de  la 
Terge  ;  sUI  s^agit  d^une  verge  cylindrique  ou  circu- 
laire, on  voit  aussi  que  cette  quantité  est  propor- 
tionnelle au  carré  du  diamètre.  Pour  deux  verges 
cylindriques  et  formées  de  la  même  matière,  et 
pour  le  même  ordre  de  vibrations,  c'est-à-dire, 
pour  la  même  valeur  de  x,  le  nombre  n  sera  donc 
en  raison  directe  de  Tépaîsseur  et  inverse  du  carré 
de  la  longueur. 

S'il  s'agit  d'une  verge  prismatique ,  elle  fera  en- 
tendre, on  général,  deux  sons  différens,  selon 
qu'elle  vibrera  transversalement  dans  un  sens  ou 


deos  un  autre.  kinMÏ ,  enwippotant ,  par  «xenl|»le^ 
que  la  section  normale  soit  un  rectangle ,  et  qn'on 
faase  vibrer  snocestivement  la  verge,  de  manière 
que  la  base  on  la  hauteur  du  rectangle  soit  peqien- 
diculaire  au  plan  de  la  courbe  A'VB',  lea  iraleurs 
snccesaives  de  •  seront  entre  elles  comme  celte 
hauteur  et  cette  base,  pour  le  même  ordre  deTt- 
brations.  Lorsque  la  section  normale  sera  triangu- 
laire, comme  dans  le  troisième  exemple  du  n»  621, 
la  valeur  de  ^>  ne  sera  pas  la  même  pendant  deux 
demi-vibrations  snccessivea  ;  leurs  durées  aèrent 
donc  inégales  ;  ce  qui  n'empêchera  pas  les  vibra- 
tions entières  d'être  isochrones ,  en  supposant 
toujours  que  la  formule  {g)  se  réduise  à  un  seul 
terme. 

En  égalant  &  séro  le  facteur  X  de  la  formule  («), 
on  déterminera  les  valeurs  de  m  qui  répondent  aux 
mmdê  de  vibrations ,  c'est-à-dire ,  aux  points  im- 
mobiles sur  la  droite  Afi,  pour  chèque  valeur  de  m, 
ou  ponr  chaque  ton  que  la  verge  peut  faire  en- 
tendre. 

688.  Lorsque  la  Torge  élastique  que  nous  consi- 
dérons sera  encastrée  à  son  extrémité  A  et  libre  k 
son  autre  bout ,  le  filet  moyen  demeurera  tangent 
en  A,  à  la  droite  AB,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement  ;  de  sorte  que  les  équations  (8)  du  pro- 
blème précédent  devront  être  remplacées  par 

«  =  0,       y  =  0,     —  =  0. 

dx 

On  modifiera,  en  conséquence  et  sans  aucune  dif- 
ficulté, l'analyse  précédente  ;  et  Ton  trouvera  que 
la  valeur  générale  de  y  sera  encore  exprimée  por  la 
formule  [g)  ;  mais  les  valeurs  de  m ,  qu'on  y  devra 
employer,  devront  être  tirées  de  Téquation 

(s«rf  +  •-"<)  cos  mi  +  2  =  0  ^     (a') 

qui  ne  diffère  de  l'équation  (a)  que  par  le  signe  du 
dernier  terme  :  la  valeur  qu'on  prendra  pour  X 
sera  en  même  temps , 


X  =  (••«'  +  ê-^  +  2  cos  ml)  (sin  w*  —  i  ««"*  +  .1  «-»«) 
4-  (2  8«n  m/  -|-  «Mi  —  r-m/)  (ces  m*  —-•"»«  —  -  •—•■«). 


Pour  que  la  verge ,  vibrant  ainsi  transversale- 
ment, ne  fasse  entendre  qu'un  seul  son,  il  faudra 
que ,  d'après  son  état  initial ,  la  formule  (g)  se  ré- 
duise  i  un  seul  terme  on  à  la  formule  (s),  comme 
dans  le  cas  précédent.  Si  l'on  désigne  par  x'  une 
valeur  positive  de  «/,tirée  de  l'équation  (a')}  par  T' 


la  durée  d'une  vibration  correspondante  à 


/ 


et  par  •'  le  nombre  de  vibrations  dans  l'unité  de 
temps ,  on  aura 

^1^^  x'i  b 


V  = 


A'«*  ' 


«'  = 


2W* 


et  tout  ce  que  l'on  a  dit ,  dans  le  numéro  précé- 


dent ,  sur  la  comparaison  des  tons  des  Tcrges  li- 
bres à  leurs  deux  bouts ,  s'appliquera  également 
au  cas  des  verges  encastrées  à  l'une  de  leurs  extré- 
mités :  on  déterminera  oussi  les  nœuds  de  Tibra- 
tions  qui  accompagneront  chaque  ton  rendu  par 
une  même  verge,  en  égalant  à  xéro  la  Taleur  précé- 
dente de  X. 

629.  Ponr  résoudre,  par  approximation |  tes 
équations  (a)  et  (a'},  je  désigne  par  i  un  nombre 
tier  positif  ou  séro ,  et  je  fois 

«1/  =  X  =  i  (2t  +  I)  »  q:  », 
dam  l'éqnotion  (a),  et 

m/  =  V  =  2  (2.-  +  1)  »  ±  f. 
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«SI 


dmhi  Vétpuàiom  (af)\  t  ti  ^  éUnt  iet  qiiantiUc 
pofitivet  et  qui  ne  peiiTeot  pas  turpattor  -^  w.  Je 
prends  les  signes  supériears  ou  inférieurs  def  ant 


œs  nouvelles  inconnues ,  selon  que  s*  est  pair  ou 
impair;  et,  de  cette  manière,  les  éqnaiioni  (a) 
et  (a')  doTiennent 


sin  t  = 


sin  1»=^ 


•  9  ^^  9  9 


2 


(^) 


,7  («•+0»  ±^^,  -T  ^•+  0'^q=  ^ 


D'après  les  limites  de  1*  et  J',  il  est  aisé  de  toir 
que  chacune  de  ces  inconnues  n^anra  qu^une  seule 
valeur  pour  chaque  Taleur  de  i;  celle  de  X,  pour 

«=  0,  sera  X=:*^  «-j  et  comme  elle  répond  è 

»=0,  il  eu  faudra  faire  abstraction.  Pour  »=1 ,  on 
*^=0|01797,  en  négligeant  ^  dans  le  second  mem- 
bre de  la  première  équation  (A)  ;  et  si  Ton  y  substi- 
tue cette  première  valeur  approchée  de  X,  on  aura  , 
plus  exactement, 

I»  =  0,01766. 

les  valeurs  de  t  relatives  à  s  =  2 ,  t  =  S ,  etc.,  se- 
ront encore  plus  petites  que  celle-ci  ;  les  valeurs 
de  \  différeront  donc  très  peu  des  multiples  impairs 

de  7  «'y-et ,  d'après  Texpression  du  nombre  fi,  les 

tons  de  la  verge  libre  par  les  deux  bouts  forme- 
pont ,  à  très  peu  près ,  une  série  croissante  comme 
laseanés  des  nombres 3,  5,7,  etc.  La  plus  petite 
valeur  de  x,  correspondante  au  son  le  plus  grave , 


X  =  —  +  *  =  4,74603. 
2 

Unis  le  cas  de  f'=  6,  après  quelques  essais^  on 
trouve,  &  un  degré  suffisant  d'approiimation , 

^  r=  0,30431. 
La  plus  petite  Taleur  de  x'  sera  donc 

x'  =  lir  +  ^=  1,87011. 

Xn  comparant  denc  son  carré  à  celui  de  la  valeur 
précédente  de  x,  et  observant  que  ces  carrés  sont 
entre  eux  comme  les  nombres  n!  et  n  des  vibrations, 
on  aura 

n' 

—  =  0,15716, 
n 

pour  le  rapport  du  ton  le  plus  grave  de  la  verge  en- 
castrée par  un  de  ses  bouts ,  k  celui  de  la  même 
verge  libre  &  ses  deux  extrémités.  Les  autres  va- 
leurs de  y  sont  très  petites  ;  les  valeurs  correspon- 
dantes de  x'  seront  donc ,  ft  très  peu  près ,  les  mul- 
tiples 3,6,7,  etc. ,  de  -^  «-  ;  et  les  tons  de  la  verge 

encastrée ,  le  ton  le  plus  grave  excepté ,  formeront 
une  série  croissante  comme  les  carrés  de  ces  nom- 
bres impairs. 


L'expérience  a  confirmé  depuis  long-temps  tout 
ce  que  la  théorie  a  fait  connaître  relativement  aux 
séries  de  tons  que  font  entendre  les  verges  élastî- 
tiques,  libres  ou  gênées  par  leurs  extrémités,  à  la 
position  des  noeuds  qui  accompagnent  ces  différons 
modes  de  vibrations,  et  aux  rapports  des  tous, 
suivant  les  longueurs  et  les  épaisseurs.  If  ous  allons 
maintenant  comparer  entre  eux  les  tons ,  ou  les 
nombres  de  vibrations  transversoles  et  longitudi- 
nales d'une  même  verge  élastique.  L'observation 
a  aussi  conûrmé,  sur  ce  point,  les  résultats  du 
calcul. 

630.  Je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  quota 
verge  soti  libre  à  ses  deux  bouts  dans  ces  deux 
sortes  de  vibrations ,  et  je  me  bornerai  à  considé- 
rer le  ton  le  plus  grave  pour  les  unes  et  pour  les 
autres. 

En  employant  la  plus  petite  valeor  4e  k  trouvée 
dans  le  numéro  précédent ,  on  aura 


2irl> 


pour  le  nombre  de  vibrations  transversales  dans 
l'unité  de  temps.  Si  l'on  désigne  par  n^  le  nombre 
de  vibrations  longitudinales  dans  le  même  temps , 
on  aura  ,  d'après  le  troisième  cas  du  n»  496, 


2/ 
et  comme  on  a  6  =  oik  (tt«  691),  il  en  résultera 

km 

n  =  (7,12164)  — ', 

/ 

formule  indépendante  de  la  matière  de  la  verge,  au 
moyen  de  laquelle  on  conclura  le  ton  transversal 
du  ton  longitudinal ,  ou  réciproquement. 

La  grandeur  de  la  ligne  h  qu'elle  renferme  dé- 
pendra de  la  figure  de  la  section  normale ,  et  sera 
proportionnelle ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  & 
ï'épauseur.  Cette  dimension  étant  très  petite  rela- 
tivement à  la  longueur  I,  il  s'ensuit  que  le  ton  des 
vibrations  transversales  sera  très  grave  por  rapport 
à  l'autre  ;  ce  qui  est  conforme  aux  observations 
qu'on  fait  le  plus  communément.  D'oprès  le  n"  621, 
si  la  verge  est  un  cylindre  dont  le  rayon  soit  i ,  on 

a  ft  =  -^  f  j  et  si  elle  est  un  poraIlcHpipède|  et 
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que  •  loii  aiusi  là  demi-épaifteur.  on  a  A  =  "->^. 
on  aura  donc ,  dans  ces  deux  cas , 


M. 


n  =  (7,12164)  ~,    »  =  (7,12164) —î-b. 

2i  /K3 

Comme  le  nombre  ii|  est  indépendant  de  la  figure 


et  des dinenaiona  de  la  aeelion  normale,  U  a'en* 
suit  que  pour  les  mèmea  grandenrs  de  •  et  de  I,  le 
nombre  de  vibrations  transversales  est  plus  petil 
dans  le  premier  cas  que  dans  le  second ,  dana  le 

rapport  de  j/sl  2 *, 


*  Pour  b  eompiniMn  d«  c«i  £onnnl«f  i  rolMerratkw ,  wojn  lu 
AnmaUê  4*  CUmit  «t  d»  Tkjm^t ,  tonu  XXXTI,  pas*  86. 


CHAPITRE  IX. 


EQUATIONS   ET    PBOPBIÉTÉS    GÉlVBBALBS   DU   MOUVEMENT    d'un    STSriME 

HtL   COBPS. 


$  Iw  ÉpuOùmi  générales  de  ee  moiie«aia»l. 

031.  Puisque  les  forces  perdues  par  tous  les 
pointa  du  sjstéme  pendant  la  durée  de  chaque 
instant  doivent  se  faire  continuellement  équili- 
bre (no  860),  si  Ton  applique  à  ces  forces  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles ,  on  obtiendra  une  for- 
mule générale,  de  laquelle  on  pourra  déduire,  dans 
chaque  cas,  toutes  les  équations  du  mouvement, 
de  même  que  Ton  déduit  toutes  celles  de  Téquili- 
bre ,  de  Téquation  générale  des  vitesses  virtuelles. 
Quelque  naturelle  que  paraisse  cette  combinaison 
du  principe  général  de  la  Dynamique  ovec  celui  de 
l'équilibre,  on  ne  l*a  pas  faite  cependant  à  l'époque 
où  le  premier  de  ces  deux  principes  a  été  connu , 
et  quoique  le  second  eût  été  douné  auparavant 
dans  toute  sa  généralité.  Ce  rapprochement  des 
deux  principes  est  dû  à  Lagrange ,  qui  a  réduit , 
par  là  à  un  procédé  uniforme  les  solutions  de  tous 
les  problèmes  de  Mécanique ,  ou  du  moins  la  for- 
mation des  équations  différentielles  dont  ils  dé- 
pendent. C'est  ce  procédé  général  que  nous  allons 
maintenant  exposer,  en  observant ,  toutefois ,  que 
l'ordre  qui  a  été  suivi  dans  ce  Traité ,  où  Ton  a  ré- 
solu directement  les  problèmes  relatifs  aux  corps 
solides  et  aux  corps  flexibles ,  en  allant  du  plus 
simple  au  plus  composé ,  a  paru  plus  propre  k  une 
étude  approfondie  de  la  Hécanique  et  à  renseigne- 


ment de  cette  science ,  que  Von  ne  doit  pas  con- 
sidérer seulement  sons  an  point  de  vue  abstrait  et 
indépendant  des  circonstances  physiques. 

aéz.  Soient  m,  m\  m",  etc.,  les  masses  dea  pointa 
du  système  don  tuons  allons  nous  occuper.  Au  bout 
du  temps  t,  compté  depuis  Torigine  du  mouvement, 
désignons  par  ff,y,  a,  les  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires de  »,  et  par  X ,  T,  Z ,  les  composantes  de 
la  force  accélératrice  appliquée  i  ce  point  maté* 
riel ,  dirigées  suivant  les  prolongemens  de  « ,  y,  «, 
dans  le  sens  positif.  Convenons  aussi  de  reprâien- 
ter  par  les  mêmes  lettres ,  avec  des  aocens ,  les 
quantités  homologues  qui  répondent  aux  autrea 
points  m',  m",  etc.  Les  composantes  suivant  les  di- 
rections de  X ,  T,  Z,  de  la  force  perdue  par  ce  point 
quelconque  m  pendant  Tinstant  tfl,  seront 

par  conséquent ,  Téquilibre  aura  lieu  dans  le  sys- 
tème, en  supposant  le  point  ei  sollicité  par  cea 
forces ,  et  chacun  des  autres  points  m',  m",  etc., 
par  des  forces  semblables.  Or,  on  formera  Téqua- 
tion  générale  de  cet  équilibre ,  en  mettant  dans 
Téquation  (a)  du  n»  841,  les  trois  composantes 
précédentes  i  la  place  de  X ,  Y,  Z;  ce  qui  donne 


'"•(''- 4^) ''t^"(*  --Sr)'*  +  ^(^  -ir)"  =  ''' 


(«) 
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)m  lomnet  S  t'ëtenilMit  à  tons  les  poiots  «,  wé, 
«",  etc.,  da  système ,  et  se  oomposant,  psr  consé- 
quent, d^nn  nombre  de  parties  égal  au  nombre  de 
ces  points. 

Nons  supposerons ,  comme  dans  le  numéro  cité, 
que  les  liaisons  de  cet  points  matériels  sont  eipri- 
par  les  équations 


1  =  0,      L'  =  0,     L"=  0,     etc.,     (2) 

dans  lesquelles  L,  L',  L",  etc.,  sont  des  fonctions 
données  des  Tariables  s ,  y,  s ,  «*,  etc.,  on  d'une 
partie  d'entre  elles ,  qui  peuvent  aussi  renfermer 
le  temps  f  eiplicitement.  Si,  par  eiemple,  le  point  m 
est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  qui  change 
de  forme  graduellement,  ou  qui  soit  en  mouTc- 
ment  dans  l'espace,  et  que  L  =  0  représente  Té- 
quation  de  cette  surface ,  i  sera  alors  une  fonction 
donnée  de  #,  y,  s,  I. 

Quoique  les  forces  dont  l'équation  (1)  eiprime 
l'équilibre  répondent  à  des  quantités  de  mouve- 
ment perdues  pendant  la  durée  du  temps  il,  et  que 
pendant  cet  instant  les  positions  des  points  m,  m', 
v",  etc.,  changent  infiniment  peu ,  on  peut,  néan- 
moins, supposer  que  cet  équilibre  a  lieu  dans  les 
positions  que  ces  points  occupent  au  bout  du 
temps  #,  c'est-à-dire,  que  l'on  peut  faire  abstrac- 
tion de  leur  changement  de  position  pendant  l'in- 
stant di ,  qui  ne  saurait  altérer  les  quantités  de 
mouToment  perdues  pendant  qu'il  s'effectue ,  que 
d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et  les  forces 
motrices  correspondantes,  que  d'un  infiniment 
petit  du  premier  ordre.  Les  déplacemens  infiniment 
petits  que  suppose  le  principe  des  vitesses  virtuel- 
les, et  qui  sont  eiprimés,  suivant  les  directions 
des  coordonnées ,  par  J^ ,  ly,  Xs ,  pour  le  point  m , 
par  I»',  1^',  la',  pour  le  point  m',  etc.,  doivent  donc 
satisfaire  aux  conditions  du  système,  telles  qu'elles 
sont  à  la  fin  du  temps  t;  par  conséquent ,  il  faudra 
que  les  équations  (3)  aient  encore  lieu  quand  on  y 
mettra  «  +  ;»,  y  -j^iy,  s  +  l^s,  s'  +  lïr',  etc., 
k  la  place  de  « ,  y ,  s ,  s'  etc.,  sans  faire  varier  le 
temps  i  qu'elles  pourraient  contenir  explicitement; 
d'où  l'on  conclut,  comme  dans  le  n»  341 , 


A  dl  dL  dl 

—  I#-H  — ly  +  —  *s  +  —  lir'  +  etc. 
d9  dy  di  ds» 

dV  dV  dV  dV 

—  is  +  '-ly  +  ^ls^ xy +  etc. 

ds  dy  dM  dr' 

dl»         dV'         «ft"  dL" 

—  ArH iy  +  ^U  +  —  lx'  +eic 

dm  dy  dM  dx' 

etc. 


=  0, 


=^'(3) 


=  0, 


Au  moyen  de  ces  équations  ,  on  éliminera  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  (1)  une  partie  des 
quantités  1» ,  ly ,  etc.,  puis  on  égalera  à  séro  les 
eoefficiens  de  chacune  des  quantités  restantes.  Eu 
employant ,  comme  dans  le  n"  343 ,  la  méthode  des 


facteurs  indéterminés ,  on  sera  conduit ,  de  cette 
manière ,  aux  équations 


m- 


m 


d>  X 

di* 
d*  y 

"AT 
d«  s 

d/«  ' 
d>«' 


m- 


dt* 
etc., 


dL         dL'         dL" 
mX+x— +  x'— +  x"  — +etc., 
dx         ds  ds 

dL         dV         dL" 

fliT  +  x f-x' l-x" hetc, 

dy         dy  dy 

dL         dL'         dL" 

mZ  +  X h  x'  —  +  x" 1-  etc., 

d%         dx  dx 

dL         dV         dV 

zm!X'+x 1-  a'  —  +  x" 1-  etc. , 

dx'         dx'         dx' 


(4) 


dans  lesquelles  x ,  x',  x",  etc.,  sont  des  facteurs 
dont  les  valeurs  feront  connaître  les  forces  prove- 
nant de  la  liaison  des  points  du  système ,  et  de  la 
résistance  des  surfaces  ou  des  courbes  sur  lesquel- 
les  ils  peuvent  être  astreints  i  se  mouvoir  (n»  348). 

Les  équations  (2)  et  (4)  seront  toujours  en  même 
nombre  que  toutes  les  inconnues  du  problème ,  sa- 
voir :  les  quantités  X,  x',  x",  etc.,  en  nombre  égal 
i  celui  des  équations  (2),  et  les  coordonnées  des 
points  m ,  m',  m",  etc.,  en  nombre  triple  de  celui  de 
CCS  mobiles,  et  égal  au  nombre  de  ces  équations  (4)  ; 
elles  suffiront  donc  pour  déterminer  y  dans  tous  les 
cas ,  les  valeurs  de  toutes  ces  inconnues  en  fonc- 
tions du  temps. 

633.  Supposons  que  les  forces  données  qui  agis- 
sent sur  tous  les  points  du  système  se  partagent  en 
deux  groupes,  de  sorte  qu'on  ait 

X  =  P+C,  y=Q+V,  Z=R+W, 
X  =  P'  +  U',  Ï'  =  Q'  +  V',  Z'c=R'  +  W, 
etc. } 

supposons  aussi  qu'on  soit  parvenu  à  intégrer  les 
équations  différentielles  du  problème,  en  ayant 
seulement  égard  aux  forces  P,  Q,  R,  P*,  Q',  R',  etc.; 
et  soient  a,  è,  o,  etc.,  les  constantes  arbitraires  que 
renfermeront  ces  intégrales.  On  étendra  cette  solu- 
tion aux  forces  complètes  X,  T,  Z,  X',  T',  Z',  etc., 
au  moyen  de  la  méthode  fondée  sur  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  dont  le  principe  a  été 
exposé  dans  le  n»  229.  Les  différentielles  des  quan- 
tités a,  è,  0,  etc.,  devenues  variables,  seront  li- 
néaires par  rapport  à  U ,  V,  W,  U',  V,  W,  etc.,  et 
de  la  forme  : 

da  =  AU  +BV  +CW  +A'  U' +  etc. , 
d6  =  A.  Il  +  B.  V  -t-  C,  W  +  A',  U'  +  etc. , 
de=  A.  U  +  B.  V  +  C.  W  ^.  A'.  U'  +  etc. , 
etc  ; 

A,  B,  etc.,  étant  des  fonctions  des  mêmes  incon- 
nues a^bfO^  etc.  Par  là ,  les  équations  différen- 
tielles secondes  du  problème  se  trouveront  changées 
en  un  nombre  double  d'équations  différentielles 
du  premier  ordre  ;  mais  cette  transformation  sera 
principalement  utile,  lorsque  les  forces  secondai- 
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ret  U ,  V,  W,  €*,  etc.,  seront  tréi  petites  per  rap- 
port suK  forces  priimtÎTes  P,  Q ,  E ,  P',  etc.  ;  ce  qui 
permettra ,  dens  une  première  approximation,  de 
considérer  comme  constantes  les  quantités  a,  6, 
o ,  etc.,  que  renferment  les  coefficiens  A ,  B ,  etc., 
et ,  cooséquemment ,  de  déduire  des  formules  pré- 
cédentes ,  par  Tintégration  immédiate  ou  par  la 
méthode  des  quadratures ,  les  parties  variables  de 
ces  inconnues. 

G^est  Lagrange  qni  a  ainsi  étendu  à  tous  les  pro- 
blèmes de  la  Hécanique  la  méthode  de  la  Tariation 
des  constantes  arbitraires ,  à  laquelle  il  avait  ra- 
mené ,  autrefois ,  la  théorie  des  solutions  particu- 
lières des  équations  différentielles ,  et  dont  il  avait 
aussi  fait  diantre»  applications  moins  générales. 
Hais  il  s^était  borné  à  donner  les  expressions  géné- 
rales des  quantités  U,  V,  W,  U',  Y',  W,  etc.,  en 
fonctions  linéaires  des  dilD^rentielles  da,  d&, 
doj  etc.;  et  il  restait  i  trouver  les  formules  inverses 
qui  donnent  directement ,  dans  le  cas  général ,  les 
différentielles  des  inconnues  a^b^o^  etc.,  en  fonc- 
tions linéaires  des  forces  U ,  V,  W,  etc.,  et  à  dé- 
montrer, d'une  manière  directe  et  générale,  les 
propriétés  importantes  dont  jouissent  leurs  coeffi- 
ciens A  ,  B,  G,  etc.  G'est  ce  qui  a  été  fait  dans  les 
mémoires  que  j^ai  insérés ,  sur  ce  sujet,  dans  le  16* 
cahier  du  Journal  d$  FÉeolê  Polytechnique,  et 
dans  le  tome  l«r  des  Mimovoê  do  VAeadhm  dêê 
Sdênco»,  et  auxquels  je  me  contente  de  renvoyer 
le  lecteur,  curieux  de  connaître  cette  théorie  dans 
tons  ses  détails  et  les  conséquences  qu^on  en  a  dé- 
dnites.  En  appliquant  successivement  les  expres- 
sions générales  de  da ,  d6 ,  cto ,  etc.,  au  problème 
du  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  vers  un 
centre  fixe  suivant  une  fonction  quelconque,  et  au 
problème  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe,  on  obtient  les  mêmes  expressions 
pour  les  différentielles  des  constantes  homologues 
dans  ces  deux  problèmes ,  si  différons  l'un  de  l'au- 
tre \  et  par  là  les  deux  questions  principales  de 
TÂstronomie ,  savoir,  la  détermination  du  mouve- 
ment des  corps  célestes,  considérés  comme  des 
points  matériels  isolés,  et  la  détermination  du 
mouvement  de  ces  corps  autour  de  leurs  centres  de 


gravité  respectifs ,  se  trouvant  nuMaées  ans  mè- 
nes formules  et  dépendre  de  la  osème  analyse. 

634.  Il  est  évident  que  si  Tune  des  équations  (ft) 
est  une  suite  des  autres ,  l'une  des  quantités  x,  k\ 
a",  etc.,  devra  rester  indéterminée,  puisque  alors 
on  pourra  supprimer  ou  conserver  arbitrairement 
cette  équation  superflue.  Si  «et  h  sont  des  oon- 
•tautes  données,  et  qu'on  ait,  par  exemple, 

L"  =  aL  -I-  «L', 

chacune  des  trois  premières  équations  (8)  n'ajou- 
toN  rien  aux  conditions  exprimées  par  les  deus 
autres,  et,  conséqnemment,  l'une  des  trois  incon- 
nues A ,  x',  x",  devra  rester  indéterminée.  Cest 
effectivement  ce  qui  aura  lien  ;  car  si  l'on  fait 


^  + 


ex"  = 


X»  -1-  èx"  ==  m'. 


ces  trois  inconnues  se  réduiront,  dans  les  équa- 
tions (4),  aux  deux  quantités  /*  et  /*',  qui  pourront 
seules  être  déterminées  au  moyen  de  ces  équations, 
et  dont  on  pourra  seulement  déduire  les  valeurs 
de  deux  des  trois  quantités  x,  x',  x". 

Si  le  point  matériel  m  est  assujetti  à  rester  à  des 
distances  constantes  et  données  de  trois  points  fixes 
A,  A',  A''  (fig.  113),  sa  position  sera  complètement 
déterminée;  ses  coordonnées  auront  donc  des  va- 
leurs constantes;  et  les  trois  premières  équa- 
tions (4)  se  réduiront  à  des  équations  d'équilibre , 
qui  détermineront  les  tensions  des  fils  Am ,  A'ns^ 
A"» ,  par  lesquels  le  mobile  m.  sera  attaché  aux 
trois  points  fixes.  Si  ce  point  matériel  est  assujetti 
à  demeurer  à  une  distance  constante  d'un  qua- 
trième point  fixe  A'",  Tune  des  quatre  distances 
km ,  A'm ,  A"m,  A'"» ,  sera  déterminée  diaprés  les 
trois  autres;  l'une  des  quatre  conditions  denoéea 
étant  ainsi  une  suite  de  trois  d'entre  elles,  la  ten- 
sion de  Tun  des  quatre  fils  Am,  A^m,  A"«,  A'"», 
demeurera  indéterminée,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire ,  et  conformément  à  ce  qu'on  avait  dit  déjà 
dans  le  n®39B.  Appelons,  en  effet,  l^f^f*%  ^"t 
les  quatre  distances  données;  désignons  par  a, 
è ,  o,  les  trois  coordonnées  de  A,  par  a',  è',  e\  cellea 
de  A',  etc.  ;  nous  aurons 


L    =  l/{x  -  a).     +[y  —  by  -K*  -  o)«  -/    =0, 

L»   =  ]/[s  -  a'Y    +  (y  -  6')'  +  {'  -  C).  -  f    =  0, 

L"  =  [/[x  —  a")«   -f  (y  —  *")»  +  (s  -  c"J«  —  /"  =  0, 

L'"  =  l/{s  —  fl"')t  +  (y  —  è"')»  -f  (s  —  c"')i  —  r'  =  0 , 

pour  les  équations  (3)  ;  et  si  Ton  représente  par  • ,  C,  y,  des  valeurs  constantes  de  s  ,  y,  j  ,  qui  satis- 
font à  CCS  quatre  équations,  on  aura 

-y    ■    ^  (-  -  ")    .    ^'  («  -  «')    1    ^"  («  -  «")    ,    X'"  (.  -  g-) 

"»  +        J        + f + Y, + 0 , 
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pour  tos  équations (4),'t|iii  Uisseroiit  indéterminée 
l*ooe  des  quatre  quantités  k ,  x',  x",  •x'",  lesquellee 
soQt,  comme  on  l'a  dit  dans  le  n»  346,  les  tensions 
des  fils  Am,  A'»,  A^ai,  A'^'m.  Hais^  quelque  peu 
extensibles  que  soient  ces  fils ,  si  Ton  a  égord  à 
eette  circonstance  physique ,  le  point  matériel  m 
fera  de  petites  Tibrations,  qui  seront  complète- 
nent  déterminées ,  ainsi  que  les  tensions  des 
quatre  fils,  k  chaque  instant. 

636.  Pour  le  faire  Toir,  supposons ,  pour  fixer  les 
idées ,  que  la  force  qui  agit  sur  le  point  m  soit  la 
pesanteur,  que  nous  représenterons  par  g.  En  pre- 
nant Taxe  des  m  Tertical  et  dirigé  dans  le  sens  de 
eette  fcurco ,  ses  trois  composantes  seront  X.  ^  0 , 
Y  r=0,  Z=:^.  Appelons  • ,  •',  •",  •"',  les  exten- 
sions que  les  quatre  fils  ',/',/'  #",  éprouToraient 
•i  le  poids  mg  était  suspendu  verticalement  &  leur 
extrémité  inférieure  ;  soient  ^ ,  (,  (\  ;'",  les  ex- 


tensions de  ces  mêmes  fils  au  bout  du  temps  i  i 
pendant  le  mouvement  ;  leurs  tensions  au  mémo 
instant  auront  pour  valeurs  (n^  288] 


gmi        gmi'        gmi"        gmt 


m 


Jf 


.•n 


IjC  mobile  m  n'étant  plus  assujetti  à  demeurer  à  des 
distances  constantes  de  A,  A',  A",  A"',  on  devra 
supprimer  les  termes  des  équations  (4) ,  qui  ont 
k ,  k\  x",  x'",  pour  facteurs ,  et  qui  provenaient  de 
ces  conditions  ;  mais  ,  'd'un  autre  côté»,  il  faudru 
joindre  an  poids  de  ce  point  matériel  les  quatre 
forces  précédentes,  dirigées  de  et  vers  A,  de  m 
▼ers  A',  de  m  vers  A",  de  ai  vers  A-''  ;  oe  qui  re- 
vient à  substituer ,  dans  les  équations  (4) ,  les  va- 
leurs précédentes  de  L ,  L',  L",  L'",  en  y  faisant, 
en  même  temps , 


X  =r 


—  gmt 


x'  = 


—  gmi 


Au  bout  du  temps  t ,  soient  aussi 

*  =  •+•>     y  =  ^  +  »i    »  =  >+«'; 
«,  C,  y,  étant  les  mêmes  constantes  que  préuédem- 


1 


ji  — 


ment ,  et  ii,  v,  u^ ,  des  variables  très  petites,  dont 
nous  négligerons  les  carrés  et  les  produits  ;  il  en 
résultera 


t 


t"  =:  -  [(«  -  a")  Il  +  (C  -  6")  P  +  (>  -  o^')wl 


H,  relativement  à  ces  inconnues  u,  v,  lo,  les  équations  (4)  seront  linéaires,  et  se  réduiront  à 


d*  u 

df  w 
dtT 


[ 


/"•" 


/"'«'" 


(C  -6)   t        (C  -  b')   i'         (C  "  b")   {"    .    (C  -  i"')   f 

»  I  M    I  I  Iff    II  » 


r*' 


p't" 


Z'V" 


(>-c)^  I  (>  -  0')  t'  ^  (^-  >")  i'  ^  (>  «  O  r 


r'i" 


r"«'" 


] 
] 
] 


=  0, 


=  0, 


=  0. 


Leurs  intégrales  s'obtiendront  par  les  règles  ordi- 
naires; elles  renfermeront  six  constontes  arbitrai- 
res, que  Ton  déterminera  de  manière  qu'à  l'ori- 
gine du  mouvement  les  fils  Aoi ,  A'm ,  A"ir  ,  A'"m, 
aient  leurs  longueurs  naturelles  i,  P,  l'\  f'\  et  que 
le  vitesse  initiale  de  msoitxéro,  c'est-à-dire,  de 

du  dv  dw 
manière  que  les  six  quantités  « ,  v,  tv ,  — ,  — ,  — , 

di    di  dt 
soient  nulles  quand  i=0.  Gela  fait ,  ces  intégrales 


feront  connaître,  à  un  instant  quelconque,  les  va- 
leurs de  «,  e,  «< ,  ou  la  position  du  point  m;  et  les 
extensions  i ,  ^,  f,  ^",  des  quatre  fils,  ainsi  que 
leurs  tensions  au  même  instant ,  seront  aussi  dé- 
terminées. La  même  analyse  peut  facilement  s'é- 
tendre au  cas  où  te  point  m  serait  retenu  par  cinq 
ou  un  plus  grand  nombre  de  fils  attachés  k  des 
points  fixes. 

Si  Ton  suppose  nulles  les  quantités  « ,  e  ,  IC' ,  cl 
qu'on   supprime,  en  conséquence,  les  premiers 
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termei  clc9  (rois  derniérat  des  sept  équations  pré* 
redoute*,  les  valeurs  de  «,  o,  w,  ti  Ci  i"^  ('"«  <|u'on 
déduira  de  ces  sept  équations ,  répondront  à  Tétat 
d^éqnilibre  du  poids  de  ai  et  des  quatre  fils  de 
suspension. 

630.  Nous  aTons  expliqué,  dans  le  n»  353,  com- 
ment le  principe  de  D'Âlembert  a  aussi  lieu  dans 
le  cas  d*un  changement  brusque  de  TÎtcsse,  résul- 
tant de  ce  que  des  forces  qu^on  nomme  imfmUiimê 
ou  pêremêêiùHê  ,  agissent  sur  les  mobiles  otoc  de 
grandes  intensités ,  pendant  des  interralles  de 
temps  extrêmement  petits ,  et  leur  impriment  des 
vitesses  qui  peuvent  être  très  grandes ,  sans  que 
les  points  de  ces  corps  soient  déplacés  sensible- 
ment. L'équation  fournie  par  la  combinaison  de  ce 
principe  avec  celui  des  TÎtesses  virtuelles,  s'appli- 
quera donc  également  à  ces  sortes  de  cas.  Ainsi, 
supposons  que  des  forces  de  ce  genre  soient  appli- 
quées simultanément  aux  points  matériels  m ,  m', 
m",  etc. ,  du  système  que  nous  considérons.  Dé- 
signons par  A,  B,  C,  les  vitesses  données  et  paral- 
lèles aux  axes  des  coordonnées ,  que  ces  forces 
imprimeraient  au  point  m  sUl  était  libre ,  et  par  a , 
hf  c ,  les  vitesses  inconnues  qu'il  prendra  réelle- 
ment, suivant  ces  mêmes  directions.  Appelons 
A',  B',  C,  a\  6',  o',  les  quantités  homologues  rela- 
tivement au  point  m';  A\  B',  C",  a",  V\  c",  celles 
qui  répondent  au  point  m"  ;  etc. ,  Les  quantités  de 
mouvement  perdues  suivant  les  directions  des 
coordonnées  seront 

m(A  — o),     m(B— 6),     m(C  — o), 

pour  le  point  m ,  et  de  même  pour  tous  les  autrea  ; 
par  conséquent ,  si  Ton  applique  à  ce  système  de 
forces  l'équation  (e)  du  n»  341,  on  aura 

Jin[(A— a)^*  +  {B  — 6)Jy  +  (C-c)X*]  =  0j(6) 

la  somme  2  s'étendant  à  tous,  les  points  do  sys- 
tème, et  te ,  ly ,  Xa ,  étant  les  accroissemens  qu'on 
attribue  aux  coordonnées  du  point  quelconque  m. 

Si  les  liaisons  des  points  du  système  sont  tou- 
jours exprimées  par  les  équations  (3),  il  faudra  que 
te,  ly,  te,  et  les  accroissemens  te',  ly',  te', 
te",  etc. ,  des  coordonnées  des  autres  points  m', 
W,  etc.,satisfassent  aux  équations  (3)  ;  au  moyen  de 
ces  équations ,  on  éliminera  donc  de  la  formule  (5) 
une  partie  des  quantités  te ,  ly,  etc.  ;  puis  on 
égalera  à  xéro  les  coefficiens  des  quantités  res- 
tantes. En  employant ,  comme  plus  haut ,  la  mé- 
thode des  facteurs  indéterminés,  leurs  valeurs 
feront  connaître  les  percussions  qu'éprouveront  les 
liens  matériels  des  points  du  système ,  par  l'effet 
d'un  changement  brusque  de  vitesse ,  et  les  per- 
cussions normales  aux  surfaces  ou  aux  courbes  sur 
lesquelles  ces  points  sont  astreints  à  se  mouvoir. 

637.  Lorsqu'on  voudra  appliquer  l'équation  (6] 
à  un  changement  brusque  de  vitesse  produit  par 
le  choc  des  corps  du  système  entre  eux ,  ou  contre 
des  obstacles  fixes,  il  y  aura  plusieurs  observations 
imporiantea  à  faire. 


Soient  1  et  1'  (fig.  1 14)  deux  de  ees  corps  aolides, 
K  leur  point  de  contact ,  BK.H'  la  normalo  com- 
mune à  leurs  surfaces  en  ce  point.  Las  déptace- 
mens  des  différens  points  de  ces  mobiles  pendant 
toute  la  durée  du  choc,  étant  regardés  comme  in- 
sensibles ,  l'équilibre  des  quantités  de  mouvement 
perdues  peut  se  rapporter  à  tel  instant  qu'on  vou- 
dra de  cette  durée  (n»  363)  ;  en  sorte  qu*ajant  pria 
pour  A ,  B ,  C ,  les  composantes  de  la  vitesse  d'un 
point  quelconque  au  commencement  du  ohoc,  on 
peut  prendre,  en  même  temps ,  pour  a ,  è ,  c ,  les 
composantes  de  sa  vitesse  à  un  instant  quelconque 
de  ce  phénomène  ;  et  les  vitesses  de  tous  les  points 
du  système,  qui  varient  très  rapidement  pendant 
cette  durée ,  devront  toujours  satisfsiro  aux  con- 
ditions de  cet  équilibre.  Kais  pour  que  ces  condi- 
tions soient  exprimées  par  l'équation  des  vitesses 
virtuelles ,  il  faut  que  les  déplaoemens  infiniment 
petits  qu'on  attribue  aux  points  du  système,  soient 
compatibles  avec  sa  nature  et  avec  la  disposition 
relative  de  ses  parties  à  l'instant  que  Ton  consi- 
dère ;  et,  de  plus,  il  est  nécessaire  que  la  même 
chose  ait  lieu  à  l'égard  des  déplacemens  directe* 
ment  contraires  (n»  331).  Ainsi,  par  exemple,  si 
un  point  matériel  en  équilibre  est  posé  sur  la  sui^ 
face  d*un  corps  solide ,  contre  lequel  il  s'sppuie , 
ce  point  peut  se  mouvoir  en  tous  sens  sur  le  plan 
tangent  à  cette  surface ,  et  dans  un  sens  seulement 
sur  la  normale.  Cela  étant ,  Téquation  des  vitesses 
virtuelles  a  lieu  pour  tous  les  déplacemens  tangen* 
tiels,  parce  que  les  déplacemens  opposés  sont  éga* 
lement  possibles  ;  mais  elle  ne  subsiste  pas  ponr  le 
déplacement  normal,  à  cause  de  l'impossibilitë  du 
déplacement  contraire. 

Il  résulte  de  cette  observation  que  ai  l'on  veut 
appliquer  l'équation  (5)  à  une  époque  déterminée 
de  la  durée  du  choc,  et  que  /*  et  fJ  soient,  à  cet 
instant,  les  points  matériels  de  H  et  H'  qui  répon- 
dent an  point  de  contact  K ,  on  pourra  attribuer  à 
fA  et  /*'  des  déplacemens  infiniment  petits,  tout-à- 
fait  arbitraires  et  indépendans  Tun  de  l'autre ,  sui- 
vant le  plan  tangent  en  K  ;  mais  les  déplacemens 
de  fd,  et  fft'  suivant  la  normale ,  devront  être  égaux 
et  dirigés  suivant  la  même  partie  KH  ou  K.H'  de 
cette  droite;  car  s'ils  étaient  inégaux,  ou  qu^ils 
n'eussent  pas  lieu  dans  un  même  sens ,  ces  dépla- 
cemens ou  les  déplacemens  contraires  des  points 
/*  et  fft',  seraient  impossibles ,  et  l'équation  (6)  ne 
leur  serait  point  applicable.  C'est  faute  d'avoir 
fait  attention  à  cette  condition  essentielle,  que 
quelques  auteurs  ont  mal  interprété  l'équation 
dont  il  s'agit. 

Si  un  troisième  corps  solide  M"  touche  A'  au 
point  K.',  où  la  normale  commune  à  leurs  surfaces 
est  la  droite  LK.'L',  et  que  m'  et  m''  soient  les  points 
matériels  de  It'  et  H''  qui  répondront  à  1L\  à  Tin- 
stant  que  l'on  considère  pendant  la  durée  du  choc, 
il  faudra  aussi  que  les  déplacemens  infiniment 
petits ,  attribués  à  m' et  m"  suivant  cette  normale, 
soient  égaux  et  de  même  sens  dans  l'équation  (6); 
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«i  de  même  pour  tous  les  points  de  contact  dei 
eoqis  du  système,  lorsque  plusieurs  d*entreeus 
viennent  se  choquer  simultanément.  Dons  le  cas 
du  dioc  d'un  de  ces  corps  contre  un  obstacle  fixe , 
le  dëplarement  normal  du  point  de  contact  devra 
être  supposé  nul ,  pnisqu*il  ne  serait  pas  pomible 
dans  le  sens  opposé. 

638.  Quand  les  deux  mobiles  ■  et  M'  glisseront 
Tun  sur  Tautre  pendant  la  durée  du  cboo,  il  faudra 
Bvoir  égard,  dans  Téquation  (S),  an  frottement  qui 
sn  résultera ,  et  qui  pourra  être  très  considérable , 
comme  on  Ta  dit  dans  le  u9  363. 

La  quantité  de  mouvement  infiniment  petite  que 
cette  force  enlèvera,  pendant  chaque  instant,  aux 
deux  mobiles  H  et  H',  en  sens  contraire  des  vi- 
tesses des  points  matériels  /à.  et  f»'  qui  répondent 
au  point  de  contact  IL,  sera  proportionnelle  à  celle 
quel  aura  communiquée  à  H'  suivant  KH',  ou  M' 
IH  suivant  KH ,  pendant  le  même  instant.  Donc, 
sn  supposant  que  le  frottement  conserve  la  même 
direction,  pour  chaque  mobile,  pendant  toute  la 
durée  du  choc,  et  qu^on  représente  par  U  la  quan- 
tité finie  de  mouvement  communiquée  par  un  mo- 
bile à  Tautre,  suivant  les  parties  KH  ou  KH'  de  la 
normale,  pendant  cette  même  durée,  le  frottement 
total  pourra  être  représenté  par  /U  j  f  étant  un 
coefficient  qui  ne  dépendra  que  de  la  nature  des 
deux  corps  près  de  leur  point  de  contact.  Cette 
force  devra  être  appliquée  à  M  en  sens  contraire 
du  glissement  de  /a,  et  à  H'  en  sens  contraire  du 
glissement  de  /«'.  En  supposant  donc  que  ces  mou- 
veraens  aient  lieu  suivant  les  deux  parties  Kf  et 
KT  d*une  tangente  TKF  aux  deux  mobiles,  et 
qu^on  représente  par  p  ci  ff  les  projections  sur 
cette  droite,  des  déplacemens  infiniment  petits 
Bttribués ,  dans  Téquation  (5] ,  aux  points  /a  et  /«', 
on  aura 

pour  le  terme  qu'il  faudra  ajouter  au  premier 
membre  de  cette  éqnation ,  &  raison  du  frottement 
que  nous  considérons  :  la  quantité  p  est  positive 
on  négative ,  selon  que  cette  projection  tombera 
sur  la  direction  RF  du  mouTcment  de  f»  ou  sur 
son  prolongement  Kf ',  et  de  même  la  projection 
p'  sera  positive  ou  négative ,  suivant  qu'elle  tom- 
bera sur  RF  ou  sur  &F. 

On  introduira  de  semblables  tenues  dans  Téqua- 
tion  (6) ,  pour  tous  les  points  dans  lesquels  deux 
des  corps  du  système  viendront  se  choquer.  La 


considération  de  ces  termes  est  nécessaire  dans  la 
pratique  ;  l'exemple  du  no  478  suffit  pour  montrer 
l'influence  que  ces  termes ,  ou  les  frottemens  dont 
ils  proviennent ,  peuvent  avoir  sur  les  percussions} 
mais  on  en  fait  abstraction  lorsqu'il  s'agit  des 
théorèmes  généraux  sur  le  choc  des  corps;  et, 
dans  la  suite,  nous  les  supposerons  nuls  ou  insen* 
sibles. 

On  néglige  aussi  les  quantités  de  mouTement 
produites  par  le  poids  des  mobiles  pendant  la  du- 
rée du  choc ,  attendu  que  ces  quantités  sont  prcH 
portionnelles  è  cette  durée ,  et ,  conséquemment , 
insensibles.  Quant  aux  quantités  de  mouvemenl 
produites  par  les  attractions  moléculaires  qui  se 
développent  pendsnt  le  choc,  soit  d'un  corps  &  un 
autre,  quand  la  distance  de  leur  surface  est  deve- 
nue insensible,  soit  dans  l'intérieur  de  chaque 
corps ,  ft  raison  des  compressions  ou  dilatations 
qu'il  éprouve,  on  en  a  déjà  tenu  compte  dans  Té- 
qustion  (6),  et  leurs  composantes  totales  sont 
précisément  les  quantités  qui  ont  été  représentées 
par  mk. ,  aiB ,  mC ,  pour  le  point  quelconque  m. 

639.  Lorsqu'un  système  de  points  matériels  est 
entièrement  libre  dans  l'espsce ,  de  sorte  que  les 
équations  (2)  qui  expriment  leur  lisison ,  ne  con- 
tiennent que  les  distances  mutuelles  de  ces  points, 
dont  aucun  n'est  supposé  fixe ,  ou  assujetti  &  de- 
meurer sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée, 
on  peut  décomposer  le  mouvement  d'un  tel  sys» 
tème  dsns  l'espace ,  comme  nous  l'avons  fait  pré- 
cédemment pour  un  corps  solide  entièrement 
libre  (n*  433),  en  deux  mouvemens  plus  simples  : 
l'un  de  translation ,  commun  k  tous  les  points  du 
système,  et  qui  sera  celui  de  son  centre  de  gravité; 
Tautre  de  rotation  autour  de  ce  centre.  Nous  allons 
déduire  successivement  delà  formule  (1)  les  équa- 
tions différentielles  de  ces  deux  mouTcmens. 

D'après  la  nature  du  système,  il  est  évident 
qu'on  peut  déplacer  à  la  fois  tous  ses  points  d'une 
même  quantité,  suivant  une  même  direction  quel* 
conque.  Supposons  que  «,  C,  >,  expriment  les  pro- 
jections de  ce  déplacement  commun  sur  les  tmis 
axes  des  coordonnées  ;  on  aura  alors 

•  =  Xjp  =  *s'  =  lx'\  etc., 
C  =  ly  =  ly'  =  V'f  •*«., 
y  =  Xs  =  la'  =  Xi",       etc.; 

Téquation  (l)  deviendra  donc 

d«  y\     .  /_  d*  s^ 


et  comme 
en  celles-ci  : 


les  trois  qusntités*,  C,>,  sont  indépendantes  entie  elles,  cette  équation  se  décomposera 


2m 


d*  s 
"AT 


dty 


=  2mY ,       2m 


d»  M 


=  ZmZ.      (6) 


Or,  si  l'on  appelle  s>  ,  y>  i  si  9  lo«  trois  coor- 
données du  centre  de  gravité  du  système,  on 


aura 
Xi  2m  = 


,  yi  2m=2my,  si  2m  =  2ms; 

4d 


ais 

d*oà  Too  déduit 
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d*  Si  d*  X 

— -—  2m  =  2m  •- — , 


d»yt 


1m  =  2m 


d«y 


d«  Si 


2«<c=::  2m 


d-s 


par  conséquent ,  on  van 


d*xi 
dt* 


2m  =  2mX, 


•d>  tfi  *d>  Si 


pour  les  équations  differentieHes  du  mouvement 
du  centre  de  gravité ,  qui  sera  le  mouTcment  de 
translation  du  système.  Elles  montrent  que  le 
centre  de  gravité  de  tout  système  entièrement 
libre ,  est  le  même  que  si  les  masses  de  tous  les 
mobiles  y  étaient  réunies,  et  que  leurs  forces  mo- 
trices y  fussent  transportées  parallèlement  à  leurs 
directions,  comme  dans  le  cas  d*un  seul  corps 
solide  (no  438). 

Si,  parmi  les  points  m,  m',  m",  etc.,  il  j  en  avait 
qui  fussent  assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  surfaces 
données,  les  équations  (6)  et  (7)  pourraient  encore 
subsister,  en  joignant  aux  forces  données,  d'outrés 
forces  inconnues  en  grandeur ,  perpendiculaires  à 
ces  surfaces  ,  et  qui  exprimeraient  leurs  résistas* 
ces  ;  ce  qui  permettrait  ensuite  de  faire  abstraction 
des  surfaces  données,  et  d^  considérer  les  points 
m,  m',  m",  etc. ,  comme  appartenant  à  un  système 
entièrement  libre. 

640.  La  nature  d*un  tel  système  permet  aussi  de 
faire  tourner  à  la  fois  tous  ses  points  autour  d'un 
même  axe ,  et  d'une  même  quantité  angulaire ,  de 
manière  que  leurs  distances  mutuelles  ne  varient 
pas.  Supposons  que  cette  droite  passe  par  forigine 
des  coordonnées.  Soient  x ,  /« ,  »,  les  angles  que 
fait  sa  direction  arbitraire  avec  les  axes  des  '  )  y , 
s  \  si  nous  faisons  pour  un  moment 
« 

les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  du  dé- 
placement de  m,  avec  des  parallèles  aux  trois 

hi   l^   U 

axes,  menées  par  ce  point,  seront  —  ,  —   ;  et 

h     \     h 
comme  cette  direction  est  comprise  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  do    rotation,  il  faudra 
qu'on  ait 

**  iy  n 

—  COS   X  4-  —  COS  /A  -f  —  COS  r  r=  0. 
h  h  h 


-Déplus,  l'axe  de  rotation  passant  par  l'origine 
des  coordonnées ,  la  quantité  s*  -|~  Sf*  4"  ''  °^  ^** 
riera  pas  pendant  le  déplacement  de  m  ;  on  aura 
donc  aussi 

sis  +  yilf  +  stM  =  0; 

et  l'on  tire  sans  diffienlté,  de  ces  deux  dernières 
équations , 


i^S  =  (y  COS  X    — >   «  COS  f»)  I  , 
Jjy    S=:  (ir  COS  r    —  s  COS  x)  t, 


(^) 


is  =  (s  COS  y*  —  y  COS  f)  f; 
•  étant  un  facteur  indéterminé.  On  aura  de  même 

iM^  =  (y'   COS   X   —   »'   COS  /»)  t'  , 

Xy'  =  (*»  eos  f  —  s'  COS  x)  •', 
Is'  =  (s*  COS  /ft  —  y'  COS  v]   •' 

i'  étant  aussi  un  facteur  indéterminé  qui  devra  être 
égal  à  f,  pour  que  le  mouvement  de  rotation  soit  le 
même  pour  ai  et  pour  m',  et  que  la  distance  de  ces 
deux  points  ne  varie  pas.  En  dfet ,  le  carré  de  cette 
distance  éUnt  (sr^  jr')«  4.  (y  _  yf)i  4.  {g^^)i^  ^ 
et  les  formules  précédentes  rendant  déjft  constantes 
les  deux  parties  x*  4~  y'  +  <*  at  ji'*  4-  y'»  4»  s'« 
de  cette  quantité,  il  faut  que  la  variation  de  ss^  4- 
yy'  4-  mm'  soit  aussi  nulle;  d'où  il  résulte 

s'is  +  y'#y  4-  M'iM  +  sis'  4-  yly'  4.  *!»'=  0; 

ou  bien ,  en  mettant  pour  Is ,  1»*,  etc.,  leurs  va- 
leurs, 

[(*'y  —  y'»)  COS  r  4-  (s'*  —  s* m)  cofl  t* 
+  (y's  —  s'y)  COS  k]  (f  —  •')  =  0  ; 

équation  qui  ne  peut  subsister  pour  tous  les  points 
du  système,  qu^autant  qu'on  aura  t'  =  «. 

Je  substitue  les  formules  (8)  à  la  place  de  1»  , 
ljf,lMf  dans  l'équation  (1).  Enobswvant  que  i, 
COS  X,  COS  fi,  cos  r,  sout  dcs  quantités  communes  à 
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tons  les  points  du  tystème ,  il  Tient 


•   COf   f 


+   t  008   fftSfll 


+  •  008  xSm 


[•(i?-')-'(^--0] 
[•(i?-0-(^-0] 

[.(t'-')-(l?-')]= 


Or 


et  à  oauso  que  les  coefficiens  des  tommes  S  sont 
trois  quantités  indépendantes  entre  elles ,  cette 
ëqnatioo  se  décomposera  en  trois  antres ,  saToir  :. 

lesquelles  équations  seront  celles  du  mouvement 
de  rotation  d*un  système  entièrement  libre,  autour 
d*nn  point  filequ^>n  peut  prendre  arbitrairement,  et 
où  Ton  placera  Torigine  des  coordonnées.  Ces  équa- 
tions subsisteront  encore,  lorsque  tous  les.  points 
M, m',  fli^,  etc.,  ourune  partie  d'entre  eni,  seront 
sMuJettis  à  rester  à  des  distances  données  de  cette 
origine,  puisque  les  Tsleurs  de  1^,  lis',  etc.,  dont 
on  a  fait  usage ,  satisfont  à  cette  condition. 

Si  le  système  se  réduit  à  un  seul  point ,  le  mou- 
vement de  rotation  ne  se  distinguera  pas  da  mou- 
vement de  translation }  les  équations  (9)  ne  seront 
affectivement  qu'une  combinaison  deséquation«(6j; 
et  l'on  voit ,  de  plus ,  que  chacune  d'elles  sera  une 
suite  des  deui  autres  ;  car  en  supposant  que  le  sys- 
tème se  réduise  au  point  m ,  et  ajoutant  les  équa- 
tions (9)  après  les  avoir  multipliées  par  s,  y,  jr,  il 
en  résultera  une  équation  identique. 

An  lieu  de  faire  tourner  le  système  autour  d'un 
a&e  quelconque ,  pour  obtenir  à  la  fois  les  trois 
équations  (9),  on  obtiendrait  plus  simplement  cba- 
cnne  d'elles ,  en  faisant  coïncider  cette  droite , 
comme  dans  le  w*  840,  avec  l'un  des  ases  des  coor- 
données ;  mais  le  calcul  précédent  a  l'avantage  de 


montrer  que  la  considération  d'un  mouvement  au- 
tour d'un  axe  quelconque  ne  peut  donner  que  les 
trois  équations  (9),  de  même  que  la  considération 
d'un  mouvement  parallèle  à  un  axe  quelconque  ne 
peut  donner  que  les  trois  équations  (0). 

S'il  y  a  ,  dans  le  système ,  un  axe  fixe ,  et  qu'on 
le  prenne  pour  celui  des  s,  par  exemple,  la  pre- 
mière équotion  (9)  subsistera  seule,  et  sera  celle 
du  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe, 
comme  dans  le  cas  d'un  corps  solide  (n»  891)«  . 

641.  Dans  le  cas  d'un  système  entièrement  libre, 
où  les  équations  (6)  et  (9)  ont  lieu  simultanément, 
transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point  du 
système  dont  les  ooordonnées  'variables  seront  ré- 
présentées parst  }  yi  I  'i  y  relativement  à  la  pre- 
mière origine  j  et  faisons ,  pour  cela , 

s  =  xi+Xf,  y  =  y,  -f- yp  s  =  si  +  s^ , 
«'  =  jT,  -f.  */,  y'  =  yi  +  y/,  «'  =  *i  +  */» 
etc. ^. 

en  sorte  que  Sp  y„  M^^  #/,  y/,  a/|  etc.,  soient  les 
coordonnées  de  m ,  m',  etc.,  rapportées  à  la  non- 
velle  origine.  La  première  équation  (9)  pourra  d'a- 
bord s'écrire  ainsi  : 


/*j» 
ST 


,,2«(^-Y)-y.2m(: 


-«) 


-ypt); 


les  termes  multipliés  par  si  et  yi  se  détruisent,  en 
vertu  des  deux  premières  équations  (6);  et  en  ach^ 
vaut  la  substitution  des  valeurs  précédentes  de  m  , 
#',  etc. ,  dans  la  partie  restante  du  premier  mem- 
bre ,  on  aura 


d^  y» 
dt* 


r=  Sm  (sr,Y  —  y,X), 


quelle  que  soit  l'origine  mobile  des  coordounées. 

lais  si  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  sys-  I  conséqoent,les  termes  multipliés  par 

tème,  les  somme*  S«jv,  et  2My,  seront  nulles;  par 


cl-i-, 
di* 


840 
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Sm 


dispartilront  encore  comme  ceiii  qui  ■▼aient  Si  et 
yi  pour  facteurs  ;  ce  qui  aimplifiera  Téquation  pré» 
cédente.  En  faisant  des  réductions  semblables  sur 
les  deux  autres  équations  (9),  nous  aurons 

•.-AT-*'  -ât)  =  ^  ('.»-  '.«).  (««) 

pour  les  trois  équations  dn  moufement  de  rotation 
du  système  autour  de  son  centre  de  gravité.  En  les 
comparant  aux  équations  (9),  on  voit  que  ce  mou- 
vement sera  le  même  que  si  le  centre  de  gravité 
était  un  point  fixe,  et  que  les  forces  données,  qui 
agissent  sur  tous  les  points  du  système ,  ne  fussent 
pas  changées;  propriété  qui  n*appartient  qu'au 
centre  de  gravité ,  et  que  nous  avions  déjà  trouvée 
(n«  438)  dans  le  cas  d'un  corps  solide  entièrement 
libre. 

648.  Si  Ton  donne  oux  quantités  J^,  ly^  etc.,  que 
renferme  Téquation  (5),  les  mêmes  valeurs  que 
dans  le  n'  639,  on  en  déduira 

atow  =  S«A,   ^mh  =  SaiB,    2ino  =  SiiiC,  (II) 

ce  qui  montre  que  dans  les  ohongemens  brusques 
de  vitesse ,  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
de  tous  les  points  d'un  système  entièrement  libre 
demeure  la  même ,  parallèlement  à  chaque  axe  des 
coordonnées,  et,  par  conséquent,  suivant  une  di- 
rection quelconque.  Il  en  résulte  aussi  que  la  gran- 
deur et  la  direction  de  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
vité ne  changent  pas  non  plus  ;  car  les  composantes 
de  cette  vitesse ,  avant  et  après  le  changement 
brusque ,  sont  les  deux  membres  de  chacune  des 
équations  (11),  divisés  par  la  masse  totale  1m, 
Ainsi,  dans  le  choc  de  deux  ou  d'un  plus  grand 
nombre  de  corps,  de  nature  et  de  forme  quelcon- 
ques ,  la  vitesse  de  leur  centre  de  gravité  et  la 
quantité  totale  de  mouvement  suivant  chaque  di- 
rection,  n'éprouvent  jamais  aucun  changenjent, 
comme  nous  l'avons  déjà  vu  dans  un  cas  particu- 
lier (n«  304). 

Si  a ,  6 ,  0 ,  a*,  **,  ©',  etc. ,  sont  les  composantes 
des  vitesses  initiales  de  m,  «',  etc.,  et  A ,  B,  G, 
A',  B',  C,  etc. ,  les  composantes  des  vitesses  qui 
leur  seraient  imprimées  d'une  manière  quelconque 
à  l'origine  du  mouvement ,  si  ces  points  matériels 
étaient  isolés ,  on  aura  1 


pour  I  =0;  équations  qui  feront  ooaimMto  les 

composantes  de  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gra- 
vité ,  d'après  les  vitesses  données  A,  A',  ete. ,  on 
seulement  d'après  la  somme  totale  des  quantités  de 
mouvement  communiquées  au  système  parallèle- 
ment aux  trois  axes  des  coordonnées. 

Je  mets  encore  dans  l'équation  (6)  les  formu- 
les (8)  k  la  place  de  I»,  ly,  Xs ,  et  j'en  conclus 

-«)  = 


(arft  -~  yfl)  =  Sm  (jrB  — 
Zm  (sa  —  jpc)  =  ïsi  (sA  — 
2«i  (yc   —  J*)  =  Sm  (yC  - 

ce  qui  fait  voir  que,  dans  les  changemens  brusques 
de  vitesse,  les  momens  des  quantités  de  mouve- 
ment de  tous  les  points  d'un  système  entièrement 
libre  restent  les  mêmes,  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque; théorème  qui  subsiste  encore,  lorsque  le 
système  renferme  un  ou  plusieurs  points  fixes, 
pourvu  que  ces  points  a|^rtiennent  à  l'axe  des 
momens. 

En  supposant  que  ces  équations  (12)  répondent 
à  l'origine  du  mouvement,  de  sorte  cjn'on  ait 

ds  djf  ds 

T  =  *i     T-  =  *î      —  =  «i 

dt 


di 


di 


pour  f  =  0,  et  en  transportant ,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent,  l'origine  des  coordonnées  au  cen- 
tre de  gravité  du  système ^  qu'on  suppose  entière- 
ment libre,  on  changera  ces  équations  en  celle-ci  : 


(' 


^, 


4s 


P 


';î;-^'I;  =  ^^''"-^^^)' 


di 


dt 


dt 


et ,  par  cuiiséqueiit , 


dx%  dwt  dz 

dt  ' 


ât 


dt 


S»  (  *i  -T-  'i  --  )  =  ^m  (s,A  -  *,C), 
^     dt  dt' 

(d%^  dy^y^ 

y, -—*,--)  =S«(y,C  -  ,,B), 
di  dt^ 

dans  lesquelles  x^^  y^  S|,  sont  les  coordonnées  du 
point  quelconque  m,  relativement  à  ta  nouvelle 
origine.  Ces  équations  seront  celles  du  monvement 
initial  du  système  autour  de  aon  centre  de  gravité  ; 
et  comme  elles  ne  renferment  pas  les  composantes 
de  la  vitesse  de  ce  point,  il  s'ensuit  que  ce  monve- 
ment de  rotation  sera  le  même  que  si  le  centre  de 
gravité  était  un  point  fixe,  et  que  les  vitesses  don- 
nées 1  i  A',  etc. ,  qui  sont  comprises  dans  les  se- 
conds membres ,  ne  fussent  pas  changées  ;  résultat 
conforme  à  celui  que  nous  avons  déjà  trouvé, 
d^une  autre  manière ,  pour  le  cas  d'un  corps  solide 
(jû?  436). 

643  .Nous  ferons  remarquer  que  les  équations  (11) 
et  (12)  peuvent  se  déduire  des  équations  (6)  et  (9), 
en  supposant ,  dans  celles-ci ,  que  mX ,  mY,  mZ , 
m'X',  m'Y',  m'Z'y  etc. ,  soient  les  composantes  do 
forces  motrices  agissant  sur  les  points  m,  us',  etc., 
avec  une  grande  intensité ,  et  susceptibles  de  pro- 
duire pendant  un  très  court  mtervatle  de  temps,  que 
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•Qos  nprésentoront  p«r  1,  dm  qnftotiMt  de  moa^ 
fMiient  donaëeimA,  mB,  aC,  m'A',  «'V,  m'C,  etc. 
Ib  effet ,  diaprés  oele ,  oo  «ura 

r^Tdi=k,  r^idi=2,  r^idi=c; 

et  si  lei  points  dn  système  sont  en  repos  an  com* 
mencement  dn  temps  l,  et  que  a,  h,  e,  a' ,  &',  o*,  etc., 
soient  les  composantes  de  leurs  vitesses  à  la  fin  de 
cet  intervalle  de  temps ,  on  aura  aussi 


0   dl*  J  o    dit  i/o  A»  * 

pour  le  point  quelconque  m. 

Or,  en  multipliant  la  première  équation  (0) 
par  d!f ,  et  intégrant  ensuite  ses  deui  membres  de- 
pois  1=0  jusqu*à  1= 9 ,  on  a 

ce  qui  coïncide,  diaprés  ce  qui  précède,  avec  la  pre- 
mière équation  (11]  j  et  de  même  pour  les  deui  au- 
tres équations  (6)  et  (11). 

De  plus  si  l'on  fait  abstraction  des  déplacemens 
des  points  m,  m',  m",  etc.,  pendant  le  temps  I,  et 
que  Ton  conaidère,  en  conséquence,  leurs  coordon- 
nées comme  constantes  pendant  Taction  des  forces 
données,  on  déduira  de  la  première  équation  (0) 

=  2m  fs.r^ldt^y.r^  Xdi\  ; 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  première  équa- 
tion (12),  en  vertu  des  suppositions  précédentes; 
et  l'on  conclura  de  même  les  deux  autres  équa- 
tions (18)  des  deux  dernières  équations  (9). 

544.  Les  accroissemens  des  coordonnées  dont  on 
alkit  usage  dans  le  n»  640,  supposent  que  les  dis- 
tances des  points  du  système  entre  eux  et  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  sont  invariables  ;  leurs  ex- 
pressions, divisées  par  dt ,  doivent  donc  coïncider 
avec  lea  composantes  de  la  vitesse,  relatives  aux 
éleroens  d'un  corps  solide ,  tournant  autour  d'nn 
point  fixe;  ce  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  vérifier. 

Pour  cela,  soient  Os,  Oy,  Oi  (fig  1 15),  les  aies  des 
coordonnées,  et  01  Taxe  qui  répond  aux  angles  x, 
I*,  V,  du  no  540,  autour  duquel  on  fait  tourner  le 
système  d'une  quantité  infiniment  petite.  Dans  ce 
mouvement ,  les  points  du  système  décrivent  des 
arcs  de  cercle  semblables,  et  ont  tous  la  même  vt- 
tOTse  angulaire;  pour  la  connaître,  il  suffira  de  dé- 
terminer  celle  d'un  point  K. ,  qui  se  trouvait ,  par 
exemple ,  sur  Taxe  Os  au  commencement  de  l'in- 
stant di.  Or,  pour  ce  point ,  on  a  s  =  0  et  |r=0  ;  ce 
qoi  réduit  les  formules  (8)  à 

/«  =  jM  oos  #• ,     Jy  =  —  st  cos  A ,     ^s  =  0  ; 


la  vitesse  absolue  du  point  K.  sera  donc 


1/ 


Jbr"  -f  Ijf"  4"  '*■ Si  sin  r 

55  Tl' 


&  cause  de  ces*  k  -f-  co8>  f»  -f-  cos>  r  =  1.  Sa  dis« 
tance  k  l'axe  01  est  s  sin  r  ;  par  conséquent,  on  aura 
f 

—  pour  sa  vitesse  angulaire,  qui  sera  celle  de  tout 
di 

le  système. 

En  la  représentant  par  •,  on  aura  donc  t  =  «A; 

et  si  Ton  fait 

«  cos  K^  Pj     m  cos  ft  ^  9 ,     »  cos  f  =r  r, 

les  formules  (8)  deviendront 

iM  ly  ix 

—  ==  (jip  —  jrgf), --.  =(*f  -  sp),-- =  (sg  —  yr); 
di  di  di      ' 

résultats  qui  coïncident  avec  ceux  du  no  408,  eo 
prenant  dans  ceux*ci,  les  directions  des  axes  mo- 
biles OdF|,  Oy„  Os^,  à  Tinstant  que  l'on  considère^ 
pour  celles  des  axes  fixes  et  arbitraires  0*^  Oy,  Os. 
On  peut  remarquer  que  si  le  plan  mOs  décrit 
d'abord  un  angle  rdi  autour  de  l'axe  Os,  et  que  le 
mouvement  ait  lieu  de  Os  vers  Oy,  ou  dans  le  sens 
indiqué  par  la  flèche  s ,  on  aura  les  accroissemens 
4ies  coordonnées  jr,  y,  s,  du  point  m,  en  faisant 
p  =  0  et  ç  =  0  dans  les  valeurs  de  ts ,  iy,  ^s  ;  par 
conséquent ,  ses  trois  coordonnées  deviendront 

s  —  yrdi  ,       y  -f-  srdi ,    s. 

Après  ce  premier  mouvement,  si  le  plan  inOy  dé- 
crit un  angle  qdi  autour  de  l'axe  Oy,  et  en  allant  de 
l'axe  Os  vers  l'axe  Or,  les  accroissemens  des  coor- 
données de  m  s'obtiendront  en  faisant  f=0  et  r=dO 
dans  les  valeurs  de  ly,  Jy,  is,  et  y  mettant  ensuite 
les  trois  coordonnées  précédentes  à  la  place  de  m, 
y,  s  ;  d'où  il  résulte  qu'oprès  ce  second  mouvement 
les  coordonnées  du  point  m  seront 

s  —  yrdi  +  Mqdif  y  +  srdi,  m ^ {s  —  yrdi) fdi\ 

et  la  troisième  se  réduira  km  —  xgdi,  en  négligeant 
l'infiniment  petit  du  second  ordre.  Enfin ,  après  le 
second  mouvement,  si  le  plan  mOs  décrit  un  angle 
pdi  autour  de  l'axe  Os,  et  en  allant  de  l'axe  Oy  vers 
Taxe  Os,  on  trouvera,  en  négligeant  les  infinimens 
petits  du  second  ordre , 

*  +  («ï-r  j*,  y  +  (*f  -  V)di,  *  +  (ip —sqjdiy 

pour  les  trois  coordonnées  du  point  m,  à  la  fin  du 
troisième  mouvement,  qui  étaient  primitivement 

*,  y,  «. 

On  conclut  de  là  que  si  un  point  ai  tourne  sue* 
ccssivement  autour  de  trois  axes  rectangulaires , 
avec  des  vitesses  angulaires  p,  q,  r,  et  pendant  des 
instans  égaux,  son  déplacement  final  sera  le  même 
que  s'il  eût  tourné  pendant  un  de  ces  instans  avec 
une  vitesse  angulaire  m,  autour  d^un  seul  axe,  fai- 
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■ani  a^eo  les  troU  preiiû«rt  des  anglM  dont  !«•  oo- 

p    q     r 
ainas  sont  — ,  —,  — .  Cette  remarque,  reUtWe  aax 

«    #    » 
trois  vitesses  de  rotation  p^  y,  r,  qu^on  appelle  les 
eompoêontêê  de  la  vitesse  «  (n»  407),  s^appUque 
également  ani  composantes  d*une  vitesse  de  trans- 
lation. 

La  composition  des  vitesses  de  rotation  sait  les 
mêmes  lois,  et  est  comprise  dans  les  mêmes  formu- 
les qae  celle  des  vitesses  de  translation  ;  en  partant 
de  cette  analogie  de  cos  deux  sortes  de  mouvement, 
on  en  peut  déduire  T  identité  de  la  composition  des 
momens  et  de  la  composition  des  forces,  que  nous 
avons  conclue  (n*  881)  d^nne  semblable  analogie 
entre  les  projections  des  lignes  droiteé  et  les  pro- 
jections des  surfaces. 

$  11.  Zew  génèrulêê  dê$  pêt&êê  MetflafseM. 

540.  Indépendamment  des  monvemens  de  trans- 
lation et  de  rotation  communs  à  tous  les  points  d^un 
système  quelconque,  et  dans  lesquels  leurs  distan- 
ces ne  varient  pas ,  il  y  a  d^autres  mouvemens  où 
les  mobiles  s^éloignent  et  serspprochent  les  uns  des 
autres.  Or,  si  leurs  déplacemens  sont  constamment 
très  petits,  on  peut  réduire  le  problème  à  des  équa- 
tions linésires,  et  déterminer ,  par  approximation , 


les  coordonnées  des  mobiles  en  fonetions  da  tempe. 
Des  phénomènes  très  nombreux  et  très  variés  dé- 
pendent de  ces  petits  monvemens  oscillatoires, 
dont  nous  allons  maintenant  faire  connaître  lea  lois  * 
générales. 

Soient  i  le  nombre  des  mobiles  m,  m',  m*',  etc., 
et  r  le  nombre  des  équations  (2)  du  o«  632,  qui  ex- 
priment lea  conditions  du  système.  Le  nombre  des 
coordonnées  de  ces  points  matériels  sera  2^  et  si 
Ton  fait  3t  —  r  =  «,  les  équations  (2)  détermine- 
ront un  nombre  t  de  coordonnées  en  fonctions  des 
n  autres',  ou ,  plus  généralement ,  toutes  les  coor- 
données pouront  être  déterminées  au  moyen  de  oea 
équations,  en  fonctions  de  n  variables  indépendan- 
tes. Je  représenterai  par  «,  C,  y,  etc.,  les  valeurs 
initiales  de  ces  n  variables ,  et  par  •  4"  *>  ^  +  *t 
y  ^yff  etc.,  leurs  valeurs  au  bout  du  temps  f  ;  et 
je  supposerai  que  les  inconnues  «,e,  w,  etc.,  soient 
de  très  petites  quantités  pendant  toute  lu  durée  du 
mouvement.  Chacune  des  coordonnées  des  mobi- 
les sera  une  fonction  donnée  de  •  -f-  *  i  ^  4"  *  « 
yi'Ufj  etc.,  qui  pourrait,  en  outre,  renfermer  le 
temps  (,  si  cette  variable  entrait  eiplicitenient  dans 
les  équations  (2).  Ces  fonctions  pourront  se  déve- 
lopper en  séries  très  convergentes,  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  et  les  produits  de  «,  o,  iv,  etc. 
Je  représenterai  ces  développemens  par 


jr=|»-f.aii      -^  hv      4'**'      +  cl<^* 

4-  1  Mil      ^    X  fv*     4*  -  gw*     -f-  kuv      +  kuw      +  Ipw      +  etc., 

jf  =  pi  +  fli  «  +  *i  e  +  Ci  w  +  etc. 
4"    -  »i  «"  +    -  /i  «■  +  -  yi  w"  +  *i  M»  +  *>  ""'  +  il  9w  +  etc., 

-1-    1  «>  lit  4-   1  /;  91  4.    Lg^w*+htuv  +  kl  um  4.  /,  aw  4.  etc. , 

et  de  même  pour  les  entres  coordonnées  ir*,  y'y  a',  jv",  etc.,  on  posera 
s'  z=z^  +  a'm  +  b'p  +  ^w  +  eto. 

4-    7  «*«•  4-  jpv»  4.  1  jffic;»  4.  k'vv  4-  k'mw  4.  Ptw  +  etc., 

y'  =  ff'i  .(-  a'i  «  4"  ^1  ^^  +  ^  »  ^  4"  *^^- 

4.  1  t»,  «■  4.  -L  /»,  »i  4-  Lg\  M,'.  4.  fc'i  t»  4.  *'i  uw  +  e,vw+  etc. , 

m'  ss  p\  4.  n'a  M  -(-  6'ft  o  -f-  ^*  V'  4"  <^lc  • 

4-  -^  e't  M*  -(-  -  ft  V*  4-  —  ^'t  u^»  4-  *'•  •'«'  4"  *'«  «tt'  +  f»vw  -^  etc., 
etc.; 

et  je  supposerai  que  les  équations  (2)  ne  contien- 
nent pas  le  terme  f  explicitement,  auquel  cas  tous 
les  coefficiens  des  puissances  et  des  produits  de  «, 
e,  11;,  etc.,  dans  ces  séries  seront  des  constantes 
données.  Si  le  système  ayait  un  mouvement  de 
Iranalationou  de  rotation  commun  &  tous  ses  points, 
il  faudrait  comprendre  les  parties  variables  de  leurs 
coordonnées ,  qui  en  résulteraient ,  dans  les  pre- 
miers termes  />,  pi  ,  etc.  ;  mais ,  pour  plus  de  sim- 


plicité, je  supposerai  que  cette  circonstance  n*a  pas 
lieu  ;  et  ces  premiers  termes  seront  aussi  des  con- 
stantes données. 

Les  composantes  des  forces  qui  agissent  sur  les 
points  m,  m',  m'',  etc.,  étant  des  fonctions  données 
de  leurs  coordonnées ,  si  Ton  substitue  dans  leurs 
eipressions  les  valeurs  de  s,  y,  etc.,  on  pourra  en- 
suite les  développer  suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  « ,  V ,  «^ ,  eto.  De  cette  manière  ,    on 
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X  =  P     -I-  Ah     -t-  B«     +  Cw     +  etc.  , 
T  =  Pi    +  Al  «  +  Bi  r  +  Cl  ip  +  etc. , 

Is=Pf  -|-Aa«4-Bt9-|-CiU/  +  etc. , 

X'=sr  +  k'u    +W9    +C'w    4-  etc., 

r  =  P*!  +  A'i  M+VfiV+C'tW+  etc., 

Z'  =  P*.  +  A'.  Il  -1-  B'.  V  +  C.  ti;  +  etc. , 
etc.; 

les  premiers  termes  P|  Pi  ,  etc.,  et  tous  les  coeffi- 
ciens  A,  Ai  ,  etc.,  étant  des  fonctions  données  de 
pnpi ,  etc.,  a,  b,  etc.,  qui  pourraient,  en  outre, 
renfermer  le  temps  I,  si  cette  tariable  entrait  expli- 
eitcroent  dans  les  expressions  des  forces  données. 
Nous  supposerons  que  cela  n^a  pas  lieu;  et  nous 
regarderons  les  quantités  P,  Pi  ,  etc. ,  A,  Ai  ,  etc., 
comme  des  constantes  données. 

546.  Cela  posé,  pour  appliquer  Téquation  (1)  du 
Qo  liSZ  au  mouvement  que  nous  considérons,  il 
faudra  attribuer  aux  variables  indépendantes  s,  r, 
Wy  etc.,  des  accroissemens  infiniment  petits,  qu^on 
représentera  par  1^,  le,  iw^  etc.  ;  puis  substituer, 
dans  cette  équation  (l),  les  valeurs  correspondan- 
tes de  ix,  ^f  Is,  qui  seront,  en  négligeant  les  infi- 


nimens  petits  du  scoond  ordre, 

is  =  {a  +  9u  +  hv  +  kw  -{-  etc.)  lu 

+  (*+/»  +  *»+'»  +  «le.)  /p 
+  (e  +  gw+  ku  +  h  +  etc.)  iw 
+  etc., 

ly  r=  (ai  4-  Si  M  4-  Al  V  -f-  Al  ti;  +  ^^^')  *» 

+  (*»  +  /»*  +  *»••  +  '«   w  +  «IcO  'p 

+  (0|  +  gi  10+  *!•»  +  /«»    +  etc.)  i» 
+  etc., 

Is  =  (at  +  ••  u  4-  At  «  +  Al  tp  +  etc.)  tu 

4"  (**  +  A  »  4-  *«  M  4-  '•  »  +  etc.)  Iv 

+  {c%  +  g^w-^'  k»u  +  it  V    4-  etc.)  ho 
+  etc.  ; 

formules  d*oà  Ton  déduira  les  valeurs  de  ls\  ig\ 
h^f  en  ajoutant  un  trait  supérieur  à  toutes  les  con- 
stantes; celles  de  is",  l)y'',  ^s",  en  en  ajoutant 
deux  ;  etc.  La  substitution  de  ces  valeurs  de  lar , 
ly,  etc.,  étant  effectuée,  on  égalera  à  séro,  dans  lo 
premier  membre  de  Téquation  (1),  le  coefficient  de 
chacune  des  quantités  Im,  4lp,  iu;,  etc.,  qui  sont  ar- 
bitraires et  indépendantes.  De  cette  manière,  on 
aura 


Xm 


Sut 


I  (îr  -X)  (fl  4-  «I  4-  Ar  4-  Au;  +  etc.) 
4-  (•—  —  y)  («I  4-*»  "4"  ^iv+  Al  u;4-  etc.) 
4-  (— Z  j  (oi  -|.  «.  «  4-  Aa  e  4-  A.  10  4-  ele.)  1=0, 


(h    +  fv    +  hu    4-  /tc7     4-  etr.) 


+  (^  -  y)  (*.  4-  /•«"+*»«  +  '•  "^ 4-  tic  ) 

4-  (^  -l^  (ht  +  f*v+Ku+Uw  ^  etc.     1=0, 


(e    4*  9^    4"  ^     4*  ^^     4~  etc. 


4-  (j^  -  y)  (c.  4-  yi  «,  4-  A»  «+  /.  r  4-  etc.) 

4-  (-^  -  z)  (««   +  9*w  +  k,u+  l,v+  etc.)  I  =  0, 


etc; 

les  sommes  2  s^étendant  toujours  à  tous  les  points 
M,  m',  m",  etc.,  do  système. 

Il  restera  encore  à  substituer  dans  ces  équations, 
à  la  place  de  s,  y,  etc.,  X,  T,  etc.,  leurs  valeurs  pré- 
cédentes. La  substitution  faite,  on  négligera,  dans 
une  première  approximation,  les  carrés  et  les  pro- 


duits de  «,  p,  v,  etc.,  ainsi  que  les  produits  de  ces 
inconnues  et   de    leurs  coefliciens    différentiels 

d*u   d*o    dtw  .  , 

-T--,  TT,  -7—,  etc. ,  qui  sont  aussi  des  quantités 
»•    dt*    dt* 

constamment  très  petites;  il  eu  résultera  alors  un 
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nombre  «  d^équationi  linéairet  à  coeffloiem  «on- 
stens ,  que  nous  indiquerons  par  (a) ,  et  dont  cha- 
etine  fera  de  la  forme  : 


D  —  +  t  —  +  F  -; —  +  etc. 

+  Gii  +  H  V  4-  Rw  4-  ttc  rs  Q  ; 


{«) 


les  cocfflciens  D,  E,  F,  etc.,  G,  H,  K.,  etc.,  ainii  que 
la  quantité  Q,  désignant  des  fonctions  données  des 
constantes  qui  entrent  dans  les  valeurs  précédentes 
de  X, y,  etc.,  X,  T,  etc. 

Après  avoir  déterminé  les  valeurs  approchées  de 
«,  r,  w,  etc.,  aux  moyen  de  ces  n  équations,  on  les 
substituera  dans  les  termes  des  équations  rigoureu- 
ses, qu^on  a  négligés  dans  cette  première  approxi- 
mation ;  les  nouvelles  équations  qui  en  résulteront 
différeront  des  premières  en  ce  que  leurs  seconda 
membres,  au  lieu  d^ètre  coustans,  seront  des  fonc- 
tions connues  de  f  ;  on  en  déduira  d'autres  valeurs 
de  s,  V,  w,  etc.,  plus  approchées  que  les  premières  ; 
et  ainsi  de  suite,  par  la  méthode  des  approximations 
Sttccessivea.  Nous  nous  bornerons  à  la  première 
approximation,  suivant  Tuaage  ordinaire  dans  les 
questions  de  ce  genre.  Quand  les  points  matériels 
m,  M*j  m",  etc.,  seront  en  nombre  infini,  les  équa- 
tions (a]  se  changeront  en  équations  aux  différences 
partielles,  communes  à  tous  les  points  du  système, 
et  dont  le  nombre  sera  toujours  égal  à  celui  des  in- 
connues «,  «,io,  etc.  CVst  ce  que  Ton  a  vu,  par 
exemple,  dans  le  problème  des  cordes  vibrantes 
(no484},  où  ces  inconnues  sont  au  nombre  de  trois, 
qui  expriment  les  déplacemens  d'un  point  quelcon- 
que de  la  corde  suivant  trois  directions  rectangu- 
laires, et  dont  les  valeurs  dépendent  de  trois  équa* 
tiona  aux  différences  partielles ,  du  second  ordre 
par  rapport  à  <. 

647.  Les  seconds  membres  des  équations  (a)  et  les 
Goefficiens  qui  entrent  dans  les  premiers,  étant  des 


quftDtitëea  coBstantes,  on  pourra  tonjoura  luira  dis- 
paraître ces  seconds  membres,  en  augmentant  cha- 
cune des  inconnues  «,  v,  tp ,  etc.,  d*une  quantité 
constante,  qu'on  déterminera  facilement.  Sans  res- 
treindre la  généralité  de  la  question,  nous  pouvons 
donc  supposer  qu'on  a  Q  =  0  dans  chacune  des 
équations  (a)  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  lea  valeurs 
initiales  «,  C,  y,  etc.,  des  n  variables  indépendan- 
tes, répondent  à  un  état  d'équilibre  du  sjstème, 
dont  on  Ta  écarté  en  déplaçant  un  tant  soit  peu  les 
points  m,  m',  m",  etc, ,  et  leur  imprimant  do  très  peti- 
tes Titesses.  Ces  déplacemens  et  ces  vitesses  devant 
être  compatibles  avec  les  liaisons  dea  points  du  ays» 
tème,  ce  ne  sont  pas  les  valeun  initiales  des  coor- 
données «,  y,  etc.,  et  de  lenn  premien  coeffidens 

iU  liy 
différentiek — ,  — ,  etc.,  qui  sont  données  arbitrai- 
cil   dt 

rement  dans  chaque  cas,  mais  seulement  les  valeurs 

initiales  des  inconnues  indépendantes  m,  9,10,  etc., 

du  dm  dw 
et  de  leun  coefficiens  différentiels  —,  — ,  — ,  etc. 

di    dt  di 

On  satisfera  aux  équations  (a) sans  seconds  meni* 
bres  en  prenant 


Il  i=  RI!    8in  (#  1/7"—  r), 
f»  =RH'sin  («|/7—  r), 

ip=Rlf"sin(f  t/7—  r), 
etc.  ; 


(») 


R  et  r  étant  des  constantes  arbitraires,  dont  la  se- 
conde pourra  être  supposée  positive  et  moindre  que 
v,  et  f,  IV,  N\  N",  etc.,  désignant  des  constantes 
qu'il  s'agira  de  déterminer.  La  substitution  do  ces 
valeun  de  «,  v,  w,  etc.,  dans  les  équations  (e), 
donnera  évidemment  un  nombre  11  d'équations  de 
cette  forme  : 


(DR  +  EH'  -I-  FR"  +  etc.)  f  =  GN  +  HR'  +  KR"  +  etc. 

En  éliminant  entre  elles  un  nombre  n — 1  des  quan- 
tités R,  R',  R",  etc.,  la  a^*^  s'en  ira  en  même  temps, 
et  l'on  aura,  pour  déterminer  f ,  une  équation  du  de- 
gré n,  que  je  représenterai  par 

A  =  0. 


De  plus,  lea  valeurs  de  n  —  1  des  quantités  R, 
R*,  R",  etc.,  par  exemple,  de  R',  R",  etc.,  qu'on  ti- 
rera de  ces  mêmes  équations,  seront  des  fractions 
rationnelles  du  degré  «,  par  rapport  à  f ,  ayant  un 
dénominoteur  commun,  et  multipliées  toutes  par 
la  quantité  R,  qui  restera  indéterminée.  En  faisant 
celle-ci  égale  au  dénominateur  commun,  les  n 
quontités  R,  R',  R",  etc.,  seront  exprimées  symé- 


triquement par  des  polynômes  du  degré  11  relati" 
vement  à  p.  Or,  à  cause  de  la  forme  linéaire  dea 
équations  (a),  on  y  satisfera  non  seulement  par  lea 
valeurs  précédentes  de  «,  v,  w,  etc.,  relatives  k 
telle  racine  qu'on  voudra  de  l'équation  A  =  0, 
mais  aussi  en  prenant  pour  «,  v,  w,  etc.,  lea  aom* 
mes  de  toutes  ces  valeun  particulièrea ,  dana  lea- 
quelles  on  pourra  changer  les  constantes  R  et  r  ea 
même  temps  que  la  racine  de  A  s=  0.  Si  donc  on 
apiielle  p,  pi  ,  pa  ,  etc.,  les  racines  de  cette  équa- 
tion, et  qu'on  représente  par  R,  Ri  ,  Rt  ,  etc. ,  lea 
valeun  correspondantes  de  R;  par  R',  R'i  , 
R'a  ,  etc.,  celles  de  R';  etc.,  on  satisfera  aux  équa- 
tions (a)  au  moyen  de 

sin  («  1/77  —  •'»  )  +  etc. , 


«  =  RR  sin  [t  |/7  —  r)  -|-  El  R,   sin  ^1  |^  p,  —  n  j  -f-  etc. ,     1 

V  =  RR'  siii  (t  V/7—  r)  +  R»  R',  sin  (i  ^^  —  r,  )  +  etc.,    f 

tr.  =  RRW  sin  (t  1^7"—  '")  +  R»  W"»  *in  (1  |/^  —  r,  )  +  etc., 
etc.  ; 


w 


DTIVâlIIQlIE,  SEQOlfDE.  PAATIB. 


946 


K  t  Ri  y  R»  ,  etc.,  r,  rt  ,  r«  ,  etc.,  étoiit  en  con* 
sUates  arbitniirtt;  et  comme  elles  lont  au  nom- 
bre de  9s,  il  i*easuit  que  ces  fonniiles  (e)  seront 
lei  n  întégnlet  complètes  des  ëqnstions  (a) ,  dont 
eheoone  est  du  second  ordre. 

Bans  chaque  cas,  on  déterminera  les  valeurs  de 
R  cos  ff  Ri  cos  Ti  ,  etc. ,  R  sin  r,  Ri  sin  ri  ,  etc., 
an  moyen  des  valeurs  données  pour  1  =  0,  des  2» 

du    de   dw 
^antitës  ti,  r ,  v ,  etc.   — ,  ^ ,  — ,  etc.  Toutes 

di    dt   dt 

ces  valeurs  étant  supposées  très  petites,  celles  de 
R,  Ri  ,  Ra  ,  etc.,  le  seront  aussi  \  par  conséquent, 
si  toutes  les  racines  p,  pi  ,  pt  ,  elc. ,  de  Téquation 
A=:0,  sont  réelles  et  positives ,  les  valeurs  de 
M,  o,  10,  etc. ,  en  fonctions  de  t,  seront  périodiques 
et  demeureront  très  petites,  comme  on  Ta  supposé 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Mais  si 
nne  ou  plusieurs  de  ces  racines  sont  imaginaires 
ou  négotives ,  les  termes  qui  leur  correspondront 


dans  les  équations  (8)  se  ohangeront,  par  les  f!or> 
mules  eonnues,  -en  eiponentielles ,  et  orottront 
indéfiniment  ;  par  conséquent,  les  valeurs  desi,'«, 
w ,  etc. ,  quelque  petites  qu^elIes  aient  été  &  Tori- 
gine  du  mouvement ,  finiront  par  cesser  de  Tétre; 
et  les  formules  (c)  ne  pourront  plus  représenter 
les  valeurs  approchées  de  ces  inconnues,  que  pen- 
dant un  temps  peu  considérable.  Dans  le  premier 
cas,  que  nous  allons  examiner  spécialement,  Tétat 
d^équilibre ,  d^où  le  système  «  été  un  peu  écarté, 
est  un  état  stable  ;  dans  le  second  cas ,  cet  équi* 
libre  est  non  stable ,  du  moins  relativement  aux 
dérangeniens  primitifs ,  pour  lesquels  les  coefii-^ 
eiens  R,  Ri ,  Rt  »  etc. ,  des  termes  non  périodi- 
ques, ne  sont  pas  égaux  k  séro. 

548.  Lorsque  tous  les  coefficiens  R,  Ri^ 
Ré  ,  etc.,  sont  nuls,  excepté  le  premier,  par  exem- 
ple, les  formules  (e)  se  réduisent  aux  formules  (6), 
En  négligeant  toujours  les  carrés  et  les  produits 
de  e.  11,  t0,  etc.,  on  aura  donc  simplement  (n«  64ff) 


g  =zp    +  {a    N  4.  4  W  +  o    N"  4.  etc.)  R  sin  («  l^p"—  r), 

y  =  p,    +  (ûi  N  4-  61  W  +  c.  N"  +  etc.)  R  sin  («  l/7—  »")» 

ji  =  p,    4.  (a,  N  +  i,  W  +  c.  W  +  etc.)  R  sin  (<  l/T"  O, 

«'=  p'    +  (a'  N  +  6'  W  4.  c'  N"4-  etc.)  R  sin  {i  [/J  —  »'), 

y'  =  p».  4.  (a'i  If  4-  b\  N'  4.  c'i  W"+  etc.)  R  sin  («  l/7—  Oi 

»'  =  p',  4  (a',  N  4.  b\  N'  4.  c».  R'  +  etc.)  R  sin  («  [/T  —  Oi 
ctr.  ; 


W 


Les  premiers  termes  p,  pi  ,  etc. ,  étant  constans 

ainsi  que  les  coefficiens  des  seconds  termes ,  il 

fVnsuit  que  ,  dans  ce  cas ,  tous  les  points  du  sys* 

tème  feront ,  suivant  la  direction  de  chacune  de 

leurs  coordonnées ,  des  oscillations  isochrones  et 

d^une  amplitude  constante,  dont  la  durée  sera  la 

2r 
même  et  égale  à  ■ ^  pour  tous  ces  mobiles  ,  et 

dans  toutes  les  directions.  Les  rapports  des  ampli- 
tudes pour  deux  points  ou  deux  directions  difi'é- 
rentes  ,  seront  déterminés  ,  et  dépendront  de  la 
nature  do  système  et  de  la^acine  p  de  Téquation 
A=0.  Leur  grandeur  absolue,  dépendante  du 
facteur  R,  sera  arbitraire ,  et  n'infiuera  pas  sur  la 
durée  des  oscillations.  Tous  les  mobiles  revien- 
dront à  la  fois  à  leur  position  d'équilibre ,  qui  ré- 
pondent, par  hypothèse  (n«»  547) ,  à  «=  0,  «  =  0 , 
w=  0.  etc.,  ou  à  JT  =p,  y=pi  i  «^c.  î  le  premier 

r 
retour  aura  lieu  au  bout  d*un  temps  <=-—!.,  qui 

KP 
dépendra  ,  ainsi  que  R  ,  de  leur  dérangement  pri- 
mitif. 

Un  système  do  points  matériels ,  dans  lequel  la 
liaison  de  ces  points  laisse  un  nombre  n  de  va- 
riables indépendantes,  et  qu'on  dérangera  un  tant 
soit  peu  d'un  état  d'équilibre ,  pourra  prendre  un 
nombre  n  de  mouvemcns  semblables  au  précédent, 
qui  répondront  ans  n  racines  de  Téquation  A=0. 


De  plus,  en  vertu  des  formules  (c)  et  des  valeurs 
correspondantes  des  coordonnées  ' ,  y ,  etc. ,  tout 
ces  petits  mouvemens,  ou  seulement  quelques-uns 
d'entre  eux  ,  pourront  avoir  lieu  en  même  temps 
dans  ce  système  ;  et  réciproquement ,  quel  que 
soit  son  dérangement  initial ,  on  pourra  toujours 
décomposer  le  mouvement  de  chacun  de  ces  points, 
parallèlement  à  chaque  axe  des  coordonnées ,  en 
un  nombre  « ,  ou  moindre  que  n ,  d'oscillations 
simples  ,  comme  celles  qui  répondent  aux  équa- 
tions (é) ,  dont  les  durées  indépendantes  du  dé- 

2ir         2ir  2ir 

rangement  initial  seront — ::  ,    — — ^  ,       ^^_-i  ©te. 

Quand  ces  durées  seront  toutes  commensurables , 
le  système  entier  reviendra  au  même  état  au  bout 
de  chaque  intervalle  de  temps  égal  à  la  plus 
longue  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  ,  par  exemple  ,  dans' le 
mouvement  des  cordes  vibrantes,  et  n'a  pas  lieu 
dans  le  mouvement  transversal  des  verges  élas- 
tiques (n*"  491  et  526). 

C'est  dans  ce  théorème  général  que  consiste  le 
principe  de  la  coexistence  dès  petites  oscUlaiions. 
11  a  encore  lieu  lorsque  le  nombre  des  points  m, 
m\  m'',  etc. ,  du  système  est  infini;  le  nombre  des 
oscillations  simples,  qui  sont  alors  possibles,  peut 
être  aussi  infini  ;  mais  leurs  durées  et  les  rapports 
de  leurs  amplitudes  n'en  sont  pas  moins  des  quan- 
tités déterminées.  Ainsi,  dans  le  mouvement  trans- 

44 


M» 


TiAiTt  m  lÉGAm^n. 


^«ml  dVne  eorde  tarfno ,  dont  U  longneur ,  !• 
poidi  et  U  teonoB  •ont  I,  p  et  «r,  et  en  dëfignant 
per  5  U  gravité,  les  doréee  dee  oseiUttioiu  simples 

ne  pensent  être  que  U  qaanlâté  2 1/^     —  et  set 

lem-miiltiplet;  et,  d'après  la  fomnle  (d)  dô 
a»  490 ,  les  amplitodes  de  l'oscillation  qni  répond 
«n  sons-mnltiple  qnèleonque  i^  sont  entre  elles 

imm         sW 
dans  le  rapport  de  sîn  -r^^  stn«— ,  pour  des 

points  de  la  eorde ,  dont  m  et  «'  sont  les  distanoes 
à  Pnne  de  ses  eitrémîtés. 

(MO.  Lorsque  les  points  m ,  «',  m",  etc.,  oscill»- 
ffontdans  on  milieu  résistant,  les  composantes  X, 
T,  etc.,  des  forces  qui  les  sollicitent,  renfermeront 

djp  dy 
dans  leurs  expressions  les  composantes  — ,  —,  etc., 

des  vitesses  de  ces  mobiles.  Si  la  résistance  du 
milieu  est  proportionnelle  au  carré  on  à  une  puis- 
eanee  supérieure  de  la  vitesse ,  elle  n*iofluera  pas 
sur  le  mouvement  du  système ,  au  degré  d'ap- 
proximation où  nous  nous  sommes  arrêté,  parce 

du*  de*  dw* 
que  les  ternes  2--' ,  jp,  -g^t  etc.,  qui  en  ré- 
sulteraient dans  les  expressions  de  X ,  T ,  etc. , 
sont  du  même  ordre  de  petitesse  que  les  quantités 
qni  ont  été  négligées.  Mais  si  les  mouvemens  des 
points  m,  «*,  wi\  etc.,  sont  peu  rapides,  il  faudra, 
oomme  dans  le  cas  des  très  petites  oscillations 
d^un  pendule  simple  (n*  187) ,  supposer  la  résis^ 
tance  proportionnelle  à  la  première  puissance  de 
la  vitesse;  supposition  qui  introduira  dans  les  ex- 
pressions X,  T,  etc.,  et  par  suite  dans  les  équa- 

d*   djf  da 
tiens  (a),  des  termes  multipliés  par  —,  — ,  —,  etc., 

di  dt  di 
qu'on  ne  devra  pas  négliger. 

Ces  équations  ,  que  J'indiquerai  par  (a),  seront 
alors  de  la  forme 

^d*  u    ,    ^d»v    ,    «d»»    , 

D  — h  E-—.  +  î 1-  etc. 

di*    ^       di*    ^       di*    ^ 

+  Gu  +  Ep  +  fiw  +  etc.  [  (s) 

du  do  d» 

==  D'  —  +  E'  —  +  F'  —  +  etc  ; 

dt  di  di 

D^,  £',¥',  etc.,  étant  aussi  des  coefficiens  constans, 
qui  seront  proportionnels  à  la  densité  du  milieu , 
et  généralement  très  petits  par  rapport  à  ceux  qui 
entrent  dans  le  premier  membre.  Or ,  on  satisfera 
à  ce  système  d^équotions  au  moyen  des  formules 
(6]  multipliées  par  des  exponentielles,  c'est-à-dire, 
en  prenliit 

«  =:  RH  sin  (I  j/"—  r)#— •* , 

V  =  RH'  sin  (I  1/7-  r>— '*,    .     ^ 

w  =  EH«  sin  (t  J/T—  r)a— •"', 
etc.; 


adésîgnaot  la  basedea  logsritiiaBet  népérien, et 
»,  •',  i»",etc.,  éUnt  des quantitéa consUotea  et 
très  petites,  ie  négligerai  leurs  carrés  et  les  prtH 
duits  de  ces  inconnues  et  des  ooeAciena  D',  E', 
F,  etc.  Les  valeurs  de  « ,  v ,  m ,  etc. ,  satisfaisant 
déjà  aux  équations  (e)  sana  seconds  membaes, 
lorsque  l'on  fait  abstraction  des  exponentielles, 
leur  substitution  dans  les  équations  (a)  donnera 
un  nombre  n  d^équations  de  la  fomw , 

aDN»4>2EIiy44ni' V-fetcrsIKll  +m' + etc., 

d^où  l'on  tirera  les  valeurs  des  n  inconnues  «• ,  m\ 
•",  etc. 

Ces  valeurs  seront  positives,  parce  que  l'effet  de 
la  résistance  d'un  milieu  est  de  diminuer  graduel- 
lement les  amplitudes  des  oscillations.  Cette  dimi- 
nution sera  plus  ou  moins  rapide  pour  les  diverses 
variables  indépendantes  s,  v,4p  ,  etc.  ;  elle  dépen- 
dra aussi  de  la  racine  f  de  l'équation  A  =  0 ,  qui 
entre  dana  les  valeurs  de  If ,  If',  If",  etc.  ;  en  sorte 
que  les  amplitudes  des  oscillations  simples  dont  le 
système  est  susceptible ,  ne  décroîtront  pas  toutes 
avec  une  même  rapidité.  La  résistance  du  milieu 
n'aura  d^ailleurs  aucune  influence  sur  la  durée  de 
chaque   sorte    d'oscillation,    qui   sera  toujours 

T^  pour  ceUe  qui  répond  à  la  racine  f .  En  pre- 
K  f   • 

nant  les  sommes  des  formules  [f) ,  relatives  à 
toutes  les  racines  de  Téquation  A  =0 ,  on  aura, 
comme  précédemment,  les  valeurs  les  plus  géné- 
rales de  « ,  e ,  w ,  etc. 

660.  n  résulte  du  principe  du  n»  548,  que  si  les 
points  d'un  système  sont  tellement  liés  entre  eux , 
qu^il  ne  reste  qu'une  seule  variable  indépendante, 
ils  ne  pourront  faire  qu'une  seule  espèce  d^oscil- 
lations,  pour  lesquelles  la  durée  et  les  rapports  des 
amplitudes  relatites  aux  différées  mobiles,  dépen- 
dront des  forces  qui  les  sollicitent,  et  de  la  nature 
du  système.  Ce  cas  aura  lieu,  par  exemple,  dana  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  m  et  m',  at^- 
tachés  l'un  à  Tautre  par  un  61  d'une  longneiar 
constante ,  et  obligés  de  se  mouvoir  sur  dea  cour- 
bes données. 

Si ,  su  contraire,  les  points  m,  mf,  m",  etc.,  ne 
sont  pas  liés  entre  eux  ni  assujettis  à  demeurer 
sur  des  surfaces  ou  sur  des  courbes  données,  ce 
qui  n'empêche  pas  qu^ils  ne  soient  soumis  à  leurs 
attractions  ou  répulsions  mutuelles  et  à  d^autres 
forces  semblables  dirigées  vers  des  points  fixes , 
toutes  leurs  coordonnées  seront  des  variables  in- 
dépendantes ;  et ,  dans  ce  cas ,  inTcrse  du  préeé* 
dent,  le  nombre  des  oscillations  simples  qui  pour- 
ront avoir  lieu ,  sera  triple  de  celui  de  ces  points 
matériels.  C'est  ce  qai  arrive  effectivement  dans  le 
problème  du  no  636 ,  relatif  au  mouvement  très 
petit  d'un  point  m ,  considéré  comme  entièrement 
libre ,  et  soumis  à  des  forces  dirigées  vers  quatre 
points  fixes. 

Pour  donner  encore  un  exemple  de  l'application 
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Ht  pitoeîpe  précédent  f-eonaidéroni  les  petites  ot- 
«ilbtions  d^nn  point  matériel  pèsent  m,  sur  le 
sorleee  d^un  ellipsoïde  dont  Tun  des  aies  est  ver* 
licel.  Soient  2e  le  longueur  de  cet  axe ,  Sa  et  2& 
oeHes  dee  deux  aies  horisontanx ,  et  conséqnem- 
nent 

«  JM  f  S> 

a»        h*        9* 

réqnetion  de  la  surface ,  quand  Vorigine  des  coor- 
données est  à  son  centre.  Si  Ton  transporte  cette 
origine  au  point  le  plus  bas ,  et  que  les  s  positives 
soient  dirigées  de  bas  en  haut ,  il  faudra  mettre 
c  —  s ,  an  lieu  de  s ,  dans  cette  équation.  Les  os- 
eillations  du  mobile  étent  supposées  très  petites , 
de  part  et  d^autre  de  ce  point  inférieur ,  les  abscis- 
ses horiaontales  «  et  y  de  m  le  seront  aussi ,  et  son 
ordonnée  verticale  s  sera  très  petite  par  rapport  k 
«  et  y.  En  négligeant  le  carré  de  m  ,  après  la  sub- 
stitution de  c —  s  à  la  place  de  s ,  on  aura  alors 


es* 
2ÏM 


Cff* 


et  si  Ton  appelle  keik  les  rayons  de  courbure  des 
deux  sections  principales  de  la  surface ,  relatifs  à 
son  point  le  plus  bas ,  ou  à  s  =:  0  et  y  =  0 ,  on  en 

déduirt 

a*  b* 

*  =  — ,  *  =  — . 
c  e 

Celé  posé ,  dons  cette  question ,  les  ? ariables 
indépendantes  sont  eu  nombre  de  deux,  satoir  g  et 
y;  le  mobile  ne  peut  donc  exécuter  que  deux 


sortes  d^oscillatioDS  simplet  ;  et  son  nuniTflmenl 
le  plus  général  résultera  de  la  coexistence  de  «es 
deux  mouTcmens  particuliers.  Or ,  si  Ton  écerteit 
le  mobile  du  point  le  plus  bas  de  rellipsoide,  dans 
la  section  dont  Taxe  borisonUl  est  2a  |  et  qu^on 
loi  imprimât  une  vitesse  dirigée  dans  le  plan  de 
cette  section,  il  est  évident  qu'il  n'en  sortirait  pas 
pendant  tout  son  mouvement.  En  désignant  par  g 
la  gravité,  la  durée  de  ces  petites  oscillations  se- 

rait  alors  2  v^     —,  comme  celle  du  peodnie  ' 

f 
limple  dont  la  longueur  est  h  (n«  18S)  )  et ,  knn 

insUnt  quelconque,  on  aurait 

«^  r=  R  sin  (ty^ r  j  »    f  =  0; 

n  ' 

R  et  r  éUnt,  comme  précédemment,  deux  consUn- 
tes  arbitraires.  Dans  le  oas  où  les  petites  oscille* 
tiens  enraient  lien  dans  le  plan  de  la  seotios 
dont  Taxe  horisontel  est  2^,  tenr  durée  sertit 

2ir  yr  —,  et  Ton  aurait ,  à  un  insUnt  quel- 
conque. 


0, 


R'stn  Ql/^L^A^ 


R'  et  f'  étent  aussi  deux  constentes  erbitrtires 
Donc,  les  valeurs  les  plus  générales  de  #  et  y  se- 
ront les  sommes  de  ces  valeurs  particulières , 
o'est-è«dire 


s  =  R  sin  (<  P^i  -  r),      y  =  R'  sin  («4^-  -  •') 


Poor  détei  miner  les  qnetre  eenstentee  erbitrei- 
ret  R,  R',  r ,  W,  sopposons  qu'on  a ,  à  ForigiDe  dn 
■envement , 

dx  dy 

isso,    *=p,   y=y,    --=sp',    •-  =  ç'f 

di  dt 

il  en  résultera 

R  tin  r  =  —  p ,      R'  sin  r*  =  —  q, 

Rcetrs=|/|/— ,    R'cosf'  =  ç'K      — ; 

y  9 

par  conséquent ,  en  ayant  égard  anx  ▼ttenrs  de  k 


et  ft,  nous  enroDS,  k  on  instentqqeloenqae, 
«  =  p  cos  #— i-  +  --Tir  sm  l , 

Dans  le  cas  de  a  =rzh  =  c,  ees  formulas  doivent 
coïncider  avec  celles  du  n*  207,  en  faisant,  comme 
dans  celles-ci, 

s  =  at  eos  4i      y  as  at  sin  4- 
En  effet,  elles  deviennent  alors 


a 


9  cos  4  =  p  ces  <  [/"^  —  +  f^  V      —   •»"  *  V^  — » 

a  %  a 

.|/ï  +  ^k^.ip«i/Ii 


a  I  sin  4  ^=  7  tos 
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mait  dtDt  ce  nvoËkéto  on  a  suppose 

•  =  .,    4  =  0,     -  =  0,     ae-  =  C|/JÏ; 

di  di 


qund  1=0  ;  ce  qui  eiig^e  qu'on  preime 

pszam,    ff  =  0,    ç  =  0,    g'  =  Cl/^; 
il  en  résultera  donc 


•  ooi  4  =  •  cos 


<  J/^  i. ,      •  sin  4  =  C  stn  «  \/^  —  ; 


d*où  Ton  tire 


•  •=— (••+<>)H (••  — <,)cotS<l/    _, 

a  «  • 

atang4=Ctang<|/^     — , 

a 

comme  dans  le  numéro  cité. 
061.  Supposons  généralement  qu'on  ait 

••  =  U ,      e  =  V,      n>  =  W  ,    etc. , 

pour  les  Yalenra  des  variables  indépendantes  à  un 
instant  quelconque,  quand  on  a 

«I  =  lit  ,        9  =  91,        w  =:  Wi  y       eto.| 

du  do  dw 


'il 


'il         —  =  «Pj  f      «*C| 


dl  dt 

à  Torigine  du  mouvement  ;  supposons  qu'on  ait 
aussi ,  i  un  instant  quelconque , 

u  =zW,      f»  =  V,      w  =  W,    etc. , 

lorsqu'on  a 

«  =  tfi',      V  =  vi\      w  =  wi',    etc., 

dm  dv  dw 

-:-  =  «/•     —  =  e/,     —  =  w/,    etc. , 

dt 


dt 


dt 


i9) 


pour  t=0  ;  et  ainsi  de  suite.  Je  dis  qu'on  aura ,  au 
boni  du  temps  t  quelconque , 

«  =  V  -I-  U'  +  C"  4-  etc.  , 
r  =  V  +  V  +  V"  +  etc. , 
t£'f=  W+W+  W"+  etc., 
etc. , 

lorsqnW  suppose,  à  l'origine  du  mouvement, 

«  =  «Il  +  ni'  +  ••»"  +  «te»i 
»  =  ri  +  «i  '  +  ei  "  +  etc., 
tp  =  wi  +  Wi  '  4-  ii;i  "  +  etc., 
etc., 

du 

-  =  „,  +  «/  +  tt/i  +  etc.  , 
dt 

dv 

-  =  •'  +  •/  +  V  +  etc., 
dt 

dw 

-  =  M^'  +  ti;/  4-  tv/'  +  etc. , 
dt 

etc. 


En  effet,  d'après  les  premières  suppositions  qu'on 
a  faites  sur  les  valeurs  initiales  de  «,•,«;,  etc.  j 

du     dv    dw 

•» ,  — ,  •»  ,  etc. ,  les  formules  {g)  satisferont 

dt      dt     dt 

évidemment  pour  1=  0  à  ces  dernières  équations; 
de  plus,  les  valeurs  particulières  deii ,  v,  w^  etc. , 
satisfaisant ,  par  hypothèse  ',  aux  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement»  leurs  sommes  ou  les  for- 
mules {g)  y  satisferont  aussi,  puisque  ces  équations 
sont  linéaires,  et  ne  renferment  pas  de  termes  in- 
dépendans  des  inconnues  « ,  o  ,  tp ,  etc. ,  (no  647)  j 
les  formules  (jg)  rempliront  donc  toutes  les  condi- 
tions de  la  question ,  et  seront ,  par  conséquent , 
les  valeurs  des  inconnues  à  un  instant  quelconque. 

662.  Ce  théorème  général  peut  être  appelé  le 
principe  de  la  superposition  des  petite  moutentens. 
On  ne  doit  pas  le  confondre  avec  celui  de  la  coexis- 
tence des  petites  oscillations  :  il  est  indépendant 
des  lois  particulières  des  petits  mouvemens  que 
l'on  considère ,  et  résulte  seulement  de.ce  que  les 
déplacemens  et  les  vitesses  des  mobiles  sont  trai- 
tés comme  des  infiniment  petits,  puisqu'on  néglige 
leurs  prodoits  et  leurs  puissances  supérieures  à  \m 
première. 

En  vertu  de  ce  principe ,  les  ondes  sonores  qui 
partent  de  différons  points,  se  propagent  et  se 
superposent  dans  l'air  sans  se  modifier  ;  en  sorte 
qu'à  chaque  instant  le  déplacement  et  la  vitesse 
d'une  molécule  d'air,  suivant  une  direction  quel- 
conque ,  sont  les  sommes  des  déplacemens  et  des 
vitesses  qui  répondraient  à  toutes  oes  ondes  con- 
sidérées isolément  ^  ce  qui  nous  permet  d'entendre 
distinctement  et  sans  confusion  plusieurs  sons  à  la 
fois,  produits  par  différons  corps  sonores.  Les  sons 
simultanés  peuvent  aussi  résulter  de  la  coexistence 
des  petites  oscillations  dans  un  même  corps  sonore. 
Ainsi,  par  exemple,  lorsqu'une  corde  tendue  exé- 
cute, en  même  temps,  les  oscillations  isocfaronee 
qui  répondent  è  sa  longueur  entière,  et  celles  dont 
la  durée  correspond  au  tiers  de  cette  longueur  ,  le 
mouvement  de  l'air  est  le  même  que  si  deux  cordée, 
dont  les  longueurs  seraient  entre  elles  comme  un 
est  à  trois,  exécutaient  simultanément  les  vibra- 
tions les  plus  lentes  dont  elles  sont  susceptibles  ; 
et  l'on  entend ,  en  même  temps ,  le  ton  fondamen- 
tal de  la  corde  donnée ,  et  un  autre  ton  plus  élevé , 
qui  est  la  quinte  de  Voatave  supérieure.  C'est  aossi 
pour  cela  que  l'on  entend  distinctement  les  sons 
produits  par  les  vibrations  longitudinales  et  par 
les  vibrations  transversales  ,  qui  ont  lieu  à  le  fois 
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dans  une  même  corde  tendue ,  on  dans  une  même 
T«rge  élastique. 

D'apréa  le  même  principe ,  les  ondes  produites 
en  plusieurs  points  de  la  surface  de  Teau ,  se  pro- 
pagent simultanément  autour  de  ces  centres  diffé- 
rens ,  et  peuvent  se  croiser  en  tous  sens  à  cette 
surface ,  sans  se  modifier  mntuellement  ;  de  ma- 
nière qu'à  un  instant  quelconque  Télévation  de 
Teau ,  en  tel  point  qu^on  voudra ,  est  la  somme  des 
élévations  positives  ou  négatives  qui  auraient  lieu 
en  vertu  de  toutes  ces  ondes  considérées  isolé- 
ment. 

L*eiplication  qu*on  donne  du  phénomène  des 
mUrférmces ,  dans  la  théorie  des  ondulations  lu- 
mineuses ,  est  aussi  fondée  sur  le  principe  de  la 
superposition  des  petits  mouvemens,  qui  est, 
comme  on  voit ,  susceptible  de  nombreuses  appli- 
cations. 

Pour  le  compléter ,  nous  ajouterons  que  si  des 
forces  émanées  de  centres  mobiles  agissent  sur  les 
points  du  système ,  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (o)  de  leurs  petits  mouvemens  (u»  646),  se- 
ront des  fonctions  linéaires  des  composantes  de  ces 
forces  données.  Il  en  sera  de  même  à  Tégard  des 
intégrales  complètes  de  ces  mêmes  équations  diffé- 
rentielles; d^où  Ton  conclut  que  les  parties  de  «, 
9,  «P  ,  etc.,  indépendantes  de  Tétat  initial  du  sys- 
tème, et,  par  suite,  les  parties  semblables  des 
coordonnées  des  mobiles ,  seront  les  sommes  des 
valeurs  qu^elles  auraient  si  les  forces  données  agis- 
saient séparément.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le 
phénomène  des  marées ,  Télévation  totale  de  la 
mer  en  chaque  point  et  k  chaque  instant  est  la 
somme  des  élévations,  prises  avec  leurs  signes, 
qui  seraient  causées  par  les  actions  isolées  du  so- 
leil et  de  la  lune  ;  et  c'est  pour  cela  que ,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs ,  les  hautes  mers  sont  les 
plus  considérables  dans  les  tyMygiês,  et  les  moin- 
éres  dans  les  quairaUurêê. 

§  m.  Principes  de  la  conservation  du  mouvemeni 
du  centre  dû  gravité ,  et  de  la  conservation  des 


668.  Puisque  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
d'un  système  entièrement  libre  est  le  même  que 
si  les  niasses  de  tous  les  mobiles  y  étaient  réunies 
et  que  leurs  forces  motrices  y  fussent  transportées 
parallèlement  à  leurs  directions ,  il  s'ensuit  que 
les  forces  données  dont  les  composantes  parallè- 
les à  chaque  coordonnée  seront  égales  et  contraires, 
n'entreront  pas  dans  les  équations  différentielles 
de  ce  mouvement.  Or,  ce  cas  est  celui  des  forces 
motrices  provenant  des  actions  mutuelles  des  points 
du  système ,  en  vertu  de  la  loi  générale  de  Vaction 
égalé  à  la  réaction,  qui  s'observe  toujours  dans  la 
nature  0  ainsi  qu'on  va  l'expliquer. 

Si  un  point  matériel  situé  en  M  agit  sur  un  autre 
point  situé  en  M',  et  lui  imprime  ou  tend  à  lui  im- 


primer, dans  un  instant,  une  quantité  de  mouve- 
ment infiniment  petite ,  que  je  représenterai  par  f*, 
on  observe  toujours  : 

lo  Que  cette  action  est  dirigée  suivant  la  droite 
menée  du  point  H'  vers  le  point  H,  ou  suivant  son 
prolongement  au  delà  de  H'  ; 

2o  Qu'en  même  temps  le  point  situé  en  W  réagit 
sur  le  point  situé  en  M ,  suivant  la  droite  qui  va 
de  M  vers  M' ,  ou  suivant  son  prolongement  au  delà 
de  H. 

3o  Que  cette  réaction  communique  ou  tend  à 
communiquer  au  point  situé  en  M  une  quantité  de 
mouvement  précisément  égale  à  /*. 

On  dit  quUl  y  a  attraction  ou  répulsion  entre  ces 
deux  points  matériels ,  selon  que  leur  action  mu- 
tuelle tend  à  augmenter  ou  à  diminuer  la  distance 
MM'  ;  s'ils  sont  entièrement  libres ,  et  que  leurs 
masses  soient  représentées  par  m  et  m',  les  vitesses 

qu'ils  prendront  seront  —  et  —,  c'est-à-dire,  en 

m       m! 

raison  inverse  do  leurs  masses,  et  les  quantités 
dont  ils  se  rapprocheront  ou  s^écarteront ,  pendant 
un  temps  infiniment  petit,  seront  égales  à  ces  vi- 
tesses multipliées  par  la  moitié  de  ce  temps  (no  114): 
d'ailleurs ,  la  quantité  f»  pourra  dépendre  de  la  na- 
ture des  corps  auxquels  m  et  wl  appartiennent ,  ou 
en  être  indépendante  et  proportionnelle  au  produit 
mm*  de  ces  masses  (no  241) ,  comme  dans  le  cas 
de  Tattraction  universelle. 

La  première  des  trois  propositions  qu'on  vient 
d'énoncer  peut  être  regardée  comme  évidente  en 
elle-même  ;  car  des  quantités  de  matière  m  et  m' , 
étant  réduites  à  des  dimensions  infiniment  petites, 
et  placées  à  une  distance  finie  l'une  de  l'autre ,  il 
n'y  aurait  aucune  raison  pour  que  Taction  d'un  de 
ces  points  sur  l'autre  s'exerçât  d'un  cèté  déterminé 
de  la  droite  qui  les  joint ,  et  autour  de  laquelle 
tout  est  semblable  ;  mais  les  deux  autres  proposi- 
tions ne  peuvent  être  pour  nous  que  les  résultats 
de  l'expérience,  généralisés  par  induction  et  con- 
firmés par  toutes  les  conséquences  qui  s'en  dédui- 
sent. En  effet ,  nous  ne  pouvons  regarder  comme 
impossible,  à  priori,  qu'un  point  nuitériel  m  agisse 
sur  un  autre  m',  sans  que  celui-ci  réagisse  sur  le 
premier ,  en  sens  contraire  et  avec  une  égale  in- 
tensité. Ainsi ,  nous  admettrons  le  principe  de  la 
réaction  égale  et  contraire  à  Taction  comme  une 
loi  générale  de  la  nature ,  qui  nous  est  donnée  par 
l'observation ,  de  même  que  la  loi  de  Tattraction 
universelle,  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance. 

664.  Cela  posé ,  si  tous  les  points  matériels  d'un 
système  entièrement  libre  ne  sont  soumis  qu'à  leurs 
actions  mutuelles ,  ces  forces  motrices ,  transpor- 
tées au  centre  de  gravité  du  système,  s*y  détrui- 
ront deux  à  deux  ;  le  mouvement  de  ce  centre  sera 
donc  rectiligne  et  uniforme ,  et  conservera  con- 
stamment sa  vitesse  et  sa  direction  initiales  ;  oe 
qui  a  fait  donner  à  ce  théorème  le  nom  de  pfMMsps 
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de  la  eoMêr^Hêm  dm  m9U9$mmÉ  du  eêuinâêgrm- 

fM. 

Ce  mouvement  n^est  pti  altéré  par  le  ehoo  des 
corps,  qael  que  soit  leur  degré  dMlasticité(n«  64S]; 
et ,  eo  effet ,  le  phénomène  du  choe  est  produit , 
comme  nous  Tavons  déjà  dit  (n»  600] ,  par  les  ac- 
tions mutuelles  des  molécules  du  oorps  choquant 
et  du  corps  choqué ,  qui  s^oiercent  à  des  distances 
insensibles,  mais  de  grandeur  finie, et  pour  les- 
quelles la  loi  de  la  réaction ,  égale  et  contraire  à 
Taction,  ne  peut  manquer  d'avoir  lieu.  Par  la  même 
raison ,  si  un  corps  solide  est  en  mouToment ,  et 
qu'il  soit  brisé  par  une  explosion  intérieure,  la  di- 
rection et  la  vitesse  du  centre  de  gravité  de  toutes 
ses  parties,  après  cette  explosion,  seront  les  mêmes 
que  la  direction  et  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
qui  avaient  lieu  auparavant.  En  général,  les  chan« 
gemens  brusques  de  vitesse  qui  «ccompagnent  les 
chocs  ou  les  explosions ,  sont  les  effets  des  actions 
mfltuelles  des  molécules  ;  ces  forces  varient  darfs 
de  très  grands  rapports ,  quand  les  molécules  se 
rapprochent  ou  s'éloignent  les  unes  des  autres  j  et, 
par  suite ,  elles  font  vsrier  de  même  les  vitesses 
des  corps  pendant  de  très  courts  intervalles  de 
temps. 

Le  principe  dont  il  s'agit  est  indépendant  de  la 
liaison  des  points  du  système ,  pourvu  qu'aucun 
d'eux  ne  soit  lié  k  d'autres  points  étrangers  au  sys- 
tème que  l'on  considère ,  et  ne  soit  pas  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  fixe 
oo  mobile.  Des  conditions  de  cette  espèce ,  s'il  en 
existait,  donneraient  naissance  à  des  forces  cpi'il 
faudrait  transporter  au  centre  de  gravité ,  et  qui 
pourraient  faire  varier  sa  vitesse.  Il  en  sera  de 
même ,  lorsqu'il  y  aura  des  forces  appliquées  aux 
points  du  système  qui  ne  proviendront  pas  de  leurs 
aettons  mutuelles  ;  et ,  dans  ce  cas,  les  actions 
mnluelles  pourront  influer  indirectement  sur  le 
mouvement  du  centre  de  gravité ,  en  diminuant  ou 
augmentant  les  distances  des  points  du  système 
aux  points  fixes  ou  mobiles  d'où  émanent  les  forces 
étrangères,  et  changeant,  par  conséquent,  leurs 
intensités. 

L'inertie  d'un  point  matériel  consiste  en  ce  qu'il 
ne  peut  se  mettre  de  lui-même  en  mouvement ,  ni 
modifier  aucunement  le  mouvement  qu'il  a  reçu , 
sens  le  secours  de  forces  émanant  d'autres  points  ; 
l'inertie  d'un  système  de  corps  consiste ,  de  même, 
en  ce  q'he  l'action  mutuelle  de  ses  parties  ne  peut 
produire  ni  modifier  le  mouvement  de  son  centre 
de  gravité ,  sans  le  secours  de  points  d'appui  ou  de 
forces  étrangères.  Ainsi ,  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  du  soleil ,  des  planètes,  des  satellites  et 
des  comètes ,  doit  être  reotiligne  et  uniforme  dans 
l'espace ,  abstraction  faite  de  l'action  exercée  par 
les  étoiles  sur  tous  ces  corps ,  et  de  la  résistance 
du  milieu,  si  elle  existe. 

La  manière  dont  les  différentes  parties  d'un  mus- 
cle agissent  l'une  sur  l'antre,  pour  produire  ses 
meuvemens ,  nous  est  ineonnue  ;  nous  ignorerons 
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ces  parties  de  nature  diverse  dans  la  disposition 
respective  nécessaire  pour  qu'elles  exercent  eo- 
tuellement  leurs  attractions  ou  répulsions  mutuel- 
les :  quoi  qu'il  en  soit ,  nous  ne  pouvons  pas  dou- 
ter que  ces  actions  ne  soient  soumises  à  la  loi  de 
réciprocité,  comme  toutes  les  autres  forces  natu- 
relles; d^où  il  résulte  qu'un  animal,  de  quelque 
manière  qu'il  s'y  prenne,  ne  peut  Jamais  déplacer 
son  centre  de  gravité  par  sa  seule  volonté,  et  sans 
le  secours  d'un  point  d'appui  extérieuv.  L'homme 
et  les  animaux  peuvent  élever  ou  abaisser  vertica- 
lement leur  centre  de  gravité,  en  s'oppuyanl  sur 
la  terre;  ils  peuvent  aussi  s'avancer  horisootala- 
ment,  à  l'aide  du  frottement  contre  sa  surface; 
mais  la  locomotion  leur  serait  impossible  sur  on 
plan  parfaitement  poli,  ou  cette  résistance  serait 
tout'à-fait  insensible.  Dans  le  vol  des  oiseaux , 
c'est  le  centre  de  gravité  de  l'animal  et  de  toute  la 
masse  d'air  qu'il  met  en  mouvement,  qui  demeuru 
constamment  en  repos;  et ,  dans  le  vide ,  il  ne  pour- 
rait parvenir  à  déplacer  son  propre  centre  de  gra- 
vité, quelle  que  fût  la  rapidité  du  mouvement  de 
ses  ailes. 

n  n'y  a  pas  de  doute,  non  plus ,  que  les  flnîdae 
impondérables  ne  soient  soumis  à  la  loi  de  réaction 
égale  et  contraire  à  l'action  ,  et  que  le  principe  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gnt- 
vite ,  qui  en  est  la  conséquence ,  ne  doive  auast 
s'observer  dans  leurs  mouvemens,  comme  dans 
celui  de  toutes  les  autres  substances  ,  dont  ils  im 
différent  que  par  leur  extrême  ténuité.  Ainsi»  lors- 
que  l'électricité ,  la  chaleur ,  la  lumière ,  s'échap- 
pent d'un  mobile  par  un  seul  cêté,  ce  corps  doit 
reouler  en  sens  contraire ,  afin  que  le  centre  de 
gravité  du  système  entier  demeure  en  repos;  mais 
Is  quantité  de  mouvement  qu'il  prendra  ne  sera 
sensible ,  qu'autant  que  celle  du  fluide  impondéra- 
ble le  sera  également,  malgré  la  petitesse  de  ta 
masse ,  et  à  raison  de  la  grandeur  de  sa  vitesse. 
C'est  ce  qui  ne  peut  être  décidé  que  par  des  expé- 
riences très  délicates. 

666.  Non  seulement  les  forces  provenant  de  l'ac- 
tion mutuelle  des  points  m ,  m' ,  m" ,  etc. ,  d'un 
système  entièrement  libre ,  n'entrent  pas  dans  les 
équations  (7)  de  leur  mouvement  de  translation , 
mais  elles  disparaissent  aussi  des  équations  (9)  de 
son  mouvement  de  rotation  autour  de  l'origine  des 
coordonnées  (  n»*  639  et  640  ), 

En  effet ,  soit  F  la  force  provenant  de  l'action 
mutuelle  de  m  et  m' ,  qui  est  la  même  pour  ces 
deux  points  matérieb ,  et  dirigée ,  si  on  la  suppose 
attractive ,  de  m  vers  m'  pour  le  point  m ,  et  de  m' 
vers  M  pour  le  point  m'.  En  appelant  p  la  distance 
de  ces  deux  points,  les  cosinus  des  angles  que  fait 
la  droite  mm' ,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  m  , 
y ,  s,  menées  par  le  point  m ,  seront 

^  —  *       y'  —  y       «'  —  « 
»     ,    j 

f  f  f 
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tffëliliveiiieBt  è  U  force  F ,  on  mir*  dono 

.x=(it=f)!.  .t=(j:^i2)L,  .z=i±iill. 

P  f  f 

«piiiir  le*  compotMites  de  la  force  motrice  du  point  m;  et  Ton  troaTem  de  même 


«T  = 


{M  -  *')r 


«'Y'  = 


(y  -  y')F 


•pour  lef  oompoMntei  de  U  force  motrice  de  m', 
•provenant  de  oetie  force  F.  Or ,  d^aprèf  ces  Yalenrt, 
«ottseoroiM 

«(sT  —  yX)  +  «'(«'Y'  —  y'X')  =  0, 
m  (  jX  —  ml)  +  m'  (sT  —  «'Z')  =  0 , 
«(yZ  -  Ml)  +  m'  (y'Z»  -  .'Y')  =  0; 

pir  conséquent ,  les  termes  provenant  de  Tsctioa 
■natuelle  des  points  du  système,  se  détruisent  deux 
k  deux  dans  les  seconds  membres  des  équations  (0) 
do  n«  640. 

Si  donc  il  n^y  a  pas  d^autres  forces  motrices  qtti 
agissent  sur  les  points  m ,  m' ,  inif%  etc.,  le  mouve- 
ment de  rotation  du  système  autour  de  Forigine 
des  coordonnées,  sera  uniquement  dû  aui  vitesses 
initiales  qui  ont  été  imprimées  à  ces  points  ;  en 
«orle  que  sans  le  secours  de  forces  étrangères  ou 
de  points  d*appui  pris  au  dehors ,  o'est-è-dire ,  par 
la  seule  action  mutuelle  de  ses  parties,  un  système 
quelconque  de  corps  ne  peut  produire  aucun  mou- 
vement de  translation  ou  de  rotation  commun  à 
tons  ses  points  »  ni  modifier,  en  aucune  manière, 
celui  qu'il  a  reçu  primitivement. 

660.  Les  seconds  membres  des  équations  (9) 
seront  encore  téro ,  lorsque  les  points  du  système, 
indépendamment  de  leurs  actions  mutuelles,  se* 
font  aussi  sollicités  par  des  forces  dirigées  vers 
rorigine  des  coordonnées  ;  car  pour  une  semblable 
force ,  appliquée  au  point  m ,  les  composantes  mX, 
mY,  mZ  ,  sont  entre  elles  comme  les  coardonnées 
« ,  jf  y  s ,  de  ce  point  \  on  a  donc 

«Y  =  yX,     aX  =  «Z  ,    yZ  =  aY; 

et  le  terme  qui  en  provient  disparaît  de  ohaeune 
des  équations  (9). 

Ainsi,  dans  tout  système  entièrement  libre,  ou 
qui  ne  renferme  qu^un  seul  point  fixe ,  et  dont  les 


f 


points  sa ,  m' ,  m'' ,  etc.,  sont  soumis  k  leurs  actions 
mutuelles  et  à  des  forces  dirigées  vers  ce  point 
fixe,  en  le  prenant  pour  origine  des  coordonnées, 
on  aura 

(d*  g  d>  s\  I 


Sai 


/    rf«  jB  d*  y\ 


0. 


S'il  n'y  a  aucun  point  fixe  dans  le  système ,  et 
que  les  mobiles  soient  uniquement  soumis  à  leurs 
actions  mutuelles,  on  pourra  prendre  tel  point 
qu'on  voudra  pour  origine  des  coordonnées;  et 
comme  dans  ce  même  cas ,  les  équations  (7)  du 
no  639 ,  se  réduiront  à 


Sm- —  =  0, 
,    dit  » 


<f>  V  d*  M 


il  s'ensuit  qu'on  pourra  aussi  prendre  pour  cette 
origine,  un  point  qui  ait  un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme  dans  Tespace. 

En  elTet ,  en  désignant  par  « ,  C ,  y ,  les  coordon- 
nées de  ce  point  mobile,  on  aura 


•5-.=»' 


d*C 
dt* 


=  0, 


—21  =  0; 

df 


pour  y  transporter  l'origine  des  coordonnées ,  îl 
faudra  faire 

relativement  au  point  quelconque  m  ;  or ,  en  sub- 
stituant ces  valeurs,  dans  la  première  équation  (a), 
on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


Sai 


d»s. 


d»C 


*'  dt*         ^'    dt*  J  ^  dt* 


dh 


-f-  «Sm 


d»i 
1^ 


dt  y 


dt» 


au  moyen  des  équations  précédentes ,  elle  se  ré- 


duira donc  à 


Sm 


d^Vé 


rf«  s,\ 


(s!^^y   î^'i  - 


Oi 


ci  Ton  trouvera  de  même  que  les  deux  autres 


équations  (a)  ne  changent  pas  de  forme,  et  de- 


viennent 


*«. 


/    a»  s,  a*  SA 
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quand  on  transporte  Torigine  des  coordonnées  au 
point  dont  le  mouvement  est  rectiligne  et  uni- 
forme. 

Dans  le  cas  dont  il  s^agit,  le  mouTement  du 
centre  de  gravité  du  système  étant  rectiligne  et 
uniforme  (n®  664) ,  il  en  résulte  que  les  équations 
(a)  devront  subsister  en  prenant  ce  centre  pour 
ortgine^des  coordonnées. 

667.  En  multipliant  les  équations  (a)  par  di ,  et 
observant  qu*on  a 

d*y           d*s       ^/    ^y  ^\ 

s  — i.  —  y  =d{s y  —I, 

di  ^     dt  \     dt        ^  dtJ' 


di  dt  \    di  di/ 

d*  i  d*y        ,/    ^*  ^\ 

intégrant  et  désignant  par  c ,  c' ,  o'' ,  les  constantes 
arbitraires,  il  vient 

Xm  [s y  — )  =  c, 

>^     di  di/ 


dx 


d%. 


tm 


{» »  -)  =  <^',     l    (c) 

^     di  dif  i 

^     di  di/  / 

équations  qui  montrent  que  dans  le  mouvement 
d'un  système  entièrement  libre,  où  les  mobiles  ne 
sont  soumis  qu'a  leurs  actions  mutuelles ,  ou  à  des 
forces  dirigées  vers  un  centre  fixe,  les  momens  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  qui  se 
coupent  en  ce  point,  et  par  conséquent,  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  ce  même  point , 
sont  des  quantités  constantes.  Ces  momens  ne 
changeront  pas  de  valeur,  dans  le  cfaoc  des  corps 
du  système,  ou  darts  Texplosion  d'un  ou  de  plu- 
sieurs d'entre  eux,  puisque  les  forces  qui  produi- 
sent ces  phénomènes ,  sont  des  actions  mutuelles 
de  leurs  molécules  ;  ce  qui  s'accorde  avec  le  ré- 
sultat du  no  642. 

S'il  n'y  a  pas  de  forces  dirigées  vers  un  point 
fixe,  il  résulte  du  numéro  précédent,  que  ce 
théorème  aura  encore  lieu ,  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  qui  se  meut  parallèlement  à  lui-même, 
en  passant  constamment  par  le  centre  de  gruvité 
du  système,  ou,  plus  généralement,  par  un  point 
dont  le  mouvement  est  rectiligne  et  uniforme. 
Dans  ce  même  cas,  on  conclut  des  équations  (6) , 
que  les  sommes  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  du  système,  suivant  trois  directions 
rectangulaires  ,  et  conséquemment  suivant  une 
direction  quelronque ,  sont  également  des  quanti- 
tés constantes)  théorème  qu'on  peut  aussi  regarder 
comme  renfermé  dans  celui  qui  répond  aux  momens 


de  ces  forces ,  eD  éloignant  à  l'infini  le  centra  des 
momens  et  l'origine  des  coordonnées. 

668.  Les  valeurs  des  constantes  e ,  o',  e'',  dépen- 
dront de  la  direction  des  axes  rectangulairet , 
qu'on  prendra  pour  ceni  des  coordonnées  ;  mais  si 
l'on  fait 

C"  -I-  c'«  +  o"«  =  >»  , 

•a  quantité^  sera  non  seulement  indépendante  de 
f ,  mais  aussi  de  cette  direction;  car  elle  exprime  le 
moment  principal  d'un  système  de  forces  (n«28l}, 
dont  la  valeur  ne  peut  pas  dépendre  de  la  diredion 
arbitraire  des  droites  suivant  lesquelles  ces  forces 
sont  décomposées.  Lorsqu'il  n'existe  pas  de  point 
fixe  dans  le  système ,  on  trouvera  donc  une  même 
valeur  de  y^  en  la  calculant  à  deux  époques  diffé- 
rentes du  mouvement ,  et  prenant  le  centre  de  gra- 
vité pour  origine  des  coordonnées ,  quelle  que  aoit 
d^aillours  leur  direction,  différente  ou  la  même,  à 
ces  deux  époques.  Dans  ces  calculs ,  on  n'emploiera 
que  des  positions  et  des  vitesses  relatives  des  mobi- 
les aux  époques  données ,  savoir ,  les  perpendicu- 
laires « ,  y ,  s ,  abaissées  de  chaque  point  «s  sor 
trois  plans  rectangulaires,  menés  arbitrairement 

ds  dy  dM 
par  le  centre  de  gravité,  et  les  excès  — ,  — ,  — ,  des 

di   di   di 

composantes  de  la  vitesse  de  m ,  parallèles  k  leurs 
intersections ,  sur  les  composantes  de  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  suivant  les  mêmes  directions. 
Lors  même  qu'il  serait  survenu  entre  les  deux  épo- 
ques pour  lesquelles  on  aura  ainsi  calculé  la  valeur 
de  y,  un  ou  plusieurs  chocs  ou  explosions  des 
corps  du  système ,  cette  valeur  ne  serait  pas  chan- 
gée ,  pourvu  que ,  dans  le  cas  d'une  explosion ,  on 
comprit  dans  le  calcul  de  la  seconde  époque  toutes 
les  parties  du  corps  brisé.  Si  donc  on  la  trouvait 
différente  k  la  seconde  époque  de  ce  qu'elle  était  k 
la  première,  on  en  pourrait  conclure  que  des  forces 
étrangères  ont  agi,  dans  l'intervalle ,  sur  les  mobi- 
les ,  ou  bien  qu'ils  ont  choqué  d'autres  corps  qui  ne 
font  pas  partie  du  système. 

Si  l'on  appelle  «,  «',  «",  les  angles  que  fait 
l'axe  du  moment  principal  avec  les  axes  des  s, 
y,  X,  dont  Torigine  est  au  centre  de  gravité  ,  on 
aura  (n»  281) 


cos  «  =  — 


cos 


=  — ,    cos 


.f 


en  supposant  donc  que  ces  axes  soient  constam- 
ment parallèles  a  eux-mêmes ,  les  quantités  e , 
c',  c'',  ne  changeront  pas,  et  la  direction  de  l'axe  du 
moment  principal  sera  aussi  invariable ,  comme  la 
grandeur  du  moment  qui  s'y  rapporte.  La  même 
chose  a  lieu  par  rapport  à  un  point  fixe,  lorsqu'il  y 
en  a  un  dans  le  système ,  et  qu'on  le  prend  pour 
origine  des  coordonnées;  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans 
le  no  416 ,  relativement  h  un  corps  solide. 

659.  Il  est  important  d'observer  que  les  termes 
provenant  de  l'action  mutuelle  du  système  dispa> 
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nisient  dans  les  secoods  membres  des  équtions  (0) 
du  09  540 ,  lors  même  que  rîûtensitë  de  cette  ac- 
tion Tarie  avec  le  temps ,  indépendamment  de  la 
distance,  c'est-à-dire ,  lorsque  les  composantes  de 
cette  force  renferment  le  temps  t  explicitement. 
Les  équations  (o),  et ,  par  conséquent ,  Tinvariabi- 
lité  du  moment  principal  et  de  la  direction  de  son 
axe,  ont  donc  encore  lieu  dans  ce  cas,  qui  se  pré- 
sente ,  par  exemple ,  quand  les  points  du  système 
perdent,  sous  forme  rayonnante,  une  partie  de  leur 
cbalenr  propre  ;  ce  qui  diminue,  à  distance  égale , 
Tintensité  de  leur  action  mutuelle. 

Ainsi,  en  faisant  abstraction  de  Taction  du  soleil 
et  de  la  lune  sur  la  masse  de  la  terre ,  et  supposant 
que  notre  planète,  autrefois  à  l'état  gazeux,  s^est 
solidifiée  par  le  refroidissement ,  sans  perdre  au- 
cune partie  de  sa  matière  pondérable ,  on  peut  as- 
surer que,  dans  cette  transformation ,  le  moment 
principal  des  quantités  de  mouvement  de  tous  ses 
points  n'a  pas  changé  de  grandeur,  ni  son  axe  de 
direction.  Cette  droite  est  détenue  Taxe  de  figure 
de  la  terre,  autour  duquel  elle  tourne  maintenant; 
et ,  dans  ce  mouvement ,  il  est  aisé  de  voir  (n*  886) 
que  Ton  a 

y  =r  «HA'  , 

pour  la  valeur  du  moment  principal  ;  »  étant  la  vi- 
tesse angulaire  de  rotation ,  ft  la  masse,  et  VA*  le 
moment  d'inertie  par  rapport  è  Taxe  de  figure.  Si 
le  refroidissement  et  la  rotation  de  la  terre  conti- 
nuent encore  actuellement,  et  que  son  rayon  di- 
minue en  conséquence,  la  valeur  de*  diminuera 
dans  le  même  rapport  ;  à  cause  que  la  quantité  y 
est  constante ,  la  valeur  de  m  augmentera  donc  en 
raison  inverse  du  carré  de  * ,  et  la  durée  du  jour 
décroîtra  proportionnellement  au  carré  du  rayon. 
Une  diminution  ,  due  à  cette  cause,  d'un  dix-mil- 
lionième sur  la  durée  du  jour,  supposerait  un  dé- 
oroissement  d'un  vingt-millionième  sur  la  longueur 
du  rayon  ;  et  comme  on  est  certain  que  le  jour  n'a 
pas  éprouvé  cette  diminution  depuis  2600  ans 
(n»  443),  il  en  résulte  que  le  rayon  moyen  de  la 
terre  n'a  pas  varié  d'un  vingt-millionième ,  ou  d'à 
peu  prés  3  mètres,  dans  ce  long  intervalle  de  temps, 
par  l'effet  du  refroidissement,  si  la  température 
moyenne  de  la  terre  n'est  pas  encore  parvenue  à  un 
état  permanent. 

Les  trembleroens  de  terre,  les  explosions  volca- 
niques ,  le  souffle  des  vents  contre  les  côtes ,  les 
frottemens  et  les  pressions  de  la  mer  sur  la  partie 
solide  du  sphéroïde  terrestre,  répondant  à  des  ac- 
tions mutuelles  des  parties  du  système,  il  nen 
peut  résulter  aucune  variation  de  la  quantité  y]  et 
les  dcplacemens  de  ces  parties  qui  ont  lieu  dans 
toutes  ces  circonstances,  n'étant  pas  asses  consi- 
dérables pour  produire  des  cbangemens  sensibles 
dans  la  Taleur  de  *,  ces  causes  diverses  ne  pro- 
duiront aucune  altération  appréciable  dans  la  rapi- 
dite  de  la  vitesse  i.,  ni  dans  la  durée  du  jour. 

060.  Les  théorèmes  qui  se  dédnUent  des  équa- 


tions (e)  peuvent  encore  •'énoncer  d'une  autro 
manière. 

Observons,  pour  cela,  que  la  formule  IJisdif — yds) 

est  l'aire  décrite  pendant  Tinstant  di^  ou  la  diffé- 
rentielle de  l'aire  décrite  pendant  le  temps  I,  par  la 
rayon  vecteur  de  la  projection  du  point  m  sur  le 
plan  des  s  et  y,  en  allant  de  l'axe  des  s  positives 
vers  l'axe  des  y  positives  {u9  154).  La  formule 

-^  (Mâx-sda)  est  de  même  la  différentielle  de  l'aire 

décrite  par  le  rayon  vecteur  de  la  projection  du 
même  point  m,  sur  le  plan  des  s  et  s,  en  allant  de 

l'axe  des  m  vers  l'axe  des  jp;  et  -^  (yila  ^-  géy)  ei* 

prime  la  différentielle  de  l'aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  de  la  projection  de  ce  point  sur  le  plan 
des  y  et  js,  en  allant  de  l'axe  des  y  vers  l'axe^ 
des  s. 

Cela  posé,  considérons  les  aires  comme  des 
quantités  positives  ou  négatives,  selon  qu'elles 
sont  décrites  sur  chaque  plan ,  dans  le  sens  qu'on 

vient  d'indiquer,  ou  dans  le  sens  opposé.  Soii^  A  le 

somme  des  aires  décrites ,  pendant  le  temps  f,  per 
les  rayons  vecteurs  des  projections  de  tous  les 
points  du  système ,  et  multipliées  respectivement 

par  leurs  masses  m,  m',  m",  m"',  etc.  Appelons-i  x' 

la  somme  des  aires  décrites  sur  le  plan  des  «  et  « , 
pendant  le  même  temps ,  par  les  rayons  vecteurs 
des  projections  de  ces  points  matériek,  et  multi' 

pliée  aussi  par  leurs  masses.  Soit  enfin  —a''  la 

somme  des  aires  décrites  sur  le  plan  des  y  et  jb, 
pendant  ce  temps  f ,  par  les  rayons  vecteurs  des 
projections  de  ces  mêmes  points ,  multipliées  de 
même  par  leurs  masses.  Ces  trois  sommes  seront 
des  fonctions  de  I ,  dont  les  valeurs  s'évanouiront 
avec  cette  variable ,  et  qui  auront  pour  différen- 
tielles 


t 

■ 

±dK'' 


1  im  {zds 
:  Jl  2«  [yd% 


ydx), 
*rfi). 


En  vertu  des  équations  (c],  on  aura  donc 

dK=:edt,      dK'=z€^dt,      dx^'=ze''di\ 

et ,  en  intégrant,  on  en  déduit 

Donc ,  dans  le  mouvement  d'un  système  entière- 
ment libre,  dont  les  points  ne  sont  soumis  qu'à 
leurs  actions  mutuelles,  les  sommes  des  aires  »•• 
présentées  par  ^  x,  -i  x',  i-  x",  sont  proportionnel- 

les  au  temps  employé  à  les  décrire,  et  les  sommes 
des  aires  décrites  pendant  l'unité  de  temps,  con- 
servent leurs  valeurs  initiales  pendant  toute  la  du- 
rée du  mouvement;  le  centre  des  aires  étant  un 

45 
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point  fiie^  le  centre  de  gravité  da  système,  ou  tout 
autre  point  dont  le  moutement  est  rectiligne  et 
nDiforme. 

Cest  en  cela  que  consiste  le  prmetpê  de  ta  ooit- 
sêrvatian  du  airêê.  Il  a  encore  lien  lorsquMI  eiiste 
dans  le  système  un  point  fiie  vers  lequel  sont  diri- 
gées des  forces  agissant  sur  un  ou  plusieurs  des 
mobiles,  pourvu  que  Ton  prenne  alors  ce  point 
fise  pour  ceutre  des  aires  ;  ce  qui  comprend  le 
théorème  du  n«  164,  relatif  à  an  point  matériel  isolé. 

Nous  ferons  remarquer  que,  quand  les  points  m, 
m',  m",  etc. ,  tournent  dans  un  même  sens  autour 
du  centre  des  aires ,  comme  les  centres  des  planè- 
tes autour  du  soleil ,  il  en  sera  de  même  k  Tégard 
de  letnrs  projections  snr  les  plans  des  coordon- 
nées; de  sorte  que  tous  les  termes  des  sommes 

JL  X ,  -i  a',  ^  x",  auront  le  même  signe  :  ils  auront 

au  contraire,  des  signes  dilTérens ,  et  ces  sommes 
pourront  être  des  quantités  positives  ou  négatives, 
lorsqu'une  partie  des  mobiles  tournera  dans  un 
sens,  et  Tautre  partie  dans  le  sens  opposé,  comme 
dans  le  mouvement  des  comètes  autour  du  soleil. 
Ml.  Maintenant,  soient  0  (fig.116),  le  centre  des 
aires,  fixe  ou  mobile  ;  Oir,  Oy,  Os,  les  directions 
des  axes  rectangulaires  des  coordonnées  ;  M  et  ll| 
les  posilions  du  point  quelconque  m  au  bout  des 
temps  I  et  i^^\  P  et  P^  les  projections  de  M  et  M^ 
sur  le  plan  des  s  et  y.  Le  triangle  MOM,  sera  Taire 
plane  décrite,  pendant  Tinstant  il^^par  le  rayon 
vecteur  de  « ,  et  il  aura  pour  projection  snr  le 
plan  des  «r  et  y,  le  triangle  POP|,  ou  Taire  décrite 
pendant  cet  instant,  par  le  rayon  vecteur  de  la 
projection  de  m  sur  ce  plan.  Les  projections  de  MOM, 
anr  les  deux  autres  plans  des  coordonnées ,  seront 
aussi  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
pfojeetions  de  m  sur  ces  plans.  Il  en  sera  de  même 
ponr  les  aires  décrites  dans  Tespace ,  pendant  ton- 
tes les  parties  infiniment  petites  du  temps  <,  par 
les  rayona  vecteurs  de  tous  les  points  du  système, 
et  multipliées  par  leurs  masses,  ou,  autrement  dit, 
ponr  toutes  ces  aires  augmentées  dans  le  rapport 
des  masses  m ,  m\  mf\  etc. ,  à  Tunité.  Par  consé- 
quent, les  quantités  7  a  ,  7  *',  «^  x",  qu'on  vient 

de  considérer,  seront  les  sommes  des  projections 
de  ces  aires  Infiniment  petites ,  sur  les  trois  plana 
des  coordonnées  ;  et  Ton  pourra  appliquer  à  ce  sys- 
tème d*aires  planes  et  à  leurs  projections,  les  théo- 
rèmes des  no*  276  et  suivans. 

Ainsi,  parmi  tous  les  plans  qu'on  peut  faire  pas- 
ser par  le  point  0,  il  y  en  a  un  sur  lequel  la  somme 
des  projections  des  aires  planes ,  prises  avec  les 
signes  qui  résultent  du  sens  du  mouvement  pour 
elucune  d'elles ,  est  un  mmrMiirai.  Si  Ton  désigne 
par  ^M  la  valeur  de  cette  aire  «ustma,  on  aura 

ety  si  OH  est  la  perpendiculaire  è  son  plan,  et  qu'on 
faase 

sOH  =  C ,     yOH  =  r,      sOU  =  C", 


on  anra  aossi 


î» 


K  K  K 

cos  C  =  — ,     ros  C  =  — ,     cos  C"  =s  — . 
^  M  A* 

Or,  d'après  les  valeurs  de  x,  k\  x",  ces  formules  sont 
la  même  chose  que 

c  e»  e' 

oos  C  =  — ,    cos  C'  s=  — ,    cos^'C"  =  —  ;  (4) 

>  >  > 

c,  e',  c**,  y;  étant  les  mêmes  constantes  que  précé- 
demment, n  en  résulte  donc  que  la  direction  dn 
plan  de  Taire  wuufima  demeurera  constante  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement ,  et  que  la  nor- 
male à  ce  plan  menée  par  le  centre  des  aires  coïn- 
cidera toujours  avec  l'axe  du  moment  principal  des 
quantités  de  mouvement  de  ions  les  points  do  sys- 
tème. 

-On  eonclut  de  li  que  dans  le  mouvement  de  tout 
système  entièrement  libre,  dont  les  points  matériels 
nesont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  il  existe 
un  plan,  passant  par  le  centre  de  gravité,  qui  de- 
meure constamment  parallèle  à  lui-même,  et  dont 
on  peut,  k  chaque  instant,  déterminer  la  direction, 
au  moyen  des  masses  de  tout  ces  points,  de  leurs 
coordonnées  rspportées au  centre  de  gravité  comme 
origine,  et  des  excès  des  composantes  de  leurs  vi- 
tesses sur  celles  de  la  vitesse  de  ce  centre. 

Ce  théorème  est  dû  à  Laplace,  qui  a  donné  an 
plan  dont  il  s'agit  la  dénomination  de  pian  mmi- 
riabk,  et  qui  a  proposé  d'en  faire  usage,  en  Astro- 
nomie, pour  rapporter  à  sa  direction  constante  les 
directions  varioles  (n»  S44}  des  plana  des  orbites 
plonétaires. 

M3.  Cest  au  plan  de  Torbite  de  la  terre,  et  à 
une  droite  menée,  dans  ce  plan,  par  le  centre  du  so> 
leil  et  parallèlement  à  la  ligne  des  éqntnoxes,  que 
les  astronomes  rappoKent  les  positions  des  astres 
et  les  directions  des  plans  dans  lesquels  ils  se  meu- 
vent. L'écliptiqoe  vraie  et  la  ligne  des  équinoxes 
étant  en  mouvement  dans  Tespace ,  on  détermine 
leurs  positions,  à  un  instant  donné,  en  les  eompa- 
rant  à  celles  des  étoiles  :  mais  on  peut  craindre  que 
les  monvemens  propres  des  étoiles,  qui  sont  in- 
connus pour  la  plupart,  ne  nous  induisent  en  erreur 
sur  les  déplacemens  absolns  de  l'orbite  de  la  terre, 
après  plusieurs  siècles  ;  et,  pour  prévenir  cet  em- 
barras, il  est  bon  de  pouvoir  assigner  sa  direction 
vraie  à  un  instant  quelconque. 

Supposons  donc  que  le  plan  des  s  et  y  soit  le  plan 
de  Técliptique  à  un  instant  donné ,  ou,  plus  exac- 
tement, un  plan  parallèle  à  celui  de  cette  écliptiqne 
et  mené  par  le  centre  de  gravitéO  du  système  solaire. 
Par  le  point  0  (fig.  117),  menons  arbitrairement 
dans  ce  plan  les  axes  Ojt  et  Oy  ;  et  d'après  les  coor- 
données et  les  vitesses  actuelles  de  tous  les  points 
dn  système  solaire,  rapportées  aux  axes  rectangn- 
laires  Os,  Oy,  Os,  et  les  masses  de  ces  points,  sup- 
posons aussi  qu'on  ait  calculé  les  valenrs  des 
quantités  c,  c',  c".  Si  OH  est  la  perpendiculaire  an 
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asfl 


plan  invariable  de  ce  ayitème,  et  BOS'  Tinteraec- 
tion  de  ce  plan  avec  celui  dea  m  et  y,  lea  ëqua- 
tiona  (4)  donneront 

c  c' 

cet  B0«  =  —,      tang  EOjt  = — ,      (e) 
y  c" 

ce  qui  fait  oonnattre  la  direction  du  plan  in? ariable 
par  rapport  à  celui  dea  «  et  y.  flaia  pour  en  con- 
clnrei  réciproquement,  la  direction  abaolue  du  plan 
de  l'écliptique,  parallèle  à  celui  des  s  et  y,  il  faut 
encore  qu^il  existe,  sur  le  plan  iufariable,  une 
droite  qui  demeure  constamment  parallèle  à  elle- 
même,  et  dont  la  direction  soit  connue  à  chaque 
instant.  0&  étant  cette  droite,  on  connaîtra  Tangle 
K0«  k  Tépoque  que  Ton  considère;  de  cet  angle, 
{oint  k  HOj  et  EOjt,  on  déduira  Tangle  EOE;  et  lea 
deux  angles  HOs  et  EOS.  détermineront  complète- 
ment la  direction  absolue  du  plan  de  Tédiptique. 

Or ,  Texistence  du  plan  invariable ,  dana  le  sys- 
tème solaire,  suppose,  implicitement,  que  Ton  fait 
abstraction  de  Taction  des  étoiles  sur  le  soleil  et 
sur  lea  planètea,  et  que  toutes  les  parties  du  sys- 
tème sont  soumises  uniquement  à  leurs  actions 
mutuelles*  Mais,  dans-  ce  cas-,  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  O  estreotiligne  et  uniforme;  par 
conséquent,  à  moins  que  la  direction  de  ce  mouve> 
ment  ne  soit  exactement  perpendiculaire  au  plan 
invariable,  on  aura  une  droite  OE.,  toujours  paral- 
lèle à  elle-même ,  en  projetant  sur  ce  plan  la  droite 
que  décrit  le  point  O  dans  Tespace.  On  ne  voit  pas 
une  autre  ligne  qu^on  puisse  prendre  pour  la  droite 
OE;  mais  pour  faire  usage  de  celle  que  nous  indi- 
quons, il  faut  qu^on  ait  préalablement  déterminé, 
par  Tobservation ,  la  direction  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  de  notre  univera,  que  nous  ne 
eoonaiasons  encore  que  très  imparfaitement. 

En  comparant  les  valeurs  des  angles  HOs  et  EOE, 
déterminées  à  deux  époques  différentes,  on  connaî- 
tra lea  déplaceiâena  réeû  de  Técliptique  qui  ont  en 
lieu  dans  rintervalle ,  et  que  le  aeul  angle  HOs,  in- 
dinaiaon  du  plan  mobile  sur  le  plan  invariable,  ne 
anifirait  pas  pour  déterminer  complètement.  Toute- 
fois, si  lesquantitéa  e'  et  e"  août  très  petites  par 
rapport  à  c ,  Tangle  HOs  sera  aussi  très  petit ,  et  de 
très  petites  différences  dans  les  valeurs  de  c'  et  o'' 
eo  produiront  de  très  grandea  dans  les  valeurs  de 
BOjr ,  et,  par  suite,  de  Tangle  EOE  ;  en  sorte  quMl 
paraîtrait,  dans  ce  cas,  que  Tintersection  OE  de  l'é- 
clipti4ue  et  du  plan  invariable  aurait  éprouvé  un 
déplaceoient  trèa  considérable  sur  ce  plan.  Hais,  en 
général ,  ce  déplacement  ne  serait  paa  réel;  car  les 
petites  différences  des  valeurs  de  tf  et  0"  provien- 


dront, en  grande  partie,  des  erreurs  inévitables 
dans  les  observations  qui  servit  k  déterminer  ces 
valeurs ,  et  des  quantitéa  qn^on  est  obligé  de  né- 
gliger en  les  calculant. 

An  reste,  quand  l'angle  HOs  est  très  petit,  c^est- 
à-dire ,  quand  Técliptique  est  très  peu  inclinée  sur 
le  plan  invariable ,  Tangle  EOE ,  qu'on  peut  alors 
très  difficilement  déterminer,  n'a  que  très  peu  d'in- 
fluence sur  la  direction  vraie  du  plan  de  l'orbite  do 
la  terre. 

66S.  Le  nombre  et  les  masses  des  comètes  nous 
étant  inconnus  ,  on  sera  obligé  de  négliger  les  ter- 
mes qui  leur  correspondent  dans  les  valeurs  de  0, 
o',  0",  relatives  au  système  solaire;  mais  les  valeurs 
de  0,  0-,  e",  données  par  les  formules  (o)  seront  très 
peu  altérées  par  cette  omission ,  vu  la  petitesse  de 
ces  masses ,  .et  perce  que  les  termes  de  ces  formu- 
les, qui  correspondent  aux  comètes,  se  détruisent, 
en  grande  partie  ,  par  l'opposition  des  signes 
(n»  660). 

On  calculera  de  la  manière  suivante  les  parties 
de  0,  o',  o",  qui  répondent  aux  soleil,  aux  planètes 
et  aux  satellites. 

Soient  H  la  masse  d'un  de  ces  corps,  et  dml'éléf- 
ment  de  cette  masse,  dont  jr ,  }f^*^  iont  les  coor- 
données rapportées  aux  axes  O^p,  Oy,  Os.  Appelons 
«1  ,  yi  ,  «I  ,  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité deV,  par  rapport  aux  roèmesaxea,  et  Sj,  y|,  s,, 
les  coordonnées  de  dm^  rapportées  à  des  parallèles 
à  ces  axes,  menées  par  ce  centre  de  gravité;  de 
sorte  qu'on  ait,  à  un  instant  quelconque, 

*  =3  «.  +  *,,  y  =  y,  +  y„  s  =  «,  +  j^ 
d»      dmi       dsi  d^     dfi       tfy,  d»     dsi      de, 

dt       di        di  di        di        di^  dt       di       dt 

L'origine  des  coordonnées  ir,,  y^,  s^,  étant  au  cen- 
tre de  gravité  de  H,  on  %■ 

fxjàm  =  0 ,     fy^  =  0,      fB,dm  =  0, 

et,  par  conséquent , 

_ifal  =  0,    /  —  dbisrO,     /  — ifal=0; 
di  *^    di  J     du 

les  intégrales  s'étendant  k  la  masse  entière.  D'après 

il* 

cela,  si  l'on  substitue  les  valeura  de  s,  %^%^'-^  ^ 

di 
dy  dM 

—,  — ,  dans  la  première  équation  (e) ,  et  qu'on  y 
di   di 

change  m  et  2  en  dbn  et/,  on  trouve 


-"(••%-- ■%)+/('.5-4) 


ce  qui  montre  que  le  moment  des  quantités  de 
mouvement  de  H,  par  rapport  à  l'axe  Os ,  se  com- 
pose de  deux  parties  :  la  première  ne  dépend  que  du 


mouvement  du  centre  de  gravité  de  ■ ,  et  est  la 
même  que  si  eette  masse  était  eonoentrée  en  ee 
point  ;  la  seconde  est  indépendante  de  ce  monve- 


aM 
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mmi,  et  la  mlaM  qae  tt  le  oeotre  de  gravité  de  ■ 
était  en  repea,  et  qne  Taxe  Os  f&t  tranaporté  en  ce 
point,  paraltèleraent  à  loi-même.  Le  même  réa ultat 
a^applique  anx  quantités  c'  et  a'' ,  et  a  encore  lieu 
par  rapporta  un  axe  quelconque. 

flaintenant,  soient  A,  B,  C,  les  aomena  dHnertie 


de  H,  par  rapport  à  ses  trois  axes  principaux  qui  se 
coupent  k  son  centre  de  gravité  ;  p,  ç,  r,  les  com- 
posantes de  sa  vitesse  angulaire  de  rotation,  rela* 
tivea  aux  mêmes  axes;  a,  /«,  r,  les  angles  que  foni 
leurs  directions  avec  une  parallèle  à  Taxe  Os,  me- 
née par  leur  point  d^intersection  \  diaprés  ce  qu'on 
a  vu  dans  le  n»  409,  nous  aurons 


I    (  «j  —  —  sf f  ^-  1  dbn  =  Ap  oos  k  ^  ^q  ces  ^  -f-  Gr  cos  », 

pour  le  moment,  par  rapport  k  cette  parallèle,  des  l  provenant  de  sa  rotation  autour  de  son  cputre  de 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  de  H,  I  gravité.  Il  s^en  suit  que  la  valeur  complète  deo  aéra 

c  =  21  ^#,-|l—  yi  -^)  +  2(A|>  cos  A  +  By  cos  /.  +  Cr  cos  0;    {f) 


les  deux  sommes  2  s'étendant  au  soleil,  k  toutes 
les  planètea  et  à  leurs  satellites  ,  et  se  composant 
par  conséquent  de  80  termes.  Or,  les  rapports  de  A, 
B,  C,  à  H,  dépendant  de  la  constitution  intérieure 
de  ce  corps  M,  ils  nous  seront,  sans  doute,  toujours 
inconnus  :  nous  savons  seulement  que  ces  trois 
rapporta  diffèrent  peu  Fun  de  Pautre,  à  cause  de 
la  forme  à  peu  près  sphérique  des  corps  célestes  ; 
et  qu'ils  sont  moindres  que  si  ces  corps  étaient  ho- 
mogènea ,  parce  que  les  densités  des  couches  con- 
centriques vont  en  décroissant  du  centre  k  la  surface 
de  M.  Il  serait  donc  impossible  de  calculer  la  valeur 
de  a,  et  de  même  les  valeurs  de  c'  et  c'',  si  Ton  de- 
vait avoir  égard  k  la  partie  de  chacune  de  ces  quan- 
tités, qui  provient  de  la  rotation  des  corps  célestes. 
Maia  quelles  que  soient  la  forme  de  ■  et  sa  consti- 
tution intérieure ,  la  partie  de  kp  cos  x  -|-  Bç  cos  /* 
-)-  Cr  cos  r,  qui  est  due  k  Tétat  initial  de  ce  corps 
a<|lide ,  demeure  constante  pendant  toute  la  durée 
de  aou  mouvement  (n»  416}  ;  en  sorte  que  cette 
quantité  ne  peut  varier,  pour  chaque  corps  célestct 
qu'k  raison  dea  attractions  des  autres  corps,  en 
tant  que  leur  résultante  ne  passe  pas  exactement 
par  le  centre  de  gravité  de  9,  c'est-k-dire,  en  tant 
qu'ellea  a'exercent  aur  la  partie  non  sphérique  de  M. 
U  en  résulte  que  pour  chaque  corps  céleste,  la  par- 
tie variable  du  second  terme  de  la  formule  (/)  est 
très  petite ,  et  peut  être  négligée  par  rapport  k  la 
partie  du  premier  terme,  relative  au  même  oorps. 
Ainsi,  par  exemple,  en  désignant  par  h  le  rayon  du 
globe  terreatre,  par  •  la  vitesse  angulaire  de  son  i 
mouvement  de  rotation,  qui  a  lieu  autour  de  son 
axe  de  figure,  et  par  1  Pangle  que  fait  cet  axe  avec 
la  parallèle  k  Taxe  Os,  le  second  terme  de  la  for- 
mule (/),  qui  répond  à  la  terre ,  aéra  moindre  que 

dHA> 

— —m  cos  t,  qui  en  serait  la  valeur,  si  la  terre  était 

homogène;  aoient  aussi  p  et  6  le  rayon  moyen  de 
l'orbite  de  la  terre  et  sa  vitesse  moyenne  dans  son 
mouvement  annuel  ;  le  premier  terme  de  la  for- 
roule  {f)  relatif  k  la  terre,  aura  par  conséquent  Hp*l 
pour  valeur  \  or,  si  Taxe  Om  est  perpendiculaire  au 
plan  de  cette  orbite,  auquel  cas  X  représentera 


l'obliquité  de  l'écliptique,  on  verra  qu'une  varia- 
tion de  cinq  degrés  dans  la  grandeur  de  cet  angle, 
ne  produirait  pas  une  variation  dans  la  valeur  de 

2HA> 

■  z"  m  COS  X,  qui  soit  un  cent-millionième  de  la 

quantité  Hp'l.  On  s'en  assurera,  en  observant  que  le 
rapport  de  •  k  •  excède  k  peine  300,  qne  celui  de  f 
k  A  est  environ  24000,  et  l'angle  1,  k  peu  près  23»  d^. 
U  en  sera  de  même  k  Tégard  de  toutes  les  autrea 
planètes.  Par  rapport  au  soleil,  il  y  a  lieu  de  croire 
que  la  partie  variable  du  second  terme  de  la  formule 
ij)  qui  lui  correspond,  est  tout-k-fait  insensible,  à 
cause  de  sa  forme  sphérique  qui  résulte  des  obaer- 
vationa,  et  que  Ton  peut  aussi  supposer  k  ses  cou- 
ches intérieures,  k  raison  de  la  petitesse  de  la  force 
centrifuge  comparée  k  la  pesanteur ,  dana  lea  diffé* 
rens  points  de  ce  corps  (u»  250)  ;  d'où  l'on  conclut 
que  la  résultante  dea  attractions  des  planètea  doit 
passer  constamment  par  son  centre  de  gravité,  et 
ne  produire  aucune  perturbation  dans  son  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  ce  point. 

D'après  ces  considérations ,  si  l'on  fait  passer 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (f),  le  se- 
cond terme  de  son  second  membre,  on  pourra 
comprendre  dans  la  constante  a,  la  partie  invaria* 
ble  de  ce  second  terme ,  prise  avec  un  aigne  con- 
traire ;  et  en  négligeant  aeolement  sa  partie  varia- 
ble ,  et  opérant  de  même  sur  les  équations  qui 
donnent  les  valeura  de  e'  et  o",  on  aura ,  avec  une 
approximation  bien  supérieure  k  celles  des  obser- 
vations, 


yi 


*' 


dxi 
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"=  '■   ('■  '^  -'■%•) 


i) 

dit  \ 

"dTj 


(*) 


664.  Les  coordonnées  ari  ,  yi  ,  si  ,  qui  entrent 
dans  ces  formules ,  ont  leur  origine  au  centre  de 
gravité  du  système  solaire;  pour  plus  de  commo- 
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dite  j  il  eit  bon  de  la  transporter  au  centre  de  gn* 
TÏté  du  soleil. 

Pour  ceUy  soient  ^,  A ,  il ,  les  coordonnées  de  ce 
point  rapportées  aux  mêmes  axes  que  ci  ,  jfi  ,  s i  ; 
appelons  « ,  y,  s ,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  M,  rapportées  à  des  axes  parallèles,  pas* 
sant  par  le  centre  de  gravité  du  soleil  \  nous  au-> 
rons 

en  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équa- 
tion (y),  elle  deviendra  donc 

^   di  dt/  ^   dt  di/ 

dy  dx      dg  dh 

—  y  XX ).fc21— +  — 2Hy Xk; 

di  di       dt  dt 

et  l'on  transformera  de  même  les  expressions  de  o' 
et  e^'.  D^ailleurs,  Torigine  des  coordonnées  aci  , 
yi  ,  Si  ,  étant  au  centre  de  gravité  du  système,  on 
en  conclut 

yXH.=  XHjt  y    hXM  =  Xfly ,    kXE  =  Sis , 

et ,  par  conséquent , 

dg  dg    dh  dg   dk  dz 

—  SH=XH  — ,  — 2n=2II— ,— 2H  =  2tt— . 
di  dt     di  di    dt  di 

Au  moyen  de  ces  équations ,  JMlimine  y ,  fc ,  il , 

dg     dh    dk 

^-,  •— ,  — ,  des  expressions  de  c,  c',  c'',  qui  de- 

di     di     di 

viennent  finalement 


=  m(' y-) 

i  /  ^'y  ^\ 

(  2M*  .  2M XHy.XM  — ) , 

XM  V  i2f  d|/' 


\ 


rdx  as^ 

s *— 1 


(*) 


^  dt          dt^ 
(XHs.XH XÏ*.XM— ), 

xhn  a  i*-' 

«"=:Xl(y s— ) 

\    dl         dt/ 

(XMy.XM XHs.XM— ). 

XlV  ir  A/ 

• 

Les  coordonnées  ^,  y,  «,  du  centre  de  gravité 
de  cbaque  planète  ou  satellite ,  et  les  composantes 

ds     dig     dE 

—  y  — ,  — ,  de  sa  vitesse ,  pourront  être  regar- 

dt     dt     di 

dées  comme  des  données  de  Tobservation  aux  dif- 
férentes époques  pour  lesquelles  on  voudra  calcu- 
ler les  voleura  de  e,  d^  c",  et ,  par  suite,  les  angles 
IIO#  et  EOe  relatifs  à  la  direction  du  plan  invaria- 


ble, au  moyen  des  équations  (a).  L'origine  des  coor-< 
données  étant  actuellement  le  centre  du  soleil,  les 
sommes  X  qui  s*y  rapportent ,  ne  contiendront  pas 
la  masse  du  soleil,  laquelle  se  trouvera  seulement 
dans  XM ,  et  rendra  conséquemment  très  petit  le 
second  terme  de  chacune  des  formules  (fc)  par  rap- 
port au  premier. 

$  IV.  Principûê  des  forées  vives  et  de  la  moindre 

action, 

566.  Lorsque  les  équations  (2}  du  n°  532  ne  ren- 
fermeront pas  le  temps  explicitement,  on  satisfera 
aux  équations  (3)  du  même  numéro,  en  prenant 
pour  Is^  ly,  IMj  lx\  etc.,  les  différentielles  ds,  d'y, 
dM ,  dx',  etc.,  relatives  à  cette  variable  ;  car  alors 
ces  deruières  équations  deviendront  les  différen- 
tielles complètes  des  premières,  savoir  : 

rfL  =  0 ,     dV  =  0,    rfL"  =  0 ,    eto.  ; 

et  les  quantités  L ,  L',  L",  etc.,  étant  nulles  par  hy- 
pothèse ,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
leurs  différentielles  complètes,  prises  en  considé- 
rant jT ,  y,  s ,  s',  etc. ,  comme  des  fonctions  de  <, 
sont  aussi  égales  à  0.  Hais  si  L,  par  exemple,  ren- 
ferme le  temps  explicitement,  sa  différentielle 
complète  sera 

dL  dl  dl 

dL  =  ^dt  +  —  dx  +  '-dg+  etc.  \ 
dt  ds  dg 

et  en  prenant 

tx=:dM^  lg=zdg,  ts=.dêy  Xap»  =  li*',  etc., 
la  première  équation  (3)  ne  s'accordecaavecTéqna- 
tiou  dL=0,  que  pour  les  valeun  particulières  de  #, 

dL 
s'il  en  existe ,  pour  lesquelles  on  aura  —  =  0.  Je 

di 
supposerai  dans  ce  qui  va  suivre ,  que  les  condi- 
4 ions  du  système  de  points  matériels  m,  m',  m'',  etc., 
exprimées  par  les  équations  (2),  sont  indépendan- 
tes du  temps  i  \  les  quantités  L,  L',  L",  etc.,  seront, 
d'ailleura,  des  fonctions  quelconques  des  coordon- 
nées de  ces  mobiles,  qui  ne  contiendront  pas  seu- 
lement leurs  distances  mutuelles ,  et  le  système 
pourra  renfermer  des  points  fixes  et  des  points  as- 
sujettis à  demeurer  sur  des  surfaces  ou  sur  des 
courbes  immobiles. 

Cela  éUnt ,  si  Ton  substitue  les  vsleurs  précé- 
dentes de  I» ,  ly,  etc.,  dans  Téquation  (1)  du  nu- 
méro cité,  elle  deviendra 


Xm 


fd*  X 


=  Xw  (Xrfjr  +  Wy  +  Zda). 


En  appelant  e,  e',  e",  etc.,  les  vitesses  des  points  m, 
m',  m",  etc. ,  au  bout  du  temps  t,  on  aura,  relative- 
ment au  point  quelconque  m, 


dst 
IF 


dg* 
dt* 


dx* 


=  V* 
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et  an  différeiitiant  par  rapport  à  #,  il  en  réraltera 


d*  s 


—  d.9*=  __«£»  +  -j-i<fy  +  -;^rf«; 


di* 


ce  qui  changera  rëquation  précédente  en  celle'Ci  : 

1  d .  Imv»  =  Xm  {Xds  +  réy  +  Um).     (•) 

Maintenant ,  si  les  points  du  système  sont  attirés 
on  reponssés  par  des  centres  fixes,  et  que  ces  forces 
soient  des  fonctions  quelconques  de  la  distance,  la 
formule  \dm  -j*  ^^  +  ^^  *^^  ^^^  dUTérentielle 
exacte  (n^  108],  pour  chacun  dea  mobiles  en  parti- 
culier. Si  les  points  m,  m',  m",  etc.,  sont,  en  outre, 
soumis  h  leurs  actions  mutuelles,  dont  les  intensités 
soient  aussi  des  fonctions  de  la  distance ,  et  qui 
satisfassent  à  la  loi  de  la  réaction ,  égale  et  con- 
traire à  Paction ,  la  somme  des  quantités  Xds  -f- 
Ydy  4-  Um  et  X'dk'  +  Vè^  +  Vd^,  relatites  à 
Faction  mutuelle  de  m  et  m',  sera  encore  une  diff^ 
rentiellc  exacte  (n^  346)  ;  et  de  même  pour  toutes 
les  autres  parties  de  la  somme  2 ,  prises  deux  k 
deux.  Il  suit  donc  de  là  que  sMI  n^  a  dans  le  sys- 
tème aucune  force  dirigée  vers  un  centre  mobile 


étranger,  qui  introdliifait  le  temps  t  dans  les  ex- 
pressions de  X ,  T,  etc.,  ni  aucune  résistance  d^nn 
milieu,  pour  laquelle  ces  expressions  renferme- 
raient les  vitesses  des  mobiles ,  et  que  les  pointa 
m,  m',  m",  etc.,  ne  soient  soumis  qu*fc  leurs  actions 
mutuelles ,  et  k  des  attractions  ou  répulsions  éma- 
nant de  centres  fkes,  on  aura 

%m  Çkds  +  Tdy  +  Zda)  =  «Tf  (*,  y.  a,  s',  etc.)  ; 

f  désignant  une  fonction  donnée  des  coordonnées 
de  m,  m',  m",  etc. ,  qui  dépendra  des  lois  de  ces 
forces  en  fonctions  des  distances. 

Alors ,  en  intégrant  Téquation  (a)  et  déaignant 
par  C  la  constante  arbitraire,  nous  aurons 

2««*'s=  C  -|-  S^  {g,  y,  j,  «*,  etc.). 

Pour  éliminer  C,  soient  ik,  h\  Jk^,  etc.,  lea  viteaaaa 
initiales  de  as,  m',  m",  etc.  ;  désignons  par  a,  à,  e, 
les  coordonnées  initialea  de  m,  par  a*,  &',  c',  oellea 
de  m',  etc.  ;  on  aura  k  Torigine  du  mouf  emeni 

2«ifc*  =r  C  4-  <t  («1  ^1  «I  ^)  «^0  ) 

et  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente, 
il  en  résultera,  k  un  instant  quelconque, 


ïme*  —  SmAi  sa  2a  (jr,  y,  a,  s',  etc.)  —  2a  (a,  h,  a,  «').       {h) 


Les  quantités  2me*  et  2mik>  sont  les  sommes  des 
forces  vives  da  tous  les  points  du  système  k  cet 
instant  et  k  Torigine  du  mouvement  ;  cette  équa- 
tion signifie  donc  que  la  différence  de  ces  deux 
sommes  ne  dépend  que  des  coordonnées  des  mobi- 
les,  k  ces  doux  époques ,  et  nullement  de  leurs  liai- 
sons ni  des  chemins  qu'ils  ont  suivis  pour  passer 
de  leurs  positions  initiales  k  celles  qu'ils  occupent 
au  bout  du  temps  i.  C'est  en  cela  que  consiste  la 
loi  du  mouvement,  k  laquelle  on  a  donné  le  nom 
de  principe  des  foreu  vives. 

666.  On  en  déduit  comme  conséquences  immé- 
diates , 

lo  Que  la  somme  deh  forces  vives  est  constante , 
toutes  les  fois  que  les  points  du  système  ne  sont 
soumis  k  aucune  force  motrice ,  et  que  leurs  vi- 
tesses ne  varient,  en  grandeur  et  en  direction,  qu'k 
raison  de  leurs  liaisons  mutuelles ,  ou  de  l'obliga- 
tion où  ils  peuvent  être  de  se  mouvoir  sur  des  sur- 
fs ces  ou  sur  des  courbes  fixes  et  données. 

2o  Que  si  tous  les  points  du  système  occupent 
les  mêmes  positions  k  deux  époques  différentes,  les 
sommes  de  leurs  forces  vives  seront  aussi  les  mé- 
mos k  ces  deux  époques. 

Les  forces  qui  produisent  le  choc  des  corps  de 
nature  quelconque ,  étant  les  actions  réciproques 
de  leurs  molécules  (n»  664),  il  s'ensuit  que  Téqua- 
tion  (6)  a  lieu  pendant  toute  la  durée  de  ce  phéno- 
mène. Or,  dans  le  choc  des  corps  doués  d'une 
élasticité  parfaite ,  on  suppose  que  les  mobiles  re- 
prennent exactement,  après  la  percussion,  la 
forme  qu^ils  avaient  auparavant,  et  que  tous  leurs 
points  reviennent  k  leurs  positions  primitives;  si 
donc  cela  a  lieu  effectivement  pour  deux  ou  plu- 


sieurs corps  de  forme  quelconque,  lorsqu*ils  com- 
mencent  k  se  séparer  sprès  s'être  choqués,  la 
somme  des  forces  vives  de  tous  leurs  points  sera  la 
même  k  cet  instant ,  que  dans  le  premier  moment 
de  la  percussion,  ou,  autrement  dit,  il  n'y  aura 
aucune  perte  de  force  vive  dans  le  système ,  ainsi 
que  nous  l'avons  déjk  vu  (n^  861),  dans  le  cas  par- 
ticulier de  deux  sphères  homogènes ,  dont  les  oen- 
très  se  meuvent  suivant  une  même  droite. 

667.  Si  Ton  représente  par  R  la  force  d'attraction 
ou  de  répulsion  qui  émane  d'un  centre  fixe ,  et  agit 
sur  le  point  m  ,  et  qu'on  appelle  r  la  distance  mu- 
tuelle de  ces  deux  points,  on  aura  (n»  16S), 

m  {\dx  +  Jdy  +  ldM)=s±  Vidr; 

le  signe  supérieur  ayant  Heu  dans  le  cas  de  la  force 
répulsive ,  et  le  signe  inférieur  dans  le  caa  de  la 
force  attractive,  et  R  désignant  une  fonction  don- 
née de  r,  que  l'on  regardera  toiqoun  eomme  une 
quantité  positive.  Psr  conséquent ,  si  la  diatance  r 
est*  k  l'origine  du  mouvement,  et  n  au  bout  dn 

temps  I ,  on  aura  ±2  /      Kdr  ponr  la  variation 


de  la  force  R,  pendant  le  temps  #,  c'est-k-dira, 
pour  la  partie  du  second  membre  de  l'équation  (à), 
qui  répond  k  cette  force.  Loraqu'elle  sera  répulsive, 
il  y  aura  donc  augmentation  ou  diminution  de 
force  vive,  selon  que  la  distance  r  aura  augmenté 
ou  diminué;  et  le  contraire  aura  lieu  quand  la 
force  R  sera  attractive. 

D'après  ce  qu'on  a  vn  dans  le  n»  840,  il  en  eera 
de  mèmek  l'égard  des  actions  mntuellea  dea  points 
du  système;  et,  en  effet,  si  Ton  appelle. 
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dani  le  a»  666,  T  ractioo  mutuelle  de  M  et  m',  par  eiemple,  et  f  lo  ditteuce  moi',  onoura 


f  P  f 


m'X'=  If 


('  -  'y     ^»v._  ^  (y  -  y')^     -.7.  _  -  ('  -  *')F 


p 


,     ••'T*=  :f 


aeloo  que  la  force  F  sera  répulsive  ou  attractive  ; 
à  cause  de 

filf  =r  («»  —  »)  {(fa  —  di») 

+(y-»')(*-*')  +  {»-»')(''^*^), 

il  eu  résultera  dmic 
«  {\dg  4-  Y4fy  +  Zd») 

+  w'  (X'djr'  +  Tf 'rf/  +  Z'rfa')  =  ±  Frfp, 

pour  la  partie  du  second  membre  de  Téquation  (a), 
qui  répond  \  la  force  F ,  et  par  conséquent , 

:t  2  /     Filf  pour  la  variation  de  la  force  vive  du 

système  qui  produira  cette  force ,  pendant  que  la 
distance  f  passera  de  f =«  à  f =ii.  Le  signe  supé- 
rieur ayant  lieu  dans  le  cas  d^un  action  répulsive , 
et  la  quantité  F  étant  toujours  positive ,  on  voit 
quHl  y  aura  augmentation  ou  diminution  de  force 
vive,  selon  que  Ton  aura  ti  >  «  ou  «  <  « ,  c'est-à- 
dire,  selon  que  la  distance  f  aura  augmenté  ou 
diminué  :  on  en  conclut,  par  exemple,  que  faction 
mutuelle  des  molécules  d'un  gas  qui  tend  à  aug- 
menter leurs  distances  mutuelles,  produit  toujours 
une  augmentation  de  force  vive,  dans  le  sys- 
tème dont  ce  fluide  fait  partie ,  lorsqu'il  se  dilate  . 
effectivement,  et  une  diminution  quand  il  se  cou*  | 


f  f 

dense.  Le  signe  inférieur  aura  lieu  devant  la  quan- 
tité précédente ,  et  la  force  F  produira  des  effets 
inverses ,  lorsqu'elle  sera  attractive. 

On  voit  encore  qu'un  poids  P  appliqué  à  une 
machine  ou  à  un  système  quelconque  de  points 
matériels ,  y  produira  une  augmentation  de  force 
vive ,  exprimée  par  le  produit  2PA,  en  s'abaissant 
d'une  hauteur  verticale  A,  et  une  diminution  égale 
aussi  à  2PJk ,  en  s'élevant  de  la  même  hauteur , 
quel  que  soit  d*ailleurs  le  chemin ,  en  ligne  droite 
ou  courbe ,  qu^il  suivra  dans  ces  deux  cas. 

668.  Si  le  point  m  est  assujetti  à  demeurer  sur 
une  surface  mobile,  et  que  L=0  soit  Téquation 
de  cette  surface,  L  sera  uno  fonction  donnée  de 
s,  y,  s,  <.  En  appelant  N  la  résistance  de  cette 
surface ,  dirigée  suivant  une  des  deui^  parties  de  la 
normale ,  et  en  faisant ,  pour  abréger 

il  en  résultera 

àL  d\.  ^L 

«X  =  WV  — ,   mT  =  KV  — ,   •Z  =  NV— , 
rfs  dy  ds 

pour  les  composantes  de  cette  force  inconnue  11. 
La  portie  du  second  membre  de  l'équation  (a)  qui 
répond  à  cette  force,  sera  donc 


(dL             dL              'I*      \ 
—  dj  H dy  H d«  )  5 
dm             dy              d%       ' 


et  comme  en  différentiani  complètement  l'équa- 
tion L=  0,  par  rapport  k  f ,  s ,  y ,  s ,  on  a 

dL  dL  dL  dL 

—  rff  +  —  rf,^-— i^+-_rf,  =-0, 
di  ds  dy  ds 

00   voit  que   cette   partie»  peut  se    réduire   à 

dL 
— >  RV  —  dt.  Pour  avoir  égard  k  la  force  If ,  dans 

dt 

le  calcul  de  la  force  vive  du  système ,  il  faudra 
donc  ajouter  le  double  de  l'intégrale  de  cette 
quantité  au  second  membre  de  l'équstion  ((}  ;  par 
conséquent ,  la  variation  de  force  vive ,  qui  sera 
produite  par  la  force  N ,  pendant  le  temps  f ,  aura 

/dL 
nV  — df;  l'intégrale  éUnt 
di 

priée  de  manière  qu'elle  soit  nulle,  quand  f=0. 

Cette  variation  pourra  être  positive  ou  négativoi 


dL 
selon  le  oigne  de  — ,  et  selon  oelui  de  V ,  qui  dé- 

di 

pendra  du  sens  dans  lequel  la  force  N  s'exercera. 
La  grandeur  de  cette  résistance  N  dépendant  en 
partie  de  la  force  centrifuge  du  point  m,  pour  la 
connaître  et  calculer  en  conséquence  la  valeur  de 
l'intégrale  précédente,  il  faudra  que  la  vitesse  dn 
point  m  et  sa  trajectoire  aient  été  préalablement 
déterminées  ;  ce  qui  suppose  le  problème  dont  on 
s'occupe  résolu  en  ce  qui  concerne  le  point  m.  La 
variation  de  force  vivo  produite  ,  par  cette  force 
inconnue ,  ne  sera  pas  indépendante  du  chemin 
que  ce  point  m  aura  suivi  en  allant  d'une  position 
à  nne  autre  ;  le  principe  des  forces  vives,  tel  qu'on 
l'a  énoncé  plus  haut,  n'aura  plus  lieu  ;  et ,  en  effet, 
sa  démonstration  suppose  que  l'équation  L=0, 
ne  contient  pas  le  temps  I  explicitement. 

669.  Ce  principe  n'aura  pas  lieu  non  plus,  quoi- 
que le  snrfsoe  dont  L^O  est  Téquation  soit  im- 
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mobile ,  lorsque  Ton  aura  égard  au  froUemMil  do 
point  m  contre  cette  surface  j  la  variation  de  force 
vive  produite  par  le  frottement ,  dépendra  de  la 
pression ,  qui  est  égale  et  contraire  à  la  force  in- 
connue  N  ;  on  ne  pourra  donc  pas  calculer,  à  priori, 
la  grandeur  de  cette  variation  ;  mais  il  est  facile 
de  prouver  que  Teffet  du  frottement  sera  toujours 
une  diminution  de  force  vive. 

Eu  effet,  à  canse  que  le  frottement  est  propor- 
tionnel à  la  pression ,  on  pourra  représenter  celui 
du  point  m ,  contre  la  surface  dont  Téquation  est 
L=0,  par  pf ,  en  désignant  par  f  une  fraction 
donnée  qui  sera  une  quantité  positive  ,  ainsi  que 
Tinconnue  IV.  De  plus ,  la  direction  du  frottement 
étant  tangente  à  la  trajectoire  du  mobile ,  et  dirigé 
eu  sens  contraire  de  sa  vitesse ,  si  Ton  appelle  « 
Tore  décrit  par  le  point  m  pendant  le  temps  / ,  les 
composantes  de  la  force  /N ,  seront 

ds  dy  dm 

-fV-,     -/■!»-,     -/■«-, 
de  ds  dâ 

parallèlement  aux  axes  des  s ,  y,  s  ;  donc ,  à  cause 
de  dx*  -|~  ^y*  H"  ^**  =dê*  ,  le  terme  du  second 
membre  de  l'équation  (a) ,  qui  provient  de  cette 
force ,  se  réduira  à  ^-  pids  ;  et  il  en  résultera  , 
dans  le  second  membre  de  Téquation  (6),  un  terme 
—  SffSdê ,  dans  lequel  on  prendra  l'intégrale  de 
manière  qu^elle  s^évanouisse  avec  «,  et  qui  expri- 
mera  évidemment  une  diminution  de  force  vive. 

Ce  résultat  conviendra  également  au  cas  où  un 
corps  du  système  glissera  sur  Pautre  :  en  prenant 
pour  de  rélément  de  la  courbe  décrite  par  leur 
point  de  contact  en  vertu  de  ce  glissement ,  pour 
N  la  pression  réciproque  de  ces  deux  corps,  et 
pour  /un  coefficient  dépendant  de  la  nature  de 
leur  surface,  la  quantité  —  Sjf^ds  exprimera  en- 
core la  diniiuution  de  force  vive  due  à  ce  frotte- 
ment. 

On  verra  de  même  que  la  résistance  d^un  milieu 


produira  aossi  constamment  une  diminotion  de 
force  vive,  qui  dépendra  de  la  vitesse  des  mobiles. 
Ainsi,  les  frottcmens  des  parties  d^nn  système, 
entre  elles  ou  contre  des  obstacles  fixes ,  et  les 
résistances  du  milieu  que  les  mobiles  traversent, 
diminuent  continuellement  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  ces  corps;  et  c^est  de  cette  manière 
que  ces  forces  finissent  toujours  par  réduire  au 
repos  le  système  entier ,  s^il  a  été  mis  en  mouve- 
ment,^ puis  ensuite  abandonné  à  lui-même,  sans 
être  soumise  à  d^autres  forces  motrice  qui  puis- 
sent reproduire  incessamment  les  forces  vives 
détruites  par  ces  résistances.  Cest  ce  que  fait, 
par  exemple ,  la  force  du  ressort  dons  les  pendules 
ordinaires  :  son  action  restitue  au  corps  oacillant 
la  force  vive  qu^il  aurait  perdue  sans  cela,  à 
cbaque  retour  à  la  verticale,  et  le  fait  ainsi  remon- 
ter constamment  à  la  même  hauteur,  malgré  la 
résistance  de  Tair  et  les  frottemens.  Dans  les  hor- 
loges à  poids ,  la  force  vive  perdue  est  restituée  sa 
pendule  par  un  poids ,  qui  descend  un  tant  soit 
peu  pendant  chaque  oscillation. 

670.  Si  Von  représente  par  jti  ,  yt  ,  Sa  ,  lec 
coordonnées  du  centre  de  gravité  du  système  des 
points  matériels  m,  m',  m",  etc.,  à  un  instant 
quelconque,  et  qu^on  fasse 

*  =  '»H-'n  y  =  y»  +  yji   *  =  *»  +  **• 

de  sorte  que  x^^  y^  tt,,  soient  les  coordonnées 
du  point  quelconque  m ,  rapportées  à  ce  centre 
comme  origine ,  on  aura 


ds,  dy,  rfs, 

—  =0,     ïm— =0,     1m  —  =0, 

di  ds  di 


et  à  cause  de 
il  eu  résultera 


dxt  +  dy  +  dM* 


di* 


Imv* 


=( 


dxx*  -t-  dyi*  '{•  dzi» 


dt* 


^  2in  4-  2m  C 


^.*  +  ày,*  -h  di/ 


df 


■)• 


ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

2me«  =  f7|»  2m  +  2me/  , 

en  désignant  par  «t  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
et  por  Vf  la  vitesse  du  point  m  dons  son  mouve- 
ment autour  de  ce  centre.  Par  conséquent,  on 
aura  lu  somme  des  forces  vives  absolues  de  tous 
les  points  du  système ,  en  ajoutant  le  produit  du 
carré  de  la  vitesse  de  leur  centre  de  gravité  et  de 
lu  somme  de  leurs  masses ,  à  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  ces  mêmes  points  dans  leur  mouve- 
ment relatif  autour  de  ce  centre. 

D'après  ce  théorème,  si  Ton  appelle  m  la  masse 
de  Tun  des  corps  célestes ,  V  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  ses  points  dans  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  son  centre  de  gravité ,  et  qu'on 
désigne  par  u  la  vitesse  de  ce  centre  dans  l'espace, 


on  aura  U  -f-  mu*  ,  pour  la  somme  des  forées 
vives  absolues  de  m.  En  appliquant  réquation(6} 
au  système  solaire,  on  aura  dono 

2U  +  2i»w«  =  D  +  2^  (s,  y,  «,  *',  etc.)  j 

les  sommes  2  s'étendant  au  soleil ,  aux  planètes, 
aux  satellites,  et  même  aux  comètes,  si  leurs 
masses  étaient  connues  ;  D  étant  une  constante 
arbitraire  dépendante  des  positions  et  des  vitesses 
de  tous  ces  corps  à  un  instant  donné  ;  et  f  dési- 
gnant une  fonction  relative  à  leurs  attractions 
mutuelles.  En  vertu  du  même  théorème ,  on  aura 
aussi 


2mM*  =  V»  2m  +  2m  Ç- 


as*  -f  dy,*  +  rfs' 


di* 


-)■ 
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sei 


en  désignant  par  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
du  système  solaire  dans  Tespace,  et  par  s^,  y,,  a^, 
les  coordonnées  du  centre  de  figure  de  m,  rapportées 
à  ce  centre  de  gravité  comme  origine.  Par  consé- 
quent, Inéquation  des  forces  vives  deviendra 


Sn  +  V*2M-|-2«^' 


^i'  +  ^!fi*  +  ^*/" 


di^ 


) 


Pour  obtenir  Texpression  de  la  fonction  f ,  ob- 
servons qu^à  raison  de  la  forme  à  peu  prés  sphé- 
riqne  des  corps  célestes,  et  de  la  petitesse  de  leurs 
dimensions  par  rapport  aux  distances  qui  les  sé- 
parent ,  on  peut  les  considérer  comme  des  masses 
réunies  à  leurs  centres  de  gravité  (n^  242].  Soient 
donc  f  Tintensité  de  Fattraction  universelle  k  Tu- 
nité  de  distance  et  rapportée  à  des  masses  prises 
pour  unité,  m  et  im^  les  masses  de  deux  de  ces  corps, 
et  f  la  distance  de  leurs  centres  de  gravité  ;  leur 

> 

pondant    de    la   fonction    f    aura    pour   valeur 
f 


attraction  mutuelle  sera  ,  et  le  terme  corres- 


d^où  il  résultera 


♦(»!  yi 


*', 


etc.)  =  —  S 


pour  sa  valeur  -complète ,  la  somme  2  s^étendant 
k  tous  les  corps  célestes ,  pris  deux  à  deux. 

Observona  maintenant ,  pour  simplifier  Téqua- 
4ion  (c),  que  si  l*on  ne  tient  pas  compte  de  Taction 


des  étoiles  sur  les  corps  du  système  solaire ,  le 
mouvement  de  son  centre  de  gravité  est  rectiligne 
et  uniforme,  et  la  vitesse  V,  une  quantité  con- 
stante; de  plus,  abstraction  faite  des  perturbations 
du  mouvement  de  rotation  de  chacun  des  corps 
célestes ,  qui  proviennent  des  attractions  de  tous 
les  autres  sur  la  partie  non  sphériqoe  de  celui  que 
Ton  considère ,  la  quantité  U  est  aussi  constante 
pour  chaque  corps  en  particulier  (n»  419)  ;  si  donc 
on  néglige  la  partie  variable  de  2U,  et  qu^on 
mette  une  autre  constante  C,  à  la  place  de 
D  —  2«U  —  V>  2»  ,réquation  (c)  deviendra 


H''''^'V">'-'^-~' 


w 


Si  Ton  veut  transporter  Torigine  des  coordon- 
nées an  centre  de  figure  du  soleil ,  on  désignera 
psr  ^ ,  h,  ft,  les  coordonnées  de  ce  point ^  dont 
Torigine  est  au  centre  de  gravité  du  système  so- 
laire \  par  s,  y,  s,  les  coordonnées  du  centre  de  m, 
rapportées  à  celui  du  soleil ,  de  sorte  qu^on  ait 

#j  =  «  — y,       y,=:y  — *,       s,  =  j— ft, 

pour  les  coordonnées  du  centre  de  m ,  dont  Tori- 
gine  est  au  centre  de  gravité  du  système.  Il  on 
résultera 

dç  djt   dh  dy  dk  d% 

— 2iii=2ei — ,  — 2fli=:2fli-— ,  -^2»i=2fli— ; 
di  di     di  dt    dt  di 

et  à  cause  de 


ï«  (ff!l±jg+±l.)  =  !•  (: 


ds*  +  dy*  +  dm 


di* 


•-) 


dg         ds  dh  d9  dk  dm 

—  2  —  2» 2  —  2m 2  —  2at  — 

di  di  di  di  di  di 


+( 


dg^  +  dh*  +  dk* 


di* 


■)2m, 


Téquation  {dj  se  changera  en  celle-ci  : 

Sun 


r*t*")-4^i»-j'H'-t) 


i"-  z)'\ = '  - 


2  fi 


dg    dk    dk 

après  réiimiuation  des  quantités  — ,  — ,  — . 
^  dt     di.    di 

Les  sommes  2 ,  excepté  2m  et  2 ,  ne  com- 

P 
prendront  plus  la  masse  du  soleil.  On  peut  aussi 
séparer  de  ces  deux  sommes  les  termes  relatifs  à  cet 


astre ,  lesquels  sont 
Mm 


■m' 


-^y  «te., 


en  appelant  H  la  masse  du  soleil,  et  r,  W,  r",  etc., 
les  distances  des  centres  de  m,  m',  m",  etc. ,  an 
centre  de  K.  De  cette  manière  Téqualion  des  forces 

4G 
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▼ives,  «ppliquëtt  au  tystène  solaire,  doTieadra  finalement 


2W 


+  (x.î)-]=c- 


r  P 


les  lommes  1  ne  s^étendant  plna  qn^anx  planètea, 
aux  Mtellitet  et  aui  eomètea ,  iHl  eat  possible  \  et 
Torigine  de  leurs  coordonnées  étant  aetuellement 
au  centre  du  soleil. 

Nous  ferons  remsrquer,  k  cette  occasion ,  que  le 
moyen  le  plus  direct  de  savoir  si  Tensemble  des 
actions  des  comètes  eteree  une  influence  sensible 
dans  le  système  du  monde,  serait  de  calculer,  à  des 
époques  éloignées  Tune  de  Tautre ,  la  valeur  de  la 
quantité  C ,  déduite  de  cette  équation ,  diaprés  les 
vitesses  relatives,  les  distances  mutuelles,  et  les 
masses  des  autres  corps  célestes,  h  ces  dififérentes 
époques  :  si  Ton  trouvait  des  valeurs  de  C  sensible- 
ment inégales,  on  pourrait  attribuer  leurs  varia- 
tions h  Taction  des  comètes,  en  négligeant  toujours 
Taction  des  étoiles,  et  en  supposant  qn^il  n^y  ait 
en  ni  choc ,  ni  explosion  dans  Tintervalle  ;  car  on 
verra  bientôt  que  les  changemens  brusques  de  vi- 
tesse altèrent  la  somme  des  forces  vives  du  sys- 
tème, et  font  changer,  par  conséquent,  la  valeur 
de  la  quantité  C. 

571.  D*aprè»ce  qu^on  a  vu  dans  le  n» 647,  le 
fonction  désignée  par  ^  dans  Téquation  (ft),  est  un 
masimum  ou  un  mmsiniim  pour  les  vsleurs  des 
coordonnées  « ,  y,  s ,  s',  etc. ,  qui  répondent  à  une 
position  d^éqnilibre  du  système  ;  il  s^eusuit  donc 
que  la  aomme  des  forces  vives  de  tous  ses  points 
cesse  d^augmenter  ou  de  diminuer,  toutes  les  fois 
que  le  système,  pendant  son  mouvement,  passe 
dans  nue  position  où  il  demeurerait  en  équilibre , 
si  ses  points  n^avaient  pas  de  vitesses  acquises  ;  et 
comme  les  maxima  et  les  mtfitma  de  cette  fonction 
dn  temps  devront  être  alternatifs,  il  en  résulte  aussi 
que  les  positions  d'équilibre  psr  lesquelles  le  sys- 
tème passera,  seront  alternativement  Miahtêê  et 
non  stables;  celles-ci  répondant  au  mmma  de  la 
fonction  a,  et  celles-là  k  ses  miurtma. 

Toutefois ,  le  caractère  distinctif  des  deux  étala 
d'équilibre  a  été  seulement  énoncé  dans  le  n»  347  ; 
et  il  nous  reste  à  prouver  qu'en  effet,  la  stabilité 
de  l'équilibre  a  lieu  ,  quand  la  fonction  a  est  un 
magimwn;  ce  que  nous  allons  faire  au  moyen  de 
l'équation  (6). 

Pour  cela  supposons  que  a,  6,  o ,  a',  ft',  e',  etc., 
soient  les  coordonnées  des  points  m  ,  m',  m",  etc., 
dans  un  état  d'équilibre  du  système;  supposons 
aussi  qu'on  les  écarte  un  tant  soit  peu  de  leurs  po- 
sitions, et  qu'on  leur  imprime  de  très  petites  vi- 
tesses kj  kff  A",  etc.  ;  an  bout  du  temps  < ,  soient 

de. , 


les  coordonnées  des  mêmes  points  ;  il  s^agira  de 
faire  voir  que  les  variables  p,  9,r,p',  etc.,  demeo^ 
reront  toujours  très  petites ,  ai  la  quantité  f  (a ,  à^ 
c,  a',  etc.),  est  un  moriaiiiai. 

En  effet ,  je  développe  a  (x ,  jf ,  a ,  y,  etc.),  sui- 
vant les  puissances  et  les  produits  de|>,  ç,  r,  j^,  etc. 
Par  la  propriété  commune  aux  wiusima  et  aux  ms- 
fiwia^  la  somme  des  termes  dépendansdes  premiè- 
res puissances  de  ces  variablea  sera  toujours  nulle, 
quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendan- 
tes que  la  question  comporte.  On  démontre  anssi, 
dans  le  calcul  différentiel,  que  la  somme  des  termes 
dépendans  des  carrés  et  des  produits  de  p,  9,  r, 
p\  etc.,  c'est* à-dire  la  somme  des  termes  du  second 
ordre  par  rapport  à  ces  quantités,  pourra  se  décom- 
poser dans  le  cas  du  mostmtfm^  en  plusieurs  carrés, 
pris  avec  le  signe  — ,  et  dont  le  nombre  est  celuides 
variables  indépendantes.  En  désignant  par  R,  le 
reste  de  la  série  comprenant  les  termes  du  troisi^e 
ordre  et  des  ordres  supérieurs,  on  aura  donc 

a  (*,  y,  JB,  «',  etc.)=  a  (o,  6,  c,  «',  etc.) 

— (,•  +tft  +^»t  4-etc.)-f  R; 

#,  #',  #",  etc.,  étant  des  fonctions  linéaires  dep,  f , 
r,  1^,  eto.,  qui  seront  toutes  nulles  en  même  temps 
que  ces  variables.  La  substitution  de  cette  valevr 
de  f  dans  l'équation  (a)  donne 

i-Swa»  =lSmA«  —  (*«-ha'«+#"«-|.etc.)-|.R. 

Or,  au  commencement  du  mouvement,  les  va- 
riables p,  9,  r,  p'f  etc.,  sont  d^abord  très  petites; 
tant  qu'il  en  est  ainsi ,  les  quantités  s ,  a',  a*',  etc., 
sont  également  très  petites  ;  et,  réciproquement,  à 
des  valeurs  très  petites  de  a,  a*,  a",  etc.,  correspon- 
dent toujours  de  semblables  valeurs  dep,  q^r^ 
j/,etc.  D'ailleurs,  pour  de  telles  vafeura,  chaque 
terme  du  second  ordre  est  plus  grand ,  abstraction 
faite  du  signe,  que  R,  qui  ne  renferme  que  des 
termes  d'un  ordre  supérieur  au  second  ;  par  consé- 
quent ,  tant  que  tous  les  carrés  #>,#'«,  #"•  ,  etc., 
sont  encore  très  petits ,  chacun  d'eux  surpasse  la 
valeur  de  R. 

Cela  posé ,  nous  sommes  en  droit  de  conclure 
que  toutes  les  quantités  a,  a*,  a",  etc.,  demeureront 
toujours  très  petites ,  et  que  chacune  d'elles  no 

surpassera  jamais  |/j^  2^«  ;  car,  cea  quantités  vn- 

a 

riant  par  degrés  continus,  cela  ne  pourrait  arriver 
avant  que  la  plus  grande  d'entre  ellea,  qui  sera  a , 

par  exemple,  ne  soit  devenue  égale  à  J/j^XA»}  ei 

a 

comme  cette  valeur  de  s  serait  encore  très  petites , 
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puti^e  io«tes  1m  qnaiilîléf  h^  V^V\  etc. ,  aoot 
trèt  petite!,  par  hypothèse ,  on  tarait  à  la  fois 

«a  r=  1  2Ai  ,    â'«  >  B ,    «"■  >  R,    etc. , 

1  2»e»'=:  —  (j<<  +  flf'>  +  etc.)  +  R  i 

«■qui  lermit  absurde,  puisque  «^  Seiva  est  essen- 

tiellenent  une  quantité  positive.  Donc  aussi  les 
variables  p}  9 ,  r,  jf,  etc. ,  resteront  eonstomment 
liés  petites  ,.et  le  système  ne  fera  qu'osciller  an- 
tour  de  sa  position  d'équilibre ,  qui  est  olors  un 
équilibre  stable;  ce  qu'on  se  proposait  de  démon- 
trer. 

Lorsque  I0  quantité  f  (a ,  ft,  o,  o',  etc.)  est  un 
mmiatium,  la  somme  des  termes  du  second  ordre, 
dms  le  développement  de  f  (s ,  jf,  s,  s',  etc.),  est 
une  quantité  positive  ;  Péquation  des  forces  vives 
peut  alors  subsister,  sans  que  les  variables  p,  9  ^  r, 
p*,  etc. ,  soient  toujours  très  petites  ;  mois  cela  ne 
suffit  pas  pour  en  conclure  qu'elles  cesseront ,  en 
effet,  de  l'être  au  bout  d'un  certain  temps,  quel- 
que petites  qu'on  les  suppose  à  l'origine  du  monve- 
nent,  ainsi  que  les  vitesses  initiales  kj  k\  k",  etc.; 
etee  n'est  qu'en  déterminant,  dans  chaque  pro- 
blème, leurs  valeurs  en  fonctions  de  <,  qu'on 
pourra  s'assurer  qu'elles  ne  sont  pas  limitées. 

572.  Les  vitesses  initiales,  dont  les  composantes 
ont  été  représentées  par  a,  6,  0,  a',  6*,  e',  etc.,  dans 
le  n*  686,  et  que  les  points  m, et',  m",  etc.,  ont 
prises  effectivement ,  quand  le  mouvement  du  sys- 
tème a  commencé,  satisfont  nécessairement  aux 
eonditions  données  qui  lient  les  mobiles  entre  eux 
et  à  d'autres  points  de  l'espace  ;  et  comme,  par  hy- 
pothèse, ces  conditions  sont  exprimées  por  des 
équations,  savoir,  par  les  équations  (2)  du  n^lS32, 
U  s'ensuit  que  si  l'on  désigne  par  i  un  temps  infini- 
it  petit,  et  qu'eu  prenne 


J»  =  ai,     iyz=£»,    iM=s:ûê,    l«'j=a't,  etc., 

les  déplacemens  des  points  m,  m',  m",  etc.,  qui 
répondent,  à  ces  accroissemens  de  leurs  coordon- 
nées ,  et  aussi  les  déplacemens  contraires ,  sstisfe- 
ront  aux  conditions  données,  c'est-à-dire,  aux 
équations  (3),  qui  ont  été  déduites  des  équa- 
tions (2)  dans  le  n9  532.  On  pourra  donc  employer 
ces  valeurs  de  ^x ,  ly,  etc.,  dans  l'équation  (6)  du 
n*  630;  en  sorte  qu'à  l'origine  du  mouvement,  et 
en  supprimant  le  facteur  •  commun  à  tous  les  ter- 
mes, on  aura  cette  équation 

3a,[(A  —  a)a+  (B  — 6)  6  +  (C  — c)  c]  =0,  (s) 

outre  les  eomposantes  A ,  B,  C,  A',  etc.,  des  vkesses 
«que  les  points  m  |  m',  mf' ,  etc. ,  preaéfaient  s'ils 
étaient  libres  et  isolés ,  et  «elles  des  vitesses  qu'ils 
peeanemt  réellement. 

n  est  facile  de  vérifier  eette  équation  dans  le 
■wnvement  initial  de  retotion  dSm  «orps  eolîde 
autour  d'un  point  fixe.  En  effet,  changeons  «  en  dm 


el  2  en/,  et  faisons 

de  sorte  que  h  représeate  la  somme  des  forces  vi« 
ves  de  tous  les  points  du  oorps.  L'équation  précé- 
dente détiendra 

/(Ao  +  Bô  -h  Ce)  dm  =  fc.    (f) 

D'ailleurs,  on  aura  {n9  408) 

o=gs,  — rjfj,    6  =  r«,  — ps„    c  =  py,  — ç^i; 

Sf^  y/)  'il  ^^nt  les  trois  coordonnées  de  dm,  rap- 
portées aux  axes  principaux  du  corps  qui  se  cou- 
pent an  point  fixe,  et  p,  9,  r,  désignsnt  les  eompo- 
santes de  la  vitesse  de  rotation  autour  de  ces  mêmes 
axes.  De  plus ,  en  appelant  k  le  moment  principal , 
relatif  au  point  fixe,  des  quantités  de  mouvement 
imprimées  à  tons  les  points  do  corps,  et  «,  C,  y^  les 
angles  que  l'axe  de  ce  moment  fait  avec  les  axes  de 

*ji  tfn  *»  on  •"" 


S(B*i 
S  (As, 


Ay,)  dm 
.'C«J  dm 
-  Bsj)  dm 


k  cos  >, 

k  cos  c, 

Jl  cos  «; 


car  il  est  évident  que  les  premiers  membres  de  ces 
équations  sont  les  momens ,  par  rapport  aux  axes 
des  s„  y^,  j,,  des  quantités  de  mouvement  dont  k 
est  le  moment  principal;  en  sorte  que  les  valeurs 
de  ces  intégrales  doivent  se  déduire  do  la  valeur 
de  il,  en  la  multipliant  par  cos  y^  cos  C,  cos  • 
(n»  281).  Or,  si  Ton  substitue  les  valeurs  de  a,  hfO, 
dans  l'équation  (f),  et  qu'on  ait  égard  à  ces  der- 
nier es  équations,  il  vient 

A  (p  cos  «  -f-  9  cos  C  -)-  r  cos  y)  =  A; 

donc ,  en  désignant  par  m  la  composante  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  rotation  autour  de  l'axe  du  mo- 
ment principal,  de  sorte  qu'on  ait 

«  =r  p  cos  «  -{*  9  ^*"  C  -|-  r  cos  > , 

il  en  résultera 

A*=  A; 

00  qui  s'accorde  aveo  le  théorème  do  n»  419 ,  d'à* 
près  lequel  cette  oomposaate  de  la  vitesse  de  rota- 
tion est  égale  à  la  somme  des  forces  vives ,  divisée 
|wr  le  moment  principal  des  quantités  du  mouve- 
ment. 

673.  flaintenaat,  s'il  survient  pendant  le  naouv»» 
ment  un  changement  brusque  dans  les  vitesses  des 
mobiles,  on  pourra  prendre  pour  tv ,  Jy,  etc.,  dans 
l'équation  (6)  du  n»  [636 ,  les  déplacemens  infini- 
ment petits  de  tons  les  points  du  système ,  (|ui  ont 
effectivement  lieu  à  une  époque  quelconque  de  ce 
changement,  pourvu  qu'à  cet  instant,  comme  on 
l'a  expliqué  dans  le  nuipéro  suivant,  les  points 
par  lesquels  les  parties  du  système  sont  en  contact, 
aient  une  iQème  vitesse ,  pour  les  deux  parties  ad- 
jacentes ,  dans  le  sens  normal  à  leur  surface  com^ 
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mune.  Cela  étant,  il  y  tort  èsu  cas  distincts  à 
eisminer. 

lo  Si  le  changement  brusque  est  produit  par  la 
rencontre  de  deni  ou  plusieurs  corps  du  système , 
ou  par  le  choc  de  ces  mobiles  contre  des  obstacles 
fixes,  la  condition  dont  il  s^agit  sera  remplie  h  Tin- 
stant  de  la  plus  grande  compression  (n**  400).  En 
supposant  donc  que  les  composantes  a,  6,  c,  a*,  etc., 
des  vitesses  des  mobiles  se  rapportent  à  cet  instant, 
et  A,  B,  C,  K\  etc.,  au  commencement  du  choc,  on 
pourra  prendre,  comme  daus  le  numéro  précédent, 

l»zz=afl,    Jy  =  («,    lMz=e*j    l^'=aU,   etc.; 

et  Téquation  (a)  aura  lieu  entre  les  composantes 
des  vitesses  à  ces  deux  époques ,  qui  seront  celles 
du  commencement  et  de  la  fin  du  choc,  lorsque 
les  mobiles  n*auront  aucune  élasticité.  Or,  cette 
équation  (a)  donne 

2M(Aa  4-  Bd  +  Ce)  =  2m  (a*  -f  ft«  +  o«  }; 

et  comme  on  a  identiquement 

2a.[(A-a>+(B-*).+{C-e)>] 

==  2m  (A*  +  B>  +  C«)  -I-  1m  (a*  +h*+  o*) 

—  22m  (Aa  4- B6  +  Co), 
il  en  résulte 

2m  (A*  +  B«  4-  C>)  —2m  (a»  +  6*  -f  c») 
=,2  [(A  -  «)•  +  (B-ft).  +  ^C  -  c;.]î 

en  sorte  que  l'excès  de  la  somme  des  forces  vives 
de  tous  les  points  du  système  avant  le  choc ,  sur  la 
somme  des  forces  vives  après  le  choc,  est  une  cer- 
taine somme  de  forces  vives ,  et ,  conséquemment, 
nna  quantité  positive.  Par  conséquent,  dans  les 
changemens  brusques  de  vitesse,  provenant  du 
choo  des  corps  dénués  d^élasticité ,  entre  eux  on 
contre  des  obstacles  fixes,  il  y  a  toujours  perte  de 
force  vive ,  ainsi  que  nous  Tavons  déji  vu ,  dans 
le  choc  de  deux  corps  sphériques  et  homogènes , 
dont  les  centres  se  meuvent  sur  une  même  droite 
(no  3A1). 

2»  Lorsque  le  changement  brusque  sera  produit 
par  des  explosions  intérieures  qui  briseront  un  ou 
plusieurs  corps  du  système, ce  senties  composantes 
1  A,  B,  C,  A',  etc.,  des  vitesses  au  commencement 
du  phénomène,  et  non  pas  les  composantes  A)  è,  c, 
af,  etc.,  des  vitesses  finales,  qui  satisferont  à  la 
condition  du  n»  537  *,  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  on 
ne  pourra  plus  employer  les  valeurs  précédentes 
de  I*,  ly,  etc.,  dans  Téquation  (6)  du  n»  630.  Mais 
en  désignant  toujours  par  ■  un  temps  infiniment 
petit,  on  pourra  prendre 

|lsr  =  Af,   ly==Bf,  ^=zC«,  l'j'=A'i,  elcj 

ce  qui  changera  Péquation  (6)  en  celle-ci  : 

2«i[(A  — a)A  +  (B  — 6)B  +  (C  — c)C]=0; 
d*où  Ton  déduit 

2«(a«  +6t+c«)  — 2(A«+B»+C«) 
=  2m  [a  — A)*  +  (6  -  B)«  +  (c  —  C)-]  j 
ce  qui  montre  que  la  somme  des  forces  vives  de 


tous  les  pointa  des  parties  des  mobiles^  aprèi  r«x- 
plosion,  est  toujours  plus  grande  que  la  sonum  de 
leurs  forces  vives  avant  Texplosion.  Il  est  évident, 
en  effet,  que  si  les  mobiles  sont  en  repos  avant  la 
séparation  de  leurs  parties,  cette  séparation  sera  tou- 
jours suivie  d^une  augmentation  de  force  vive; 
mais,  en  vertu  du  théorème  qu'on  vient  d^énoDcer 
quels  que  soient  les  mouvemens  de  translation  etd« 
rotation  d'un  corps,  le  changement  brusque  produit 
par  une  explosion  intérieure,  donnera  toujours  lieu 
aune  augmentation  de  force  vive,  et  non  pas  à  une 
diminution ,  comme  dans  le  cas  d^une  rencontre  de 
corps  dénués  d^élasticité. 

Sans  qu^il  soit  nécessaire  de  ri^n  ajouter  à  m  que 
nous  avons  dit,  dans  le  n»  470,  sur  le  choc  de»  corps 
élastiques ,  on  voit  que  la  première  partie  de  ce 
phénomène,  depuis  le  commencement  jusqu^à  Vior 
stant  de  la  plus  grande  compression,  peutètreossi- 
milée  au  premier  des  deux  cas  précédens,  et  la 
seconde  partie,  depuis  cet  instant  jusqu^à  la  oépa- 
ration  des  mobiles,  au  second  de  ces  deux  cas  :  il  y 
a  donc  perte  de  force  vive  pendant  la  première 
partie ,  et  accroissement  pendant  la  seconde.  De 
plus,  si  les  mobiles  sont  parfaitement  élastiques, 
de  sorte  qu'ils  reprennent,  en  se  séparant,  la  même 
forme  qu'ils  avaient  avant  le  choc,  et  que  les  deux 
parties  du  phénomène  soient  exactement  sembla- 
bles ,  l'augmentation  de  force  vive ,  pendant  la  se- 
conde partie ,  aéra  égale  à  la  diminution  qui  aura 
eu  lieu  pendant  la  première;  par  conséquent,  la 
somme  des  forces  vives  du  système  sera  la  mémo 
avant  et  après  le  choo,  conformément  à  ce  qu'on  a 
vu  dans  le  09  660.  Cela  suppose ,  toutefois ,  qu'os 
fasse  abstraction  de  la  perte  de  force  vive,  qui  aun 
toujoura  lieu  (n»  660),  sUl  y  a  glissement  et  frotte- 
ment des  corps  Tun  contre  l'autre  pendant  la  durée 
de  leur  contact. 

674.  Le  princip*  de  la  mamdrê  actmm,  qu'il  nous 
reste  à  considérer,  consiste  en  ce  que,  dans  le  mou- 
vement d'un  système  de  corps  pour  lequel  le  prin- 
cipe des  forces  vives  a  lieu,  si  l'on  fait  le  produit 
de  la  vitesse  de  chaque  point  matériel  du  système, 
de  sa  masse  et  de  l'élément  de  sa  trajectoire;  que 
Ton  prenne  la  somme  des  produits  semblables  pour 
tous  les  mobiles  ;  et  qu'on  intègre  cette  somme , 
depuis  une  position  donnée  du  système  jusqu^à  une 
autre  position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  in- 
tégrale sera  généralement  un  mûiMnion. 

Ce  théorème  est  une  extension  de  celui  du  n*  160, 
et  se  démontre  de  la  même  manière;  c'est  pourquoi 
nous  en  supprimerons  la  démonstration,  pour  abré- 
ger. Si  Ton  appelle  dâ  l'élément  de  la  trajectoire 
de  m,  dont  la  vitesse  est  v,  ce  sera  l'intégrale  de 
2mediqui  aura,  en  général,  une  valeur  wiMmaf 
mais  dans  quelques  cas,  comme  dans  celui  du  mou* 
vement  d'un  point  matériel  sur  une  surface  fermée| 
le  mIrmiimi  pourra  être  remplacé  par  le  moMimmm  f 
et  ce  que  l'on  démontre  seulement ,  c'est  que  la 
variation  infiniment  petite  dtfXmvdê  est  toujours 
égale  à  léro. 
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A  cause  de  d»  =  vdt,  rintëgrele  dont  il  t'egît  est 
U  mêine  chose  que  /VA,  en  faisant  V  =  Smo*  . 
Le  principe  de  la  moindre  action  revient  donc  à 
dire  que  Tintégrale  du  produit  de  la  force  vive  du 
système  et  de  l'élément  du  temps,  est  généralement 
un  MmiMNHn  ;  en  sorte  que,  dans  la  nature,  un  sys- 
tème de  corps  est  transporté  d^une  position  dans 
une  autre,  en  dépensant  la  moindre  quantité  pos- 
sible de  force  vive.  Lorsque  les  mobiles  ne  sont 
soumis  à  aucune  force  motrice ,  la  quantité  V  est 
eoDstante  (n»  666),  et  c'est  le  temps  du  trajet  qui 
est  un  msmsiiiai. 

Si  Ton  compare  le  principe  de  la  moindre  action 
aux  principes  des  forces  vives ,  de  la  conservation 
do  mouvement  du  centre  de  gravité,  et  de  la  con- 
servation des  aires,  on  voit  que  le  premier  n'est 
qu'une  règle  pour  former  les  équations  diiTéren- 
tielles  du  mouvement,  maintenant  inutile,  puis- 
qu'on obtient  ces  équations  d'une  manière  plus 
directe  et  plus  générale,  au  moyen  de  la  formule  (1) 
do  n«  632;  tandis  que  les  autres  principes,  outre 
qu*ils  renferment  des  propriétés  importantes  du 
mouvement,  ont  encore  l'avantage  de  fournir  des 
intégrales  de  ces  équations  différentielles,  qui  sont 
les  seules  que  l'on  connaisse  dans  la  plupart  des 
problèmes. 

Le  principe  de  la  conservation  do  mouvement  du 
centre  de  gravité  fournit  trois  intégrales  en  quan- 


tités finies,  savoir  : 


2my 
2ms 


àXm  4-  Ar, 
c:im  +  Cl;. 


a,  6,  0,  A,  B,  C,  étant  les  six  constantes  arbitraires, 
dont  les  trois  premières  représentent  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  du  système  à  l'origine  du 
mouvement,  et  les  trois  autres  sont  les  sommes  des 
quantités  de  mouvement  imprimées,  à  cette  épo- 
que ,  à  tous  les  points  du  système ,  parallèlement 
aux  axes  des  coordonnées. 

Les  intégrales  qui  résultent  du  principe  de  la  con- 
servation des  aires  sont  trois  intégrales  premières, 
savoir  : 

2m  {sdy  —  yds)  =  edt, 
1m  (ads  —  sâm)  =  c'dt, 
2m  (yds  —  Mdy)  =  c'^dt; 

c ,  c* ,  o" ,  étant  les  trois  constantes  arbitraires  qui 
expriment  les  moment  des  quantités  de  mouvement 
initiales  de  tous  les  points  du  système,  par  rapport 
aux  axes  des  s,  y,  «,  ou  le  double  des  aires  décrites 
dans  l'unité  de  temps,  autour  de  ces  mêmes  axes. 

Enfin ,  le  principe  des  forces  vives  ne  fournit 
qu'une  seule  intégrale,  qui  est  l'équation  (è)  du 
n«  666,  et  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 


i  ï»(fîL±^L±±L)  =  D  +  ,(.,  y,  .,  .',  .tc.)i 


D  étant  ose  constante  arbitraire. 
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676.  VBffdrottati^  eit  la  partie  de  la  Statique 
qui  traite  dei^ëqailibre  des  fluides.  Oo  y  considère 
un  fluide  comme  un  amas  de  pointa  matériels  qui 
cèdent  au  moindre  effort  que  Ton  bit  pour  les  sé- 
parer les  uns  des  autres.  Les  fluides  que  la  nature 
nous  présente  approchent  plus  on  moins  de  cet  état 
de  fluidité  parfaite  :  Tadhérence  qui  existe  entre 
les  molécules  de  plusieurs  de  ces  substances ,  et 
qui  produit  cequ^on  appelle  leur  nûcotiié,  s^oppose 
à  la  séparation  de  leurs  parties;  maisi  dans  la  théo- 
rie qne  nous  allons  exposer,  nous  ne  nous  occupe- 
rons que  des  fluides  parfaits;  et,  si  Ton  excepte 
quelques  liquides  où  la  viscosité  est  très  considé- 
rable ,  les  lois  de  Téquilibre  auxquelles  nous  par- 
viendrons s^appliqueront ,  sans  erreur  sensible,  à 
tous  les  autres  fluides. 

Ces  substances ,  comme  les  corps  solides ,  sont 
composés  de  molécules  disjointes,  et  séparées  par 
des  espaces  vides;  mais  si  Ton  divise  un  fluide  en 
parties  d^une  étendue  insensible,  dont  chacune 
renferme,  néanmoins,  un  nombre  immense  de  mo* 
lécules,  on  pourra  admettre  que  les  conditions 
d'équilibre  de  chaque  partie  sont  les  mêmes  que 
si  elle  était  infiniment  petite,  qu'elle  conservât 
toujours  sa  fluidité,  et  qu'elle  eût  pour  densité 
celle  du  corps,  telle  qu'on  l'a  définie  dans  le  n<^  98. 
Cela  revient  à  considérer  un  fluide  comme  une 
masse  continue ,  dont  la  densité  est  constante ,  ou 
variable  par  degrés  insensibles. 

676.  On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  savoir  : 
les  U^Mêê  et  les  fluides  aér^ormês. 


On  appelle  aussi  lai  liquides  des  llmdet  «leMi- 
pTêMsibûê;  mais  ,  dans  la  réalité,  ce  sont  des  sub- 
stances qui  ne  se  compriment  sensiblement  que  sous 
des  pressions  extrêmement  grandes.  Si,  par  exeoH 
pie ,  un  cylindre  vertical  est  rempli  d'eau  jusqn'i 
une  certaine  hauteur;  que  cette  eau  nVprouve 
d'abord  aucune  pression  à  sa  partie  supérieure,  et 
qu'elle  soit  ensuite  chargée  d'un  poids  équivalent 
à  la  pression  atmosphérique ,  l'observation  a  fait 
voir  que  la  hauteur  primitive  de  l'eau  diminue  seu- 
lement de  46  millionièmes ,  en  supposant  qne  le 
cylindre  confterve  son  diamètre ,  et  que  ses  parois 
ne  cèdent  pas  à  la  pression  qui  leur  est  tnnsoiîse 
par  le  liquide.  En  augmentant  la  charge  du  li- 
quide, et  la  portant  à  plusieurs  centainea  de  pres- 
sions atmosphériques,  Texpérience  a  donné  ane 
condensation  de  l'eau  croissante  dans  le  même 
rapport  que  cette  charge.  Le  mercure  est  encore 
moins  compressible  que  l'eau  ;  et ,  quelque  effort 
que  l'on  ait  fait,  on  n'est  pas  parvenu  à  diminuer 
son  volume  d'une  manière  appréciable. 

Les  fluides  aériformes ,  comprenant  l'air  atmo- 
sphérique et  les  différons  gax,  sont  compressibles  et 
doués  d'une  parfaite  élasticité  ;  en  sorte  qu'ils  peu- 
vent changer,  à  la  fois ,  de  forme  et  de  volume  par 
la  compression,  et  revenir  exactement  à  leur  forme 
primitive  dès  que  cette  compression  a  cessé.  On 
les  nomme  aussi,  pour  cette  raison,  de%  fluides  UaS' 
tiquûê. 

Les  vapeurs  sont  également  des  fluides  élasti- 
ques ;  mais ,  pour  une  température  donnée ,  un  es- 
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pace  aussi  doonë  ne  pfevi  contenir  qu^one  quen- 
tilé  détenninée  de  vapeur;  de  manière  que  si  la 
vapeur  a  atleinl  cette  limite ,  et  qu^on  diminue 
un  tant  soit  peu,  soit  Tespace,  soit  la  température, 
une  portion  de  vapeur  se  liquéfie.  T/eipérience  a 
prouvé  que  ceiMurtmiiM  de  vapeur  est  le  même ,  à 
température  égale,  dans  un  espace  vide  d*air  et 
•dans  un  espace  rempli  d^air  plus  ou  moins  dilaté  ou 
comprimé.  La  densité  de  la  vapeur  est,  en  général, 
peu  considérable ,  relativement  à  celle  du  liquide 
dentelle  provient  ;  mais,  quand  un  liquide  est  con- 
tenu dans  un  vase  fermé,  dont  il  occupe,  par  exem- 
ple, le  tiers  ou  la  moitié;  et  qu^on  élève  sa  tempé- 
rature à  un  très  haut  degré,  le  liquide  tout  entier, 
aprèa  s^ètre  dilat4,  se  réduit  subitement  en  une 
vapeur  transparente  dont  la  densité  est  le  tiers  ou 
la  moitié  de  la  densité  primitive  de  ce  même  li- 
•quide. 

L^air  et  les  gai  sont  appelés  des  fluides  pêrma" 
mêmSp  par  opposition  aux  vapeurs;  mais  il  y  a  lieu 
de  croire  qu'ils  peuvent  être  liquéfiés  par  une  très 
grande  compression  ou  par  un  très  grand  refroidis- 
sement; et  c>st,  en  effet,  ce  que  Ton  a  vérifié  à 
l'égard  de  plusieurs  d'eutre  eux. 

677.  La  propriété  caractéristique  des  fluides,  qui 
les  distingue  essentiellement  des  corps  solides  et 
qui  servira  de  base  à  la  théorie  de  leur  équilibre , 
est  la  faculté  quHls  ont  de  transmettre  également , 
en  tous  sens,  les  pressions  exercées  à  leurs  surfaces. 
Dans  mon  Mémoire  sur  les  Équations  génèraUs  de 
fè^mUbrê  êi  du  mmwêment  des  corps  èlastiquss  st 
dès  fiuidês  *,  f  ai  fait  voir  comment  cette  propriété 
provient  d^une  disposition  respective  des  molécules 
do  fluide,  à  laquelle  il  revient  très  rapidement 
quand  il  a  été  comprimé  ou  dilaté;  et  comment  la 
résultante  des  attractions  et  répulsions  moléculai- 
res, qui  produit  les  pressions  intérieures^peot  varier 
dans  un  très  grand  rapport ,  pour  les  très  petites 
variations  de  distance  des  molécules,  qui  ont  lieu 
dans  lea  liquides.  Mais,  dans  cet  ouvrage,  on  regar- 
dera la  propriété  dont  il  s'agit  comme  une  donnée 
de  l'expérience,  admise  par  tous  les  physiciens  et 
tes  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  THydrostati- 
qne,  et  dont  Texactitude  ne  peut  laisser  aucun 
doute.  Cest  ainsi  qu'en  traitant  de  l'équilibre  de  la 
lame  élastique  (n»  806),  nous  sommes  partis  d'un 
principe  secondaire ,  au  lieu  de  remonter  aux  ac- 
tions moléculaires  dont  il  dérive. 

678.  Pour  nous  former  une  idée  précise  du  prin- 
cipe de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens ,  consi- 
dérons d'abord  les  fluides  incompressible. 

Supposons  qu'on  vase  prismstique,  droit  et  posé 
tnr  on  plan  boritontal,  dont  ABGD(fig.  118)  repré- 
senta one  section  verticale,  soit  rempli  jusqu'en  EF 
dTon  liquide,  tel  que  l'eau,  par  exemple  ;  supposons 
aussi  qoe  l'on  recouvre  eette  eau  d'un  piston  hori- 
sontal  qui  ferme  le  vase  exactement.  Pour  simpli- 
fier la  question,  faisons  abstraction  de  la  pesanteur 

*  Jmarmal  et  l*tcoU  P^)Utkitiqm«  ,  90*  ctbirr. 


de  l'eau,  de  sorte  que  ce  fluide  n'exerce ,  par  lui- 
même,  aucune  pression  sur  les  parois  du  vase;  en- 
fin, posons  sur  le  piston  un  poids  donné  P,  compre- 
nant le  poids  même  du  piston,  il  est  évident  qoe  la 
base  horitontale  du  prisme  sera  pressée  de  la  même 
manière  que  si  le  poids  P  était  posé  immédiatement 
sur  cette  base,  et  qu'il  fût  distribué  uniformément 
sur  toute  son  étendue.  Tous  ses  points  éprouveront 
des  pressions  verticales  égoles  entre  elles  ;  la  pres- 
sion qui  en  résultera,  pour  une  portion  quelconque 
«  de  cette  base,  sera  proportionnelle  à  «  :  elle  équi- 
vaudra à  une  force  verticale ,  appliquée  au  centre 

P* 
de  gravité  de  l'aire  «,  et  exprimée  par  — ,  en  dési- 

a 
gnant  par  a  l'aire  de  la  base  entière  du  prisme,  qui 

est  aussi  celle  de  la  base  du  piston  en  contact  avec 
le  liquide.  Or,  le  principe  de  l'égalité  de  pression 
en  tous  sens  ,  consiste  en  ce  que  la  pression 
qoe  le  poids  P  exerce  à  la  partie  supérieure  de 
l'eau,  se  transmet,  par  l'intermédiaire  du  fluide, 
non  seulement  sur  la  base  du  vase ,  mais  encore 
sur  ses  faces  latérales  :  tous  les  points  du  vase  sont 
également  pressés  dans  dos  directions  perpendicu- 
laires aux  parois  ;  et  une  aire  «,  prise  sur  une  des 

faces  latérales  du  prisme,  éprouve  la  même  pression 

P* 

— ,  qoe  si  elle  faisait  partie  de  sa  base  horixontale. 

a 

Généralement,  supposons  que  le  vase  ait  la  forme 
d'un  polyèdre  quelconque,  dont  la  figure  1 19  repré- 
sente une  section.  Ce  vase  étant  fermé  de  toutes 
parts ,  et  fixement  attaché ,  concevons  qu'il  soit 
rempli  exactement  d'un  liquide  sans  pesanteur.  Si 
l'on  enlève  une  face  de  ce  vase ,  et  qu'on  la  rem- 
place par  uu  piston,  auquel  ou  applique  une  force 
donnée  P,  perpendiculaire  à  la  surface  du  liquide 
adjacent,  le  vase  et  le  fluide  demeureront  en  repos, 
et,  d'après  le  principe  que  nous  expliquons,  la  près- 
sion  que  la  force  P  exerce  sur  la  surface  adjacente, 
se  transmettra,  par  l'intermédiaire  du  liquide,  sur 
toutes  les  faces  du  polyèdre.  Tous  les  points  du 
vase,  en  y  comprenant  les  points  de  la  base  du  pis- 
ton, seront  également  pressés  de  dedans  en  dehors, 
suivant  les  directions  perpendiculaires  aux  parois; 
et,  relativement  à  une  aire  «,  prise  sur  une  de  ces 
parois,  ou  sur  la  surface  du  piston ,  la  pression  ser» 

une  force  perpendiculaire  à  son  plan,  appliquée  à 

P* 
son  centre  de  gravité,  et  égale  à  — ;a  étant  l'aire 

a 
entière  de  la  base  du  piston,  en  contact  avec  le  li- 
quide. 

Cette  pression  transmise  s'exerce  de  la  même 
manière  dans  l'intérieur  du  liquide;  et  si  l'on  y 
considère  une  portion  du  liquide  terminée  par  des 
faces  planes,  ou  on  polyèdre  solide  qui  y  soit 
plongé,  chaque  partie  «  de  l'une  des  facea  éprou- 
vera aussi ,  de  dehors  en  dedans ,  la  pression  nor- 

maie  égale  à  — . 
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t>n  étend,  sans  difficulté,  ces  résoltots  an  cas  on 
la  surface  pressée  n^est  plus  supposée  plane;  îl  suf- 
fit alors  do  la  décomposer  en  élémens  infiniment 
petits ,  que  Ton  regardera  comme  les  faces  planea 
d'un  polyèdre  infinitésimal  ;  et  si  Ton  désigne  par  • 

P« 
Taire  d^un  de  ces  élémens,  <on  aura  —  pour  la  pres- 

a 
sion  normale  qu'il  éprouve;  a  étant  toujours  Taire 
du  piston,  et  P  la  force  perpendiculaire  qui  y  est 
appliquée.  En  désignant  par  j)  la  pression  constante 
qu'éprouverait  une  aire  plane  égale  à  Tunilé,  on 

P 
•ora  — =1» ,  et  les  produits  p«  et  pa  exprimeront 

a 
les  pressions  sur  Télément  «  et  sur  Taire  plane  égale 

à*. 

Si  le  liquide  a  un  certain  degré  de  viscosité ,  la 
propriété  de  presser  également  en  tous  sens  a  en- 
core lieu  ;  seulement,  il  arrive  que  la  pression  ne  se 
transmet  pas  latéralement  avec  la  même  rapidité 
que  suivant  la  direction  même  de  la  force  P; 
mais,  après  un  temps  convenable,  la  pression 
latérale  devient  égale  à  la  pression  directe;  et 
c'est  k  cet  instant  que  Ton  considère  Téquilibre  du 
liquide. 

679.  Quand  le  liquide  contenu  dans  un  vase  est 
pesant,  il  transmet  les  pressions  que  Ton  exerce  k 
sa  surface ,  de  la  même  manière  que  quand  il  est 
dénué  de  pesanteur;  mais  il  exerce  en  outre,  sur 
les  parois  du  vase,  une  pression  due  à  son  poids  et 
variable  d'un  point  à  un  autre  :  il  en  est  de  même 
à  Tégard  d'un  liquide  dont  les  points  sont  sollicités 
par  la  pesanteur  et  par  d'autres  forces  données,  et 
qui  demeure  en  équilibre  dans  un  vase.  Si  les  parois 
du  vase  sont  nécessaires  à  Téquilibre ,  en  sorte 
qu'on  n'y  puisse  pas  faire  une  ouverture  sans  que 
le  liquide  ne  s'écbappe  aussitôt,  il  en  faudra  con- 
clure que  les  parois  éprouvent,  en  cbaque  point, 
une  pression  particulière,  dirigée  de  dedans  en  de- 
hors, suivant  une  normale  à  la  surface  du  vase  ;  car 
ce  n'est  que  suivant  cette  direction  qu'une  surface 
peut  empêcher  de  se  mouvoir  un  point  matériel  en 
contact  avec  elle,  et  détruire,  par  sa  résistance , 
la  force  motrice  de  ce  mobile. 

La  même  chose  a  lieu  dans  l'intérieur  du  liquide, 
eomme  on  Ta  dit  dans  le  numéro  précédent,  soit 
sur  des  portions  du  liquide  même,  soit  sur  des  corps 
qui  y  sont  plongés.  La  pression  en  un  point  quel- 
conque est  une  quantité  inconnue,  que  nous  déter- 
minerons  dans  la  suite,  et  qui  dépendra  de  la  position 
de  ce  point  et  des  forces  motrices  appliquées  au 
fluide.  Comme  elle  change,  en  général,  d'un  point  i 
un  autre  ,  on  ne  peut  la  supposer  rigoureusement 
constante  que  dans  une  étendue  infiniment  petite; 
or,  pour  mesurer  la  pression  exercée  sur  un  élément 
déterminé  d'une  surface,  on  conçoit  une  aire  plane, 
que  Ton  prend  pour  unité,  et  qui  éprouve ,  dans 
toute  son  étendue,  la  même  pression  que  cet  élé- 
ment :  p  étant  la  pression  totale  que  cette  aire 
supporte,  et  m  Tétendue  infiniment  petite  de  cet 


élément,  le  produit  p»  sera  la  pression  correspond 
dante  à  cet  élément ,  et  normale  à  la  surface  dont 
il  fait  partie.  Le  coefficient  p  sera  une  fonction  des 
coordonnées  de  ce  même  élément,  que  nous  appel- 
lerons la  pmsion  roppartèê  à  Ptmité  de  mrfacu 

Cela  posé,  si  Ton  enlève  une  portion  plane  de  la 
surface  du  vase,  qu'on  la  remplace  par  un  piston 
de  même  étendue,  et  qu'on  applique  à  ce  piston  une 
force  égale  et  contraire  à  celle  que  cette  portion 
du  vase  éprouvait ,  il  est  évident  que  Téquilibre 
subsistera  comme  auparavant.  De  plus ,  si  le  vase 
est  fermé  de  toutes  parts,  partout  en  contact  avec 
le  liquide,  et  fixement  attaché ,  Téquilibre  ne  sera 
pas  non  plus  troublé  en  ajoutant  à  cette  première 
force  une  autre  force  quelconque  P  ;  car  les  forces 
appliquées  aux  points  du  fluide  étant  en  équilibre, 
tout  doit  se  passer,  relativement  à  cette  force  P, 
comme  si  ces  forces  n'existaient  pas,  et  de  même 
que  dans  le  numéro  précédent.  Par  conséquent,  la 
pression  exercée  par  cette  force  P,  sur  la  aurfaeedn 
liquide  en  contact  avec  le  piston ,  sera  transmise 
également  en  tous  sens,  par  Tintermédiaire  da 
fluide,  et  la  pression  fi,  rapportée  à  Tunité  de 
surface,  se  trouvera  augmentée ,  en  chaque  poiof, 

P 
d'une  quantité  constante  et  égale  à  —  ;  a  étant 

a 

toujours  Taire  du  piston,  en  contact  a^ec  le  U« 
quide. 

Il  est  important  de  distinguer,  q>rome  nous  le 
faisons  ici ,  les  deux  aortes  de  pressions  qui  sont 
exercées  sur  les  parois  d'un  vase  contenant  un  li- 
quide en  équilibre,  ou  que  supportent  Ici  partiel 
mêmes  de  ce  fluide  :  Tune  de  ces  pressions ,  qui 
varie  d'un  point  à  un  autre,  est  due  ao  poids  et  aux 
autres  forces  motrices  de  la  masse  fluide  \  Tantre , 
qui  est  partout  la  même,  provient  des  forces  appli- 
quées à  sa  surface ,  et  transmises  par  son  intermé- 
diaire. Ces  deux  pressions  s'ajoutent  en  chaque 
point,  pour  former  la  pression  totale. 

680.  D'après  la  propriété  de  transmettre  égale- 
ment en  tous  sens  les  pressions  exercées  sur  sa  sur» 
face ,  un  fluide  incompressible ,  contenu  daos  on 
vase  fixement  attaché,  doit  être  regardé  comme  une 
véritable  machine;  car  une  machiné  est,  en  géné- 
ral, un  appareil  au  moyen  duquel  une  force  agit  sur 
des  points  qui  sont  hors  de  sa  direction,  et  exerce 
sur  ces  points  des  efi^orts  plus  grands  ou  plus  petits 
que  si  elle  y  était  immédiatement  appliquée,  ce  qui 
est  le  cas  de  la  force  P,  que  nous  avons  considérée 
dans  les  numéros  précédons. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  s'observe  dans 
Téquilibre  de  cette  machine,  comme  dans  celui  de 
toutes  les  autres  machines  connues.  Pour  le  prou- 
ver, considérons  un  vase  immobile  et  de  forme  quel* 
conque  (  fig.  120) ,  qui  ait  un  nombre  quelconque 
d'ouvertures  ;  à  chacune  de  ces  ouvertures,  appli- 
quons un  cylindre  qui  se  prolonge  indéfiniment  en 
dehors  du  vase;  emplissons  ce  vase  d'un  liquide, 
tel  que  l'eau,  dont  nous  ne  considérerons  pas  la  pe- 
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Moteur)  tup|K»oiift  qne  Teau  e'ëteade  dans  tous 
Ittoylindreii  jnMIQ^àonecerUme  distance  de  leurs 
orifices,  et  qu'elle  y  soit  terminée  par  des  surfaces 
planes  ,  perpendiculaires  aux  longueurs  des  cy- 
lindres; enfin,  posons  sur  ces  surfaces  EF,  E'P, 
Vf" ,  etc.,  des  pistons  qui  les  recouvrent  exac- 
tement ,  et  qui  puissent ,  néanmoins ,  glisser  sans 
frottement  le  long  des  cylindres.  Soient  a  ,  a', 
a" ,  etc. ,  les  bases  de  ces  pistons ,  qui  sont  aussi 
celles  des  cylindres  j  appliquons  à  ces  corps  des 
forces  P  ,  P',  F' ,  etc. ,  perpendiculaires  à  leurs 
bases,  et  dirigées  de  dehors  en  dedans  ;  et  suppo- 
sons que  ces  forces  données,  qui  agiront  Tune  sur 
Tautre  par  Tinter  média  ire  de  Peau,  se  fassent  équi- 
libre. Dans  cet  état,  la  pression  rapportée  k  Tunité 
de  surface  doit  être  la  même  sur  toutes  les  parois 
du  Taae ,  en  y  comprenant  les  bases  des  pistons 
(a*  678).  Si  donc  on  la  représente  par  p ,  on  aura 
p0,p'a,jy'a,etc.,  pour  les  pressions  totales  que  sup- 
portent de  dedans  en  dehors  les  bases  des  pistons. 
Pour  féquilibre,  ces  pressions  doivent  être  respec- 
tif ement  égales  aux  forces  P,  P*,  P",  etc.  ;  par  con- 
séquent, on  aura 

P  ==  ap,    P*  =  o>,     P*»  =  c'>,    etc.    («) 

].*une  de  ces  équations  servira  à  déterminer  la  va- 
leur dep  ;  et  en  la  substituant  dans  toutes  les  au- 
tres, ou  aura  les  équations  d'équilibre  du  système, 
qui  seront  en  nombre  égal  k  celui  des  pistons 
moins  un. 

Maintenant,  imaginons,  conformément  à  Ténoncé 
du  principe  des  vitesses  virtuelles,  que  Ton  déplace 
les  parties  du  système ,  de  manière  que  les  pistons 
répondent  actuellement  aux  sections  CD,  CD', 
CD",  etc.,  des  cylindres.  Une  partie  de  ces  corps 
aura  avancé,  et  Tautre  partie  aura  reculé  ;  je  repré- 
senterai leurs  déplacemens  par  k ,  h',  V,  etc.  ;  et 
je  considérerai  ces  quantités  comme  positives  ou 
coDune  négatives ,  selon  que  les  pistons  auront 
avancé  ou  reculé.  Ainsi,  dans  la  figure,  la  distance 
k  comprise  entre  les  sections  EF  et  CD,  est  positive, 
et  la  distance  V  comprise  entre  les  sections  E'F' 
et  Cjy,  est  négative.  Les  volumes  d^eau  qui  sor- 
tent des  cylindres  pour  entrer  dans  le  vase,  répon- 
dent aux  valeurs  positives  de  k ,  h\  V,  etc. ,  et 
ceux  qui  sortent  du  vase  pour  entrer  dans  les  cy- 
lindres, à  leurs  valeurs  négatives  ;  les  uns  et  les 
autres  seront  exprimés  par  les  produits  ah ,  a'à', 
•"V,  etc. ,  abstraction  faite  des  signes.  Par  con- 
aéqnent,  Teau  étant  considérée  comme  incompres- 
sible, et  la  figure  du  vase  comme  invariable ,  la 
somme  de  ces  prodoits,  positifs  ou  négatifs ,  devra 
être  nulle ,  et  Ton  aura 

ak  +  afV  +  a"h"  -f  etc.  =  0.      (à) 

Je  multiplie  cette  équation  par  p;  et  en  ayant 
égard  aux  équations  (a] ,  il  vient 

P4  +  Vk'  +  P"fc"  +  etc.  =  0;     (c) 

ce  qui  est  Téquation  résultante  du  principe  des 


vileisea  virtuelles,  appliqué  aux  forces  P,  F« 
P",  etc. ,  et  aux  déplacemena  h ,  V,  V,  etc. ,  de 
leurs  points  d'application. 

La  condition  du  système,  qui  est  ici  rinvariabi- 
lité  du  volume  du  liquide,  est  exprimée  par  l'équa- 
tion (b).  Non  seulement  les  déplacemens  A,  A', 
k"y  etc. ,  remplissent  cette  condition ,  mais  aussi 
les  déplacemens  contraires  —  A ,  —  k\  —  V,  etc. , 
ainsi  que  Texige  le  principe  des  vitesses  virtuel- 
les (no  331).  Les  quantités  h ,  h'^  kf'y  etc. ,  peuvent 
avoir  des  grandeurs  finies ,  pourvu  qu'aucun 
des  pistons  n'entre  dans  le  vase ,  et  ne  sorte  du 
cylindre  on  il  doit  être  contenu. 

fiSl.  Le  principe  de  Tégalité  de  pression  en  tous 
sens  convient  aux  fluides  élastiques  comme  aux 
liquides }  mais  relativement  aux  premiers,  il  n^est 
pas  nécessaire  que  des  force»  motrices  agissent  sur 
leurs  molécules,  ou  qu'on  eierce  des  pressions  sur 
leurs  surfaces,  pour  qu'ils  pressent  eux-mêmes  les 
parois  des  vsses  qui  les  contiennent  ;  il  suffit  pour 
cela  de  leur  élasticité ,  en  vertu  de  laquelle  ces 
fluides  font  continuellement  effort  pour  occuper 
un  plus  grand  volume.  En  supposant  donc  qu'une 
masse  d'air ,  d'un  gas  ou  d'une  vapeur ,  soit  conte- 
nue dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts,  et  qu'on 
fasse  abstraction  de  la  pesanteur  du  fluide ,  les 
parois  du  vase  éprouveront  des  pressions  égalée 
en  tous  leurs  points,  et  dirigées  de  dedans  en  de- 
hors, suivant  les  normales  à  ces  parois.  La  preasion 
rapportée  à  l'unité  de  surface  sera  la  même  dans 
tonte  l'étendue  du  vase  ;  pour  la  déterminer ,  oa 
fera  une  ouverture  en  un  endroit  du  vase ,  pris  au 
hasard  ;  on  y  appliquera  un  piston,  et  à  ce  corps , 
la  force  nécessaire  pour  le  maintenir  en  équilibre; 
en  divisant  cette  force  par  l'aire  de  la  base  du 
piston  en  contsct  avec  le  fluide ,  on  aura  la  prea* 
sien  demandée  ;  et  l'on  trouvera  toujours  le  même 
quotient ,  quel  que  soit  l'endroit  où  le  piston  aura 
été  appliqué.  Si ,  par  exemple,  le  vase  représenté 
par  la  figure  120,  est  rempli  d'un  fluide  élastique , 
les  forces  P ,  P',  P",  etc. ,  qu'on  devra  appliquer 
aux  pistons  qui  ferment  les  cylindres ,  pour  les 
empêcher  de  glisser,  seront  proportionnelles  aux 
bases  a,  a',  a",  etc.  ;  le  rapport  de  chaque  force  i 
la  base  correspondante ,  sera  le  même  pour  tons 
les  pistons;  et  l'équation  (c)  aura  encore  lieu,  mais 
seulement  pour  les  mouvemens  du  système  dans 
lesquels  le  volume  total  du  fluide  ne  changera  pas. 

Cette  pression  constante  qu'un  fluide  élastique 
exerce  sur  les  parois  du  vase  qui  le  renferme , 
dépend  de  sa  matière,  de  sa  densité  et  de  sa  tem- 
pérature. On  la  nomme  aussi  la  forcé  iUuHqnê  du 
fluide.  L'expérience  prouve  que,  pour  un  même 
fluide,  et  la  température  ne  changeant  pas,  la 
force  élastique  est  proportionnelle  à  la  densité  ;  de 
sorte  qu'en  désignant  par  p  la  mesure  de  la  force 
élastique,  c'est-à-dire,  la  pression  rapportée  fc 
l'nnitéde  surface,  et  par  f  la  densité,  on  a  dans 
chaque  fluide , 

P  =  *Pi 
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k  étant  Qo  coefficient  qui  ne  dépend  plat  que  de 
le  metiére  et  de  la  température  da  flnide* 

Lonqu^on  aura  égard  à  la  pesentevr  du  fluide , 
ou  pine  généralement,  lorsque  eet  molécules 


ront  Bollieitées  per  des  forces  données,  la  pression 
I» Tarière  d*un  point  à  un  autre  du  vase,  euiTent 
une  lot  dépendante  de  ces  forces,  et  qu^oniiéter- 
minera  dans  la  suite. 


<:hapitre  II. 


ÉQUATIONS    GÉMBRALES    DB    l'ÉQUILIBRE    DES    FLUIDES 


I.  Pour  traiter  la  question  de  la  manière  la 
plus  générale ,  considérons  une  masse  fluide 
ABQ)  (6g.  121),  homogène  on  hétérogène ,  com- 
pressible ou  incompressible ,  dont  tous  les  points 
matériels  sont  sollicités  par  des  forces  données ,  et 
proposons-nous  d^exprimer  par  des  équations  les 
conditions  de  son  équilibre. 

Soient  « ,  y,  j,  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
eonque  M  de  cette  masse ,  parallèles  aux  axes  rec- 
tangulaires Oj;  ,  Oy ,  Os  ;    nous  supposerons ,  pour 
fixer  les  idées ,  le  plan  des  «  et  y  horiiootal ,  Taxe 
Ojs  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur ,  et  la  masse 
ABCD  comprise  au* dessous  du  plan  dcs^r  et  y, 
dans  Tangle  trièdre  des  trois  plans  des  coordonnées 
positÎTes.  Partageons  la  masse  flnide  en  parties  que 
nons  traiterons  comme  des  élémens  infiniment 
petits,    d'après    ce   qu'on   a   dit   précédemment 
(n9  676);  supposons  ces  élémens  compris  entre  des 
plans  infiniment  rapprochés  l'un  de  Tautre,  et 
parallèles  à  ceux  des  coordonnées  ;  de  sorte  que 
ces  élémens  soient  des  parallélipipèdes  rectangles, 
dont  les  côtés  adjacens  seront  parallèles  aux  axes 
et  égaux  aux  différentielles  des  coordonnées  :  les 
deux  bases  horiiontales  de  celni  qui  répond  au 
point  quelconque  M,  et  qui  est  représenté  dans  la 
figure,  seront  égales  à  dsdif  ;  il  aura  djs  pour  sa 
hauteur  terticole  HH',  et  dxdydt  pour  son  to- 
lume. 

En  oppelant  f ,  la  densité  du  fluide  en  ce  point 
M,  telle  qu'elle  a  été  définie  dans  le  no  98 ,  et  dé- 
signant par  dm  l'élément  différentiel  de  la  masse 
correspondant  à  ce  mémo  point,  on  aura  donc 

dm  =  fdsdjfdM. 
Le  facteur  f  sera  une  quantité  constante  dans 


les  liquides  homogènes ,  abstraction  faîte  des  pe- 
tites compressions  qu'ils  éprouTcront  et  qui  poni^ 
ront  être  inégales  en  des  points  différons  ;  f  sera 
une  fonction  connue  ou  inconnue  des  coordonnées 
^,  y,  s,  dans  les  liquides  hétérogènes,  et  dans  les 
fluides  élastiques  qui  ne  seront  pas  partout  égale- 
ment comprimés. 

Soient  aussi Xffin,  Ydm,  Zifin,  les  composantes 
porallèles  aux  axes  des  s,  y,  a,  de  la  force  motrice 
donnée  qui  agit  sur  l'élément  dm ,  de  sorte  que  X , 
T ,  Z ,  soient  les  composantes  de  cette  force  rap- 
portée à  l'unité  de  masse ,  ou  de  la  force  accéléra- 
trice relatiTO  au  point  M.  Chacnne  de  ces  trois 
quontilés  sera  une  fonction  de  jr ,  y ,  s ,  dont  on 
regardera  les  Taleurs  comme  positives  ou  comme 
négatiTcs ,  selon  que  la  force  qu'elle  représente 
tendra  à  augmenter  ou  à  diminuer  la  coordonnée 
à  loquelle  elle  est  parallèle.  L'élément  dm  sera,  en 
outre ,  pressé  de  dehors  en  dedans  sur  ses  six  faces, 
par  le  fluide  euTironnant  ;  et ,  pour  qu'il  demeure 
en  repos ,  ces  pressions  extérieures  doTront  faire 
équilibre  aux  forces  intérieures  Xdei,  T^,  ïdm» 
Cela  étant,  désignons  par  pdsdjf^  la  pression 
Terticole  qui  s'exerce  sur  la  base  supérieure  d!sd^, 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  de  manière  que  p  ex- 
prime la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface , 
qui  répond  à  cette  base  infiniment  petite  (n»  678). 
Cette  quantité  p  sera  une  fonction  inconnue  des 
coordonnées  s,  y,  js  ;  au  point  H',  dont  les  coordon- 

àp 
nées  sont  9^f,M+ds,  elle  deviendra  p  4>  ~  ia , 

dm 

et  elle  exprimera  la  pression  Tcrticale ,  rapportée  à 

l'unité  de  surface  et  relative  à  la  base  ûoléfiente 

de  dm.  Cette  seconde  base  éprouTora  donc,  dans 

le  sens  de  la  pesanteur,  ane  pression  égale  à 
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Ip-f"^^  ydM  djfi.U  rtftisUnce  du  iluido  lur 

lequel  rëlënent  dm  est  appuyé,  sera  uoe  force 
égile  et  contraire  à  cette  pression  ;  en  sorte  que 
cet  élément  sera  poussé  Terticalement  par  les  deux 

forcée  contraires jNLri^. et  I  p^ dt  ydst dy, 

dp  * 
ou  par  une  force  égale  à  leur  différence  —  dmdy  dM 

djÊ 
eidirîgée  du  bas  en  haut.  Or,  pour  que  cet  élément 
dm  ne  sMlève  ni  ne  s'abaisse ,  iï  faudra  que  cette 
fbrce  soit  égale  à  la  composante  terticale  Zdm  de 
la  force  motrice ,  qui  agit  .dans  le  sens  opposé  ;  par 
eonséquent,  on  aura  dUbord 


—  d»dvdM  =  Î4m, 

dM 

Oo  trouvera  de  même  les  équation» 

dq  df 

—  d^4ytfi=Ydm,    —da  d^  dM  =  ldm, 

djf  dm 

qui  seront  nécessaires  pour  que  l'élément  ili»  ne 
se  meoTe  ni  dans  le  sens  des  y ,  ni  dans  le  sens 
des  s ,  et  dans  lesquelles  9  et  r  représentent  les 
firessions  rapportées  &  Punité  de  sorface ,  qui  ré- 
pondent'aux  faces  de  dm ,  parallèles  aux  plans  des 
«  et  s  et  des  y  et  s ,  et  les  plus  Toisines  de  ces 
plans.  En  substituant  dans  ces  trois  équations ,  la 
▼aleiir  précédente  de  <!■» ,  et  supprimant  le  facteur 
commua  da  d^f  dM,  elles  deviennent 

dp  dq  dt 

-  =  pZ,   -  =  fT,  --  =  rx.     (i) 

dM  djf  dm 

ê8S.  Observons  actuellementque  si  les  élémens 
dans  lesquels  nous  avons  partagé  la  masse  ABCD, 
étaient  solides ,  de  sorte  que  cette  masse  fût  un 
ttfsembbge  de  parallélipipèdes  rectangles,  solides 
et  Jnataposés ,  il  n*y  aurait  aucune  relation  néces- 
faire  entre  le»  pressions  que  chacun  de  ces  paral- 
lélipipèdes éprouterait  sur  ses  faces  non  parallè- 
les ;  Félément  dm  pourrait,  par  exemple,  éprouver 
nne  pression  quelconque  sur  ses  basée  horison^ 
taies  j  et  n*en  éprouver  aucune  sur  ses  faces  verti- 
ealea;  mais  cet  élément  infiniment  petit  devant 
être  considéré  comme  fluide,  aussi  bien  que  toutes 
les  parties  de  la  masse  totale ,  qui  auraient  une 
grandeur  finie  {n?  676),  il  suit  de  la  propriété  fon- 
damentale des  fluides,  que  les  trois  quantités 
p,  9,  r,  doivent  être  égales  entre  elles,  ou  du 
moins,  qu*il  ne  peut  exister  entre  elles  qu'une  dif- 
férence infiniment  petite,  négligeable  dans  les 
équations  (1). 

En  effet ,  la  pression  que  le  fluide  environnant 
cierce  sur  chacune  des  faces  du  parallélipipède 
dmdjfdM^  se  transmet  sur  les  autres  faces ,  par 
rintemédiaire  du  fluide, dout  Télénent  dm  est 


composé  ;  cette  transmission  se  faitnle  la  nMuière 
que  Ton  a  expliquée  précédemment ,  et  d'où  il  ré- 
sulte qu'ayant  appelé  pds  dy  la  pression  qui  a  lieu 
de  dehors  en  dedans ,  sur  la  base  horixontale  supé» 
rieure,  il  faudra  représenter,  en  même  temps ,  par 
pdm  dsetpdy  da ,  les-pressiont  transmises  sur  les 
laces  latérales,  et  qui  t'exerceront -de -dedans  en 
dehors;  de  plus ,  à  ces  pressions  transmises ,  il  fau- 
dra ajouter  celles  qui  résultent  de  la  forée  motrice 
du  fluide  dm  ;  par  conséquent ,  si  l'on  appelle  y  la 
pression  due  à-  cette  force ,  et  exercée,  par  exem- 
ple, sur  la  face  (fy  ds ,  la  plus  Toitine  du  plan  des 
y  et  s ,  on  aura  pdy  ds  -f-  >  P^*''  ^  pression  totale, 
qui  a  lieu  de  dedans  on  dehors ,  ou  de  droite  à 
gauche ,  sur  cette  même  face.  D'un  autre  côté ,  la 
pression  provenant  du  fluide  euTironnant ,  et  exei^ 
cée  de  dehors  en  dedans,  ou  de  gauohe  à  droite^ 
sur  cette  face  dy  ds ,  a  été  représentée  par  rdjf  dm  ; 
cette  force  est  la  résistance  que  le  fluide  environ- 
nant oppose  à  la  pression  intérieure  pdy^da  -|-  y  ; 
par  conséquent  il  faut  qu'on  ail 

rdtf  dM  =  pdy  ds  -f-  y. 

Or ,  quoique  la  valeur  de  y  soit  inconnue ,  nous 
sommes-  certains ,  néanmoins ,  que  cette  quantité 
ne  peut  être  qu'un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre ,  comme  la  force  motrice  de  dm ,  dont  elle 
provientf  en  négligeant  doncT»  par  rapport  à  jM|y  de, 
nous  aurons  r  =p  j  et  l'on  prouvera  de  même  que 
Ton  doit  aussi  avoir  9  =5p> 

La  conclusion  serait  encore  la  même,  ai  l'élé- 
ment dm ,  au  lieu  d'être  un  parallélipipède  reotan- 
gle ,  était  un  polyèdre  quelconque  dont  toutes  les 
dimensions  fussent  toujours  infiniment  petites;  et 
l'on  démontrerait  de  la  même  manière,  que  la  près* 
8ion>extérieure  exercée  normalement  sur  toutes  ses 
faces  par  le  fluide  environnant ,  est  proportionnelle 
&  leura  aires  respectives ,  et  indépendante  de  le 
force  motrice  du  polyèdre.  11  s''ensuit  donc  que 
tous  les  élémens  de  surface  qui  passent  par  le  point 
M,  éprouvent  une  même  pression  rapporté»  à 
l'unité  de  surface ,  et  que  si  •  est  l'aire  de  l'un 
d'entre  eux,  la  pression  normale  qu'il  supporte, 
sur  l'un  ou  l'autre  de  ses  deux  côtés ,  est  égale 
à  pm ,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  auquel 
il  appartient. 

D'après  la  condition  r  =  9=p,  les  équations 
(1)  deviennent 


dm  .  dg  dm 

et  elles  sont  maintenant  les  équations  générales 
de  l'Hydrostatique ,  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

684.  Les  conditions  d'équilibre  qu'elles  expri- 
ment se  réduisent,  dans  chaque  cas  particulier , 
à  ce  qu'on  puisse  trouver  pourp  une  fonction  de  «, 
y,  s,  qui  satisfasse  en  même  tempt  k  ces  trais 
équations.  Or ,  si  on  les  ajonte  après  les  aTOir  mol» 
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«iplMet  parito,  d^ ,  ils ,  il  vient 

*  =  p(Xifa  +  Yiy  +  M*);    (8) 

il  i«ndni  donc,  pour  que  U  ▼•leur  ée p  toit  possi- 
ble ,  que  le  produit  de  p  et  de  la  formule  Jdm  -|- 
Td{y-f-Z(is,  soit  une  dtfférentidie  enete  d^une 
fonction  de  trois  Tariables  indépendantes  «,  fi  '• 
Béciproqaement,  quand  cette  condition  sera  rem- 
plie ,  on  prendra  pour  p  rintégrale  de  ce  produit , 
et  Ton  satisfera  de  cette  manière  ans  équations  (2). 
Sn  mettant  dans  cette  valeur  dep ,  à  la  place  de 
«,3fi  s,  les  coordonnées  d^nn  point  quelconque 
de  la  surface  de  ABCD ,  on  aura  la  pression  qui 
ann  lieu  en  ce  point  sur  la  paroi  du  vase  dans  le- 
quel cette  masse  0oide  sera  contenue;  pression 
qui  sera  toujours  détruite ,  pourvu  que  cette  paroi 
soit  fixe  et  susceptible  d^une  résistance  indéfinie; 
mais  dans  les  endroits  on  le  tase  est  outert,  et  où 
le  finide  est  entièrement  libre ,  rien  ne  pourra  dé- 
tniira  la  pression  p  ;  par  conséquent ,  il  faudra  que 
aa  talenr  soit  nulle,  pour  tous  les  points  de  la 
surface  libre  d'une  masse  fluide  en  équilibre  ;  ce 
qui  donne 

Ur  4-  Yify  4-  Zda  =  0,         (4) 

ponr  Téquation  différentielle  de  cette  surface. 

Cette  équation  subsistera  encore  lorsqu'on  exer» 
cera  une  pression  constante  à  la  surface  libre  du 
fluide;  car  alors  il  faudra  qn*on  ait  d{p  =  0 ,  pour 
tous  ses  points  ;  et  la  densité  p  n'étant  pas  nulle, 
Téquation  (4)  résulte  alors  de  la  formule  (S).  Si 
Ton  exerçait,  par  un  moyen  quelconque  ,  une 
pression  variable  d'un  point  à  un  autre  de  la  sur- 
face libre  d'un  fluide ,  et  que  cette  pression ,  rap- 
portée à  l'unité  de  surface ,  fût  représentée  par 
f  ('  »  y  >  ']  I  il  faudrait  que  la  valeur  de  p ,  tirée  de 
l'équation  (4),  coïncidât,  pour  tous  les  points  de 
la  surface  libre ,  avec  cette  fonction  donnée  de  s , 
y ,  s  ;  et ,  dans  ce  cas ,  l'équation  différentielle  de 
cette  surface  serait 

f{Xds  +  Yity  +  Zds)  =  ^{s,  y,  s). 

Dans  la  suite ,  nous  supposerons  toujours  que  la 
pression  extérieure  est  nulle  ou  constante  dans 
tonte  l'étendue  de  la  surface  libre  d'un  fluide  en 
équilibre. 

La  pression  p  étant  proportionnelle  à  la  densité , 
dans  les  fluides  élastiques  (n»  581) ,  il  s'ensuit  que 
cette  pression  ne  peut  jamais  être  xéro  dans  un 
fluide  de  cette  nature ,  tant  que  la  densité  n'est  pas 
nnlle,  c'est-à-dire,  tant  que  le  fluide  existe,  et 
qu'il  n'a  pas  perdu,  par  le  froid,  toute  sa  force 
élastique.  Vn  fluide  élastique  ne  peut  donc  être 
en  équilibre  que  quand  il  est  contenu  dans  un 
vase  fermé  de  toutes  ports,  ou  bien  lorsqu'on 
exerce  à  sa  surface  des  pressions  dirigées  de  dehors 
en  dedans. 

586.  Il  suit  de  l'équotion  (4) ,  que  la  résultante 
des  forces  accélératrices  X ,  T ,  Z ,  qtii  agissent  sur 
chaque  point  d'un  liquide  en  équilibre ,  apporte-  , 


nont  à  sa  surface  libre ,  est  perpendiculain  à  œfte 
swfaee ,  soit  qu'il  n'y  ait  aucune  pression  exté- 
rieure, soit  qu'on  exerce  à  cette  surface  une  pres- 
sion constante  d'un  point  à  un  outre.  En  effet,  tra- 
çons sur  la  surface  libre  une  courbe  quelconque , 
et  soit  db  l'élément  différentiel  de  cette  courbe, 
correspondant  au  point  dont  les  coordonnées  sont 

ds   djf   dM 
sr,  ir ,  s ,  de  sorte  que  — •,  — «  -— t  soient  les  oeei- 

d$   d$   dâ 
nus  des  angles  que  la  tangente  à  cette  courbe,  eu 
ce  même  point ,  fait  avec  des  parallèles  aux  axes 
des  coordonnées.  Appelons  R  la  résultante  dae 
forces  X ,  T,  Z  ;  les  cosinus  des  angles  que  fait  aa 

X     T     Z 
direction  avec  ces  porallèles,  seront  — ,  — ,  — ; 

R     R     R 

or,  si  l'on  divise  l'équation  (4)  par  Mê ,  on  aura 

X  dm       1  dy        t  d» 

+ + =  0j 

R  ib        R  ib        %  de 

ce  qui  montre  que  la  direction  de  la  forée  R ,  et  la 
tangente  à  la  courbe  qu'on  a  tracée  arbitrairement 
sur  la  surface,  sont  perpendiculaires  Puneà  l'autre, 
et,  par  conséquent,  que  cette  direction  coineide 
avec  la  normale  on  point  que  Ton  considère.  Cette 
force  agira ,  en  général ,  de  dehora  en  dedans  ;  mab 
quand  la  pression  extérieure  ne  sera  pas  nnlle , 
elle  pourra  être  dirigée,  ou  contraire,  de  dedans 
en  dehon. 

Si  l'on  intègre  l'équation  (4) ,  et  qu'on  donne  à 
la  constante  arbitraire ,  contenue  dans  son  int^ 
grale ,  autant  de  valeun  particulières  qu'on  vou- 
dra ,  les  équations  déterminées  qui  en  résulteront , 
appartiendront  à  autant  de  surfaces ,  dont  chacune 
aura  l'équation  (4)  pour  équation  différentielle ,  et 
joiiiro ,  par  conséquent ,  des  propriétés  d'être  éga- 
lement pressée  dans  toute  son  étendue  et  de  cou- 
per à  ongle  droit ,  en  tous  ses  points ,  la  direetton 
de  la  résultante  des  forces  X ,  T ,  Z.  Celles  de  ces 
surfaces  qui  passent  dons  l'intérieur  du  fluide, 
d'après  la  valeur  de  la  constante  arbitraire,  sont 
ce  qu'on  appelle  des  êwfaeês  d»  mivêau.  Si  l'on 
fait  croître  cette  constante  par  degrés  infiniment 
petits ,  on  divisera  la  masse  fluide  en  nue  infinité 
de  couches  infiniment  minces,  et  comprises  entre 
deux  surfaces  de  niveou  consécutives,  que  l'on 
nomme ,  pour  cette  raison ,  des  ecmekêê  de  mivoam, 

La  voleur  de  la  constante  qui  répond  à  la  surface 
extérieure  se  déterminera,  dons  chaque  cas,  d'après 
le  volume  donné  du  liquide  ;  en  sorte  que  la  pres- 
sion extérieure  n'aura  aucune  influence,  ni  sur  la 
figure  d'équilibre,  ni  sur  les  dimensions  de  ce 
fluide  regardé  comme  incompressible.  L'équilibre 
ne  sera  pas  troublé  si  le  liquide  vient  à  se  solidi- 
fier i  il  s'ensuit  donc  qu'une  pression  constante  et 
normale ,  exercée  de  dehon  en  dedans  sur  tous  les 
élémens  de  la  surfooe  d'un  corps  liquide  ou  soKdei 
se  détruit  d'elle-même,  et  ne  peut  imprimera  ce 
corps  aucun  mouvement  de  transistion  ou  de  rots- 
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li«n.  Vùm  nn  Kqiiid«,  cet  ëipiilibre  il«  protmom 
ot^îeures  résulte  de  la  propriété  canotérittiqne 
des  fluides ,  de  trtnsmettre  également  en  tons  sens 
les  pressions  exercées  à  leur  surface  (n«  678);  on 
térifiera,  par  la  suite,  qu'il  est  indépendant  de 
cette  propriété,  et  quMl  a  également  lieu  pour  un 
eorps  solide  de  forme  quelconque. 

680.  Supposons  actuellement  que  le  fluide  en 
équilibre  soit  formé  d'une  matière  homogène ,  et 
qu'il  ait  partout  ta  même  température  et  la  même 
densité.  La  quantité  f  étant  constante ,  il  faudra , 
d'après  l'équation  (3) ,  que  la  formule  Xdir  4-  Ycfy 
4-  Zds  soit  la  diiférentiello  exacte  d'une  fonction 
de  trois  Tsriables  indépendantes.  Si  cela  n'a  pas 
lieu ,  l'équilibre  est  impossible  dans  la  masse 
fluide,  quelque  forme  qu^on  lui  donne,  et  lors 
même  qu'elle  serait  renfermée  dans  nn  Tsse  fermé 
de  tontes  parts. 

Sais  la  condition  d'intégrabilité  est  toujours 
reor  Ile  à  l'égard  des  forces  de  la  nature ,  qni  sont 
des  attractions  ou  des  répulsions ,  dont  les  inten- 
sités varient  en  fonctions  des  distances  aux  centres 
4ont  elles  émanent  (no  168).  L'équilibre  d'un  li- 
quide bomogène ,  soumis  &  de  semblables  forces , 
sera  donc  possible  ;  et  pour  qu'il  ait  lien  effective- 
ment ,  il  faudra  donner  ou  fluide  une  forme ,  telle 
que  sa  surface  libre  coupe  à  angle  droit,  dans  toute 
■CD  étendue ,  la  résultante  de  ces  forces  attractives 
ou  répulsives. 

Si ,  par  exemple,  la  masse  fluide  est  entièrement 
libre;  que  l'on  exerce  à  sa  surface  une  pression 
constante ,  et  qu'il  n'j  ait  qu'une  seule  force  di- 
rigée vers  un  centre  fixe,  la  figure  de  la  masse 
ABCD,  en  équilibre  autour  de  ee  point,  sera  une 
sphère  qui  aura  ce  point  pour  centre ,  et  dont  le 
rayon  se  déduira  du  volume  donné  de  cette  masse. 
Bn  supposant  que  la  force  dirigée  vers  le  centre 
tiigû  soit  une  attraction  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance,  désignant  par  §  Tintensité  de  cette 
feree  accélératrice  à  la  surface  du  liquide ,  par  a 

son  rayon ,  et  par  «  la  pression  extérieure,  —  sera 

r« 

Tattraction  à  la  distancer,  et  l'on  conclura  de 

réquation  (4) 


P  =  -  + 


—  Sf^s 


pour  la  pression  à  la  même  distance.  1^  même 
chose  aura  lieu  si  l'on  remplace  le  centre  fixe  par 
une  sphère  solidement  tous  les  points  attirent  ceux 
du  liquide  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance; 
mais  alors  c  étant  le  rayon  de  cette  sphère,  la  va- 
leur de  p  ne  s'appliquera  qu'aux  valeurs  de  r  com- 
prises depuis  r  •==:  e  jusqu'à  r^=^  a.  Lorsqu'on 
changera  l'attraction  en  une  force  répulsive,  il 
suffira  de  changer  le  signe  de  ^  ;  en  sorte  que  l'on 
aura 


La  plus  petite  valeor  de  p  répondit  à  r  s  e ,  «t 


^ftt  (a  —  0^ 
p  =  . ; . 

n  faudra  qu'elle  soit  positive,  sans  quoi  la  cooehe 
liquide  se  détacherait  du  corps  solide,  et  serait 
dispersée  dans  l'espace  ;  par  conséquent ,  il  faudra 
que  la  pression  extérieure  m  surpasse  la  quantité 

fîîIîLllfl. Kn  général,  il  est  nécessaire,  dan» 
c 

l'équilibre  d'un  fluide,  que  la  pression  p  ait  une 

valeur  positive  dans  toute  l'étendue  de  sa  masse , 

afin  que  les  parties  contiguës  s'appuient  partout 

Pline  contre  l'autre,  et  que  le  fluide  ne  se  divise 

pas. 

Quand  le  rayon  o  est  très  grand ,  la  force  attrac- 
tive dirigée  vers  le  centre  de  la  sphère  est  sensi- 
blement parallèle ,  et  la  surface  du  liquide,  sensi- 
blement plane  et  perpendiculaire  &  la  direction  de 
celte  force,  dans  une  étendue  peu  considérable. 
Ce  cas  est  celui  d'un  liquide  pesant ,  que  nous 
considérerons  spécialement  dtins  le  chapitre  sui- 
vant. 

687.  Quelles  que  soient  les  forces  d'attraction 
ou  de  répulsion  dirigées  vers  des  centres  fixes  qui 
agissent  sur  tous  les  points  d'une  masse  fluide 
ABCD ,  faisons 

\d9  +  Ydy  +  Zda  =  <lf; 

^  désignant  une  fonction  des  coordonnées  s^y,»^ 
dépendante  des  lois  de  ces  forces  en  fonctions  des 
distances. 
L'équation  (3)  deviendra  alors 

Pour  qu'elle  subsiste  quand  la  densité  f  sera  va- 
riable, il  faudra  que  cette  densité  soit  unefonc- 

!  tion  de  la  quantité  ^ $  et,  réciproquement,  lorsque 
cette  condition  sera  remplie ,  il  y  aura  toujours  une 
valeur  de p  qui  satisfera  à  cette  équation  d'équili- 
bre. Or,  d'après  l'équation  (4),  la  quantité  «  est 
constante  dans  toute  l'étendue  de  chaque  couche 
de  niveau  ;  dans  un  fluide  hétérogène  et  dans  un 
fluide  compressible  en  équilibre,  il  est  donc  né- 
cessaire que  la  densité  soit  constante  dans  toute 
rétendue  d'une  même  couche  ;  et  la  couche  super- 
ficielle, soumise  à  une  pression  constante  et 
donnée,  étant  une  couche  de  niveau,  il  faut  aussi 
qu'elle  ait  une  même  densité  dans  toute  son  éten- 
due. 

Si  le  fluide  est  incompressible,  la  densité  f 
pourra  être  une  fonction  quelconque,  continue  ou 
discontinue ,  de  la  quantité  ^  ;  quand  elle  sera 
donnée,  on  en  conclura  la  valeur  de  p  en  fonction 
de  p,  en  intégrant  la  formule  frff,  et  déterminant 
la  constante  arbitraire  d'après  la  grandeur  con- 
stante, et  aussi  donnée,  de  la  pression  extérieure. 

I       Dans  le  cas  d'un  liquide  hétérogène  soumis  k  une 
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iDrMeMlMl«,Ufliiidni,poar  réqttOibre,qoflM 
OMiM  toit  formée  de  coaches  sphëriquei  et  cm^- 
oentriqnesi  dont  le  demité  eera  le  mène  dans 
toate  retendue  de  chacune  d*ellet ,  et  ponm  ta* 
rier  erbitrairement  d*une  couche  à  une  entre.  De 
néaie,  ti  plusienn  liquides  petens  sont  oontenoi 
daof  un  vese,  il  fendre,  pour  réquiltbre,  que 
oheqne  couche  horiiontele  et  infiniment  mince  ne 
contienne  qu^un  seul  liquide  ;  condition  qui  lere 
remplie ,  si  le  surface  supérieure ,  qu^on  suppose 
soumise  à  une  pression  constante ,  et  les  surfaces 
de  séparation  de  deux  liquides  consécutifs ,  sont 
toutes  planes  et  horitontales.  La  stabilité  de  Téqui- 
libre  exi(;era,  de  plus,  que  les  densités  des  liquides 
superposés  décroissent,  en  allant  du  liquide  le 
plus  bas  au  liquide  le  plus  élevé ,  afin  que  le  cen- 
tre de  gravité  de  ce  système  de  corps  pesons ,  soit 
le  plus  bas  possible  (  n»  348). 

fi88.  Dans  un  fluide  élastique ,  la  densité  est 
liée  à  la  pression  (n»  681  ),  et  ne  peut  plus  être 
donnée  arbitrairement,  comme  dans  un  fluide 
incompressible  et  hétérogène.  En  divisant  les  équa- 
tiens  dp  =  fd^  ei  p  =  kf  Tune  par  Tautre ,  il 
Tient 

d|p         d$ 
-  =  -.         («) 
P  * 

Si  la  température  est  partout  la  même ,  k  sera  une 
quantité  constante;  et,  en  intégrant,  on  aura 


P  =  -*.    r-7 


(•) 


pour  exprimer  les  lois  de  la  pression  et  de  la  den- 
sité, dans  Tétat  d'équilibre  du  fluide  ;  •  désignant 
le  base  des  logarithmes  népériens ,  et  m  étant  une 
constante  arbitraire ,  qui  exprimera  une  certaine 
pression,  et  se  déterminera  d'après  la  pression  qui 
•vra  lieu  en  un  point  donné. 

Si  la  TSnopérature  tarie  d'un  point  à  no  autre ,  k 
Tariera  également;  mais  pour  que  Téquation  (6) 
subsiste,  il  faudra  que  cette  quantité  soit  une  fonc- 
tion de^,  qui  pourra  être  donnée  arbitrairement. 
La  température  devra  donc  être  aussi  une  fonction 
de  ^  ;  par  conséquent,  la  température  est  constante 
dans  toute  Tétendue  de  chaque  couche  de  niveau 
d'un  fluide  élastique  en  équilibre.  Cette  condition 
étant  remplie,  il  faudra  remplacer  les  équations  (0) 
par  celle-ci  : 


P  = 


A 


k 


/t 


Abstraction  faite  de  la  force  centrifuge  et  de  la 
non  sphéricité  de  la  terre,  la  pesanteur  des  molécu- 
les d'air  est  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre ,  et  les 
couches  de  niveau  de  la  terre  sont  sphériques  et 
oonoentriques.  Pour  que  l'atmosphère  demeurât  en 
éqailibre,  il  faudrait  dono  que  la  température  fût 


perlool  la  nème^  à  mm  même  >antgur<n-daiww 
de  la  surface  de  la  terre,  et  qu'elle  ne  Tariàt  qu^avee 
l'élévation  des  couches  concentriques.  Or,  il  u'e» 
est  pes  ainsi;  et  le  soleil  échauffe  inégalement  les 
dilMrens  points  de  la  surface  de  la  teire  et  de  cha- 
que eouèhe  atmosphérique.  La  température  dépens 
dent  de  la  latitude ,  cette  circonstance  empêche 
l'équilibre  d'avoir  lieu,  et  produit  des  vents  perma* 
nens,  que  l'on  observe,  en  effet,  près  de  Téquar 
tenr.Anreste,laconditionderéqutlsbredesooaehea 
atmosphériques  ne  pourrait  rien  nous  apprendre, 
relativement  à  la  variation  de  la  température  dans 
le  sens  vertical  ;  car  l'équatiun  (6}  a  lien,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  A  en  fonction  de  t,  et,  par 
conséquent,  quelle  que  soit  le  loi  de  cette  Tanar 
tion. 

Lorsque  la  masse  ABCD  est  composée  de  plosienra 
gai  de  nature  diverse ,  les  conditions  d'équilibre 
peuvent  être  remplies  de  deux  manières  différen- 
tes :  quand  ces  gat  sont  parfaitement  mêlés  en- 
semble, de  sorte  qu'ils  forment  un  fluide  homogène 
dans  toutes  ses  perties;  et  quand  ils  sont,  eu  coa- 
traire ,  disposés  en  couches  superposées ,  dent  les 
surfaces  de  séparation  sont  toutes  des  surfaces  de 
niveau.  Le  premier  cas  a  lieu  dans  l'atmoephère 
dont  la  composition  a  été  trouvée  la  même  à  toutes 
les  hauteurs.  Cet  état  d*un  mélange  parfait  est  ce- 
lui de  l'équilibre  le  plus  stable;  et  quand  deux  gas 
différons  sont  superposés  dans  un  vase  fermé  de 
toutes  paru,  ils  finissent,  à  la  longue,  par  se  mêler 
exactement^  è  moins  qu'on  ne  parvienne  è  garantir 
le  vase  qui  contient  ces  fluides,  des  plus  petites 
agitations. 

689.  Les  centres  des  forces  attractives  ou  répul- 
sives, qui  agissent  sur  chaque  point  H  de  la  masse 
fluide  ABCD ,  peuvent  être  tous  les  autres  points 
matériels  de  cette  masse.  Dans  ce  cas ,  les  compo- 
santes X,  T,  Z,  de  la  force  accélératrice  totale  dn 
point  M,  se  composeront  d'une  infinité  de  termes; 
ce  qui  n'empêchera  pas  qu'elles  ne  soient  de  cer- 
taines fonctions  des,  y,  s, communes  à  tous  les 
points  des  fluides ,  en  supposant  que  la  loi  nati^ 
relie  de  l'action  égale  et  contralra  à  la  réaction,  ait 
lieu  dans  leura  attractions  et  répulsions  mutuelles, 
et  que  tous  ces  points  soient  d'ailleura  soumis  aux 
mêmes  forces  étrangères. 

Dans  la  nature,  ces  actions  mutuelles  sont  de 
deux  sortes  différentes  :  les  unes  varient  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance,  et  les  intensités 
des  autres  sont  exprimées  par  des  fonctions  qnt 
décroissent  avec  une  extrême  rapidité  et  n'ont  de 
valeura  sensibles  que  pour  des  distances  insensi- 
bles. On  calculera  les  composantes  totales  X,  T,  Z, 
des  forces  de  la  première  espèce ,  en  partageant 
la  masse  de  ABCD  en  élémeos  infiniment  petits 
(n^  96),  et  faissnt  ensuite ,  par  le  calcul  Intégral , 
les  sommes  des  attractions  ou  répulsions  de  tous 
ces  points ,  suivant  chaque  direction.  Quant  aux 
actions  de  la  seconde  espèce,  que  l'on  appelle  pro- 
prement les  forces  wMe^ikiiiru,  et  qui  sontattn€- 
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titttf  on  répulsives,  selon  que  reitrection  de  le  ' 
metière  pondérable  est  plus  grande  ou  plus  petite 
que  le  répulsion  calorifique ,  on  ne  deTra  pes  en 
tenir  compte  dans  le  caleol  des  forces  X ,  T^  Z , 
relatives  k  un  point  intérieur  H  ;  car  ce  sont  pré* 
eisément  ces  forces  moléculaires  qui  produisent  la 
pression  p ,  égale  en  tous  sens  autour  de  M ,  à  la- 
quelle  on  a  déjà  en  égard  en  formant  les  équations 
d'équilibre. 

41  résulte  de  cette  dernière  considération,  que 
les  équations  (2)  auxquelles  on  est  parvenu ,  sont 
les  conditions  d'équilibre,  nécêstaifeê  et  âuffiitoh 
tÊ$g  de  toutes  les  forces,  y  compris  les  actions  mo- 
léculaires, qui  agissent  sur  un  élément  quelconque 
àm  de  la  masse  fluide  {  en  sorte  que  l^équilibrea 
lieu,  certainement,  quand  il  existe  une  valeur  de  f 
qui  satisfait  à  ces  équations  pour  tous  les  points 
du  fluide ,  qui  coïncide  avec  la  valeur  donnée  di- 
rectement de  la  pression  à  la  surface  libre,  et  qui 
ne  devient  négative  en  aucun  point ,  afin  que  les 
parties  du  fluide  restent  contignès. 

Si  la  loi  des  forces  moléculaires ,  en  fonction  de 
la  distance,  était  donnée ,  et  qu^on  pût  déduire  de 
ces  forces  Texpression  de  la  quantité  p  en  fonction 
de  Pintervalle  moyen  des  molécules  (n»  98),  on 
substituerait  cette  expression  dans  les  équa- 
tions (S)  ;  Tune  d^elles  déterminerait  la  grandeur 
de  cet  intervalle,  quia  lieu,  dans  Tétat  d' équilibre, 
autour  du  point  H  j  et  les  deux  autres  exprimeraient 
les  conditions  de  cet  équilibre.  La  valeur  numéri- 
que de  p  résulterait  ensuite  de  celle  de  lUntervalle 
moyen ,  on  de  la  valeur  correspondante  de  la  den- 
sité; et  j^ai  expliqué,  dans  le  mémoire  cité  précé- 
demment (no  677),  comment  cette  pression  p  peut 
varier,  dans  de  très  grands  rapports ,  pour  de  très 
petites  variations  de  la  densité  qo*on  observe  dans 
les  liquides.  Hais  la  détermination  directe  de  la 
pression  p  étant  impossible ,  on  est  obligé  de  dé- 
duire sa  valeur  des  conditions  mêmes  de  Téqui- 
libre,  ou  de  la  formule  (3),  qui  en  est  la  consé- 
quence. 

Lorsque  le  point  M  est  situé  à  la  surface  du 
fluide ,  ou  qu*il  n^en  est  éloigné  que  d'une  distance 
moindre  que  le  rayon  d'activité  des  forces  molécu- 
laires y  on  doit  avoir  égard  à  ces  forces  et  à  la  va- 
riation rapide  de  la  densité  superficielle,  dans  le 
calcul  des  composantes  X ,  T,  Z ,  et ,  par  suite ,  de 
la  valeur  de  p,  déduite  de  la  formule  (3).  Il  en 
résulte  une  influence  des  forces  moléculaires  sur  la 
figure  du  liquide  en  équilibre ,  qui  n'est  pas  sensi- 
ble ,  en  général ,  et  qui  ne  le  devient  que  dans  les 
espacée  capillaires.  On  n^y  aura  point  égard  dans 
ce  Traité;  et,  pour  tout  ce  qui  concerne  les  phéno- 
mènes de  la  capillarité,  je  renverrai  à  la  Nouvelle 
ikàtriê  i»  fiction  eapiUmm,  que  j^ai  publiée  il  y 
a  deux  ans. 

690.  Si  un  liquide  bomogène  ou  hétérogène 
tourne  uniformément  autour  d'un  axe  fixe,  les  for- 
mules précédentes  feront  connaître  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  conserve  une 


figure  permanente  I  et  se  meuve  comme  on  eorpe 
solide.  Il  suffira  pour  cela ,  de  Joindre  aux  compo- 
santes X,  T,  Z,  celles  de  la  force  centrifuge  qui  ré- 
sulte de  cette  rotation. 

Prenons  alors  Taxe  de  rotation  pour  celui  des  js. 
Soit  r  la  distance  du  point  quelconque  H  à  cette 
droite,  de  sorte  qu'on  ait 

r*  ==  «■  4-  y». 

Appelons  «  la  vitesse  angulaire  consUnte  et  com- 
mune à  tous  les  points  du  fluide  ;  r«  sera  la  vitesse 
absolue  du  point  M  ;  et  comme  il  décrin  un  cercle 
dont  le  rayon  est  r,  la  force  centrifuge  aura  r«*  pour 
valeur  (n*  174).  Cette  force  étant  dirigée  suivant 
le  prolongement  de  r,  ou  obtiendra  ses  composan- 
tes parallèles  aux  axes  des  9  et  des  y  en  la  mnlti- 

pliant  par  -—  et  —  ;  ce  qui  donne  Jr«*  et  fm*  ,  qu'il 
r       r 

faudra  ajouter  aux  forces  X  et  T  ;  et  comme  la 

force  Z  ne  changera  pas ,  la  formule  (3)  deviendra 

dp  =  f{lLdjc  +  ld^  +  UM  +  a*xds+^*ydi^.{a) 

La  quantité  comprise  entre  les  parenthèses  sera 
encore  une  différentielle  exacte ,  savoir,  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  f  du  n^  687,  augmentée  de 

—  m»{x*  -f-  y'),  on  de  —  »*f .  Par  conséquent,  la 

forme  permanente  sera  possible  ;  et  si  la  surface 
libre  du  liquide  éprouve  une  pression  constante 
dans  toute  son  étendue,  Téquation  commune  à 
cette  surface  et  à  toutes  les  surfaces  de  nivean 
sera 

\dst  +  Tdy  +  ld»  +  iL*  {sdx  +  ydy)  =  0.  (è) 

Dans  le  cas  d'un  liquide  homogène,  il  suffira  que 
la  surface  libre  soit  déterminée  par  l'intégrale  de 
cette  équation  différentielle ,  dont  on  déterminera 
la  constante  arbitraire,  d'après  le  volume  entier  du 
liquide ,  comipe  on  le  verra  tout  à  l'heure  par  un 
exemple.  Dans  le  cas  d'un  liquide  hétérogène,  il 
faudra,  de  plus ,  qu'il  se  compose  de  couches  ho- 
mogènes, dont  les  figures  seront  aussi  déterminéet 
par  l'intégrale  de  cette  même  équation ,  et  qui  ne 
différeront  de  la  figure  extérieure ,  que  par  les  va- 
leurs de  la  constante  arbitraire. 

691.  Appliquons  l'équation  (6)  au  cas  d'un  li- 
quide homogène ,  soumis  à  la  pesanteur,  tournant 
autour  d'un  axe  vertical,  et  contenn  dans  un  vase 
ouvert  à  sa  partie  supérieure. 

En  appelant  y  lo  gravité ,  et  comptant  les  3  posi- 
tives dans  le  sens  contraire  à  cette  force,  nous  au- 
rons 

X  =  0,    Y  =  0,    Z  =  —  y. 
L'équation  (6)  deviendra  donc 

gd»  =  ••  (*dr  +  ydy)  î 
d'où  l'on  tire  en  intégrant,  et  désignant  pare  la 
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conttanto  arbitraire 

ce  qui  nonftre  qoe  la  figure  libre  do  liquide  sera 
celle  d'un  parabololde  de  rétolution  dont  l'aie  sera 
celui  de  la  rotation. 

Pour  déterminer  la  conitanic  e,  suppoiont  que 
le  raie  soit  un  cylindre  Tertical  à  base  circulaire , 
dont  Taxe  de  figure  toit  Taxe  des  3  ou  de  rotation. 
Appelons  m  son  rayon ,  et  fc  la  hauteur  due  à  la  tî* 
tetse  absolue  am  de  la  surface ,  de  sorte  qu'on  ait 

a'êk*  s=  2gk ,  et  par  conséquent  1  =  —  «l"  ^'  ^'^ 

a* 

aussi  h  la  hauteur  de  Teau  ayant  le  moutement  ; 
wa*h  sera  le  volume  du  liquide  qui  ne  changera  pas 
pendant  la  rotation  ;  or,  en  divisant  le  parabololde 
en  conches  cylindriques  et  infiniment  minces,  qui 
aient  pour  aie  commun  celui  des  s,  on  aura  2ifrdr 
pour  la  base ,  et  2w»réb'  pour  le  tolume  de  la  cou- 
che dont  le  rayon  est  r  et  Pépaisseur  ir  ;  ce  Yuluroe 
total  s'obtiendra  donc  en  intégrant  2wMrdrf  de- 
puis r  =  0  jusqu'à  r=sa\  d'où  Ton  conclut 


a>  6 


-'/: 


Mrdr, 


En  substituant  pour  r  sa  valeur  et  effectuant  Tin- 
tégration,  on  en  déduit 

0  =  6  —  Ifc, 

pour  la  valeur  de  0. 

L'équation  de  la  surface  supérieure  du  liquide 
sera  donc 

a=.^+è-  X  k. 

La  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  a  qui 
répondent  à  r=:Oot  rz^a^  seront  h  —  ^  A  et 

6  -f-  -^  A  j  en  sorte  que  rabaissement  du  liquide 

dans  Taxe  et  son  élévation  h  la  circonférence,  qui 
résulteront  de  la  rotation ,  seront  les  mêmes ,  et 
auront  pour  valeur  la  moitié  de  la  hauteur  due  à  la 
vitesse  de  la  circonférence. 

002.  Quand  les  forces  dont  X,  T,  Z,  senties  com- 
posantes ,  proviennent  des  attractions  de  tons  les 
points  du  liquide ,  en  raison  inverse  du  carré  des 
distances ,  ou  suivant  d'autres  lois,  les  valeurs  to- 
tales de  X,  T,  Z,  dépendent,  en  général,  de  la  forme 
du  liquide  et  de  ses  couches  de  niveau  ;  et ,  réci- 
proquement, cette  forme  dépend  des  valeurs  de  ces 
composantes.  Cette  dépendance  mutuelle  des  at- 
tractions du  fluide  et  de  sa  figure ,  rend  la  déter- 
mination de  celle-ci  très  difficile  au  moyen  de 
réquation  {b).  Lors  même  que  le  liquide  est  homo- 
gène, on  n'est  parvenu  à  résoudre  ce  problème,  dans 


le  cas  ordinaire  de  Tattraetion  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances^  qu'en  supposant  la  force  cen- 
trifuge peu  considérable ,  de  manière  que  le  fluide 
s'écarte  peu  de  la  forme  sphérique  qu'il  poonait 
prendre  si  cette  force  était  tout-4-fait  nulle,  c'est- 
à-dire,  si  le  fluide 'était  en  repos.  On  démontre 
alors,  par  une  analyse  fondée  sur  la  conaidération 
des  séries ,  et  qui  ne  peut  pas  trouver  place  ici ,  que 
la  figure  du  fluide  est  nécessairement  celle  d'un  el- 
lipsoïde de  révolution ,  dont  on  détermine  l'aplatis- 
sement, d'après  la  grandeur  de  la  force  centrifuge 
à  Téquateur ,  comparée  à  l'attraction  du  fluide  eu 
même  point. 

Mais,  il  est  facile  de  vérifier  que  la  figure  ellip- 
tique satisfait  toujours  à  l'équation  {h) ,  lorsque  la 
viteue  «  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite ,  et 
qu'il  y  a  alors  deux  ellipsofdes  de  révolution  qui 
répondent  à  une  même  valeur  de  cette  vitesse  de 
rotation.  Suppoaons ,  en  effet,  que  la  surface  du 
fluide,  dans  son  état  permanent,  a  pour  équation 


«.  ^  ••  (i  +  y) 


(«) 


qui  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont 
l'axe  de  figure  et  le  diamètre  de  l'équateur  ont  Se 

et  2o  |/1  -t"  y*  P^^^  longueurs.  Appelona  X ,  T , 
Z,  les  composantes  de  la  force  accélératrice  prove- 
nant de  Tattractiou  totale  de  ce  corps  sur  le  point 
de  sa  surface  qui  répond  à  « ,  y ,  a ,  et  dirigées 
suivant  les  prolongemens  de  ces  coordonnées, 
c'est-à-dire,  en  sens  contraire  des  composantea 
dont  on  a  donné  les  expressions  dans  le  n»  106.  Eu 
changeant  les  signes  do  ces  expressions  ,  et  obser- 
vant que  «^  s-fc*  (  1  4"  >*  )  est  la  masse  de  TelUp- 
solde ,  nous  aurons 

X  =  tÉt,[y^[l  +  y  )arc  (tang  =>)}, 
V* 


Z  = 


Vp(i  +  yO' 


[arc(Ung=^y)  — y]; 


/*étant ,  comme  dans  le  n«  cité ,  l'intensité  de  Tat- 
traction  à  l'unité  de  distance,  et  entre  des  masa«s 
dont  chacune  est  égale  à  l'unité.  Il  s'agira  donc  de 
prouver  que  ces  valeurs  ,  jointes  à  l'équation  (e)  , 
satisfont  à  l'équation  (h).  Or ,  en  les  substituaoC 
dans  cette  équation,  multipliant  tous  ses  termes 
par  y*  ,  ce  qui  suppose  que  y  ne  soit  pas  téro,  et 
faisant  pour  abréger 
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Uticol 

Tt  >  -  7  (1  +  >•  )  «rc  Ctang  =  >)  +  •>»]  (*Ar  +  ytfy) 
+  (  l  +  >'"  )  [•"  (tang  s=s  y)  —  ^]  sds  =  0  ; 

en  différentUiii  réqnttion  (e),  on  a 

sdM  +  yily  +  (1  -)-  ^«  )  «is  ss  0; 

T  >  —  T  (*+>')  "c  (tiog  s  ^)  +  i^s  =  tro  (Ung  r=  y)  —  >, 


«t,  pour  qoo  cette  équation  différentielle  cof  ocido 
arec  la  précédente,  il  eet  nécessaire  et  il  suffit 
qu^on  ait 


on  bien  en  réduisant 

3^^ arc  (Ung  =  >)  =  0;    (d) 

en  sorte  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  s'assurer  si  cette 
équation  a  des  racines  réelles ,  et  à  en  déterminer 
la  nombre. 

Pour  cela,  je  représente  par  C  son  premier  mem- 
bre, et  je  suppose  que  Ton  trace  la  courbe  dont 
>  et  C  sont  Tabscisse  et  l'ordonnée  courantes  : 
cette  courbe  coupera  l'axe  des  abscisses  à  l'ori- 
gme  ;  mais  la  racine  y  =  0  est  étrangère  à  la  ques- 
tion ,  tant  que  la  'vitesse  «  et  par  suite  •  n'est  pas 
léro.  Les  autres  racines  de  l'équation  (d)  sont  deux 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  mais  il  suf- 
fira de  considérer  ses  racines  positÎTes,  par  exem- 
ple, attendu  que  l'équation  (e)  no  contient  que  le 
carré  de  y. 

Cela  étant ,  si  l'on  égale  à  téro  la  différentielle 
de  C ,  on  trouTO 

•>4  +  a  (6t  —  1)  ^1  +  9i  =  0,       (•) 

pour  déterminer  les  abscisses  correspondantes  aux 
WMrima  et  aux  ntimma  de  cette  ordonnée.  Or , 
cette  équation  étant  du  second  degré  par  rapport 
à  y»  y  il  s'ensuit  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  maxi- 
mum et  un  mshtDiinn  de  cbaque  côté  de  l'origine 
des  abscisses  ;  d'où  l'on  conclut  d'abord  que  la 
courbe  ne  pourra  couper  qu'en  deux  points  l'axe 
des  abscisses  positiTes,  au  delà  de  cette  origine; 
en  sorte  qu'il  existera,  au  plus,  deux  racines  réel- 
les et  positives  de  l'équation  (d).  Observons  en 
outre ,  que  si  les  équations  (d)  et  (a)  ont  lieu  pour 
une  même  valeur  de  ^^  la  courbe  touchera  l'axe 
des  abscisses  en  un  point  qui  répondra  à  une  ra- 
cine double  de  l'équation  (d).  Or,  on  tire  de  l'équa- 
tion (a) , 

2* 

en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (d],  il 
vient 

équation  qui  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine 

positive,  outre  >=0.  Cette  racine  exbte  effecti- 

e    wi  ;  et  par  des  essais,  on  trouve  pour  sa  valeur 


approchée 

y  r=  2,6808. 

La  valeur  correspondante  de  t  est 

f  ss  0,1188; 

d*où  nous  pouvons  conclure  que  pour  des  valeurs 
de  •  plus  petites  que  cette  fraction,  il  y  a  deux 
intersections  distinctes  de  l'axe  des  abscisses  po- 
sitives, et  deux  racines  inégales  de  l'équation  (d); 
que  pour  cette  valeur  de  • ,  ces  intersections  se 
changent  en  un  contact ,  et  les  deux  racines  de- 
viennent égales  ;  et  qu'enfin,  pour  des  valeurs  plut 
grandes  de  c,  les  intersections  n'ont  plus  lieu,  non 
plus  que  les  racines  réelles  de  l'équation  (d).  ft  est 
certain  que  ces  racines  répondent  aux  moindres 
valeurs  de  • ,  et  non  pas  aux  plus  grandes  ;  car 
pour  t=Q0 ,  l'équation  (d)  n'a  aucune  racine  dif- 
férente de  séro  ;  et ,  au  contraire ,  quand  «  est  une 
très  petite  fraction,  on  détermine  aisément  les 
deux  racines  réelles  de  cette  équation. 

Lorsqu'on  aura  déterminé,  au  moyen  de  l'équa- 
tion (d) ,  les  deux  valeurs  approchées  de  y  qui  ré- 
pondent à  une  valeur  donnée  de  c  moindre  que  la 
fraction  précédente,  les  valeurs  précédentea  de 
X,  X ,  Z ,  feront  connaître  l'attraction  du  fluide  en 
un  point  quelconque  de  son  intérieurou  de  sa  sur- 
face ,  et  on  déduira  les  valeurs  de  o ,  du  volume 
aussi  donné  du  liquide.  Quand  la  valeur  de  c  sur- 
passera cette  fraction ,  on  ne  sera  pas  en  droit  d'en 
conclure  que  la  figure  permanente  du  liquide 
soit  impossible,  mais  seulement  qu'elle  ne  peut 
pas  être  un  ellipsoïde  de  révolution  ;  car  si  l'on 
excepte  le  cas  où  Ton  suppose  cette  figure  très 
peu  différente  d'une  sphère ,  on  n'a  point  encore 
démontré  que  la  figure  elliptique  de  révolution 
soit  la  seule  qui  convienne  à  l'équilibre  des  forces 
centrifuges  et  des  actions  mutuelles  des  molécu- 
les :  on  n'a  même  pas  prouvé  que  la  sphère  soit 
la  seule  figure  que  puisse  prendre  une  masse 
fluide  en  repos ,  dont  les  molécules  s'attirent  mu- 
tuellement, quelque  naturel  que  cela  paraisse. 

693.  Si  la  quantité  i  est  une  très  petite  fraction, 
on  satisfait  à  l'équation  (d)  en  prenant  pour  y  une 
quantité  très  petite.  On  a  alors 


arc  (tang 

1 
Z  +  y»   ' 


=  >)  =  >—  7  y*+  etc., 


y) 
i 

8 


yt 

—  +  etc.; 
0 
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et  en  sobstitoeDi  cet  Yaleori  doiu  l'ëqaBtiim(d), 
supprimant  le  facteur  7»,  commun  à  tooi  les  termes, 
et  négligeant  ensuite  les  puissances  de  y  supé- 
rieures à  la  première ,  4>n  troate 

ce  qui  répond  à  un'èlHpsoldetrés  peu  aplati.  L'apla- 
tisaement  sera  à  pen  près  7  y*  ,  puisque  les  deni 

demi-axes  sont  0  et  e  J/'l  +  y*  .  On  pourra  prendre 
«1  0  pour  la  force  centrifuge    à    Téquateur,  et 

j  ir/fo  pour  l'attraction  en  un  point  de  la  surlaee , 

ce  qui  serait  les  Taleurs  exactes  de  ces  deux  for- 
ces, si  le  corps  était  exactement  sphérique.Le 
rapport  de  la  première  à  la  seconde  est  égal  à  Z%  \ 
par  conséquent,  lorsqu'un  fluide  homogène  tourne 
autour  d'un  axe  fixe ,  et  s'écarte  très  peu  de  la  fi- 
gure spbériqne ,  son  aplatissement  est  égal  à  cinq 
fois  la  force  centrifuge  à  l'équateur  divisée  ^r 
quatre  fois  l'attraction  à  la  surface.  On  démontre 
aussi  que  si  le  fluide  est  composé  de  couches  très 
peu  aplaties,  dont  les  densités  décroissent  du  cen- 
tre irla  surfooe,  l'aplatissement  sera  toujours  plus 
petit  que  dans  le  cas  de  Thomogéoétté ,  et  cepen» 
dant  plus  grand  que  les  deux  cinquièmes  de  celui 
qui  répond  à  ce  cas. 

Dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur ,  ou  à 

Tattraction  terrestre,  est  environ  —  (n»  177)  à  l'é- 
quateur. Si  la  terre  était  une  masse  fluide  homo* 
gène,  son  aplatissement  serait  donc  «^i  dont  les 

deux  cinquièmes  sont  -i—  \  sa  valeur  ~— ,  qui  ré- 
sulte de  l'observation ,  est  comprise  entre  ce»  deux 
limites,  comme  dans  le  cas  d'une  masse  fluide 
Aont  la  densité  décroit  du  centre  à  la  surface. 
Sn  fait  ant 


«  =  «I    i/**+r  =  « k^î+T* , 


dans  les  valeurs  de  Z  et  J/X»  +  Y»  ,  et  dévelop- 
pant ensuite  suivant  les  puissances  de  .7.,  on  trouve 


=-^0+ 


10 


+  etc 


•)• 


i/îr+Yr=_l:l!î( 


l+^+etc), 


pour  les  attractions  qui  ont  lieu  aux  pôles  et  à 
l'équateur.  J'ajoute  à  la  seconde  la  force  oentri- 
Inge  m,*  0,  dont  la  valeur  est  4/îrpci,  ou  le  produit  de 

4  4yt 

—  wffe  et  de  -rr-,  d'après  ce  qui  précède:  il  vient 
3  *" 

3      \         10  / 


pour  la  pesanteuf  à  l'équateur.  Sn  en  retraocliafllt 
la  pesanteur  Z  au  pèle,  et  divisant  par  celle-ci , 
on  a 

^ -L — -L =  ^  V  —  eic.4 

Z  2 

en  sorte  qu'en  négligeant  le  carré  de  >*  ,  ce  rap- 
port est  égal  à  l'aplatissement  ~  ^»  ,  et  par  cou- 

séquent ,  la  somme  de  ces  deux  quantités  a  pour 
valeur  cinq  fois  la  force  centrifuge  divisée  par  le 
double  de  lo  pesanteur  à  l'équateur ,  conformé- 
ment au  théorème  cité  dans  le  n»  193. 

Dans  ce  même  cas  d'une  très  petite  valeur  de  « , 
on  satisfait  encore  à  l'équation  (d)  au  moyen  d'une 
très  grande  valeur  de  7^.  On  a  identiquement 

arc  (Ung  =  ^)  =;!•»  —  arc  f  Ung  r=  —  J  ; 

pour  une  semblable  valeur  de  y ,  on  aura  donc,  en 
série  convergente , 

1  1      1  1        1     l 

arc.(Ung=y)=— « |---j 7-T+  «^-i 


on  a  de  même 
1 


y  +  8 


3>»       ô  >» 


1           3 
= +  «*C-  i 

yÈ  y4 


et  en  substituant  oes  développemens  dans  Téqua- 
tion  (d),  on  en  déduira  ensuite  une  valeur  de  y  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  det, 
savoir, 

w  8 

>  = +  etc., 

4«  w 

qui  sera  la  seconde  racine  réelle  de  cette  éqnatîon. 

Pour  de  plus  gronds  détails  sur  cette  importante 
théorie  et  sur  son  application  à  la  figure  de  la 
terre  ,  je  renverrai  aux  tomes  II  et  Y  de  la  Jféos- 
niquê  eéltétê, 

694.  Il  7  a  une  différence  essentielle  entre  lea 
surfaces  de  niveau,  tracées  dans  l'intérieur  d'an 
liquide  soumis  à  l'action   mutuelle  de  tous  tes 
points ,  et  celles  qui  sont  décrites  dans  un  fluide 
dont  les  points  ne  sont  soUioités  que  par  des  forces 
étrangères ,  c'est-à-dire ,  par  des  attractions  cm 
répulsions  qui  émanent  de  centres  fixes,  et  sont 
fonctions  des  distances  à  ces  centres.  Supposons 
que  ABCD  (fig.  122)  soit  la  surface  libre  d'un  liquide 
en  repos ,  ou  tournant ,   pour  plus  de  généralité  , 
autour  d'un  axe  fixe.  Soit  EFGH  une  surface  de 
niveau  tracée  dans  son  intérieur  ;  et  appelons  R  la 
résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent   eu 
point  quelconque  H   de  cette  surface.  Dans  les 
deux  cas  qu'on  vient  de  distinguer ,  cette  force 
sera  dirigée  suivant  la  normale  RMP  en  ce  point; 
or,  dans  le  second  cas ,  sa  grandeur  et  sa  direction 
ne  dépendant    d'aucune  action   des   points     du 
fluide,  elle  restera  encore  perpendioëlaife  à  Ut 
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•arfoee  VKiR ,  ti  Ton  enlève  I»  omiohe  do  licpiide 
comprise  entre  EFGH  et  ABCD  ;  de  sorte  qo^eprés 
celte  soustraction,  le  liquide  terminé -par  EFGH 
demeurera  encore  en  équilibre  :  mais  dans  le  cas 
des  actions  mutuelles  de»  points  du  systcnie,  la 
force  R  dépendra  de  Paction  de  ce  liquide  inté- 
rieur et  de  celle  de  la  couche  eitérieure  ;  elle 
changera,  engénéral,  de  grandeur  et  de  direction, 
lorsqu^on  supprimera  la  couche  comprise  entre 
ABCD  et  EFGH,  et  l'équilibre  du  liquide  terminé 
par  EFGH  n*aura  plus  lieu.  Pour  qu'il  se  rétablisse, 
if  faudra  que  la  surface  EFGH  change,  et  doTienne 
perpendiculaire,  en  chaque  point  H,  à  la  seule 
partie  de  la  force  R  qui  subsistera. 

L^action  de  la  couche  extérieure ,  eomprise  en- 
tra ABP)  et  EFGH ,  sera  nulle  sur  tous  les  poinU 
du  0Qide  intérieur  et  de  la  surface  EFGH ,  loraqne 
la  masse  entière  du  fluide  sera  homogène ,  qu'elle 
s'écartera  peu  de  la  figure  sphérique,  et  que  ses 
points  ne  seront  sollicités  que  par  leurs  attractions 
Butaelles  en  raison  iuTerse  du  carré  des  distances, 
si pa»  la  force  centrifuge.  En  effet,  toutes  les  sur- 
faces de  niveau  sont  alors  des  ellipsoïdes  sembla- 
bles, et,  conséqueroment ,  la  couche  comprise 
entre  deux  de  ces  surfaces  ABCD  et  EFGH,  n'exerce 
aucune  action  sur  les  points  situés  dans  Tespoce 
intérieur  (no  105].  Hais  cette  nullité  de  l'action 
d'une  couche  terminée  par  deux  surfaces  de  ni- 
veau, sur  le  fluide  intérieur ,  n'est  pas  une  condi- 
tion de  l'équiltbra  des  fluides;  les  fbrces  étant 
toujours  ceHes  ^u'ou  tient  de  supposer,  elle  n'a 
pins  lieu,  pareiAiplo,  lorsque  le  liquide  est  hété- 
rogène ;  ce  qui  rend  dissemblables  les  surfaces  de 
nWeau ,  qui  sont  encore  elliptiques ,  et  telles  que 
fellipticité  de  la  surface  quelconque  EFGH  dépend 
de  l'épaisseur  et  de  la  constitution  de  la  couche 
extérieure  *\ 

Dans  le  cas  particulier  de  l'homogénéité,  on 
peut  enlever  ou  rétablir  à  volonté  la  couche  ellip- 
tique comprise  entre  ABCD  et  EFGH,  sans  troubler 
réquilibfb  ni  changer  la  forme  du  fluide  intérieur, 
en  supposant  que  la  vitesse  de  rotation  soit  tou- 
joun  la  même.  Hais  il  y  a  aussi  d'autres  couches 
qu'on  peut  ajouter  an  fluide  terminé  par  EFGH,  et 
qui  ne  troublent  pas  sou  équilibre ,  quoique  leur 
attraction  ne  soit  pas  nulle  sur  les  points  de  ce 
liquide.  Il  est  évident  que  la  surface  extérieure  de 
la  couche  additive  peut  être  un  ellipsoïde  sembla- 
ble à  EFGH,  et  ayant  pour  centre  un  point  de 
Taxe  de  rotation  différent  do  point  0.  La  surface 
extérieure  de  cette  couche  peut  aussi  avoir  ce 
point  pour  centre ,  et  être  un  ellipsoïde  dont  l'a- 
platissement soit  différent  de  celui  de  la  surface 
intérieure.  Pour  le  faire  voir,  soient  ABCD  et 
AVC'D'  (fig.123)  les  deuxellipsoîSes  différons  qui 
satisfont  à  la  condition  d^équilibre  d'un  même 
fluide  homogène  tournant  outour  d'un  axe  fixe 
avec  une  vitesse  angulaire  donnée  (n«  602);  soient 


«f  réitêu  ,  ton*  Il  t  VH^*  K  *t  nÛTantN. 


aussi  EFGH  ot  E'F'G'H'  deux  surfaces  de  niveau , 
tracées  dans  l'intérieur  de  ces  ellipsoïdes ,  sembla-  ' 
blés  aux  surfaces    extérieures,  ayant  le  même 
centre  0  que  oelles-ci,  et  se  coupant  au  point  M  : 
sans  troubler  l'équilibre  du  liquide  terminé  par 
EFGH ,  on  y  pourra  ajouter  la  couche  comprise 
entre  les  deux  surfaces  EFGH  et  A'B^CD',  dissem- 
blables et 'Concentriques.  On  remarquera  que  non 
seulement  l'action  de  cette  couche  additive  snr^ 
les  points  du  liquide  intérieur  et 'de  la  surface 
EFGH ,  n'est  pas  nulle ,  mais  que  cette  action  sur 
chaque  point  de  la^urface  n'est  pas  dirigée  suivant 
la  normale.  Ainsi,  au  point  H,  l'action  de  la  couche 
comprise  entrelessurfacea  EFGH  et  A'B'C'D',  n'est 
pas  dirigée  suivant  la  normale  NUP  h  la  première 
surface;  car  déjà  l'action  du  liquide -intérieur, 
terminé  par  cette  surface^  est  dirigée  suivant  NlfP; 
et  si  l'action  de  le  couche  additive  avait -aussi- 
cette  direction ,  Taction  de  la  masse  totale ,  ter» 
minée  par  la  surface  A'B'CD^,  serait  encore  dirigée 
suivant  cette  normale ,  tandis  qu'elle  doit  l'être- 
suivant  la  normale fl'XP' à  Tautre  surface  de  ni- 
veau E'F'G'H'. 

Quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  un 
fluide  homogène  ou* hétérogène  tournant- autour- 
d'un  axe  fixe,  on  ne  doit  pas  perdre  de.  vue  que  la 
seule  condition  dMquilibre  est  .rexistence  -d^une 
quantitép  qui  satisfasse  à  l'équation  (a),  et  qui  soit 
nulle  ou  constante  à  la  surface  libre  du  liquide. 
Toute  autre  condition  qu'on  y  voudrait  ajouter  est 
déjà  comprise  dans  celles-là,  ou  ne  se  vérifiera  pa^. 

696.  Parmi  les  différentes  lois  d'attraction ,  il  y 
en  a  une  qui  n'est  pas  celle  de  la  nature ,  mais  qui 
jouit  d'une  propriété  remarquable.  Cette  loi  est 
celle  d'une  action  mutuelle  en  raison  directe  de  la 
distance,  et  la  propriété  dont  il  s'agit  consiste  en 
ce  que  la  résultante  des  actions  de  tous  les  points 
d'un  corps,  sur  uu^point  quelconque,  est  indépen- 
dante de  la  forme  et  de  la  constitution  de  ce  corps, 
homogène  ou  hétérogène ,  et  la  même  que  si  la 
masse  entière  était  réunie  à  son  centre  de  gravité. 

En  effet,  soient «,  y,  s ,  les  coordonnées  du 
point  attiré,  s',  y,  if,  celles  d'un  point  attirant , 
/*  la  masse  de  ce  second  point  matériel ,  ti  la  dis- 
tance des  deux  points,  A/«ii  la  force  accélératrice 
dirigée  du  pramier  point  vera  le  second  ;  k  étant 
un  coefficient  constant.  Les  composantes  de  cette 
force  suivant  des  parallèles  aux  axes  des  coordon- 
nées, menées  par  le  point  attiré,  seront  kfâ,  (s' — s)^ 
k/A  (y' — y) ,  kté  (s'— 'S)  ,  puisque  les  cosinus  des 
angles  que  fait  sa  direction  avec  ces  droites  sont 
les  différences  s'  —  m,  \f — y,  a' — js  ,  divisées 
par  u.  Par  conséquent ,  si  Ton  appelle  X ,  T ,  Z , 
les  composantes  totales  de  la  force  accélératrice 
du  point  attiré ,  on  aura 

X  =  ikJfi*'  —  **Xa*, 
Y  =  *  J/^y'  —  *y2/* , 
Z  =  »2/*s'  —  **ÏMi 
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1m  tomoiM  X  t'étendantà  tout  lei  pointe  dn  corps 
«Uiniit.  Or,  si  Ton  appelle  m  le  maeee  entière  de 
ce  corps,  et  si  ,  jfi ,  sj  ,  les  troie  coordonnées  de 
son  centre  de  gravité ,  on  aura 

2m     =  ■•, 

S^y'  =  WÊffi  , 
2fis'  s=  mai  ; 

il  en  résultera  done 

J.  T=  km  {xi  '—  m) , 
Y  =  km  (Vi—  y), 
Z  =  iei  (si  -—  s), 


équations  qni  renferment  éfideuunent  la  proposi- 
tion  qu^il  s^agissait  de  démontrer. 
En  substituant  ces  taleurs  de  X,  Y,  Z,  dans  Vé- 

qnation  (6),  et  faisant,  pour  abréger,  -*==«,  il 

Tient 

(*,  — #)«fa  +  (y,  — y)dy+(,,  —M)dM 

d'où  l'on  tire ,  en  intégrant  et  désignant  par  e  la 
constante  arbitraire , 


(  «  —  sr,  ).  +  (  y  —  3fi  )«  +  (  a  -  j,  )•  -  .  (  «•  +  y«  )  =  c. 


Cette  équation  sera  celle  dea  surfaces  de  niteau 
dans  un  liquide  tournant  autour  de  Taso  des  s , 
dont  les  points  s^attirent  en  raison  directe  de  la 
disteoce;  elle  fait  Toir  que  tontes  ces  surfaces  se- 
ront concentriques  et  du  second  degré.  De  plus ,  si 
Ton  transporte  rori^ine  des  coordonnées  à  leur 
centre  commun,  c^st- à-dire,  au  centre  de  gratité 
du  fluide ,  les  premières  puissances  des  coordon- 
nées courantes  devront  disparaître  j  ce  qui  ne 
pentatoir  lieu,à  moins  qu'on  n^aits^  =0,yi  =0, 
Ml  =  0.  L^équation  précédente  se  réduit  donc  à 

par  conséquent,  les  surfaces  de  niTcau  sont  des  el- 
lipsoïdes ou  des  hyperboloîdes  de  réTolution,  selon 
qu'on  a«<lou  c  >1;  et,  dans  les  deux  cas , 
elles  ont  tontes  le  même  axe  de  figure,  qui  est  Taxe 
de  rotation. 


Le  tolome  du  liquide  étant  donné,  ntyperiM»» 
lolde  n'est  possible  que  quand  le  fluide  est  oontena 
dans  un  vase ,  et  alors  Téquation  (/*)  s'applique 
seulement  à  la  partie  libre  de  sa  surface.  Lors  done 
qu'on  a  •  >  1 ,  la  figure  permanente  d*nn  liquide 
libre  de  toutes  parts  est  impossible,  dans  le  cas  dea 
forces  que  nous  considérons.  Si  l'on  a  «  <l,  toutea 
les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  qui  dif- 
fèrent par  les  valeurs  de  e.  Pour  déterminer  la  va- 
leur de  cette  quantité  qui  répond  à  la  surface  exté- 
rieure, on  égalera  le  volume  de  l'ellipsoïde ,  dont 

l'expression  est  — --^^ — -,  au  volume  donné  du  li- 

3(1-,)' 

qnide.  U  est  remarquable  que,  dans  cet  exemple, 
la  loi  des  densités  des  coucbes  duf  nide  n'a  aucune 
influence  sur  sa  figure  extérieure^  sur  celle  de 
coucbes  de  niveau. 
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DE    LBQUILIBRB    DBS    FLUlbBS    PESANS 


ISM.  Soit  ABCD  (fig.  124)  un  vase  ouvert  à  sa  par- 
tie supérieure,  et  dont  la  base  horitontale  AB  est 
posée  sur  un  plan  fixe.  Supposons  qu'un  liquide 
pesant  et  homogène  s'élève  dans  ce  vase  jusqu'en 
A'V.  Pour  l'équilibre  de  ce  liquide,  il  faudra  que 
la  surface  libre  A'B'  soit  horisontale  ou  perpendi- 
culaire à  la  direction  do  la  pesanteur,  et  cet  équi- 
libre ne  sera  pas  troublé ,  si  l'on  exerce  sur  cette  | 


surface  une  pression   censtente  et  de  grandeur 
quelconque. 

La  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  sera  la 
même  dans  toute  l'étendue  de  chaque  section  ho* 
risontale  du  liquide;  en  la  désignont  par  p  à  la 
profondeur  m  au-dessous  de  A'V,  et  appelant  f  la 
densité  constante  du  liquide ,  et  y  la  gravité ,  on 
aura  dp  =  fyds  ,  d'après  l'équation  (S)  du  n»  684. 
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la  tBtégrtnt ,  oo  «on  donc 

P  =  py*  +  «î 

«  étant  la  pression  estérieure,  qui  sora  générale- 
ment la  pression  atmosphérique  qui  répond  à  i — 0. 
Cette  presâion  constante  se  transmettra ,  sans  alté- 
ration ,  sur  tous  les  élémens  des  parois  du  vase  et 
des  corps  plongés  dans  le  liquide  j  elle  s*ajoutera, 
en  chaque  point  (n»  679),  à  la  pression  Tartable 
due  à  la  pesanteur  du  liquide.  Il  sera  donc  toujours 
facile  d'y  at oir  égard  ;  et ,  pour  plus  de  simplicité, 
nous  pouTons  la  supposer  nulle,  et  réduire  Téqua- 
tion  précédente  à 

Soient  h  la  base  AB  du  vase ,  P  la  pression  totale 
exercée  sur  cette  base,  k  la  distance  de  A'B'  à  cette 
même  base ,  ou  la  hauteur  du  liquide  ;  nous  aurons 
à  la  fois 

«  =  fc,     P  =  6p  =  ^gbh\ 

ee  qui  montre  que  la  pression  eiercée  sur  la  base 
horiaontale  du  Tase  e|t  égale  au  poids  d'un  cylin- 
dre rempli  du  liquide,  qui  aurait  pour  base  celle 
du  vase ,  pour  hauteur  celle  du  liquide,  et  dont  le 
volume  et  la  masse  seraient,  conséquemment,  bh 
etfftA. 

Cette  pression  P  est  donc  indépendante  de  la 
forme  du  vase  ;  en  sorte  que  pour  les  trois  vases 
représentés  par  la  figure  126,  qui  ont  des  bases  équi- 
valentes ,  posées  sur  un  même  plan  horizontal ,  et 
dans  lesquela  un  même  liquide  s'élève  à  une  hau- 
teur qui  est  aussi  la  même,  les  pressions  exercées 
sur  leurs  bases  sont  égales,  quoique  Tun  des  vases 
soit  un  eylindre  droit,  qu'un  autre  s'élargisse  en 
parlant  de  la  base ,  et  que  le  troisième  aille  en  se 
rétrécissant.  Cette  pression  est ,  pour  chacune  des 
trois  bases ,  le  poids  du  liquide  eontenu  dans  le 
vase  cylindrique;  résultat  très  remarquable,  qui 
est  pleinement  confirmé  par  l'expérience. 

Dans  le  cas  de  plusieurs  liquides  superposés  dans 
un  vase,  il  suffira,  et  il  sera  nécessaire  pour  leur 
équilibre,  que  la  surface  de  séparation  de  deux  li- 
quides consécutifs  soit  horizontale  (n»  687);  et,  en 
effet,  si  cela  est,  chaque  nouveau  liquide  super- 
posé exercera  sur  tous  les  points  de  sa  base  une 
pression  constante,  qui  ne  troublera  pas  l'équilibre 
du  liquide  inférieur.  Voici  comment  ou  pourra  dé- 
terminer la  pression  totale  exercée  sur  le  fond  du 
vase. 

607.  Versons  sur  le  fluide  en  équilibre  dans  le 
vase  ABCD  (fig.  Id4)  un  nouveau  liquide,  dont  la 
densité  soit  f',  qui  ait  sa  surface  supérieure  A"fi'' 
horisontale,  comme  celle  du  premier,  et  qui  s'é- 
lève k  une  hauteur  V  au-dessus  du  niveau  A'B'  du 
premier  {  ces  deux  fluides  demeureront  en  équili- 
bre dans  le  vase.  En  appelant  b'  l'aire  de  A'B^,  qui 
est  la  base  du  second  fluide ,  il  exercera  sur  cette 
base  une  pression  égale  à  f'gk'b\  Cette  pression  sera 
transmise,  par  l'intermédiaire  du  liquide  inférieur, 
sur  le  fond  AB  du  vase  ;  et  l'aire  de  AB  étant  h , 


il  en  résultera ,  sur  cette  surface  plane ,  une  pres- 
sion exprimée  par  f^gVb  (n»  678)  ;  pir  conséquent, 
la  pression  totale  exercée  par  les  deux  fluides  sur 
la  base  horisontale  du  vase,  sera  fghb  ^  f'^^'A* 

Si  l'on  verse  un  troisième  liquide  dans  le  vase, 
dont  la  surface  A'"B"'  soit  enoore  horisontale,  l'é-. 
quilibre  ne  sera  pas  troublé;  f"  étant  sa  densité , 
y*  la  hauteur  de  son  nivesu  A"'B'"  au-dessus  de  la 
surface  supérieure  A"B''  du  second  liquide ,  et  è" 
Taire  de  cette  dernière  surface,  ce  troisième  liquide 
exercera  sur  sa  base  A"B",  une  pression  égale  à 
f^'gkfV^,  qui  sera  transmise  par  le  second  liquide, 
et  deviendra  f'^gVV  sur  la  surface  supérieure  A'B' 
on  V  du  liquide  inférieur;  cette  pression  sera  trans- 
mise de  même ,  par  l'intermédiaire  du  liquide  in- 
férieur, et  deviendra  p"^fc"6  sur  le  fond  AB  du  vase  ; 
par  conséquent,  les  trois  liquides  superposés  exer- 
ceront sur  le  fond  du  vase  une  pression  égale  à 
fghb  +  f^gk'b  +  f^'gh^b ,  ou  {fh  +  f'V  +  p"fc")  gh. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  quand  un  nom- 
bre quelconque  de  liquides  de  diff'érentes  densités, 
sont  superposés  et  en  équilibre  dans  un  vase,  la 
pression  qu'ils  exercent  sur  la  bose  horisontale  de 
ce  vase,  ne  dépend  que  de  l'étendue  de  cette  base, 
des  épaisseurs  des  différons  fluides,  et  de  leurs  den- 
sités. Dans  le  cas  d'un  vase  cylindrique  et  vertical, 
elle  sera  égale  à  la  somme  des  poids  de  tous  les 
fluides  ;  et  elle  ne  variera  pas  quand  on  changera 
la  forme  du  vase ,  pourvu  que  sa  base  ne  change 
pas  d'étendue ,  non  plus  que  l'épaisseur  et  la  den- 
sité de  chaque  liquide. 

Ce  résultat  étant  indépendant  de  Tépaisseur  des 
couches  horixontales,  il  subsiste  encore  lorsque  ces 
couches  sont  infiniment  minces,  c'est-à-dire,  lors* 
que  la  densité  de  la  masse  fluide  vorie  par  degréa 
continus  dans  le  sens  vertical,  et  convient,  par 
conséquent,  aux  fluides  compressibles.  Il  est  éga- 
lement vrai  quand  la  pesanteur  varie  d'une  eouche 
à  l'autre  avec  la  densité  ;  ce  qui  arrive  lorsque  la 
hauteur  du  fluide  n'est  pas  négligeable  par  rapport 
au  rayon  de  la  terre.  C'est  aussi  ce  que  l'on  peut 
déduire  de  l'équation  dp  =  fgtUs ,  qui  convient  à 
l'équilibre  de  tous  les  fluides  pesans ,  compressi- 
bles ou  non ,  et  dans  laquelle  on  peut  supposer  la 
gravité  ^  et  la  densité  f ,  fonctions  de  l'ordonnée 
verticale  m. 

698.  Considérons  actuellement  l'équilibre  des 
liquides  pesans  contenus  dans  plusieurs  vases ,  et 
qui  peuvent  s'écouler  de  l'un  dans  l'autre  par  des 
ouvertures  latérales.  Si  l'on  ferme  à  la  fois  toutes 
ces  ouvertures ,  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé;  il 
faudra  donc  d'abord  que  les  liquides  soient  dispo- 
sés ,  dans  chaque  vase ,  par  couches  horisontales  ; 
mais  cette  condition  ne  suffira  pas  ;  et  il  faudra  en- 
core, quond  les  ouvertures  ne  seront  plus  fermées, 
qu'il  existe  un  certain  rapport  entre  les  élévations 
des  liquides  dans  les  vases  différens,  qui  dépendra 
du  rapport  de  leurs  densités. 

S'il  ny  a  qu'un  seul  liquide  répandu  dans  plu- 
sieurs  vases  communiquons,  il  faudra  que  le  niveau 
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de  ce  liquide  soit  le  iDéiiie  dans  toas  cet  Taies.  Ko 
effet ,  constdériMDS  un  liquide  homogène  contenu 
dans  deux  vas^s ,  por  exemple ,  qui  communiquent 
latéralement  par  le  canal  £F  (fif(.  120),  et  qui  sont 
posés  sur  des  plans  fixes  horiiontaux.  Supposons 
que  ce  liquide  s'déve  jusqu^en  AB  dans  Tun  des 
Tases,  et  jusqu'en  CD  dans  Tautre,  et  que  ces  deux 
sections  horixontales  ne  soient  pas  dans  un  même 
pkn,  de  sorte  qu'en  prolongeant  le  plan  de  la  secr 
tion  CD  de  Tun  des  irases ,  il  tienne  couper  Tsutre 
▼ase,  suivant  une  seclion  «C  située  à  une  distance  1 
au-dessous  de  AB.  Si  Téquilifare  existe  dans  cet 
état,  il  ne  sera  pas  troublé  en  remplaçant  la  section 
outerte  CD  par  une  paroi  fixe  :  le  fluide  compris 
entre  AB  et  «C,  exercera  sur  «C  une  pression  é^^ale 
à  fgylf  en  appelant  f  sa  densité,  et  y  l'aire  de  eette 
section  «C  ;  cette  pression  se  transmettra ,  par  Tin* 
termédiairedu  liquide  contenu  dans  les  deux  vases, 
jusque  sur  la  poroi  CD;  et  il  en  résultera,  sur  ce 
plan  horiiontal,  une  pression  dirigée  de  bas  en 
haut  et  eiprimée  par  p^^e,  en  désignant  par  e  Taire 
de  CD.  Par  conséquent,  Téquilibre  n'aura  plus  lieu 
dès  que  Ton  enlèvera  la  paroi  CD ,  à  moins  que  la 
différence  de  niveau  1"  du  liquide  dans  les  deux 
vases ,  ne  soit  nulle  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer. 

Les  deux  sections  AB  et  CD  étant  comprises  dans 
un  même  plan ,  si  Pou  verse  au-dessus  de  AB  un 
liquide  qui  s'élève  jusqu'en  A'B',  et  dont  la  densité 
soit  p^,  il  exercera  sur  AB  une  pression  égale  à 
f*gbh  'fheih  étant  l'aire  de  AB  et  la  distance  com- 
prise entre  les  sections  horixontales  AB  et  A'B'. 
Cette  pression  se  transmettra  sur  CD ,  où  elle  sera 
égale  à  f'^cA,  et  s'exercera  de  bas  en  haut  ;  et  pour 
la  détruire,  il  faudra  fermer  le  vase  en  CD  par  une 
paroi  fixe ,  ou  verser  au-dessus  de  CD  un  fluide 
dont  la  pression  sur  CD  soit  égale  et  contraire  à 
f^^eA.  Dans  ce  dernier  cas ,  si  le  fluide  s'élève  jus- 
qu'en GBf,  que  l'on  représente  par  f,  sa  densité,  et 
par  k  la  distance  comprise  outre  CIV  et  CD,  la  pres- 
sion exercée  par  ce  fluide  sur  CD ,  sera  f^ko  ;  et 
pour  l'équilibre ,  il  faudra  qu'on  ait  p,A  =  p'A. 

On  voit  donc  que  pour  l'équilibre  des  liquides 
différons  contenus  dans  des  vases  communiquons , 
il  est  nécessaire  que  leurs  densités  soient  on  raison 
inverse  de  leurs  élévations  au'dessus  des  sections 
de  ces  vases ,  faites  par  un  même  plan  borixontal. 
Si  l'on  verse  de  nouveaux  liquides  au-dessus  de 
ceux  qu'on  vient  de  considérer,  on  verro  de  mémo 
qu'en  désignant  par  A,  A',  A",  etc. ,  les  épaisseurs 
de  ces  liquides  dans  l'un  des  vases  ,  et  par  p',  p", 
p"',  etc. ,  leurs  densités  ,  et  en  représentant  par  A, 
k^f  k^^^  etc. ,  p^,  p^^,  p,^^,  etc.,  les  quantités  analo- 
gues dans  un  autre  vase ,  il  faudra  qu'on  ait  l'équa- 
tion 

f'*  +  f"*'  +  f'"*"+  '='<==f.*  +  f..*.+  f,A  +  ctc-i 

d'où  il  résultera  que  les  pressions  rapportées  à  l'u- 
nité de  surface  seront  égales  sur  les  deux  surfaces 
supérieures  AB  et  CD  du  liqnide  homogène  qui  va 


d'an  vase  à  l'antre,  et  qui  peut  être  celui  dont  Ia< 
densité  est  p',  on  celui  dont  la  densité  est  p„  on  plus 
généralement  un  autre  liquide  quelconque,  pourvu 
que  les  deux  surfaces  AB  et  CD,  qui  le  termi- 
nent ,  soient  comprises  dans  un  même  plan  hori- 
iontal. 

On  peut  remarquer  que  des  couches  infiniment 
minces,  comprises  dans  des  vases  différons,  et 
contennes  entre  les  mêmes  plans  horixontaux , 
éprouveront  la  même  preasion  rapportée  è  l'unité 
de  surface  ;  mais  au-dessus  du  plan  qui  termine  le 
liquide  inférieur,  elles  pourront  contenir.des  liqui- 
des différons  ;  en  sorte  que  les  propriétés  des  cou- 
ches de  niveau ,  ou  perpendiculaires  è  la  direction 
de  la  pesanteur,  ont  bien  lieu,  quant  à  l'égalité  des 
pressions,  mais  non  plus  quant  à  l'homogénéité  dn 
liquide  (n»  687),  lorsque  ses  couches  sont  inter- 
rompues par  des  parois  fixes* 

699.  Les  lois  de  l'équilibre  des  fluides  pesons , 
dans  des  vases  communiquans,  sont  susceptibles 
d'un  grand  nombre  d'applications  dont  nous  nous 
bornerons  è  indiquer  les  plus  commune». 

Celle  qui  se  présente  la  première,  et  que  nous  ne 
ferons  qu'énoncer ,  est  la  théorie  des  nivellemens 
et  des  instrumens  qu'on  appelle  des  nivêams. 

Dans  le  siphom,  dont  les  deux  branches  s^ouvreot 
è  leur  partie  supérieure ,  et  qui  contient  de  l'eau 
011  un  autre  liquide ,  ^équilibre  a  lien  qnand  les 
deux  extrémités  du  flnide  sont  comprises  dons  un 
même  plan ,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  la  pres- 
sion atmosphérique  en  ces  deux  points.  L'éqnili- 
bre  peut  aussi  exister  dans  le  siphon  renversé, 
pourvu  qn'alors  la  pression  atmosphérique  ait  une 
grandeur  convenable. 

Soient  ABC  (fig  127.),  ce  tube  renversé ,  Bson 
point  le  plus  haut,  £  et  F  les  points  où  le  liqnide 
s'arrête  dans  ses  deux  branches ,  et  qui  sont  sitvés 
dans  un  même  plan  horiiontal.  Si  l'on  appelle  p  la 
densité  du  liquide  et  A  la  hauteur  du  point  B  au- 
dessus  de  ce  plan ,  la  pression  rapportée  à  l'unité 
de  surface ,  exercée  par  le  liquide  en  ees  points  X 
et  F  sera  égale  à  p^A  ;  et  en  appelant  «  la  pression 
atmosphérique  qui  s'exerce  de  bas  en  lunit  en 
chacun  de  ces  points ,   il  faudra  donc  qu'on  ail 
«>p^A,  ou  tout  au  plus,  «=p^A,  pour  que 
cette  pression  empèohe  le  liquide  de  s'éeonler. 
Dans  le  second  cas ,  la  pression  au  point  B  sera 
nulle  ;  dans  le  premier,  elle  sera  égale  à  «— p^A  ; 
et  si  l'ou  avait  m  <  p^A ,  la  pression  au  point  B  se- 
rait négative  ,  le  liquide  se  diviserait  en  ce  point, 
et  s'écoulerait  par  les  deux  branches  du  siphon. 
Au  reste ,  dans  le  siphon  renversé ,  l'équilibre  du 
liquide  n'est  qu'instantané ,  et  ne  peut  s'observer 
qu'à  raison  de  l'adhérence  de  ses  molécules  entre 
elles  ou  contre  l'intérieur  du  tube  ;  dès  que  son  ex- 
trémité F  est  un  peu  au«dessoua  ou  au-dessus  de  son 
extrémité  E,  l'excès  de  la  pression  atmosphérique 
sur  la  pression  du  liquide ,  est  plus  grand  ou  pli» 
petit  au  point  £  qu'au  point  F,  et  le  liquide  s'éconle 
par  la  branche  BC  ou  par  lo  branche  BA  du  siphon. 
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Dsn  Tiuiige  ordinairo  dft  ce  tube  rentené,  la 
branohe  Ift  pins  courte  BA  est  plongée  dans  no 
Tase  H,  contenant  un  liquide  qui  s^éléve  jnsqu^au 
point  D  du  tube;  on  fait  le  TÎde  ,  en  aspirant  Tair 
qne  ce  tube  renferme  ;  le  liquide  s^élève  au-dessus 
de  son  niveau  primitif ,  jusqtt'*à  ce  quMI  ait  atteint 
le  sommet  B  du  tube  \  il  descend  ensuite  jusqu'au 
point  C ,  puis  il  s^écoule  par  cette  eitrémité  du 
tube.  L'écoulement  s'arrêterait,  lorsque  le  point  D, 
en  s^abaissant  dans  la  branche  BA ,  se  trouverait 
au-dessous  du  point  C  ;  ce  qui  ne  peut  arriver , 
puisqu'on  suppose  que  AB  est  la  pins  courte  des 
deux  branches  du  tube. 

La  pTêSêê  hydrmiUquê,  dont  l'invention  est  at- 
tribuée i  Pascal ,  consiste  en  une  caisse  prisma- 
tique et  verticale  H  (fig.  128) ,  ouverte  à  sa  partie 
supérieure,  et  remplie  d'eau  jusqu'en  AB.  Un  cou- 
vercle placé  sur  AB ,  ferme  exactement  la  caisse , 
et  peut  cependant  glisser  le  long  de  ses  parois. 
Ao-dessous  de  AB  se  trouve  une  ouverture  C ,  à 
laquelle  on  adapte  un  tube  coudé  CDE ,  dont  la 
branche  verticale  DE  est  ouverte  à  sa  partie  supé- 
rieure E.  L'eau  de  la  caisse  s'écoule  par  l'orifice  C  ; 
et,  à  cause  du  couvercle  posé  sur  AB,  ce  liquide 
s'élève ,  dans  le  tube  DE ,  jusqu'au  point  F ,  situé 
a«-dessos  du  prolongement  de  cette  section  bori- 
Bontale  AB.  Cela  étant ,  si  l'on  ajoute  au  poids  du 
couvercle  un  nouveau  poidsX,  le  liquide s^abaissera 
en  A'B^  dans  la  caisse  H  ,  et  s'élèvera  en  f  dans  le 
tube  DE.  Par  cette  addition  de  X,  la  pression  rap- 
portée i  l'unité  de  surface  sera  plus  grande  en  A'B' 

X 

qn*en  AB,  de  la  quantité  — ,  en  désignant  par  h 

0 

l'aire  de  la  section  boriiontale  de  H  ;  en  même 
terapf ,  la  pression ,  aussi  rapportée  à  l'unité  de 
aorlacei  et  due  au  poids  de  l'eau  contenue  dans  le 
tube  vertical  DE  ,  augmentera  d'une  quantité  p^s 
en  désignant  par  p  la  densité  du  liquide ,  et  par  g 
Télévation  du  point  F'  au-dessos  du  point  F.  Pour 
que  l'équilibre  subsiste,  il  faudra  donc  qu'on  ait 

équation  qui  fera  connaître  le  poids  X  d'après  l'ob- 
servation de  #.  On  a  soin  que  h  soit  une  très 
grande  surface ,  afin  que  des  élévations  peu  consi- 
dérables de  l'eau  dans  le  tube  vertical ,  puiuent 
répondre  à  de  très  grandes  charges  du  couvercle 
mobile,  et  servir  à  les  mesurer.  La  section  hori- 
tontale  dn  tube  est  très  petite  par  rapport  à  è,  et 
il  en  résulte  que  les  abaissemens  du  couvercle 
dans  la  caisse  H  sont  très  petits,  par  rapport  aux 
élévations  du  liquide  dans  le  tube  ;  car  si  l'on  ap- 
pelle y  la  distance  comprise  entre  AB  et  A'B',  et 
e  la  section  boriaonlale  du  tube,  on  aura  6y=e«, 
pniaque  le  volume  total  de  Teau  doit  être  invaria- 
Ue.  Le  tube  DE  pourrait,  au  reste ,  n'être  ni  ver- 
tical,  ni  cylindrique;  et  la  formule  précédente 
donaerait  toujours  la  valeur  de  X,  pourvu  que  s 


fut  la  diatance  comprise  entre  les  deus  niveaux  dn 
liquide  en  F  et  en  V. 

Un  horcmèirê  est,  en  général,  un  tube  ABC 
(fig.  129),  dont  les  deux  branches  BA  etBC  sont 
verticales,  et  qui  est  fermé  i  Textrémité  A  de  BA , 
«t  ouvert  à  l'extrémité  C  de  BC.  On  fait  exactement 
le  vide  dans  ce  tube ,  pois  on  y  verse  du  mercure ,  - 
qui  s'élève  jusqu'en  D  dans  la  branche  AB,età 
une  moindre  hauteur,  jusqu'en  E,  dans  la  branche 
ouverte  CB.  Si  Ton  mène  par  le  point  E  un  plan 
ëorisontal  qui  coupe  en  F  la  branche  AB,  le  mer- 
cure situé  au-dessous  de  ce  plan  sera  de  lui-même 
en  équilibre;  et,  pour  que  cet  état  subsiste,  il 
faudra  que  les  pressions  rapportées  à  l'unité  de 
surface,  qui  sont  exercées  en  F  par  le  mercure  FD, 
et  en  F  par  l'atmosphère,  soient  égales  entre  elles. 
D'après  cela,  j'appelle  m  la  pression  atmosphé- 
rique ,  je  désigne  par  m  la  densité  du  mercure ,  et 
par  h  la  hauteur  verticale  du  point  D  ou-dessus  du> 
point  E ,  c'esUà-dire ,  la  différence  des  niveaux  D 
et  F  du  fluide  dans  les  deux  branches  du  baromè- 
tre ;  la  pression  du  mercure  au  point  F  auro  ponr 
valeur  le  produit  m^'k,  et  l'on  aura,  conséquem- 
menty 

wufh  =  m. 

L'équilibre  du  mercure  ne  sera  pas  troublé,  si 
l'on  imagine  que  la  branche  BC  se  prolonge  verti- 
calement jusqu'à  l'extrémité  de  l'atmosphère  ;  par 
conséquent,  la  pression  atmosphérique  «,  qui 
fait  équilibre  à  celle  du  mercure,  n'est  autre  chose 
que  le  poids  de  l'air  contenu  dans  un  cylindre  ver- 
tical ayant  pour  base  l'unité  de  surface  ,  et  s'éten- 
dant  indéfiniment  dans  l'atmosphère  :  il  dépend 
du  décroissement  de  la  pesanteur ,  à  mesure  que 
l'on  s'élève  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre ,  de 
la  densité  et  de  la  température  des  couches  d'air , 
et  des  quantités  de  vapeur  d'eau  qu'elles  peuvent 
contenir.  Ce  poids  pouvant  varier  dans  un  même 
lieu  de  la  terre ,  la  hauteur  barométrique  h  varie 
anasi  ;  elle  change  encore  de  grandeur ,  à  raison 
des  vents  verticaux ,  qui  rendent  la  preasion  atmo- 
sphérique plus  grande  ou  plus  petite  qu'elle  ne 
serait  dans  l'état  de  repos  de  l'air  :  à  Paris,  la  va- 
leur la  plus  commune  de  h  est  0»;  76. 

Si  l'on  remplaçait  le  mercure  par  un  autre  li- 
quide dans  le  baromètre,  la  hauteur  h  changerait 
en  raison  inverse  de  la  densité  de  ce  liquide,  com- 
parée à  celle  (lu  mercure ,  en  supposant  toujours 
qu'il  y  ait  un  vide  sensiblement  parfait,  au-dessus 
du  niveau  D ,  dans  la  branohe  fermée  du  baromè- 
tre. Pour  Teau,  cette  élévation  h  est  d'environ 
lO*",  4  ;  et  c'est  aussi  la  plus  grande  hauteur  ù 
laquelle  l'eau  puisse  s'élever  dans  une  pompé  ,  au- 
dessus  de  son  niveau  extérieur.  Quand  il  existe  une 
couche  d'air  entre  la  suKace  du  liquide  et  XtpU- 
ton,  cet  air  se  dilate;  il  exerce  sur  le  liquide  inté- 
rieur une  pression  moindre  que  celle  de  l'atmo- 
sphère, mais  qui  diminue  l'élévation  de  l'eau,  et  la 
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réduit  à  uoo  grondeur  que  nout  dëlemaineions 
dans  un  autre  chapitre. 

600.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du 
calcul  des  pressions  exercées  por  les  liquides  pe- 
sans  sur  les  parois  inclinées  ou  courbes  des  vases 
qui  les  contiennent ,  et  sur  les  aurfaces  des  corps 
solides  qui  y  sont  plongés. 

La  pression  exercée  par  un  liquide  homogène 
•ur  une  paroi  plane  inclinée ,  est  égale  au  poids 
d^un  prisme  de  ce  liquide  qui  ourait  pour  hase 
cette  paroi ,  et  pour  hauteur  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  au  niveau  du  liquide.  En  effet, 
soient  «  un  élément  de  cette  paroi,  et  s  sa  distonce 
au  niveau  du  liquide  ;  la  pression  sur  cet  élé- 
ment sera  ptt  ou  f^s»,  en  mettant  pour  p  sa  valeur 
précédente  (n»  606)  j  et  comme  les  pressions  sur 
tons  les  élémens  sont  perpendiculaires  à  la  |Miroi 
plane ,  la  résultante  de  ces  forces  parallèles  aura 
pour  valeur  le  produit  de  fg  et  de  Fintégralo  de  jm, 
étendue  h  la  paroi  entière.  Or,  cette  intégrale  est 
égale  à  6js^,  en  appelant  i  Taire  de  la  paroi ,  etjs^ 
la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  niveau  du 
liquide;  la  valeur  de  la  pression  sur  le  plan  t&cliné 
sera  donc  fgb»i%  conformément  à  Ténoncé  du 
théorème. 

Dans  le  cas  de  plusieurs  liquides  superposés 
dans  le  vase,  on  déterminera  séparément  les  pres- 
sions exercées  ou  transmises  sur  la  paroi  inclinée, 
par  chacun  de  ces  liquides  j  et  leur  somme  sera  la 
pression  totale  que  cette  surface  plane  aura  à  sup* 
porter.  La  pression  «  de  Tatmosphère  augmentera 
cette  pression  totale  d'une  quantité  égale  à  hm. 

Tous  les  points  de  la  base  horitontale  du  vase 
éprouvant  des  pressions  égales ,  la  résultante  de 
ces  forces  porallèles  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  cette  base;  mais ,  dans  le  cas  d^une  paroi  incli- 
née ,  les  élémens  inférieurs  éprouveront  des  pres- 
sions plus  grandes  que  celles  des  élémens  supé- 
rieurs ;  et  le  point  où  la  résultante  totale  vient 
percer  la  paroi,  qu*on  peut  appeler  le  emUrê  dêprêê' 
êion,  sera  toujours  plus  bas  que  le  centre  de  gra- 
vité de  cette  même  surface.  Quand  une  paroi  plane, 
plongée  dans  nn  liquide  homogène ,  tourne  autour 
de  son  centre  de  gravité,  la  pression  qu*elle 
éprouve  ne  change  pas  de  grandeur,  mais  le  point 
d^applicatioo  de  cette  force  normale  et  constante 
change  de  position  sur  cette  surface. 

OOi.Pour  donner  un  exemple  de  la  détermina- 
tion du  centre  de  pression ,  supposons  que  la  paroi 
pUne  soit  un  trapèze  ABCD  (fig.  130)  ,  dont  les 
deux  bases  AB  et  CD  sont  horitontales.  Si  nous 
partageons  cette  surface  en  élémens  parallèles  à 
ces  bases  et  d'une  hauteur  infiniment  petite,  cha- 
cun de  ces  élémens  éprouvera  Ja  même  pression 
dans  toute  sa  longueur ,  et  son  centre  de  pression 
sera  situé  à  son  milieu  ;  or ,  si  Ton  prolonge  les 
côtés  AC  et  BD  du  trapèxe,  jusqu'en  leur  point  de 
rencontre  K,  et  qu^on  mène  la  droite  KJL,  qui  va 
de  ce  point  au  milieu  H  de  AB,  cette  droite  pauera 
aussi  par  le  milieu  G  de  CD ,  et  par  les  milieux  de 


tons  les  élément  du  trtpèse;  elle  renfermera  dooc 
le  centre  de  pression  demandé  ;  et  il  ne  s'agiri  qne 
de  déterminer  la  distance  de  ee  point  à  AB. 

Soient  m'  cette  distance ,  m  celle  d'un  éténent 
quelconque  à  la  même  base  AB,  ti  la  longvenrlH 
de  cet  élément ,  j  sa  distance  au  niveau  da  fluide, 
k  la  hauteur  du  trapèse*  L'aire  de  cet  élément  et 
la  pression  qo'il  éprouve  seront  udw  et  f^Mufar  ;  la 

pression  totale  aura  pour  valeur  /     f$MmdM  ;  et 

d'après  la  théorie  des  moment  des  forcet  parallè- 
let,  on  aura 

Soit  aussi  o  la  distance  de  AB  au  niveau  dn  li- 
quide; appelons*  Tangle  compris  entre  le  plan 
vertical,  qui  va  de  cette  droite  au  niveau  dn  li- 
quide, et  le  prolongement  du  plan  du  trapèie;  on 
aura 

s  =  e  «4-  «  cos  «; 

et  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  s  dans  l'équa- 
tion précédente ,  et  qu'on  supprime  le  facteur  ^f 
constant  et  commua  à  set  deux  membret,  il  en 
résultera 

s' le  j    wbt  4"  <^* *  •  /     9mdjgj 

=  c  /     sudx  -f-  cos  « .  /    M*  mdg. 

Je  désignerai  par  net  6  les  longueurs  des  deux 
boses  AB  et  CD ,  et  par  k  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  K  sur  CD  ou  6.  La  perpendiculaire 
abaissée  du  même  point  sur  ABou  a  sera  ft-f*^i  ^ 
sur  MN  ou  «,  elle  sera  k'\-h^s\ei  cet  droites 
o,  6,  «,  étant  parallèles ,  on  aura 

u  i  b  ::  k  +  h  -^  s  :  k^ 
a  i  h  ::  k  +  h  :  k. 

Je  tire  la  valeur  de  A ,  de  la  seconde  proportion , 
puis  je  la  substitue  dant  la  première  ;  ce  qui  donne 


k  = 


bh 


a—  b 


aA  —  (e  ~-  6}  s 


En  mettant  cette  valeur  de  u  dans  Téquatioa  pré- 
cédente ,  et  effectuant  les  intégrations,  on  en  dé- 
duit 

^__2ha{a+2b)+k»  {a  +  3b)cosm, 
*  ~"     ec{a  +  b)  +  2h  (o  +  2b)  cos  «     " 

Par  conséquent ,  si  Ton  mène  &  cette  distance  y, 
une  parallèle  SF  à  la  droite  AB ,  le  point  P,  où  elle 
coupera  la  ligne  6H,  qui  va  du  milieu  de  ABi  celui 
de  CD,  sera  le  centre  de  pression  dn  trapèse. 

La  figure  180  suppose  que  la  base  supérieure  AB 
soit  la  plus  grande;  si  le  contraire  avait  lieu ,  il  est 
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Mé  devoir  qu'il  loAraît  de  remplacer  Tengle  • 
pu  fon  tupplément,  oo  de  ohenger  le  signe  de 
ces  «,  dani  cette  fomrale. 

Dans  le  ca»  de  •«  =  900,  Ui  paroi  ett  horisontale, 
et  la  fformole  te  rédait  à 

ce  qui  coïncide,  cfifectiTeineiit,  avec  lo  distance  du 
centre  de  granité  du  tropèse  h  sa  base  a. 

Quel  que  soit  Tangle  «,  si  cette  base  est  à  fmar 
i^eau,  on  a  -c  =2  0,  et  la  Taleur  générale  de  t^  de- 
vient 


de  sorte  qu'elle  est ,  dans  ce  cas,  indépendante  de 
Tinclinaison  de  la  paroi.  Le  trapèze  se  changera  en 
un  parallélogranime ,  quand  on  suppose  6  =  a;  et 
Ton  a  alors 

5 

n  se  change  en  un  triangle  dans  les  deux  cas  de 
ft  =  0  et  a  =r  0  ;  pour  lesquels  on  aura 


=  r  ft, 
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Dans  le  premier  cas ,  c^est  la  base  du  triangle  qui 
est  àfiêur  éPsau,  et  s'  est  la  distonce  du  centre  de 
pression  à  cette  base  j  dans  le  second  cas ,  «'  est  la 
distance  au  sommet  qui  se  troure  à  la  surface  du 
liquide. 

602.  Sur  une  portion  de  surface  courbe,  les  pres- 
sions se  détermineront  en  décomposant  d^abord  la 
pression  normale  à  chaque  élément,  en  trois  forces 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et  calculant 
ensuite  par  des  intégrales  doubles,  les  composantes 
totales  suÎTant  ces  trois  directions,  lesquelles  com- 
posantes se  réduiront  au  moins  à  deux  forces ,  qui 
pourront,  le  plus  souvent ,  urètre  pas  réductibles  à 
une  seule  (n»  864).  Hais  quand  il  s'agira  des  pres- 
sioDS  exercées  sur  la  surface  entière  d'un  corps 
plongé  dans  un  fluide ,  la  réduction  à  une  seule 
force  aura  toujours  lieu,  et  cette  résultante  unique 
sera  Terticale,  ainsi  qu'on  Ta  le  voir. 

Soit  AHB  (fig.  131]  le  corps  dont  il  est  question; 
désignons  par  s ,  y^  s ,  les  coordonnées  rectangu- 
lairea  do  point  quelconque  H  de  sa  surface,  et  pre- 
nons le  niveau  du  fluide  pour  le  plan  des  m  et  y,  et 
Taxe  des  m  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur. Appelons  «»  l'élément  différentiel  de  la  sur- 
face, et  p  la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface, 
qui  répondent  au  point  M ,  de  sorte  que  p«  soit  la 
pression  exercée  sur  cet  élément,  et  dirigée  suivant 
Ui  normale  intérieure  HR.  La  valeur  de  p  sera  la 
oséme  pour  tons  les  points  qui  sont  à  la  même  dis- 
tance s  du  niveao  du  liquide ,  soit  que  ce  fluide 
etagnant  soit  homogène ,  on  qu'il  soit  seulement 
composé  de  couches  horixontales  dont  la  densité  ne 
vttTte  que  d'nne  couche  à  une  autre.  Soient  encore 


«,  C,  ^,  les  angles  que  fait  la  normale  HR  avec  des 
parallèles  aux  axes  desc,  y,  js,  menées  par  le 
point  H  dans  l'intérieur  du  corps.  Enfin,  projetons  « 
sur  les  trois  plans  des  coordonnées ,  et  désignons 
les  projections  de  cet  éiément ,  par  a  sur  le  plan 
des  y  et  « ,  par  b  sur  celui  des  «  et  «,  et  par  0  sur 
celui  des  s  et  y.  En  observant  que  «,  €,  y,  sont  aussi 
les  inclinaisons  du  plan  tangent  en  H  sur  ces  trois 
plans,  nous  aurons  (n^  10) 

a  =:  «»  ces  a  ,     bas  cos  »  C ,     c  s=  «  cos  y  ; 

et  si  Ton  multiplie  ces  équations  par  |i,  il  en  résul- 
tera 

pa=:pi*COS«,     f6r=|»a»C0S<,     /w  =  /i«»cos>; 

ce  qui  montre  que  les  produits  |io,  p5,  pc,  sont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  des  « ,  y,  « ,  de  la 
pression  normale  pm  ;  en  sorte  que  la  composante 
perpendiculaire  à  chaque  plan  des  coordonnées,  et, 
généralement  à  un  plan  quelconque ,  se  déduit  de 
pt» ,  en  7  remplaçant  l'élément  «»  par  sa  projection 
sur  ce  [dan. 

Cela  posé ,  le  corps  AlB  étant  terminé  de  toutes 
parts,  il  7  a,  au  moins,  un  second  élément  de  sa 
surface  qui  a  la  même  projection  sur  chaque  plan 
donné,  que  l'élément  ».  Ainsi,  en  abaissant  du 
point  H ,  une  perpendiculaire  IP  sur  le  plan  des  y 
et  s-,  cette  perpendiculaire,  ou  son  prolongement , 
rencontrera  la  surface  du  corps  en  un  point  M',  et 
la  projection  de  l'élément  •'  qui  répond  à  ce  point, 
sera  égale  à  a  sur  ce  plan ,  comme  celle  de  m.  Les 
deux  élémens  étant  situés  k  la  même  distance  du 
niveau  du  liquide,  éprouveront  les  pressions  nor- 
males pm  et  ptt\  qui  seront  entre  elles  comme  les 
aires  •  et  «',  dont  le  rapport  peut  avoir  une  gran- 
deur quelconque.  Mais  leurs  composantes  parallè- 
les à  l'axe  des  m^  auront  une  valeur  commune  |ni, 
et  les  forces  jvwetp*'  agissant  suivant  les  normales 
intérieures  HN  et  H'n',  ces  composantea  égales 
agiront  évidemment  en  sens  contraire  i'nne  de 
l'autre ,  savoir,  de  M  vers  H'  au  point  H ,  et  de  S' 
vers  M  au  point  H'.  Par  conséquent  la  composante 
parallèle  k  l'axe  des  s ,  de  la  pression  exercée  sur  •, 
sera  détruite  par  la  composante  suivant  la  même 
direction ,  de  la  pression  exercée  sur  un  autre  élé- 
ment «'.  On  terra  de  même  qne  la  composante 
de  pm,  parallèle  à  l'axe  des  y,  sera  aussi  détruite 
par  la  composante  suivant  cette  direction,  de  la 
pression  relative  à  un  troisième  élément ,  lequel  ré- 
pondra au  point  oîi  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  H  sur  le  plan  des  s  et  s,  rencontrer»  une  se- 
conde fois  la  surface  du  corps.  Or,  on  conclut  de  \k 
que  ces  composantes  horixontales  des  pressions 
exercées  sur  les  élémens  de  la  surface  du  corps 
plongé ,  se  détruisent  dans  chacune  des  seetions 
horixontales  et  infiniment  minces,  et,  conséqnem 
menty  sur  sa  surface  entière.  Il  s'ensuit  donc  aussi 
que  tontes  ces  pressions  se  réduisent  à  une  seule 
force,  qui  est  la  résultante  de  leurs  composantea 
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vflfiicatot ,  et  qoi  proivient  de  U  prépoadéranoe  de 
valeur  4e  p  dans  le  partie  inférievre  do  eorpt. 

Sip  réaoHait  d*iiiie  preaaioa  eieioée  è  la  snrfaoe 
do  liquide ,  sa  valeur  aérait  eonatante  dana  toute 
l'étendue  de  la  surface  AHB;  et  les  composantes 
dea  pressions  se  détruiraient  deut  k  deuv ,  dans  le 
aena  vertical  anaai  bien  que  suivant  les  directions 
liori8o«itales.  Quelle  qne  soit  la  forme  d*un  corps 
solide  ou  fluide,  une  pression  constante  et  normale, 
exercée  en  tous  les  points  de  sa  surface ,  ne  pent 
donc  produire  ni  un  mouvement  de  translation, 
ni  un  mouvement  de  rotation,  comme  nous  l'avons 
dit  précédemment  (n«  Ô86). 

603.  Pour  déterminer  la  résultante  des  pressions 
verticales  exercées  surAMB,  Rabaisse  du  point 
quelconque  H  une  perpendicnlaire  sur  le  plan  ho- 
riiontal  des  œ  et-sf,  qui  rencontre  en  H,  cette  svr- 
face  AHB.  Les  élémens  •  et  m„  qui  répondent  ans 
points  H  et  ll|,  auront  nue  même  projection  o  sur 
ee  plan  ^  mais  les  pressions  rapportées  à  Tonité  de 
aurfaoe  y  aèrent  diSérentea  ;  et  si  on  les  désigne 
par  p  ei'Pf,  le  filet  du  corps  qne  terminent  ces  deoz 
élémens,  et  dont  la  longueur  est  HN ,  sera  poussé 
verticalement  de  bas  en  haut  par  une  force  pe^^fl. 
Je  snppoae,  pour  plua  de  aimplicité,  que  le  liquide 
dana  lequel  le  corps  est  plongé  soit  bomogène;  je 
représente  part  **  densité,  et  pari  la  longueur  de 
MMj,  onaurap<«-p|=3f^,  et  la  pression  verticale  f  jffe 
aéra  le  poids  du  volume  A»  du  liquide,  c'est-li-dire, 
le  poidadu  volume  du  liquide  dont  ce  filet  du  corps 
occape  la  place.  En  décomposant  le  oorpa  en  filets 
verticaux  et  infiniment  mineea ,  chacun  de  cea  fi- 
leta aéra  poussé  de  bas  en  haut  par  une  sembla- 
ble force  ^  d^oùron  conclut  que  la  résultante  de 
toutes  les  pressions  verticales  ne  dillîdrera  du  poids 
des  filets  fluides  remplacés  par  ceux  du  corps 
plongé,  que  par  le  sens  de  son  action;  en  sorte 
qn^elle  sera  égale  au  poids  total  do  volume  du  fluide 
que  déplace  ce  corps  solide,  et  appliquée  en  sens 
oontraire  de  la  pesanteur,  au  centre  de  gravité  de 
ce  volume;  lequel  centre  de  gravité  se  confondra 
avec  celui  du  corps  même ,  lorsque  celui-ci  aéra 
homogène* 

Si  le  corps  n^était  pas  entièrement  plongé  dans 
le  liquide,  on  pourrait,  dans  le  calcul  de  la  pression 
qu^il  éprouve ,  faire  abstraction  de  sa  partie  située 
au-dessus  du  niveau  du  liquide;  le  point  II,  appar- 
tiendrait alors  à  la  section  du  corps  faite  par  le 
prolongement  do  plan  de  ce  niveau  ;  et ,  en  pre- 
nant 1»^  =  0 ,  ce  cas  rentrerait  dans  le  précédent. 
La  résnltante  des  pressions  verticales,  qui  sera 
toujours  celle  de  tontes  les  pressions,  aura  alors 
pour  valeur  le  poids  du  volume  du  liquide  déplacé 
|Mrla  partie  plongée  du  corps  flottant,  et  pourpoint 
d*application  le  centre  de  gravité  de  ce  même  vo- 
lume. 

604.  Ces  résultats  ont  encore  Heu,  lorsque  le  li- 
quide est  cnm|)osé  de  couches  koritoatales.  On  y 
parvient  aussi  par  une  considération  indirecte, 
^u^il  est  bon  d'indiquer* 


L'éqoiHbra  aytot  lieu  dans  ce  liquide,  il  ne 
pas  troublé  si  Ton  solidifie  une  partie  qoelconqne 
du  liquide,  de  aorte  que  eette  partie  devienne  nn 
corps  plongé  ou  flottant.  Or,  pour  que  les  pressions 
normales  exercées  sur  la  surface  de  ce  corps  par  le 
liquide  environnant ,  fassent  équitibie  an  poids  de 
cette  partie  solide ,  il  faudra  qu^elIes  se  réduisent 
^  une  seule  force  égale  et  directement  contraire  à 
son  poids.  D'ailleurs,  si  Ton  remplace  la  partie  soli- 
difiée du  liquide  par  un  autre  corps  qoi  ait  exacte- 
ment la  même  surface ,  il  est  évideot  que  rien  ne 
sera  changé  aux  pressions  do  fluide  environnant^ 
par  conséquent ,  les  pressions  exercées  sur  la  sur- 
face d'un  corps  plongé  en  tout  ou  en  partie  dans  un 
liquide  stagnant,  homogène  ou  hétérogène,  se  ré- 
duisent toujours  à  une  force  unique,  égale  au  poids 
totol  des  couches  horisontales  du  liquide ,  dont  ce 
corps  occupe  la  place,  et  appliquée,  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur,  au  centre  de  gravité  de  ces 
mêmes  couches. 

On  conclut  de  là  que,  pourréquilibre  d'un  corps 
entièrement  plongé  dans  un  liquide ,  il  faut  que  sa 
densité  moyenne  soit  égole  à  celle  du  liquide  dont 
il  occupe  la  place,  et  que  son  centre  de  gravité|  et 
celui  de  cette  portion  de  liquide ,  soient  situés  sur 
une  même  verticale.  La  seconde  condition  est  tou- 
jours remplie ,  quand  le  corps  est  homogène ,  ainsi 
que  le  liquide.  Quant  aux  corps  qui  ne  sont  immer- 
gés qu'en  partie ,  et  qui  flottent  à  la  surface  du  li- 
quide, nous  examinerons  les  conditions  de  leur 
équilibre  dans  le  chapitre  suivant. 

606.  Ordinairement,  on  énonce  le  principe  de 
l'Hydrostatique  qu'on  vient  de  démontrer,  en  di- 
sant qu'un  corps  plongé  dans  nn  liquide ,  y  perd 
une  partie  de  son  poids ,  égale  au  poids  du  fluide 
qu'il  déplace  (n*  101). 

Il  en  résulte  que  pour  avoir  le  véritable  poids 
d'un  corpa ,  il  doit  être  pesé  dans  le  vide.  Deux 
corps  pesés  dans  l'air,  dans  l'eau ,  ou  dans  tout  au- 
tre fluide ,  et  qui  se  font  équilibre  au  moyen  d'une 
balance  exacte,  ont  des  poids  réellement  difi'érena, 
à  moins  que  leurs  volumes  ne  soient  éqntvalena. 
Le  poids  le  plus  grand  est  celui  du  corps  qui  a  le 
plus  grand  volume,  puisque  ayant  éprouvé  une 
plus  grande  perte  dans  le  fluide ,  il  y  fait  encore 
équilibre  à  l'autre. 

Si  un  même  corps  est  pesé  successivement  dans 
le  vide  et  dans  l'eau,  et  que  P  soit  son  poids  dans 
le  vide ,  et  P'  son  poids  dans  Pesu ,  P  et  P  —  P*  se- 
ront les  poids  absolus  de  ce  corps  et  de  Teau  sous 
un  même  volume;  ils  sont  donc  entre  eux  comme 
les  densités  de  ces  deux  substances  (n*  60).  Par 
conséquent ,  si  l'on  prend  pour  unité  la  densité  de 
Teau ,  et  qu'on  appelle  D  celle  du  corps ,  on  aura 


D  = 


P  — F 


C'est  d'après  cette  formule  qu^on  détermine  les 
densités  des  corps  qui  peuvent  être  pesés  dans 
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Vmn ,  Mut  t'y  dÎMoailMy  an  inoyeo  ée  b  ImUnce 
bydrfMt«ti(|iM. 

006.  La  démonstration  du  n»  602  8*applique  éga- 
lement anx  parois  latérales  d*un  Taie  qui  contient 
nn  liquide  ;  et  Ton  en  conclnra  que  lescomposantei 
horiiontalea  des  pressions  exercées  de  dedans  en 
dehors ,  snr  tonte  la  surface  intérieure  du  Tase,  se 
détruisent  deux  à  deux  \  en  sorte  que  si  le  fond  du 
Tase  est  posé  sur  un  plan  fixe  et  horixontal,  Taction 
des  fluides  qn^il  contient  ne  pourra  pas  le  mettre 
eo  mouTement  ;  ce  qui  résulte  aussi  du  principe  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité (n«  664).  Hais  si  Ton  fait  une  ouverture  à  Tune 
des  parois  latérales,  au-dessous  du  niveau  du  li- 
quide, celui-ci  s^écoulera  par  cet  orifice;  et  la  pres- 
sion n'ayant  pluilieu  sur  la  partie  de  la  paroi  qu^on 
a  enlevée,  celle  qui  est  exercée  à  la  partie  opposée 
du  vase  ne  sera  plus  détruite;  par  conséquent,  ce 
vase  sera  mis  en  mouvement  an  sens  contraire  de 
Técoulement  du  fluide.  Ce  principe  est  celui  des 
différentes  sortes  de  machines  à  réaction ,  et  sur 
lequel  est  fondé  le  moyen  proposé  par  D.  Bemouilli, 
pour  mouvoir  les  bateaux  sans  la  secours  des  rames 
et  du  vent. 

On  ¥em  anasi,  par  la  même  raisonnement  que 
dans  le  n9  603,  que  la  pression  totale  exercée  sur 
le  fond  du  vase  et  sur  ses  parois  latérales ,  est  tou- 
jours égale  au  poids  du  fluide  qu'il  contient ,  et 
appliquée,  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  au  centre 
de  gravité  de  ce  fluide.  Chaque  filet  vertical  du 
fluide,  qui  va,  sans  interruption,  de  son  niveau  à 


un  point  quelooBqoe  do  vase,  exeice  sur  ce  point 
une  preasioB  normale,  dont  le  composante  eai 
égale  au  poida  de  ce  même  filet.  Ceint  qui  reneon- 
tre  en  deux  pointa  le  surface  intérieure  du  ^t^»e , 
comprenant  le  fond  et  lea  parois  latémtea ,  exerce 
en  eea  deux  pointa  dea  preasiona  dont  les  eowpe 
santés  verticales  sont  dirigées  en  sent  contraire 
Tune  de  l'autre.  La  oemposante  qoi  répond  e« 
point  inférieur,  est  dirigée  dana  le  sent  de  la  pe- 
santeur, el  remporte  sur  l'autre  d'une  quantité 
égale  au  poids  de  ce  filet  ;  et,  de  cette  aaaMiéia ,  le 
résultante  dea  preaaiona  vertieeleade  tona  eea  filele 
fluides,  n'est  antre  chose  que  le  poids  Bène  da 
fluide  en  question. 

Il  faut  diatinguer  oette  presaion  de  cette  qai  e 
lien  aeulemeaisor  le  fond  dn  vaae  (a*  666),  et  qni 
n^est  égale  an  poids  du  fluide  que  quand  le  vea# 
eat  un  cylindre  ou  un  prisoM  droit.  Elle  eal  moi»- 
dre  que  ce  poids ,  lorsque  le  vaae  s'élargit  en  ellani 
cla  fend  à  se  partie  supérieure,  parce  que  lea  filate 
verticattx  du  fluide ,  qui  partent  de  soa  nivcna  ,  et 
-sont  interceptés  par  le»  paroia  latérales,  œ  ptesaent 
pas  sur  le  fond  du  vase  ;  elle  est ,  au  contraire,  pk» 
grande  que  lapoidadu  liquide,  quand  le  vase  vu 
en  se  rétrécissant ,  parce  que  lea  fileta  verlioaa 
qui  parlent  du  fond  du.  veae^  et  sont  interceptée 
par  les  parois  latérales,  exercent  néeanoina  la 
même  pression  articule  sur  le  fond  dn  vaae ,  ^e 
s'ils  s'étendaient  juaqu'an  niveau  dn  liquide;  ee 
qui  manque  au  poida  de  chacun  de  eea  filetainr 
eomplets,  étant  rempleoépar  la  réaiatanee  de  U 
paroi  à  laquelle  tla  viennent  abe«tir« 


CHAPITRE  IV. 


DB   LBQUlUBaJB   BT    DU    MOOVBMBNT   DBS   CORPS    FLOTTANS. 


607.  Pour  qu'un  corpa  pesani  puisse  se  tenir  en 
dquUibre  à  la  surface  d'un  liquide  stagnant,  il  est 
nécessaire  que  son  poids  soit  moindre  que  celui 
d'nn  volume  de  ce  fluide  égal  au  sien  ;  toutefois , 
il  y  a  &9»  cas  où  il  se  forme  autour  d'un  corps 
flottant  un  espace  vide  de  peu  d'étendue,  qui  doit 
être  ajouté  à  son  volume,  et  qui  diminue,  consé- 
queament,  sa  densité  moyenne;  de  sorte  que  dea 
oeipe  d'vD  petit  Tofanne  peuvent  sonager,  quoi* 


que  leur  densité  propre  aurpaise  celle  dn  liquide. 
Hous  ferons  abstraction  de  cette  cireonsfanee, 
qui  se  rapporte  h  la  théorie  dea  phénoménea  en- 
pillaires,  dont  il  ne  sera  paa  question  dana  ee 
Traité  (no  680). 

La  densité  dn  corpa  solide,  s'il  est  hemegène, 
ou  sa  densité  moyenne,  s'il  ne  reat  paa,  étant 
moindre  que  celle  du  liquide ,  le  corpa  a'enfenee 
dans  le  fluide,  jusqu'à  ce  que  le  poida  do  liquide 
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qa^U  déplace  toit  def«nii  égal  k  soa  poids  enlicr; 
«tqamd  cette  égalité  a  liea,  le  coipt  reste  en 
équilibre,  ai  soa  centre  de  gratîté  et  celai  du  flaîde 
déplacé  soot  situés  sar  ane  mèoM  Tcrtioalesoar 
la  pressioa  da  liquide  qoi  doit  €iire  équilibre  au 
poids  du  corps,  est  égale  sa  poids  da  liquide  dé- 
placé y  et  appliquée  k  son  centre  de  gravité,  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur  (  o«  608  ). 

Si  le  corps  flottant  est  bomogène ,  aussi  bien 
que  le  liquide,  le  centre  de  gravité  da  liquide 
déplacé  ooSocide  avec  celui  de  la  portion  immergée 
da  corps.  Dana  Tétat  d^équilibre ,  le  volume  de 
cette  partie  du  corps  est  à  celui  du  corps  entier , 
comme  la  densité  du  corps  est  à  celle  du  liquide  ; 
et  la  détermination  des  positions  d^équilibre  d*un 
corps  flottant  se  réduit  à  nn  problème  de  géomé- 
trie, dont  voici  Ténoncé.  Couper  un  corps  par  un 
plan  y  de  manière  que  le  volume  d*un  segment  soit 
à  celai  du  corps ,  dans  nn  rapport  donné ,  et  que 
lea  centres  de  gravité  da  segment  et  du  corps  se 
trouveat  sur  une  même  perpendiculaire  au  plan 
coapaat.  Quaod  on  a  déterminé  une  sectien  du 
corps  qui  satisfait  à  ces  deui  conditions ,  on  la 
place  au  niveau  du  liquide ,  de  manière  que  le 
aegment  dont  on  a  considéré  le  volume ,  soit  situé 
au-dessous ,  et  l'on  a  une  des  positions  d*équilibre 
da  corps  flottant. 

Qans  chaque  cas  particulier,  on  esprimesa  ces 
deux  conditions  par  des  équations ,  dont  la  solu- 
tion complète  fera  connaître  toutes  les  positions 
d'équilibre  de  ce  corps.  Quelquefois  leur  nombre 
aéra  infini ,  comme  dana  le  cas  des  solides  de  ré- 
volution dont  l'axe  est  boritontal  ;  d'autres  fois, 
ce  nombre  sera  fini  et  déterminé;  mais  il  serait 
difficile  de  démontrer ,  à  friori,  qu'il  y  a  toujours 
une  position  d'équilibre,  quelle  que  soit  la  forme 
do  corps. 

608.  Je  cboisirai  ^  pour  eiemple  du  problème 
qu'on  vient  d'énoncer,  le  cas  d'un  prisme  droit  et 
triangulaire,  dont  lea  arêtes  sont  borisontales.  Le 
plan  coupant  leur  sera  évidemment  parallèle  ;  de 
plus ,  sa  direction  sera  indépendante  de  la  distance 
comprise  entre  les  deux  bases.  On  pourra  dooc 
faire  abstraction  de  la  longueur  du  prisme,  et 
déterminer  seulement  l'intersection  du  plan  cou- 
pant et  de  l'une  des  deux  bases  j  de  sorte  que  le 
problème  se  rapportera  à  la  géométrie  plane  ;  ce 
qui  aurait  lieu  également  dans  le  cas  d'un  prisme 
ou  d^un  cylindre  horixontaWà  base  quelconque. 

Soit  ABC  (fig.  132)  l'une  des  bases  du  prisme 
donné.  11  peut  arriver  que  deux  sommets  de  ce 
triangle  soient  plongés  dans  le  liquide  ,  ou  qu'il 
n'y  en  ait  qu'un  seul  au-dessus  du  niveau.  J'exa- 
minerai d'abord  le  cas  d'un  seul  sommet  immergé; 
on  verra  ensuite  comment  l'autre  cas  se  ramène  à 
celui-là.  Soient  donc  C  ce  sommet  immergé ,  el 
in  l'intersection  du  plan  coupant  et  de  la  base 
ABC ,  qu'il  s'agit  de  déterminer ,  et  qui  représen- 
tera le  niveau  du  liquide.  J'appellerai  a ,  6 ,  c ,  les 
cétés  donnés  de  ce  triaugle  ABC  ,  qui  sont  res- 


pectiveraenl  oppoaéa  aox  angles  A ,  B,  C  ;  et  Je  dé- 
signerai par  s  et  y  les  cAtés  inconnua  CM  et  GR  da 
triangle  IRC  ;  de  sorte  qu'on  ait 

BC  =  ci,  AC  =  è,  AB=^,  CHs=r#,  CW  =f. 

L'aire  d'un  triangle  quelconque  est  égale  au 
prodoit  de  deux  de  ses  cétés  et  du  sinna  de  l'angle 
compris  |  on  aura  donc 

ABC  =  -i-  oft  sin  C,    HRC  s=  |i  «y  sin  a 

Le  prisme  entier  et  le  prisme  plongé  dans  le  liquide 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ABC  et  MNC  ;on 
doit  donc  avoir 

IRC  :  ABC  :  :  r  :  1  i 

r  étant  une  quantité  plus  petite  queronité,  qui  re- 
présente le  rapport  de  la  densité  du  corps  flottant 
k  celle  dn  liquide.  En  mettant  pour  ABC  et  MllG 
leurs  valeurs  précédentes ,  cette  proportion  doone 

sy  =  ffl*.       (1) 

■aintenant,  soit  D  le  milieu  de  la  base  AB; 
menons  la  droite  CD ,  et  prenons  sur  cette  ligne 
DG  =:  i  DC  j  le  point  G  sera  le  centre  de  gravité 
du  triangle  ABC.  De  même,  £  étant  le  milieu  de 
Mil ,  si  l'on  prend  sur  CE  une  partie  EF  =  j  CE , 

le  point  F  sera  le  centre  de  gravité  de  nC  La 
droite  GF  devra  donc  être  perpendiculaire  à  MN  ; 
mais ,  à  cause  que  les  lignes  CD  et  CE  sont  coupées 
en  parties  proportionnelles  aux  points  G  et  F ,  les 
droites  DE  et  GF  sont  parallèles  ;  par  conséquent , 
la  droite  DE ,  qui  Joint  les  milieux  des  deux  bases 
AB  et  Mil ,  est  aussi  perpendiculaire  à  UN  ;  et  il  en 
résulte  que  les  deux  obliques  DH  et  DR   sont 


Réciproquement  si  l'on  a  DX  =DR ,  la  droite 
DE  sera  perpendiculaire  à  VR  ,  ainsi  que  sa  paral- 
lèle GF;  donc,  pour  que  la  droite  qui  Joint  les  deux 
centres  de  gravité  G  et  F  soit  perpendiculaire  4 
l'intersection  MR,  il  est  nécessaire  et  il  snflit  que 
les  valeurs  de  DU  et  DR  soient  égales. 

Cel  a  étant ,  faisons  CD  =  A ,  et  désignons  par  « 
et  C  les  deux  parties  DCA  et  DCB  de  l'angle  ACB. 
En  considérant  les  deux  triangles  DCM  et  DCR , 
nous  aurons 

DM     =z  Jk*  ^  ^t  —  2^  ces  « , 

DR     =  A»  +  y»  —  2hy  cos  C  J 

et  en  égalant  ces  deux  valeurs ,  il  en  résultera 

X*  —  2Ai;  cos  «  rr  y>  —  Zhy  cos  C.     (2) 

Les  équations  (1)  et  (2)  sont  celles  qui  devront 
servir  à  déterminer  s  et  y.  Par  l'élimination  de  y  , 
on  en  déduit 

«4  .  2hx*  cos  «  -|-  Zhràbx  cos  C  — r*  a*  b*  =  0.  (3) 
On  tirera  donc  la  valeur  de  ar  de  cette  équation  du 
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m» 

q^uAriènie  degré;  et  Ton.  eiira  yF=  —  poar  U  va- 

s 
leur  correspondante  de  y. 

Vëqnation  (8)  étant  d^aa  degré  pair ,  et  ayant 
Bon  damier  terme  négatif,  il  s^nsuit  qu^elle  a  une 
racine  posâtÎTe  et  une  négative.  Les  deux  autres 
rmcîoes  peuvent  être  réejles  ou  imaginaires.  Si 
elles  sont  réelles ,  la  règ)e  de  DêscarUê  fait  voiii 
que  Téquation  (3)  aura  trois  racines  positives ,  et 
une  racine  négative  ;  car  en  considérant  les  signes 
d»  set  termes,  et  soii  qu^on- donne  le  signe  -f-  on 
le  signe  —  au  troisième  terme ,  qu^on  y  peut  com- 
prendre aveo  un  coefficient  nul,  on  trouve  toujours 
trois  vorîalîdiM  et  uneji#nRaiiafie«.  Les  inconnues 
«et y,  qui  sont  les  eôtés  du  triangle  lUIC,  ne 
pouvant  être  que  des  quantités  positives ,  respec- 
tivement moindres  que  Les  côtés  CA  et  GB  du  tsiao^ 
^  ABC ,  on  rejettera  donc ,  comme  étrangères  à 
k  question ,  la  racine  négative  de  Téquation  (3), 
les  valeurs  de  «  plus  grandes.que  a,  et  celles  qui 
donneraient  une  valeur  de  y  plus  grande  que  6. 
Ainsi,  il  y  aura,  au  plus,  trois  positions  d'équili- 
lue  ponr  lesquelles  le  sommet  C  est  seul  plongé 
dans  le  liquide. 

009.  Si  Ton  supposé  ce  sommet  hors  du  fluide , 
et  les  deui  points  A  et  B  au-dessous  du  niveau  Mlf , 


le  problème  sera  le  même  que  danS'  le  cas  précé- 
dent ,  avec  cette  seule  différence  que  la  quantité  r 
devra  être  remplacée  par  l  —  r  dans  les  éqnationa 
(1)  et  (3).  JSfï  effet,  le  triangle  ABC,  et  aes  deux, 
parties  MJfC  et  HNBA ,  ayant  leurs  centres  de  gra- 
vité sur  une  même  droite ,  et  ceux  de  ABC  et  de 
la  seconde  partie  devant  être  situés  sur  une  per- 
pendiculaire à.  Mil,  il  faudra  toujours  que  les 
triangles  ABC  et  MNC  aient  aussi  leurs  centres  de 
gravité  sur  cette  perpendiculaire;  en  sorte  que 
Ton  aura  d^abord,  sans  aucun  changement  ,.réq|iar 
lion (2),  qui  exprime  cette  condition.  D'ailleurs, 
la  proportion 


nilBA  :  ABC 


•  •  r  • 


1, 


qui  doit  avoir  lieu  maintenant ,  peut  être  changée 
en  celle-ci  : 

HRG  :  ABC  ::  1  —  r  :  1; 

ce  qui  change  aussi  Féquation  (1)  en  cette  autre  : 

*y  =  (1  —  r)  ah. 

En  s^en  servant  pour  éliminer  y  de  Téquation  (2) , 
on  retrouvera  Véquation  (3) ,  dans  laquelle  le  rap- 
port r  sera  remplacé  par  l  —  r,  c'est- k-dire,  que 
l'on  aura 


«4  —  2&*»  eos  «  -f  2A  (1  —  r)  aljt  cos  C  —  (1  ^  r)*  o»  d«  =  0.      (4) 


Bn  raisonnant  comme  précédemment,  on  con- 
cfaini  de  cette  équation ,  qu'il  y  a  au  plus  trois  po- 
sitions d'équilibre,  pour  lesquelles  les  deux  som- 
mets A  et  B  du  solide  sont  plongés  dans  le  fluide. 

Si  l'on  considère  successivement  les  trois  som- 
mets A,  B,  G,  et  si  l'on  examine ,  pour  chaque 
sommet ,  les  cas  où  il  est  seul  plongé  dans  le  fluide 
•I  seul  hors  du  fluide,  on  déterminera  toutes  les 
positions  horixontalesd^équilibre  du  prisme  donné; 
et  U  résulte  de  ce  qui  précède ,  que  ce  nombre  ne 
pourra  jamais  être  plus  grand  que  dix-huit. 

610.  Lorsque  le  triangle  ABC  est  isoscèle ,  on 
pent  se  passer  de  l'équation  (3)  ou  (4) ,  et  résoudre 
directement  les  équations  en  #  et  y.  Je  suppose 
^'on.  ait  6  =  »,  les  triangles  CAD  et  CBD  seront 
rectangles  et  égaux  ;  on  aura 

C  =  « ,    &>  =  a*  —  .j  0*  ,    a  cos  •  =  A  j 

et  les  équations  (1)  et  (2)  deviendront 


«y=fai,  y« 


s» 


(y^s)=:0.(6) 


On  y  satisfait  d'abord  ,  en  prenant 

*  =  y  =  o  l^i 

valeurs  qui  sont  admissibles ,  à  cause  de  r  <  1  et 

*  yr  <  a.  n  en  résulte  une  première  position 
d'équilibre,  dans  laquelle  le  triangle  Hlie  est  isos- 
cèle ,  et  où  la  bue  AB  du  triangle  ABC  sera  paral- 


lèle à  HN  ou  horixontale.  En  changeant  r  en  1  —  r, 
on  aura  une  seconde  position ,  où  le  point  C  sera 
situé  hors  du  liquide ,  et  la  base  AB  toujoun  hori- 
xontale. Hais  il  peut  aussi  exister  d'autres  posi- 
tions d'équilibre ,  pour  lesquellbs  cette  base  sera 
inclinée. 

En  effet,  si  l'on  supprime  le  facteur  y  —  »  de 
la  seconde  équation  (6) ,  il  vient 


y  +  »  = 


4o«  —  c» 
20 


Celle-ci  et  la  première  équation  (6)  donnant  la 
somme  et  le  produit  de  deux  inconnues  «  et  y ,  il 
s'ensuit  que  ces  quantités  seront  les  deux  racines 
d^une  même  équation  du  second  degré ,  lesquelles 
racines  auront  pour  expression 


—  [4o«  —  e»  ±  l/(4a«  —  c*)«  —  16ra4]. 
4a 

On  prendra  successivement  chacune  d'elles  pour  s 
et  l'autre  pour  y;  et  quand  elles  seront  toutes  deux 
réelles  et  moindres  que  a,  il  en  résultera  deux 
nouvelles  positions  d'équilibre,  dans  lesquelles  la 
base  AB  sera  située  hors  du  liquide.  En  mettant 
1  —  r  au  lieu  de  r ,  et  supposant  toujours  les  ra- 
cines réelles  plus  petites  que  a  ,  on  aura  deux  au- 
tres positions  où  cette  base  sera  immergée. 

Lonque  les  deux  racines  qu'on  vient  d'écrire 
sont  égales,  la  base  AB  est  horiaontale,  et  ces  nou- 
velles positions  d'équilibre  doivent  rentrer  dsns  les 
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préoédentet;  et,  eflbctivemant,  oo  a  «Ion  4a*  — 

c«  =  4a»  \/r^c9  qui  donne  y  =  s  =  a  |/r. 

611.  Dans  le  cas  da  triangle  éqnilatéral,  on  fera 
0  s=  a,  dans  les  formnlet  précédentes.  Les  valeurs 
égales  de  «  et  jf  ne  seront  pas  changées  j  leurs  va- 


Icurs  inégales  détiendront 


4 
dans  le  caa  d*an  seul  sommet  immergé,  et 


-(3±l/l6r-  7). 

4 

dans  le  cas  d^un  seul  sommet  hors  du  liquide.  Il 
s^agira  donc  de  savoir  quelle  doit  être  la  fraction  r, 
pour  que  ces  valeurs  soient  réelles  et  moindres 
que  a. 

Or,^  si  Ton  a  r  <  ^^et  >  -i  ,  la  première  formule 

sera  réelle,  et  ses  deui  valeurs  seront  moindres  que 
a  ;  hors  de  ces  limites,  cette  formule  sera  imagi- 
naire, ou  bien  une  de  ses  valeurs  surpassera  a  ;  et 
de  même,  pour  que  les  valeurs  de  la  seconde  for- 
mule soient  réelles  et  plus  petites  que  a ,  il  est  né- 

cessaire  et  il  suffit  que  Ton  ait  r  <^  et  >  ^,  Ou 

▼oit  donc  que  depuis  r  =  ^jusqu*à  r  =  i^,  la  pre*. 

mière  formule  sera  seule  admissible  ;  que  ce  sera, 
au  contraire ,  la  seconde  qui  sera  seule  admissible 

depuis  r  =  •^jusqu'à  r  =-j2  j  et  que  pour  f>^ 

ou  r  <  ^,  les  deux  formules  devront  être  rejetées. 

Comme  tout  est  semblable  par  rapport  aux  troia 
sommets  du  triangle  équilatéral,  le  nombre  des  po- 
aitions  d^équilibre  sera  toujours  un  multiple  de 
trois,  et  ce  nombre  total  pourra  être  six  ou  dix-huit, 
suivant  la  valeur  de  r. 

612.  Outre  leurs  positions  horitontales  d'équUU 
bre,  les  prismes  et  les  cylindres  homogènes  ont 
aussi  des  positions  d^équilibre,  dans  lesquelles 
leurs  arêtes  sont  verticales,  et  leurs  bases,  parallè- 
les an  niveau  du  liquide,  et  qui  sont  doubles  pour 
chaque  corps ,  parce  que  Tune  ou  Tautre  dea  deux 
bases  peut  être  plongée  dans  le  fluide.  Un  prisme 
vertical  et  sa  partie  immergée  ont  leurs  centres  de 
gravité  sur  une  même  perpendiculaire  aunivesu; 
le  rapport  de  leurs  volumes  est  le  même  que  celui 
de  leurs  hauteurs;  et,  par  conséquent,  la  hauteur 
du  prisme  immergée  est  à  celle  du  prisme  entier , 
comme  la  densité  du  corps  est  à  celle  du  liquide, 
ce  qui  suflSt  pour  déterminer  renfoncement  du 
corps  dana  son  état  d'équilibre. 

Les  solides  de  révolution,  et  généralement  tons 
les  corps  ^métriques  autour  d'un  axe,  ont  de  même 
deux  positions  d'équilibre  dana  lesquels  cette  droite 
est  verl(u'lfe ,  et  qu'on  déterminera  aans  difficulté. 

•Sup^oAns  qu'il  s'agisaoi  par  exemple,  d'un  eltip* 
solde  homogène,  dont  les  trots  demi-axes  soient  a, 


&,  e  \  plaçons  l'axe  8c  verticalement ,  et  aoit  u  la 
distance  du  plan  des  deux  outres  axes  à  ta  section  k 
fUtÊT  dwu;  u  étant  une  inconnue  positive  ou  néga- 
tive, selon  que  cette  section  se  trouvera  au-dessous 
ou  au-dessus  du  centre  de  l'ellipsoïde.  Soit  auasi  Z 
l'aire  de  la  section  faorixontale  de  ce  corps,  faite  à 
une  distance  quelconque  a  de  son  centre  \  le  vo- 

2w 
lume  du  demi-ellipsoïde  étant  —  afto,  on  aura  celui 

3 

S« 
du  segment  plongé,  en  retimnchant  de  -*  oêe,  Vin- 

3 

tégrale  /    Zd«,  qui  exprime  la  valeur  de  la  tranche 

comprise  entre  Is  section  à  fêwr  tTêau  et  la  seetion 
horitontale  faite  par  le  centre  du  corps,  et  qui  aura 
le  même  signe  que  u.  Dans  le  cas  d'équilibre ,  on 
aura  donc 


2w 
3 


4ir 


—  abc  —   /     IdM  =  —  abcr  ; 
3  /  •  3 


r  étant  toujours  le  rapport  de  la  densité  du  corps 
flottant  à  celle  du  liquide.  Ce  corps  étant  un  ellip- 
soïde, ou  aura  (u»  88} 

ira*  , 

et  l'équation  d'équilibre  deviendra 

ui^  3o>«  — 2(er— ly  ^0. 

Elle  aura  toujours  une  seule  racine  réelle,  comprise 
entre  ±  o,  qui  sera  positive  ou  négative,  selon  que 

l'on  aura  r  >-^  ou  ^  <*^  .  Dans  les  cas  extrêmes 

der=sOetr=  1,  eette  raeine  sera  «  =  c  et 
flzs  — o. 

Un  corps  symétrique  autour  d'un  axe  vertical , 
étant  plongé  successivement  et  par  la  même  partie, 
dans diff^érens  liquides,  s*y  enfoncera  de  quantités 
dont  les  volumes  seront  en  raison  inverse  dea  den^ 
sites  de  ces  fluides.  Cest  sur  ce  principe  qu'eal 
fondé  l'usage  du  ffèsê'Ugmmr  ou  aréomèirê,  pour 
comparer  entre  elles  les  denaités  de  dhrers 
fluides. 

618.  Parmi  les  différentes  positions  d*éqailflbr6 
d'un  même  corps  solide  flottant  à  la  surface  d'un 
liquide,  il  y  en  a  qui  sont  stables,  et  d'autres  qui  ne 
le  sont  pas;  et  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n»  S71, 
si  l'on  fait  tourner  ce  corps  autour  d'un  axe  liori-> 
sontal,  pour  fixer  les  idées,  ses  positions  successi- 
ves d'équilibre  seront  alternativement  stables  et 
initantonées.  Il  importe  de  distinguer  avec  soin  les 
premières  des  dernières,  qui  ne  subsistent  asseï  de 
temps  pour  être  observées,  qu'à  raison  d'une  petite 
adhérence  du  corps  flottant,  an  liquide  avec  lequel 
il  est  en  contact. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  flottant  soit  par* 
faitement  symétrique,  pour  la  forme  et  pour  la  deo- 
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nié  ée  Mt  paities^  d«  port  et  d'autre  d'une  Mdion 
veriieale  ABCD  (fig.  133).  Soit  G  too  centre  de  grm- 
vitë,  qui  appartiendra  à  celte  section.  Dana  son 
état  d'équilibre,  soit  aussi  AC  la  droite  où  cette  sec- 
iion  est  coupée  par  le  niveau  du  liquide,  prolongé 
dans  Tintérieur  du  corps,  et  H  le  centre  de  gravité 
eu  Tolume  du  fluide  déplacé  par  le  corps;  ce  point 
appartiendra  aussi  à  la  section  ABCD,  et  se  trouvera 
eur  la  perpendiculaire  BGIL,  abaissée  du  point  G  sur 
•la  droite  AC. 'Quand  le  corps  sera  homogène,  H  sera 
au-dessous  de  G,  comme  la  figure  le  suppose;  mais 
'quand  on  aura  'ieiti  le  corps  flottant,  c^est-à-dire, 
quand  on  aura  augmenté  la  densité  de  sa  partie  in* 
"férieure  ,le  point  G  poum  tomber  au-deseous  do 
point  H. 

«Cela  étant,  coneeroos  que  Ton  écarte  un  peu  le 
corps  flottant  de  sa  position  d^équilibre,  en  le  faisant 
ioumer  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  AfiCD , 
et  Tabandonnant  ensuite  à  lui-même  sans  vitesse 
•initiale.  Quel  que  soit  le  mouvement  que  le  corps 
prendra,  la  section  AJBGD  demeurera  toujours  ver- 
ticale,  et  comprendra  constamment  le  centre  de 
gravité  G.  Oans  cette  nouvelle  position ,  soit  A'C 
(fig.  134),  la  drmte  qui  représente  le  niveau  du  li- 
quide, et  qui  coupe  AG  au  point  E,  de  manière  que 
le  segment  du  oorps  qui  répond  k  A£A',  soit  entré 
dans  le  liquide,  et  que  celui  qui  répond  à  CEC',  en 
aoit  sorti.  Je  supposerai  égaui  les  volumes  de  ces 
deux  aegmens;  il  en  résulte  que  le  volume  du  li- 
quide déplacé  par  le  oerps  n'aura  pas  changé  ;  le 
poids  de  ce  volume  de  fluide  sera  donc  encore  égal 
è  celui  du  corps,  comme  dans  l'état  d'équilibre  ;  et, 
le  centre  de  gravité  G  du  corps  flottant  doit  se  mou* 
voir  comme  si  la  niasse  de  ce  corps  y  était  réunie, 
et  que  le  poids  de  ce  eorps  et  la  pression  du  fluide 
y  fussent  appliquées  (n«  438);  et  ces  deux  forces 
verticales  agissant  en  sens  contraire  l'une  de  Tau- 
tre,  et  étant  égales  dans  notre  hypothèse,  on  n'aura 
point  à  considérer  le  mouvement  du  point  G. 

Soient  H'  le  centre  de  gravité  du  volume  du  li- 
quide déplacé,  après  que  le  corps  a  été  écarté  de  sa 
position  d'équilibre.  Ce  point  appartiendra,  comme 
le  centre  de  gravité  G,  à  la  section  ABCD  ;  mais  ils 
ne  seront  plus  situés,  en  général,  sur  la  même  ver- 
ticale; la  pression  du  fluide  fera  donc  tourner  le 
corps  autour  d'une  droite  passant  par  le  point  G, 
et  perpendiculaire  à  la  section  ABCD  ;  et  il  s'agira 
de  savoir  si  ce  mouvement  tendra  à  ramener  le 
corps  à  sa  position  d'équilibre,  ou  à  l'en  écarter 
davantage,  et  à  le  faire  chavirer. 

Or,  si  l'on  mène  par  le  point  H'  la  verticale  Il'K, 
qui  rencontre  la  droite  BGK.  perpendiculaire  à  AC, 
au  point  H,  il  est  évident  que  la  pression  du  fluide 
qui  s'exerce  de  bas  en  haut  suivant  la  direction  H'H, 
tendra  à  ramener  la  droite  BGK.  à  sa  position  verti- 
cale, correspondante  à  l'équilibre,  ou  à  l'en  écarter 
davantage,  selon  que  le  point  H  sera  situé  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  G.  Dans  le  premier  cas,  l'é- 
quilibre sera  stable,  et  dans  le  second,  il  oe  le  sera 
pas.  Quand  le  point  K  et  le  point  G  coïncideront,  le 


eorps  restera  encore  en  équilibrOi  dans  la  position 
voisine  de  la  première,  où  on  l'aura  placé. 

Si  le  centre  de  gravité  G  tombe  au-dessous  de 
celui  du  volume  du  liquide  déplacé ,  qui  était  H, 
dans  l'état  d'équilibre,  c'est-à-dire,  si  ce  point  G  se 
trouve  entre  les  points  B  et  H,  sur  la  ligne  B&,  le 
point  H  se  trouvera  au-dessus  de  G,  et  l'équilibre 
sera  nécessairement  stable.  Si ,  au  contraire ,  le 
point  G  est  au-dessus  de  H,  nomme  dans  le  cas  d'un 
corps  homogène,  le  point  H  pourra  se  trouver  au<- 
dessos  ou  au-4lessous  de  G,  et  l'équilibre  pourra  être 
stable  ou  non  stable.  Le  point  M,  dont  la  considér»- 
tion  sert  à  distinguer  l'un  de  l'autre,  les  deux  états 
d'équilibre  d'un  corps  flottant,  symétrique  par  ra^i» 
port  à  une  section  verticole,  est  ce  qu'on  appelle 
le  mHao9Htr9,  Mais  nous  allons  donner  une  autre 
régie ,  déduite  du  principe  des  forces  vives  pour 
s'assurer ,  dans  tous  les  cas ,  de  la  stabilité  de  cet 
équilibre. 

614.  Pour  cela,  considéronsun  corps  d'une  forme 
quelconque,  homogène  ou  hétérogène,  en  équili- 
bre à  la  surface  de  l'eau.  Soient  ABCD  (fig.  136)|  la 
section  de  ce  corps  par  le  niveau  de  l'eau  prolongé 
dans  son  intérieur,  G  le  centre  de  gravité  du  mo- 
bile, H  celui  du  volume  d'eou  déplacé  par  la  partie 
immergée  de  ce  corps,  V  le  volume  de  cette  partie, 
et  H  la  masse  du  corps  entier;  puisqu'on  le  suppose 
en  équilibre,  la  droite  GH  est  perpendiculaire  au 
plan  ABCD,  et  la  masse  d'ean  déplacée  est  égale  è 
celle  du  corps,  de  sorte  qu'en  appelant  f  la  densité 
de  l'esu ,  on  a 

Il  C  \f. 

Supposons  qu'on  élève  la  section  ABCD  au-des- 
sus du  niveau  de  l'eau  (fig.  136),  ou  qu'on  l'abaisse 
au-dessous,  d'une  quantité  très  petite;  qu'en  même 
temps,  on  incline  un  tant  soit  peu  le  plan  de  cette 
section  ;  et,  pour  plus  de  généralité,  qu'on  imprime 
aussi  de  petites  vitesses  aux  points  du  mobile.  L'é- 
quilibre sera  troublé  ;  et  la  question  de  la  stabilité 
consistera  k  examiner  si,  par  suite  du  mouvement 
que  le  corps  prendra,  la  section  ABCD,  fixe  dans 
l'intérieur  du  mobile,  s'écartera  de  plus  en  plus  du 
niveau  de  l'eau  ,  ou  si  elle  tendra  à  y  revenir,  en 
oscillant  de  part  et  d'autre  de  ce  niveau.  Pendant 
le  mouvement  qui  aura  lieu,  le  nivean  naturel  de 
l'eau  coupe  le  corps  flottant  suivant  une  section 
variable  dans  son  intérieur,  qu'on  appelle  le  plam 
de  floiiaitom.  A  un  instant  quelconque ,  soient 
A'B'C'D'  cette  section  ;  AB"CD"  une  autre  seetion 
variable  de  ce  corps,  faite  par  un  plan  horixontal 
qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  section 
ABCD;  AC  l'intersection  de  ABCD  et  AB"CD",  va- 
riable sur  ABCD  ;  •  l'inclinaison  mutuelle  de  ces 
deux  sections;  i  la  distance  de  AB^'CD"  au  plan  de 
flottaison,  laquelle  dbtance  sera  regardée  ooomie 
positive  ou  comme  négative,  suivant  que  cette 
siîvtiou  se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus  du  ni- 
veau de  l'eau.  Les  quantités  variables  A  et  C  sont 
supposées  très  petites  à  l'origine  du  mouvement; 
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il  s'agira  de  iavotr  ti  ellet  resteront  très  petites  pen- 
dant toute  sa  dnrëe. 

616.  En  appelant  u  la  vitesse  Tariable  d'un  élé- 
ment quelconque  dm  de  la  masse  du  mobile,  la 
somme  des  forces  tîtos  de  tous  ses  points  sera 
donnée  par  rintégrale/M*diii  étendue  à  la  masse  en- 
tière, et  Péquation  qui  résulte  du  principe  {général 
des  forces  Ti? es,  sera  de  la  forme  (n«  666) 

/«•  dSm  =  0  -f  2f  ;        (à) 

e  étant  une  constante  arbitraire,  et  ^  une  fonction 
dépendante  des  forces  qui  sont  appliquées  ani 
points  du  mobile. 

Ces  forces  sont  la  gravité,  qui  agit  sur  tous  «es 
points,  et  les  pressions  verticales  que  le  fluide 
exerce  sur  la  partie  immergée  de  la  surface  du 
corps  ;  or ,  on  peut  substituer  à  ces  pressions 
des  forces  motrices  agissant  sur  tons  les  élémens 
dm  de  sa  masse,  qui  sont  situés  an-dessous  du 
niveau  de  Teau,  en  prenant  pour  chaque  élément 
une  force  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, et  égale  au  poids  du  volume  d'eau  qu'il 
remplace  ;  car  la  résultante  de  ces  forces  motrices 
aura  la  même  grandeur ,  la  même  direction  et  le 
même  point  d'application,  que  celle  des  pressions 
verticales  (n°  603).  Do  cette  manière,  en  désignant 
partie  gravité  et  par  do  Télément  du  volume  du 
mobile  qui  correspond  à  Télément  dm  de  sa  masse, 
la  force  motrice  de  dm  sera  ^dm  —  gfdoy  si  oe  point 
matériel  se  trouve  au-dessous  du  niveau  de  l'eau, 
et  gdm  s'il  se  trouve  au-dessus.  Soit  de  plus  js  la 
distance  variable  de  dm  au  plan  de  flottaison,  posi- 
tive ou  négativci  suivant  que  dm  sera  au-dessous 
ou  au-dessus  de  ce  plan  ;  il  résulte  de  la  valeur 
générale  de  la  fonction  f ,  donnée  dans  le  n®  666 , 
que  dans  la  question  qui  nous  occupe ,  on  devra 
avoir 

f  =  f'gdm  —  fzgfd»  ; 

la  première  de  ces  deux  intégrales  s'étendant  à  la 
masse  entière  du  corps  flottant,  et  la  seconde,  seu- 
lement  à  la  partie  immergée  de  son  volume. 

En  abaissant  du  centre  de  gravité  G  de  la  maise 
M,  une  perpendiculaire  GE  sur  le  plan  A'B'C'D',  et 
faisant  GE  r=  s^ ,  on  aura  d'abord 

fmgdm  =  gUs^ , 

pour  la  valeur  de  U  première  intégrale.  Je  partage 
la  seconde  en  deux  parties ,  l'une  relative  au  vo- 
lume y  situé  au-dessous  de  ABCD,  dans  l'état 
d'équilibre ,  l'autre  relative  au  volume  comprise 
entre  les  sections  ABCD  etA'B'CD'.  J'ai  alors  ^Vpjs' 
pour  la  valeur  de  la  première  partie  ;  m'  étant  la 
distance  variable  du  centre  de  gravité  H  du  volume 
V  au  plan  de  flottaison,  c'est-à-dire,  la  longueur 
de  la  perpendiculaire  HF  abaissée  du  point  H  sur 
le  plan  A'B'C'iy.  En  représentant  donc  pour  un 
moment  par  k  la  valeur  de  l'intégrale/s<fp,  étendue 
à  tous  les  élémens  dv  du  volume  contenu  entre 
ABCD  et  A'B'C'D',  gfk  sera  la  seconde  partie  de  la 


seeonde  intégrée  comprise  dons  rexpresaion  dt  t, 
«et  nous  aurons 

pour  la  valeur  complète  de  cette  quantité.  Mais  ta 
droite  GH  étant  perpendiculaire  an  plan  ABCD , 
l'angle  qu'elle  fait  avec  la  verticale  GE  est  l'incli- 
naison I  du  plan  ABCD  sur  un  plan  horixontal  ;  si 
j  donc  on  appelle  a  la  longueur  constante  de<vH  , 
on  aura 

»^  =:  s*  ^  a  cos  Y  ; 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  quand  le  point  G  est 
au-dessous  du  point  H ,  et  le  signe  inférieur  dans 
le  cas  contraire.  En  substituant  cette  valeur  de  a' 
dans  celle  de  ^,  et  -observant  que  Ji=i  Vf,  il 
vient 

f  =  i  ^ffl  V  ces  •  —  gflk; 

-ei  il  ne  restra  plus  qu'à  déterminer  la  valeur  de 
l'intégrale  représentée  par  ft. 

616.  Pour  robtenir,je  décompose  l'aire  de  h 
section  ABCD  en  élémens  infiniment  petits  ;  je  les 
projette  tous  sur  le  plan  de  flottaison  A^B'C'D'  ;  oe 
qui  divise  le  volume  comprb  entre  ces  deux  sec- 
tiens  du  corps ,  en  une  infinité  de  cylindres  verti* 
eaux  qui  ont  pour  bases  les  projections  borixon- 
taies  des  élémens  de  ABCD.  Je  coupe  ensuite  un 
cylindre  quelconque  par  une  infinité  de  plans  ho^ 
rixontaux,  et  je  prends  pour  l'élément  de  du  vo- 
lume que  je  considère ,  la  partie  de  ce  cylindra 
comprise  entre  deux  plans  consécutifs ,  dont  les 
distances  au  plan  de  flottaison  sont  js  et  s-f*''»  <^ 
sorte  que  cet  élément  soit  égal  à  la  base  du  cylin- 
dre, multipliée  par  djs.  Or  dK  étant  l'élément  diffé- 
rentiel de  la  section  ABCD ,  la  projection  boriaon- 
tale ,  ou  la  base  du  cylindre  correspondant ,  sen 
dk  ces  6,  puisque  A  est  l'inclinaison  du  plan  de  dEn 
sur  le  plan  de  projection  ;  on  aura  donc 

dv  =  dmdk. cos  Ij 

par  conséquent,  l'intégrale/jrde,  relative  à  Tun  de» 
cylindres  verticaux ,  sera  le  produit  de  dk,  eos  • , 

et  defzds ,  ou  égale  à  -  y>  ces  I.  <2x ,  en  appelant 

y  la  bauteur  de  ce  cylindre ,  ou  la  perpendiculaire 
abaissée  de  dk  sur  le  plan  de  flottaison.  La  quan- 
tité qu'on  a  représentée  par  k  sera  donc 

ik  =  -  cos  Ijy*  dk  ; 

l'intégrale  sYteiidant  à  l'aire  entière  de  ABCD. 

La  perpendiculaire  y  se  compose  de  deux  par- 
ties :  Tune  comprise  entre  les  deux  plans  parai* 
lèles  A'B'C'D'  et  AB^'CD",  qu'on  a  représentée  par  {, 
l'autre  comprise  entre  dk  et  le  second  plan ,  qui 
sera  égale  à  I  sin  A ,  en  désignant  par  l  la  distance 
de  cet  élément  à  l'intersection  AC  des  deux  plans 
ABCD  et  AB"CD"i  on  aura  donc 
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où  Too  regarder*  I  comme  une  quotité  positive 
oonégatÎTe,  selon  qae  dx  se  troutert  au-dessous 
oaïu-desiiis  do  second  plan.  £n  substituant  cette 


Talenr  dans  Téquation  précédente ,  et  obsertant 
que  (  et  A  sont  constantes  dans  Tintégration  indi- 
quée, il  Tient 


Jt  =3  1  ^  coB  tfdk  +  sin  e  cos  f  fldk  +   ^  sin*  5  cos  f//*  d\. 


Tippelle  h  Taire  de  la  section  ABC3) ,  où  la  Taleor 
ds  jfdx  ;  la  droite  AC  renfermant ,  par  bypotfaëse ,  le 
centre  de  gravité  de  cette  section,  Tintégraley^UX 
est  nolle  ;  et  si  Ton  fait 

fl*  dK  s=  hy*  ^ 

de  sorte  que  y  soit  une  ligne  dépendante  de  la 
figure  et  de  retendue  de  ABCD,  on  aura  finalement 

h  =z  ^  heos  b  (f*  +  y*  sin*  f). 

Cette  formule  n'est  pas  rigoureusement  la  Ta- 
leor de  k  ;  pour  qu'elle  le  fût ,  il  faudrait  que  le 
Tolame  compris  entre  les  sections  A'B'G'lV  et 
ABQ>  fût  un  cylindre  Tertical ,  tronqué  par  le  plan 
de  la  section  ABCD  ;  mais  quelle  que  soit  sa  forme , 
on  eooçoit  que  la  Toleur  exacte  de  A  doit  différer 
trèspeudela  précédente,  tant  que  les  Tariables  { 
et  I  sont  très  petites  ;  et  il  est  facile  de  s'assurer 
que  la  différence  de  ces  Taleurs  est  une  quantité 
du  troisième  ordre  k  Tégard  de  t  et  I.  En  substi- 
tuant la  Taleur  opprochée  de  k  dans  l'expression 
de  t,  faisant  aussi 

es  «■ 

lin  I  =  A -J-  etc. ,  cos  •  =  1  — J-etc, 

2.3  2 

et  négligeant  tous  les  termes  du  troisième  ordre 
par  rapport  à  ces  rariables  I  et  {,  nous  aurons  donc 

>  =  ±  ypVfl  :p  i.  ypVoM  -  1  gfb  (f «  +  >«  •«)» 

ee  qui  change  l'équation  (a)  en  celle-ci  : 

fn^dm  +  gf  [H*  +(V  ±  Va)  6»  ]=:c,    {h) 

en  comprenant  le  terme  ±  2gfVa  dans  la  con- 
•Unte  arbitraire  e. 

617.  La  valeur  de  cette  constante  se  déterminera 
d'après  les  valeurs  de  «,  i,  t,  à  l'origine  du  niouve- 
Dent,  qui  sont  supposées  très  petites  ;  o  est  donc 
aussi  une  quantité  très  petite  ;  et ,  de  plus ,  l'équa- 
tion [b)  montre  que  sa  Taleur  est  positive ,  si  le 
coefficient  hy*  ±Va  est  positif,  quand  le  mouve- 
nent  commence.  Si  ce  coefficient  reste  positif 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  on  peut 
conclure  de  cette  même  équation,  par  le  raisonne- 
ment déjà  employé  dans  le  n^  671 ,  que  les  varia- 
bles f  et  A  demeureront  constamment  très  petites  ; 
de  manière  qu^on  aura  à  un  instant  quelconque , 


.<ix 


9f  (h*  ±  Va)  ' 


^< 


0 


eequi  fait  voir  que  la  stabilité  de  l'équilibre  du 
eetps  flottoDi  tient  au  signe  de  la  quantité  by*  ±Va, 
et  que  cet  équilibre  sera  stable  toutes  les  fois  que 


cette  quantité  sera  positive  à  l'origine  et  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement. 

L'intégrale  y]f*  dX ,  qui  est  représentée  par  hy»  , 
ne  peut  être  qu'une  quantité  positive ,  puisque 
tous  ses  élémens  sont  positifs.  Le  terme  ^Ya  doit 
être  pris  avec  le  signe -f-t  quand  le  point  G  est  plus 
bas  que  le  point  H  ;  donc,  dans  ce  cas ,  le  coeffi- 
cient hy*  ±Va  est  positif,  et  l'équilibre  est 
stable.  Lors  donc  que  le  centre  de  gravité  de  la 
masse  entière  d'un  corps  flottant  est  plus  bas  que 
celui  du  volume  d'eau  qu'il  déplace  dans  sa  posi- 
tion d'équilibre ,  on  peut  être  certain  de  la  stabi- 
lité de  cet  équilibre  par  rapport  à  tous  les  petits 
mouvemens  qu'il  est  possible  d'imprimer  à  ce 
corps. 

Si,  au  contraire,le  point  H  est  plus  bas  que  le  point 
G ,  le  terme  ±  Va  doit  être  pris  avec  le  signe  —  ;  il 
faut  alors  qu'on  ait  by*  >  Va ,  pour  que  le  coeffi- 
cient by*  ^Va  soit  positif,  et  qu'on  puisse  assurer 
la  stabilité  de  l'équilibre.  Or ,  la  grandeur  de  la 
ligne  y  varie  avec  la  position  de  la  droite  AC ,  qui 
passe  toujours  parle  centre  de  gravité  de  la  section 
ABCD,  et  peut  tourner  autour  de  ce  point  pendant 
la  durée  du  mouvement;  mais  en  faisant  faire  à  la 
droite  AG  une  révolution  entière ,  il  est  évident 
qu'il  y  aura  une  position  dans  laquelle  la  ligne  y 
sera  plus  petite  que  dans  toute  autre  position  ;  si 
donc  on  calcule  cette  plus  petite  valeur  de  y ,  et 
qu'on  trouve  by*  >  Va,  il  sera  certain  que  le  coef- 
ficient 5y-*  j^  Va  ne  peut  devenir  négatif,  et,  par 
conséquent ,  que  l'équilibre  est  stable. 

Dans  un  vaisseau  ,  par  exemple ,  il  est  aisé  de 
voir  que  la  droite  AG ,  à  laquelle  répond  le  mtim- 
miim  de  Tintégrale/^»  dx ,  est  la  ligne  qui  va  de  la 
ffouê  à  la  poupe.  On  partagera  donc  l'aire  de  la 
section  à  fieur  éTêau  en  élémens  infiniment  petits  ; 
puis  on  déterminera  par  le  calcul  intégral  la  somme 
de  tous  CCS  élémens,  multipliés  respectivement 
par  le  carré  de  leurs  distances  à  cette  ligne  j  et 
pourvu  que  cette  intégrale  surpasse  le  produit  du 
volume  d'eau  déplacé  par  le  vaisseau,  et  de  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  ce  volume  à  celui 
du  vaisseau ,  on  pourra  assurer  que  l'équilibre  est 
stable,  par  rapport  à  tous  les  petits  mouvemens  an 
vaisseau,  lors  même  que  le  second  centre  de  gra- 
vité sera  plus  élevé  que  le  premier. 

618.  Après  nous  être  occupé  de  l'équilibre  et  de 
la  stabilité  des  corps  flottaos,  nous  allons  actuelle- 
ment déterminer  leur  mouvement,  lorsqu'on  les  a 
un  peu  écartés  d'une  position  d'équilibre  stable. 
Pour  résoudre  la  question  d'une  manière  complète, 
il  faudrait  avoir  égard  à  la  fois  à  ce  mouvement  et 
à  celui  du  liquide  ;  c'est  ce  que  je  tâcherai  de 
faire  dans  un  autre  ouvrage.  Maintenant,  je  ne 
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tiendrai  pa^  compte  du  moaTMoent  du  fluide  ;  et 
pour  simplifier  le  problème ,  relatifement  au 
corps  solide ,  je  supposerai  qu^il  soit  symétrique  de 
part  et  diantre  d*ua  plan  qui  restera  vertical  pen- 
dent tout  le  montement. 

Ce  plan  renferme  les  centres  de  granité  G  et  H 
du  mobile  et  du  f  olume  de  fluide  qu^il  déplace 
dans  son  éUt  d'équilibre.  Dans  cet  état,  la  -droite 
GH  est  verticale  ;  on  Tincline  en  la  faisant  tourner 
dans  ce  plan  autour  du  point  G  ;  puis  on  abaisse 
ou  on  élève ,  parallèlement  à  elle-même,  cette 
droite  dans  ce  même  plan  ^  on  abandonne  ensuite 
le  mobile  à  Taction  de  la  pesanteur  et  du  fluide 
environnant,  sans  lui  imprimer  aucune  vitesse 
initiale }  et  il  est  évident  que  la  section  du  mobile 
^aite  par  le  plan  dont  il  s'agit ,  et  qui  le  coupe  en 
deux  parties  symétriques,  demeurera  constamment 
verticale.  L'intersection  AG  des  sections  ABCD  et 
AB^'CD'',  restera  toujours  perpendiculaire  à  ce  plan 
vertical  ;  et  comme  la  droite  AG  renferme ,  par 
hypothèse,  le  centre ^e- gravité  de  ABCD,  il  s'ensuit 
que  ce  centre  sera  le  point  K  où  elle  coupe  ce 
même  plan ,  et  que  la  droite  AC  rencontrera  tou- 
jours le  contour  de  ABCD  dans  les  mêmes  points 
A  et  C  Indépendamment  de  la  symétrie  du  corps 
par  rapport  au  plan  perpendicnlaire  à  AC,  Je  sup- 
poserai, en  outre,  pour  simplifier  encore  plus  la 
question ,  que  la  droite  GK  soit  perpendiculaire 
au  plan  de  la  section  ABCD;  ce  qui  aura  lieu ,  par 
exemple,  lorsque  le  plan  des  deux  droites  GK.et 
AC  coupera  aussi  le  mobile  en  deux  parties  symé- 
triques. 

Au  bout  du  temps  quelconque  <,  compté  de 
l'origine  du  mouvement,  je  représenterai  par  «|  la 
distance  GE  du  point  G  au  plan  fixe  A^'C'D',  par 
t  la  distance  mutuelle  des  deux  plans  horixontaux 
AV'CD"  et  A'B'C'D',  par  6  l'angle  KGB  compris 
entre  la  droite  GK.  et  la  verticale  GE ,  par  jf  la  dis- 
tance de  l'élément  quelconque  dx  de  la  section 
ABCD  au  plan  A'fi'C'D',  et  par  s  sa  disUnce  au 
plan  vertical  mené  par  le  point  G  et  parallèle  à  la 
droite  A&C.  Je  désignerai  aussi  par  l  la  distance 
constante  de  cet  élément  à  cette  droite,  et  par  h  la 
longueur  donnée  de  GK..  U  est  aisé  de  voir  qu'on 
aura 

Sj=:^4-Acos0,y=(-|-''*>Dt,«='cosA4'^*^<'^ 

où  l'on  regardera  I)  A,  f ,  oomme  des  quantités  pe- 
•itives  ou  négatives ,  selon  que  l'élément  d!K  est  à 
droite  ou  k  gauehe  de  la  droite  AKC ,  que  la  droite 
GK  se  trouve  à  droite  ou  &  ganohe  de  la  verticale 
GE,  et  que  le  plan  AB"CD"  est  au-dessous  ou  au- 
deaaus  de  A'B'C'D'.  Enfin ,  h  éUnt  l'aire  de  la  sec- 
tion ABCD,  et^  la  même  ligne  que  précédemment^ 
•n  aura  aussi 

fdk  =  h^   /^  =  0,   fhdx=zhy*i    (1) 

let  intégrales  s'étendent  ft  tous  les  élémens  de  b. 
Les  variables  t  et  A  feront  connaître  la  position 


du  mobile  k  chaque  instant.  Pour  I  r=  0,  on  aura 

•  =•,     (  =  C,     ~s=0,     —  =  0, 

di  dt 

parce  qu'on  suppose  nulles  les  vitetseï  initiales  de 
tous  les  points  du  corps ,  et  en  désignant  par  •  ett 
des  quantités  très  petites  et  données.  Le  problème 
consistera  à  déterminer  les  valeurs  de  A  et  {  en  fooe> 
tiens  de  t,  en  supposant  que  ces  variables  demeo- 
rent  très  petites  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement i  supposition  qui  permet  de  négliger  le  carré 
de  I  ^t  le  produit  de  A  et  {,  et  de  considérer  oooiaie 
un  cylindre  tronqué,  le  volume  compris  entre 
ABCDetA^B'C'D'. 

619.  Le  centre  de  gravité  G  se  mouvra  comme  si 
la  masse  H  du  mobile  y  était  réunie ,  ci  que  le 
poids  Hy  du  corps  et  la  résultante  des  pressions  du 
fluide  y  fussent  appliqués.  Cette  résultante  est  di* 
rigée  en  sens  contraire  de  If;  elle  est  égale  à 
^y  ^  V}fg,  en  désignant  par  V  le  volnne  d'ean 
déplacé  par  le  mobile  dans  son  état  d'équilibre ,  et 
par  Y  +  V  ce  volume  an  bout  du  temps  f .  La  force 
motrice  du  point  G,  dirigée  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, sera  donc  My  —  (V  +  V)  fg,  on  simple* 
ment  —  Uf^,  k  cause  de  H  =  Yf  ;  sa  vitesse  ini'> 
tiale  étant  nulle,  il  ne  sortira  pas  de  la  verticale 
on  il  se  trouve  à  l'origine  du  mouvement,  etTé- 
quation  de  son  mouvement  sur  cette  droite  sera 


di» 


=  —  f^U. 


Abstraction  faite  du  signe,  U  est  le  volume  com- 
pris entre  les  deux  sections  ABCD  et  AVCD';  de 
sorte  qu'en  décompossnt  ce  volume  en  prismes 
verticaux,  comme  précédemment,  on  aura 

U  =yy  cos  tdX; 

Tintégrale  s'étendant  à  tous  les  élémens  de  b.  En 
mettant  pour  y  sa  valeur  précédente,  on  en  con- 
clut 

V  =  b(  cos  0. 

Si  donc  on  prend  l'unité  pour  cos  I  dans  eette  va- 
leur et  dans  celle  de  »„  qu'on  les  substitue  eo- 
suite  dans  Téquation  du  mouvement  du  point  Cr, 
et  qu'on  y  mette  aussi  Vf  au  lieu  de  K^  il  YÎeot 

*I  +  1^  =  0.      (8) 

dt»  ^  y  ^  ' 

En  même  temps,  le  mobile  tournera  autour  da 
point  G,  comme  B*il  était  fixe,  et  que  les  forces  qui 
le  sollicitent  ne  fussent  pss  changées  (n»  438).  Ce 
mouvement  de  rotation  aura  donc  lieu  autour  de 
l'axe  mené  par  le  point  G,  et  perpendiculaire  an 
plan  qui  coupe  le  mobile  en  deux  parties  symétri- 
ques ,  et  il  sera  dû  uniquement  aux  pressions  du 
fluide  environnant,  puisque  le  poids  du  corps  passe 
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consUmmentpar  ce  poiot  ;  par  conséquent,  Téqua- 
tioo  de  ce  mouToment  sera  (n»  392) 

dt 

m  désignant  par  HA*  le  moment  d*inertie  du  corps 
par  rapport  à  Taxe  de  rotation ,  par  u  sa  vitesse 
•ogulaire  de  rotation  au  bout  du  temps  <,  et  par  /* 
le  moment  total  des  pressions  an  même  instant  et 
par  rapport  au  même  axe.  On  regardera  la  vitesse  » 
comme  positive  ou  comme  négative,  selon  que 
le  mouvement  aura  lieu  dans  le  sens  indiqué  par 
la  flécbe  #,  ou  dans  le  sens  opposé  ;  de  sorte  que 
Ton  aura 

d»        dm 


di       dt 


d^% 


et,  cela  étant,  on  devra  prendre  avec  le  signe  -(- 
ea  avec  le  signe  — ,  dans  la  valeur  de  /« ,  les  mo- 
nen»  des  pressions  qui  tendront  à  faire  tourner 
daaa  le  sent  4e  la  flécha  § ,  ou  dans  le  sens  op- 
posé. 

Or,  le  moment  total  /a  pourra  se  diviser  en  deux 
parties,  Tune  relative  au  volume  constant  Y,  et 
l'autre  au  volume  variable  U.  La  partie  de  la  pres- 
sion correspondante  au  premier  volume  est  égale  à 
Yff ,  appliquée  au  point  H  ,  et  dirigée  suivant  HT; 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  G  sur  cette 
droite  prolongée,  s'il  est  nécessaire ,  a  pour  valeur 
•  sin  I,  en  désignant  par  a  la  distance  GH  :  la  pre- 
mière partie  du  moment  /«  sera  donc  ^  Yap^  sin  A, 
où  Pon  prendra  le  signe  supérieur  ou  le  signe  in- 
Kriear,  selon  que  le  point  H  sera  plus  haut  ou 
plua  bas  que  le  point  G.  Quant  à  la  partie  de  /« 


;  =  C  cos  < 


qui  répond  &  U,  si  l'on  décompose  toujours  ce  vo- 
lume en  prismes  verticaux ,  et  que  l'on  considère 
la  pression  correspondante  au  prisme  quelconque 
ycosicfx,  laquelle  est  égale  et  contraire  au  poids  du 
volume  d'eau  qu'il  déplace ,  on  aura  fgsy  cos  ^dk 
pour  le  moment  de  cette  pression ,  et,  par  censé* 
quent,  p5[/^  cos  îdk  pour  la  seconde  partie  de  fi  ; 
l'intégrale  s^étendant  &  Taire  h  tout  entière.  En 
mettant  pour  s  et  y  leurs  valeurs ,  et  ayont  égard 
aux  équations  (  1  )  f  cette  quantité  deviendra 
(y*  cos  I  -|-  fc{)  fgb  cos  I  sin  I  *,  par  conséquent, 
la  valeur  complète  de  /«  sera 

lA  =  [by*  cos»  •  ±  Va  -|-  hh^  cos  •)  fy  sin  •. 

Je  réduis,  dans  cette  valeur,  cos  I  et  sin  I  k  l'unité 
et  à  ê,  et  je  néglige  le  produit  de  ^  et  •  ;  puis  Je  la 
substitue ,  avec  les  valeurs  de  H  et  de  •,  dsnf  l'é- 
quation du  mouvement  de  rotation,  qui  devient, 
de  cette  manière, 

ill        (*>l±Va)y.  . 

dt»   ^         \k*  ^  ^ 

Le  problème  dépend  donc  des  deux  équations 
différentielles  (2)  et  (8)  ;  et  comme  les  variables  I 
et  {  y  sont  séparées ,  il  s'enstlit  que  le  mouvement 
de  rotation  du  corps  flottant  et  celui  de  ion  centre 
de  gravité  seront  indépendsns  l'un  de  l'autre  ;  cir- 
constance qui  tient  à  ce  qu'on  a  supposé  fa  droite 
GK. ,  qui  va  du  centre  de  gravité  du  mobile  k  celui 
de  ABCD,  perpendiculaire  h  cette  section. 

En  intégrant  ces  deux  équations,  et  déterminant 

les  constantes  arbitraires  d'après  les  valeurs  ini- 

dt    dl. 
tiales  de  ^,  1,  — ,  — ,  on  a 
dt    dt 


cos 


Lt'/ 


3  (*>•  ±  Va) 


] 


L*ordonnée  verticale  do  centre  de  gravité  étant 
égale  k  A  -|*  ^1  quand  on  néglige  le  carré  de  6 ,  il 
s'ensuit  que  le  mouvement  de  ce  point  sera  le  même 
que  celui  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur 

V 
gcnût  — .  Vôur  que  la  valeur  de  I  ne  croisse  pas  in- 

b 
défiaiment,  c'est-à-dire,  pour  que  l'équilibre,  d'où 
Ton  a  écarté  le  corps  flottant,  soit  stable,  il  faudra 
et  il  suffira  que  la  quantité  6y*  ±  Ya  soit  positive  ; 
ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n*  617.  Cette 
condition  étant  remplie,  les  oscillations  de  la 
droite  GK,  de  port  et  d'autre  de  la  verticale  GE, 
seront  les  mêmes  que  celles  d'un  pendule  simple 

Yi« 
qui  aurait  ■  pour  longueur. 

Cy«  ±  Ya 


Si  le  corps  flottant  n'éUit  pas  symétrique  de  part 
et  d'autre  du  plan  des  droites  G&  et  AKC ,  et  que 
la  perpendiculaireabaisséedtt  point  G  sur  la  section 
ABCD  différât  de  la  droite  G&,  les  variables;  el  I 
ne  seraient  plus  séparéee  dans  les  équations  {2) 
et  (3)  ;  la  première  renfermerait  un  terme  multiplié 

d*t 
par  — >  et  la  seconde  un  terme  quiaurait  i  pour  fac- 

teur  ;  les  mouvemens  de  rotation  et  du  point  G  ne 
seraient  plus  indépendans  l'un  de  l'autre  j  et  le  mo- 
bile pourrait  exécuter  quatre  sortes  d'oscillations 
simples,  dans  lesquelles  son  mouvement  se  décom- 
poserait toujours ,  conformément  au  principe  de  la 
coexistence  des  petites  oscillations ,  et  qui  se  ré- 
duisent à  deux  dans  le  cas  particulier  que  nous  ve- 
nons de  considérer. 
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CHAPITRE  V. 


DB   LA   MBSUaB   DBS    HAUTEURS    PAR   Ii'OBSBBVATIOll    DU    BABOMETBB. 


080.  D'ftprès  ce  qu^on  t  m  dans  le  n»  699 ,  i'é- 
qostion  d'équilibre  du  mercure  contenu  dans  la 
branche  fermée  du  baromètre ,  et  de  la  pression 
atmosphérique  qui  a  lieu  dans  la  branche  ouverte, 
est 


■«*  =  «! 


(1) 


•  désignant  cette  pression  rapportée  à  Tunité  do 
••urface,  g  la  gratité,  m  la  densité  du  mercure,  et  k 
la  différence  de  nÎTeau  de  ce  fluide  dans  les  deux 
branches  du  baromètre  ;  et  en  supposant  qu'il  n'y 
ait  aucune  pression  sensible  au-dessus  de  son  ni- 
Teau  dans  la  branche  fermée. 

De  ce  que  l'équilibre  ne  doit  pas  être  troublé ,  si 
l'on  suppose  que  la  branche  ouverte  du  baromètre 
ie  prolonge  jnsqu'auxlimites  de  l'atmosphère,  nous 
avons  conclu  que  la  pression  m  est  le  poids  d'une 
colonne  verticale  et  cylindrique  de  l'atmosphère, 
qui  aurait  pour  base  l'unité  de  surface  et  pour  hau- 
teur celle  de  ce  fluide.  Ce  poids  est  donc  celui  d'un 
cylindre  de  mercure  ,  de  même  base ,  et  dont  la 
hauteur  est  environ  0™,76  )  et  il  en  résulte  que  la 
pression  de  l'atmosphère  sur  chaque  mètre  carré 
de  la  surface  de  la  terre ,  est  à  peu  près  dix  mille 
kilogrammes. 

Quand  on  a'élève  au-dessus  de  cette  surface,  la 
hauteur  et  le  poids  de  la  colonne  d'air  qui  presse 
sur  le  mercure  du  baromètre ,  diminuent  de  plus 
en  plus  ;  la  hauteur  h  doit  donc  aussi  diminuer,  et 
il  doit  exister  un  rapport  entre  cette  hauteur  et  celle 
dont  on  s'est  élevé ,  qui  fera  connaître  l'une  au 
moyen  de  l'autre.  Cette  détermination  sera  l'objet 
spécial  de  ce  chapitre  j  mais  auparavant ,  il  con- 
vient de  tirer  quelques  conséquences  de  l'équa- 
tion (1),  et  d'exposer  les  lois  de  la  pression  de  l'air 
ou  d'un  gai  quelconque,  relativement  à  sa  densité 
et  &  sa  température. 

021.  En  appelant  S  la  surface  totale  de  la  terre , 
exprhnée  en  mètres  carrés ,  la  masse  de  l'atmo- 
sphère sera  égale  à  mS  (O»,70)  ;  m  étant  toujours  la 

densité  du  mercure.  La  masse  de  la  terre  est  ^  l$r, 

en  désignant  par  r  son  rayou ,  et  par  l'jsa  densité 
moyenne.  Si  donc  la  fraction  /  représente  le  rap- 


port de  la  première  masse  à  la  seconde,  on  aura 

3m  {0m,76) 

^= — S    ' 

et  comme  on  a 
2irr= 40000000»,  m=ia»,5975,  *=««,«9, 

on  en  conclura 

/*£=:  0,0000006854  i 

en  sorte  que  la  masse  de  l'atmosphère  est  un  peu 
moindre  qu'un  millionième  de  celle  de  la  terre. 

Si  l'air  avait  la  même  densité  dans  toute  la  hau- 
teur de  la  colonne  atmosphérique,  la  hauteur  de 
cette  colonne  et  la  hauteur  h  du  mercure  dans  le 
baromètre  seraient  en  raison  inverse  des  densités 
de  l'air  et  du  mercure  ;  en  appelant  /  la  hauteur  de 
l'atmosphère ,  dans  cette  hypothèse ,  et  désignant 
par  p  la  densité  de  l'air  à  û  température  xéro  et 
sous  la  pression  barométrique  0™,  76,  ou  aura  donc 

I  =  "  (0«,76)  ; 
P 

et  à  cause  de  (n»  61} 

as 

—  =  10468, 

P 
il  en  résulte ,  à  très  peu  près , 

I  =  7960«». 

L'atmosphère  doit  évidemment  s'étendre  beau- 
coup plus  haut,  puisque  la  densité  et  le  poids  de 
ses  couches  diminuent  à  mesure  qu'elles  s'élèvent 
au-dessus  de  la  surface  de  la  terre.  On  fixera  une 
limite  qu'elle  ne  peut  atteindre ,  en  déterminant  la 
hauteur  à  laquelle  la  force  centrifuge  est  égale  à 
la  pesanteur;  car  au  delà,  la  force  centrifuge  dis- 
perserait les  molécules  d'air  dans  l'espace.  C'est  à 
l'équateur  que  cette  limite  est  le  moins  élevée  ;  or, 

g 
en  ce  lieu ,  la  force  centrifuge  est  ■—  (  n»  178)  à 

la  surface  de  la  terre;  à  une  hauteur  m  au-dessus 
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de  cette  snrfaee,  elle  devient  iilXfl,  et  Pinten- 

•tté  de  le  pesanteur  est      r*       en  détignuit  par 

rie  rayon  de  la  terre;  la  limite  dont  il  s'agit  sera 
donc  déterminée  par  réqnation 

r  +  s  r* 


88»r         {r  +  s).  ' 

de  laqnelle  on  tire ,  ponr  cette  limite  ^ 

s 
-  =  r(j/280-l), 

c'est-à-dire,  ft  peu  près  cinq  fois  le  rayon  de  la 
terre.  Mais  il  y  a  lieu  de  croire  que ,  bien  avant 
d'atteindre  aune  si  grande  hauteur,  Tair  est  li- 
quéfié par  le  froid ,  qui  augmente  rapidement  à 
mesure  qu'on  s'élève  dans  l'atmosphère.  Nous  ne 
connaissons  pas  la  loi  de  cette  augmentation  à 
l'air  libre,  qu'il  ne  faut  pas  confondre  aveo  celle 
que  l'on  observe  sur  les  montagnes ,  où  la  tempé- 
rature de  l'air  et  celle  du  sol  s'influencent  mutuel- 
lement; la  seule  donnée  que  nous  ayons  sur  ce 
sujet ,  est  celle  qui  résulte  de  Pascension  aérosU- 
tique  de  X.  Gay-Lussac,  dans  laquelle  il  s'est  élevé 
à  une  hauteur  de  6980»  :  les  températures  de  l'air 
à  la  surface  de  la  terre  et  h  cette  hauteur  étaient 
de  80«,76  et—  9*,60,  du  thermomètre  centigrade; 
ce  qui  fait  une  diminution  d'environ  un  degré  pour 
17fi"»  d'élévation,  en  supposant  le  décroissement 
de  la  chaleur  uniforme. 

622.  Si  l'on  ferme  en  C  (fig.  129) ,  la  branche 
ouverte  du  baromètre,  ou ,  plus  généralement,  si 
Ton  place  cette  branche  dans  un  vase  H  fermé  de 
toutes  parts  (fig.  137),  l'équilibre  du  système  ne 
sera  pas  troublé  :  ce  sera  alors  la  pression  eiercée 
en  E  par  l'air  contenu  dans  ce  vase,  qui  fera  équi- 
libre à  celle  de  la  colonne  DF  du  mercure ,  sus- 
pendue dans  la  branche  fermée ,  au-dessus  de  son 
niveau  S  dans  la  branche  ouverte.  Cette  pression 
rapportée  à  l'unité  de  surface ,  ou  ce  qu'on  appelle 
la  force  élastique  de  Tair,  aura  donc  pour  mesure 
la  pression  mgh  du  mercure ,  et  elle  sera  équiva- 
lente au  poids  m  de  la  colonne  atmosphérique.  Un 
baromètre  qui  s'ouvre  ainsi  dans  un  vase  fermé, 
et  qui  sert  ft  mesurer  la  force  élastique  de  Tair  ou 
d'un  fluide  quelconque,  contenu  dans  ce  vase, 
s'appelle  alors  uu  maiiein^lff.  Le  poids  mgh  du 
mercure  dépend  de  la  nature,  de  la  densité  et  de 
la  température  de  ce  fluide  élastique. 

Si  l'on  transporte  un  manowtiir»  d'un  lieu  dans 
un  autre,  et  que  la  température  et  la  densité  de 
fair  contenu  dans  le  vase  H  soient  les  mêmes  en 
ces  deux  endroits,  il  faudra  que  la  hauteur  du  mer- 
cure varie  en  raison  inverse  de  la  gravité,  afin  que 
le  poids  de  la  colonne  de  mercure  reste  le  même. 
L'observation  de  cette  hauteur  à  des  latitudes  dif- 
férentes pourrait  donc  servir  à  mesurer  les  varia- 
tions de  la  pesanteur;  mais,  pour  l'eiactitude  de 


cette  mesure ,  il  faudra  avoir  égard  à  l'augmeiitt- 
tion  du  volume  occupé  par  l'air  contenu  dans  H , 
qui  résultera  d'une  augmentation  de  hauteur  du 
mercure  dans  la  branche  fermée. 

Ainsi|  supposons  quef  et  k  soient  la  gravité  et 
la  hauteur  DF  du  mercure ,  en  un  lieu  de  la  terre  j 
le  manomètre  étant  transporté  en  un  autre  lieu ,  et 
la  température  étant  restée  la  même ,  supposons 
que  le  mercure  se  soit  élevé  de  D  en  D'  dans  la 
branche  fermée ,  et  qu'il  se  soit  abaissé ,  en  même 
temps ,  de  E  en  £'  dans  la  branche  ouverte  ;  me- 
nons par  le  point  £'  un  plan  horisontal ,  qui  coupe 
en  F'  la  branche  fermée  ;  désignons  par  h'  la  diffé- 
rence D'F'  de  niveau  du  mercure  dans  les  deux 
branches,  et  par  ^'  la  gravité  correspondante.  Lea 
pressions  barométriques  seront  entre  elles  conune 
gh  et  g^h' ,  dans  les  deux  observations  ;  elles  seront 
proportionnelles  aux  densités  du  fluide  contenu 
dans  H ,  et ,  par  conséquent ,  en  raison  inverse  des 
volumes  qu'il  occupera  dans  ce  vase  ;  en  appelant 
ces  volumes  V  et  V ,  on  aura  dono 

é'h'        V 


9^ 


T 


Or ,  si  l'on  appelle  o  l'aire  de  la  section  horisontalt 
du  tube  au  point  D,  le  volume  do  mercure  compris 
entre  D  et  D'  99n{V  —  h)  e;  mais,  à  cause  de 
l'incompressibilité  de  ce  fluide,  il  faudra ,  quelle 
que  soit  la  forme  du  vase  H ,  que  le  volume  V 
surpasse  V  de  cette  quantité  (  A'  —  A)  o  ;  on  aura 
dono 

V  =  V  +  (b'  —  h)  o;- 

et  l'on  conclura  de  l'équation  précédente 


s' 


VI 


pour  le  rapport  des  intensités  de  la  pesanteur  dans 
les  deux  lieux  des  observations.  Hais,  quelque  soin 
que  l'on  apporte  dans  la  mesure  des  quantités  que 
oette  formule  renferme ,  ce  procédé  sera  toujours 
beaucoup  moins  susceptible  d'exactitude  que  ce- 
lui qui  est  fondé  sur  les  expériences  du  pendule. 
623.  Maintenant,  fermons  en  G  (fig.  120)  la 
branche  ouverte  du  baromètre,  et  ouvrons  en  k  la 
branche  qui  était  fermée;  Ui  pression  atmosphé- 
rique s'ajoutent  à  celle  du  mercure ,  l'air  contenu 
dans  EG  vase  comprimer,  et,  conséquemment,  le 
niveau  du  mercure  s'élèvera  dans  cette  branche 
et  s'abaissera  dans  l'autre.  Ajoutons  dans  cette 
autre  branche  une  nouvelle  quantité  de  mercure , 
de  manière  que  la  différence  de  niveau  dans  les 
deux  branches  soit  encore  égale  à  A,  comme  aupa- 
ravant. Dans  cet  état ,  si  le  mercure  s'est  élevé  de 
D  en  D'  et  de  E  euE',  et  que  l'on  mène  par  le  point 
E'  on  plan  horisontal  qui  coupe  l'autre  branche  en 
F',  on  anra  DTsDF.  Au  point  F',  la  pression  du 
mercure  sera  mgh^  en  ajoutant  la  pression  atmo- 
sphérique « ,  qui  a  lieu  au  niveau  ly,  on  aura 


M6 
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M^Jb-l-v,  on  ZÊigk;  par  eoMéqnent ,  la  tmee  Am- 
Uqae  de  Vùt  contenQ  dans  CXf,  qui  l'eieree  sur  le 
AtTMii  E'  et  qui  fait  équilibre  à  cette  pression 
totale,  sera  double  de  celle  qui  avait  lien  quand 
Pair  occupait  Tespace  CE.  Or ,  l'expérience  prouve 
queTespace  CE'  est  moitié  de  CE;  elle  fait  voir 
anssi  que  si  Ton  triple  la  pression  par  une  addition 
convenable  de  mercure,  Tespaoe  occupé  par  Tair 
est  réduit  au  tiers;  et,  gén^lement,  on  tronve 
que  le  volume  du  Ihiide  varie  en  raison  inverse  de 
lâ  pression  quMl  éprouve,  ou  autrement  dit,  que 
la  densité  orott  dans  le  même  rapport  que  la  force 
élastique. 

Cette  proportionnalité  est  ce  qu'on  appelle  la 
toi  âBMùHotU  ,  du  nom  du  physicien  qui  l'a  dé- 
duite de  l'observation.  Elle  suppose  que  le  fluide 
n'éprouve  aucune  variation  de  température  \  en 
sorte  que,  pour  l'observer  exactement,  il  faut 
donner  k  l'air  contenu  dans  CE ,  le  temps  de  per- 
dre l'augmentation  de  température  qu'il  acquiert 
par  la  compression ,  et  de  revenir  à  sa  température 
primitive.  Elle  a  lien  pour  tous  les  gat ,  et  aussi 
pour  les  vapeurs,  en  supposant  la  pression  moindre 
que  celle  qui  les  réduit  en  liquides.  Etafin ,  elle 
subsiste  également  pour  les  mélanges  de  différons 
fluides  ;  et  si ,  par  exemple,  deux  gat  ont  la  même 
température  et  un  même  volume  Y ,  que  p  soit  la 
force  élastique  de  Pun  et  j/  celle  de  l'autre ,  et 
qo'on  les  réunisse  sous  le  volume  V  t  la  tempéra- 
ture du  mélange  sera  encore  la  mémo ,  et  la  force 
élastique,  ou  la  pression  qu'il  exerce  sur  l'unité  de 
surface ,  deviendra  p^ff» 

flS4.  Au  moyen  de  la  loi  de  Xariotte ,  on  peut 
facilement  calculer  l'élévation  de  l'eau  dans  une 
pompe ,  lorsqu'il  existe  de  l'air  entre  ce  liquide  et 
lo  piston  ;  laquelle  élévation  serait  10",  4,  comme 
nous  l'avons  dit  précédemment  (n»  600) ,  si  l'eau 
était  en  contact  avec  le  piston. 

Pour  cela,  soient  ÂBGD  (fig.  188)  la  tuyau  eylin- 
drique  et  vertical  d^une  pompe ,  plongé  dans  l'eau 
jusqu'en  EF ,  et  GH  la  base  horiiontale  du  pbton. 
La  pression  atmosphérique  s'exerce  sur  le  niveau 
extérieur  de  l'eau,  qui  est  le  même  que  le  niveau 
intérieur  ET.  Cette  pression ,  rapportée  k  l'unité  de 
surface ,  sera  égale  à  ^<,  en  prenant  la  densité  de 
l'eau  pour  unité ,  et  désignant  par  I  la  hauteur 
10^,4  de  la  colonne  d'eau  qui  lui  ferait  équilibre. 
L'espace  contenu  entre  EF  et  GH  est  rempli  d'air  ,- 
dont  la  force  élastique  fait  équilibre  à  la  pression 
extérieure,  et  a  aussi  gi  pour  mesure.  Dans  cet  état , 
j'appelle  a  la  hauteur  donnée  de  GH  au-dessus  de 
EF }  je  suppose  ensuite  qu'on  élève  le  piston  jus- 
qu'en G'H',  et  je  désigne  par  e  la  hauteur  aussi 
donnée  de  G'H'  au-dessus  de  GH.  L'eau  s'élèvera , 
dans  l'intérieur  de  la  pompe ,  jusqn'en  E'F',  à  une 
hauteur  s  au-dessus  de  EF ,  et  s'abaissera  en  de- 
hors ,  au  niveau  d'une  section  E^F,  de  pompe ,  si- 
tuée h  une  distance  y  au-dessous  de  EF.  En  appe- 
lant h  la  section  horisontale  de  la  pompe,  et  C  celle 
du  réservoir  dans  lequel  elle  est  plongée ,  on  aura 


d*abord 


hs 

y  =  — I 
C 


à  raison  de  l'incompressibilité  du  liquide  ;  et  la 
question  se  réduira  à  déterminer  la  valeur  de  s. 

Or,  Tatr  qui  occupait  l'espace  EFHG,  occupera 
maintenant  l'espace  E'F'H'G';  et  celui-ci  étant  à 
l'autre  comme  a+o  —  cestàa,  il  s'ensuit  que 
la  force  élastique  gl  du  fluide  sera  diminuée  dans 

fflS 

le  rapport  inverse ,  et  deviendra  ■     . -.    Ce 

^^  '  a-l-o— # 

sera  la  pression  rapportée  è  Tunité  de  surface  qui 
aura  lieu  sur  E'F'  ;  en  l'ajoutant  à  la  pression  de , 
l'eau  comprise  entre  E'F'  et  E  F, ,  dont  la  valeur 
est  ^  («-f-y]  f  nn  aura  la  pression  totale  exercée 
sur  le  niveau  intérieur  E^Fp  qui  devra  faire  équi- 
libre à  la  pression  extérieure  sl\  ce  qui  exige 
qu'on  ait 

la  hx 

-_ +,+  -  =  1, 

en  supprioMiit  le  fiicteur  commnn  y,  et  substitaaat 
pour  y  sa  valeur  précédente.  Cette  équation  est 
du  second  degré,  et  peut  s'écrire  ainsi  : 

en  réduisant,  et  faisant,  pour  abréger, 

7+6  ~'' 

En  résolvant  cette  équation,  on  trouvera  deux 
valeoes  réelles  et  positives  de  m%  meia  il  eei  aisé 
de  voir  que  l'une  d'ellcssera  toujoun  inadmissible. 
Eu eflet,  l'élévation s-f- y  del'ean  «u-deasiM  d« 
ni  venu  extérieur,  ne  peut  pas  surpasser  ^  h  eanae 

de  s  -t-y=  —-)  on  a  donc  9  <//}  d'aillenra,  il  est 

f 
évident  qu'on  doit  aussi  avoir  s  <a-f-0  «  nrt  la 

somme  des  deux  racines  de  l'équation  précédente 
étant  fl^a-\'Cy%i  l'une  est  plus  petite  que  a  -f-e, 
l'autre  sera  plus  grande  qutfl^  ou  bien ,  si  Tune 
est  moindre  que  /*/,  l'autre  surpassera  a  +  '  9  P*^ 
conséquent,  l'une  des  deux  racines  sera  seule  ad- 
missible, et  Tautre  devra  être  rejetée  comme 
étrangère  à  la  question. 
En  vertu  de  Téquetion  d'équilibre,  la  foroe 

élastique  .  de  l'air  contenu  entre  8fP  et 

o+e — s 

&B.\  est  égale  à  yl— y  (« +y)*  H  en  résulte  sur 
la  base  inférieure  du  piston ,  une  pression  dirigée 
en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  égale  k 
gH — y  (s  -|-  y  )  6.  Le  base  supérieure  de  ce  corps 
est  poussée  en  sens  contraire  par  la  pression  at- 
mosphérique, égale  à  ylft;  la  charge  que  le  piston 
jiupporte ,  ou  l'excès  de  cette  seconde  force  sur  la 
premièra,  est  donc  y  (#-^y)6,  c'cs^à-dire,  le 
poids  de  l'eau  contenue  entra  E,F;  et  E'F,  et  élevée 
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au-dessus  do  ni? eau  extérieur  ;  ce  qu'on  peut  re- 
garder, ^priori,  comme  évident. 

626.  II  nous  reste  actuellement  k  considérer  la 
toi  de  la  force  élastique  de  Pair ,  relativement 
à  sa  température. 

Si  Tair  et  différena  gas ,  soumis  k  une  pression 
constante,  et  la  même  pour  tous,  sont  placés  dans 
une  enceinte  dont  la  températuroTarie  d'un  instant 
k  Tautre,  Tobservation  prouve  que  tons  ces  fluides 
se  dilatent  également.  £n  prenant  Tun  d'eux ,  Tair 
par  exemple ,  pour  thermomètre ,  c'est-à-dire-^  en 
divisant  sa  dilatation  totale  en  parties  égales ,  qui 
marqueront  les  degrés  de  la  température ,  il  en 
résulte  que  les  accroissemens  <de  volume  de  tous 
ces  gat  seront  les  mêmes  pour  des  augmentations 
•égales  de  température,  et  proportionnels  à  ces 
augmentations.  L'dbservation  prouve  aussi  que , 
dans  une  étendue  très  considérable,  les  indications 
du  thermomètre  k  air  diffèrent  très  peu  de  celles 
du  thermomètre  k  mercure  ;  en  sorte  que ,  dans 
cette  étendue ,  la  dilatation  d'un  gax  quelconque 
est  proportionnelle  à  son  accroissement  4e  tempé- 
rature ,  indiquée  par  les  degrés  du  thermomètre 
ordinaire.  Enfin ,  de  xéro  k  lOO»,  c'est-à-dire ,  de  la 
température  de  la  glace  fondante  à  celle  de  l'eau 
bouillante ,  H.  Goj-Lossac  a  trouvé  que  le  volume 
de  l'air  soumis  à  une  pression  constante ,  et ,  par 
conséquent,  celui  d'un  gas  quelconque,  augmen- 
tent dans  le  rapport  de  l'unité  à  l,37ff;  ce  qui 
donne  une  dilatation  de  0,00376 ,  pour  chaque  de- 
gré du  thermomètre  centigrade. 

D'après  cela,  soient  Y  le  volume  d'un  gax  quel- 
conque, à  la  température  xéro,  m  sa  force  élastique, 
etD  sa  densité.  La  pression  «,  rapportée  à  Tunité 
de  surface,  restant  la  même ,  et  le  nombre  de  de- 
grés de  la  température  devenant  I,  désignons  par 
y  et  ly  ce  que  deviendront  le  volume  et  la  densité 
du  gaa  ;  nous  aurons 

V  =  V(l  +  .»), 
en  faisant 

•  r=  0,00376$ 

et  comme  la  densité  varie  en  raison  inverse  du  vo- 
Inme^  nous  aurons  aussi 

D 

Maintenant ,  supposons  qu^on  fasse  varier  la  pres- 
sion sans  changer  la  température  ê.  Soient  |i  et  f  ce 
que  deviennent  simultanément  la  pression  et  la  den- 
sité, qui  étaient  «  et  D'  ;  d'après  la  loi  de  Hariotte, 
on  aura 

?• 

D' 

et  en. mettant  pour  D' sa  voleur  précédente,  et  fai- 
sant 

7  =  *' 


il  en  râuUera 


Il  =  *,  (1  +  .»), 


(8) 


pour  l'expression  de  la  force  élastique  d'un  gax 
quelconque  en  fonction  de  sa  densité  et  de  sa  tem- 
pérature. 

626.  Cette  formule  convient  aux  gax,  aux  va- 
peurs, et  à  leurs  mélanges.  La  température  A  étant 
indiquée  par  le  termomètre  à  mercure ,  elle  a  lieu 
pour  les  valeurs  négatives  de  ê ,  jusqu'à  environ 
—  300,  ou  un  peu  moindres  que  la  température  de 
la  congélation  de  ce  fluide.  Elle  a  aussi  été  véri- 
fiée pour  des  températures  qui  surpassaient  beau- 
coup 100°  i  et  la  différence  entre  les  lois  de  dilata* 
tion  de  Pair  et  do  mercure,  ne  commence  à  devenir 
un  peu  considérable  que  quand  jt  s'élève  à  envi- 
ron 300»  *, 

Le  coefficient  k  est  différent  pour  les  différons  flui- 
des. Relativement  à  l'air  atmosphérique,  HH.  Biot 
et  Arago  ont  trouvé,  à  l'Observatoire  de  Paris, 

m 

—  =  Ï0462, 

D 

pour  le  rapport  de  la  densité  du  mercure  à  celle  de 
rair,sou8  la  pression  barométrique  de  0™,76,  et  à 
la  température  xéro  (no  61}.  En  faisant  donc,  en 
même  temps, 

«s=eiGA,      ft  =3  On,76, 

la  valeur  de  k  sera 

k  =  (7961,12)  G; 

et,  dans  cette  valeur,  il  faudra  prendre  pour  G  la 

m 
gravité  au  lieu  où  le  rappport  —  a  été  déterminé , 

D 

c'est-à-dire,  à  la  latitude  de  Paris,  pour  laquelle 

on  a 

G  =  0n,806e6. 

Le  coefficient  de  G  se  rapporte  à  Tair  parfaite- 
ment sec  j  si  l'air  était  humide,  sa  densité  serait 
moindre,  sous  la  même  pression  et  à  la  même  tem- 
pérature ,  et  la  valeur  de  k  varierait  en  raison  in- 
verse de  cette  densité.  Sons  la  pression  barométri- 
que de  0«,76 ,  et  à  la  température  xéro ,  soit ,  par 
exemple,  >le  rapport  de  la  densité  de  l'air  au  maxi* 
mttfft  d'humidité,  à  la  densité  de  l'air  parfaitement 
sec  \  on  aura,  comme  on  le  verra  plus  loin, 

0f»,76— 6n,00608  .   10  0«,00608 
*= — h  7^    L^^  =0,00749; 


0«,76 


16      0'»,76 


par  conséquent,  en  divisant  la  valeur  précédente 
de  ft  par  cette  ▼ilear  de  I,  on  oura  la  valeur  de  k 
qui  répond  eu  wuucimum  d'humidité  de  l'air,  sa- 
¥oir: 

k  =  797lni,09. 


*  F«7M,  mr  ce  poiot,  1«  Mémoire  de  MIL  Petit  «t  Dnlonc^  inféré 
dtiw  le  18*  oalrier  dn  /«wimI  iê  l'Èeott  PoljlêelmiqM. 
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0S7.  lUioteiuint,  nom  formerooi  sans  dilBonltë 
les  différentes  équations  d^équilibre  d^nne  colonne 
atmosphérique.  Supposons  que  cette  colonne  soit 
Oylindrique  et  Terticale,  et  qu^elle  ait  sa  base  à  la 
snrface  de  la  terre  et  s'étende  josqu^à  la  limite  de 
Vatmospbère.  Soit  A  Taire  de  sa  section  horisontale. 
Dif  isons  cette  colonne  en  couches  horiiontales  in- 
finiment minces,  et  supposons  la  surface  A  assez 
peu  étendue  pour  que  la  densité  et  la  température 
ne  varient  pas  sensiblement  d^un  point  à  un  autre 
d^une  couche  quelconque.  Appelons  p,  f ,  I,  la  force 
élastique  de  Tair,  sa  densité  et  sa  température,  qui 
ont  lieu  à  la  distance  s  de  la  surface  de  la  terre. 
Soit  aussi  g'  la  gravité  à  cette  même  distance; 
k^fdi  sera  le  poids  de  la  couche  dont  l'épaisseur 
est  ds,  et  dont  les  deux  faces  répondent  à  s  et  m — dz. 
la  pression  qu'elle  éprouve  sur  sa  face  supérieure 
sera  Ap  ;  celle  qui  aura  lieu  sur  sa  face  inférieure 


aura  pour  eipressîonA 


(p-£«j.).i.i 


Hais  en  pas- 


sant de  la  première  à  la  seconde  face,  la  pression 
doit  augmenter  du  poids  kg'fdM',  il  faudra  dooo 
qu'on  ait 

A  (p  —  —)  =  Ap  +  Agfdz, 

^  OS' 

on  simplement 

4.  =  _/,<l.;      (3) 

ce  qui  coïncide  avec  Téquation  qu'on  déduira  de  la 
formule  (8)  du  n»  684,  en  y  faisant 

X  =  0,     Y  =  0,    Z  =  —  ^. 

En  éliminant  f  au  moyen  de  l'équation  (2),  il 
vient 

*  g'dM 


p  *  (1  +  ••) 

Si  l'on  appelle  f  le  rayon  de  la  terre  et  g  la  pesan- 

—  grs 


pour  les  expressions  de  la  force  élastique  et  de  la 
densité  de  l'air,  depuis  la  surface  du  globe  jusqu'à 
la  hauteur  où  ce  fluide  a  perdu  par  le  froid  toute 
son  élasticité. 

D'après  ce  qu'on  a  dit  dans  le  n»  620,  le  poids  de 
la  colonne  atmosphérique  qui  a  pour  base  l'unité 
de  surface ,  doit  être  équivalent  à  la  pression  m  re- 
lative au  point  le  plus  bas;  et,  en  effet,  ce  poids 

est  donné  par  l'intégrale  /      f^'ds,  dont  la  valeur 

est«r,  d'après  les  expressions  de  f  et  de  ^. 
028.  La  force  motrice  d'un  ballon  qui  s'élève  veiw 


d*  % 


taur  à  sa  surface ,  on  aura 

à  la  hauteur  a,  en  négligeant  la  variation  de  la  forée 
centrifuge,  ainsi  que  Paction  de  la  masse  d'air  com- 
prise entre  les  deux  surfaces  sphérîques  et  concen- 
triques dont  les  rayons  sont  r  et  r  +  s ,  laquelle 
action  n'entre  pas  dans  la  valeur  de  g,  et  devrait 
s'ajouter  à  celle  de  g^  (n»  101).  Nous  aurons,  de 
cette  manière, 

^ gr*  d% 

p  ■"        *(l+<r«)  (r  +  «)«- 

Pour  intégrer  cette  formule,  il  faudrait  encore 
connaître  l'expression  de  •  en  fonction  de  a;  mais 
la  loi  des  températures  étant  inconnue,  on  est 
"obligé  de  considérer  6  comme  une  constante;  et  l'on 
prend  dans  chaque  cas,  pour  sa  valeur,  la  moyenne 
des  températures  qui  répondent  aux  points  extié- 
mes  de  la  colonne  d'air  à  laquelle  on  applique  cette 
équation.  Son  intégrale  est  alors 


log  p  =. 


gr^ 


+  C; 


*(l+.l)(r+a) 

C  étant  la  constante  arbitraire.  En  désignant  par  m 
la  pression  atmosphérique  qui  a  lien  à  la  snrface  de 
la  terre,  on  aura  à  la  fois 

9^ 


a  =  0,    p  =  *,    log*  = 


*(!  +  ••) 


+  C; 


et  il  en  résultera,  à  une  hauteur  quelconque  m  an- 
dessus  de  cette  surface , 


log  ^  =  — 


grz 


*(l  +  .6)(r  +  a)' 


w 


En  vertu  de  cette  équation  et  de  la  formule  (2) , 
et  en  désignant  par  a  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens, on  aura  maintenant 

—  grs 


p  =  ^  *(l  +  »»)  (r  +  B),     ^  = 


a     *(l  +  »»)(r+a)^ 


ryr» 


ticalement  dsns  l'atmosphère,  est  l'excès  du  poids 
de  l'air  qu'il  déplace  à  chaque  instant,  sur  son  pro- 
pre poids.  En  appelant  fa,  sa  masse  et  Y  son  volume, 
cette  force  sera  donc  Yf^'  —  (Ag\  à  la  hauteur  a  au- 
dessus  de  la  terre  ;  par  conséquent,  on  aura 

if ■  s 

pour  l'équation  différentielle  du  mouvement  verti- 
cal de  ce  corps,  au  bout  du  temps  quelconque  f.  Si 
l'on  appelle  e  sa  densité  moyenne ,  de  sorte  qu'on 
ait  f»,  =  cY,  et  qu'on  substitue  pour  p  et  ^'  leurs  va- 
leurs précédentes,  cette  équation  deviendra 

—  srra 


dt*  jfc(|+.|)(r+«)« 


*(l  +.e)(r  +  a) ^J^ 


ir  +  »)'  • 
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Sa  maltipUant  fMr  Zds ,  intégrant  et  détigntnt  par  ' 
G  la  constante  arbitraire,  il  tient 

—  gra 

di*  r  +  M 

Si  Ton  sappote  que  le  mobile  toit  parti  de  la 

sorface  de  la  terre  avec  nne  Titesse  nulle,  on  aura 

ds 
à  la  foif  M  :=0  et — =  0  ;  il  faudra  donc  qu^on  ait 

dt 


G  r=  24r  —  Zegf; 


et  il  en  réniltera 


dM 

dt* 


•-=-1 


—  jr* 


l_,»(l +••)(••+') 


pour  le  carré  de  la  vitesse  à  unebauteur  quelcon- 
que. En  résoWant  cette  équation  par  rapport  à  A, 
on  déterminera  ensuite,  par  la  méthode  des  quadra- 
tures, lelempsquele  mobile  emploiera  à  parrenir 
è  une  bauteur  donnée. 

d*  » 

En  égalant  à  xéro  la  Taleur  de--^-,  on  détermi- 
nera la  bauteur  à  laquelle  le  mobile  demeurerait 
en  équilibre,  s'il  y  parvenait  sans  vitesse  acquise; 

et  de  même  réquation--^=  0 ,  fera  connaître  la 

plusgrandebauteur  à  laquelle  le  ballon  s'élèverait 
dans  Tatmosphère,  en  supposant  que  sa  masse  et 
son  volume  ne  varient  pas.  La  première  de  ces  deux 
hauteurs  s'exprimera  au  moyen  d'un  logarithme; 
la  seconde  dépendra  d'une  équation  transcendante, 
et  ne  pourra  se  calculer  que  par  approximation. 

629.  Proposons-nous  maintenant  d'appliquer  Té* 
quation  (4)  à  la  mesure  des  hauteurs  verticales. 

Soient  h  et  V  les  hauteurs  du  mercure  dans  le 
baromètre,  à  la  sUtion  inférieure  et  à  la  station 
supérieure  ;  T  et  T' les  températures  correspondan- 
tes du  mercure;  I  et  l'  celles  de  l'air,  qui  seront 
différentes  de  T  et  T' ,  lorsque  le  mercure  du  baro- 
mètre n'aura  pas  eu  le  temps  de  se  mettre,  pendant 
les  observations,  en  équilibre  de  température  avec 
l'air  environnant.  Si  m  est  la  densité  du  mercure  à 

la  station  inférieure,  fl  +  W  «era  sa  den- 

site  à  la  station  supérieure,  parce  que  la  densité  de 
ce  fluide  augmente  de-—- pour  chaque  degré  de 

diminution  dans  la  température.  Pour  plus  de  sim, 

T  — T' 
plieité,  nous  comprendrons  le  facteur  1 +-555Ô" 


dans  la  hauteur  V,  qui  sera  alors  la  banteor  obser- 
vée, multipliée  par  cette  quantité,  et  nous  suppo- 
serons ensuite  que  m  soit  la  densité  du  mercure 
aux  deux  stations.  Be  cette  manière,  nous  aurons 


=  mgh,     p 


=  mq'V  =  -— i — —  j 


mg 


au  moyen  de  quoi  l'équation  (4)  deviendra 

log  -,  +  aiogl±l=   ^i;^  (6) 

Ainsi  qu'on  l'a  dit  plus  haut ,  il  faudra  prendre 
r  ('  4*  ^)  P^"''  *•  ^*  valeur  de  •  est  0,00376  pour 
Pair  sec ,  aussi  bien  que  pour  celui  qui  renferma 
la  vapeur  d'eau  en  quantité  constante ,  et  dans 
une  proportion  quelconque.  Hais  il  faut  observer 
que ,  quand  la  température  s'élève ,  la  quantité  de 
vapeur  augmente ,  en  général ,  dans  l'atmosphère  ; 
et  comme  la  densité  de  la  vapeur  serait  à  celle  de 
l'air  comme  10  est  à  10 ,  sous  la  pression  ordi- 
naire Om,  70,  il  s'ensuit  que  la  densité  de  l'air 
libre ,  dont  la  température  augmente ,  doit  dimi- 
nuer dans  un  plus  grand  rapport  que  celui  qui 
répond  au  coefficient  0,00376.  Pour  tenir  compte , 
autant  qu'il  est  possible ,  de  la  quantité  de  vapeur 
qui  se  trouve  dans  l'atmosphère ,  nous  augmente- 
rons donc  le  coefficient  «  ;  et  pour  la  commodité 
du  calcul ,  nous  le  ferons  égal  à  0,004  ;  en  sorte 
que  nous  aurons 

._  »(«+<') 

1000 

Les  logarithmes  qui  entrent  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente,  sont  nép^ient; 
pour  les  convertir  en  logarithmes  ordinaires,  je  mul- 
tiplie cette  équation  par  le  module  de  ceux-ci,  que 
j'appelle  M,  et  dont  la  valeur  est 

H  =  0,4342946. 

La  gravité  g  que  renferme  son  second  membre , 
est  celle  qui  répond  à  la  station  inférieure  et  à  la 
latitude  du  lieu  de  l'obserTation.  En  désignant  cet 
angle  par  4 1  ot  comparant  la  gravité  g  à  celle  qui 
entre  dans  les  valeurs  de  k  du  vfi  636  et  qui  répond 
à  la  latitude  de  Paris ,  on  aura 


9  = 


(1—0,003688  ces  24)  G 
1  _  0,002688  eos2  (48o  60^  14^')' 


D'ailleurs ,  les  coefficiens  de  G  dans  ces  deux  va- 
leurs de  k  répondant ,  l'un  à  l'extrême  sécheresse 
de  l'air,  et  l'autre  &  son  extrême  humidité,  on  peut 
prendre  la  demi-somme  de  ces  deux  quantités,  ou 
7961»,  10,  pour  le  coefficient  qui  convient  à  l'état 
ordinaire  de  l'atmosphère.  On  aura  alors 


—  [l  —  0,002688  cos  2  (48o  60'  14")]  :=  (18337»,46)  G; 

n 
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el,  w  mojmk  4o  oelie  ▼denr,  joiaU  à  celle  de  9 ,  on  tîrere  de  réqnatîoB  (6) 


(18»7»,46)  I  1  + 


r 


2  (I  +  0 


1000 


1  —  0,(N)S|588  eos  24 


1 


D-r 


w 


+  »'^0  +  7)]0  +  7) 


formule  dent  laquelle  les  logerithmes  lont  actuel- 
lement ceux  qui  ont  pour  base  le  nombre  10. 
Pour  fkire  usage  de  cette  équation,  on  négligera 

» 
d^abord  la  fraction  —  contenue  dans  son  second 

r 

membre;  ce  qui  fera  connaître  une  première  ta- 
leur  approchée  de  s  :  en  la  substituant  dans  ce 
second  membre ,  on  obtiendra  une  seconde  valeur 
de  js,  plus  approchée  que  la  première,  et  à  laquelle 
on  pourra  toujours  s*arrèter. 

En  remplaçant  le  nombre  18337,46  par  un  coef- 
ficient inconnu  a  dans  cette  équation,  et  détermi- 
nant a  d'après  la  moyenne  d^un  grand  nombre  de 
hauteurs  a,  mesurées  trigooométriqnement ,  on 
trouve 

a  =  18336"; 

ce  qui  diffère  très  peu  du  coefficient  18337,46 , 
que  nous  aTons  calculé  directement. 

630.  Si  Ton  veut  employer  la  formule  (6)  i  dé- 
terminer Télévationd^un  lieu  de  la  terre,  au-dessus 
du  niveau  de  la  mer ,  on  supposera  que  T',  l',  V^ 
se  rapportent  à  oe  lieu ,  et  T ,  < ,  ik,  au  bord  de  la 
mer  qui  en  est  le  moins  éloigné  ;  et ,  pour  plus 
d'exactitude  ,  on  devra  prendre  pour  4  une  lati- 
tude moyenne  entre  celles  de  ces  deux  points. 
D'après  la  remarque  du  n»  266,  il  faudra  aussi 
avoir  égard ,  dans  Texpression  de  la  pesanteur  g\ 
k  Taetionde  la  couche  delà  terre  dont  la  hauteur 
est  a  ;  en  supposant  sa  densité  égale  à  la  moitié  de 
la  densité  moyenne  de  la  terre,  on  a  alors 


les  données  de  cet  exemple  soot  : 

*  =  0«,76315,    T=s<  =  26°3, 
*'=0«,60006,     r=:l'=dlo3,     4  =  31*. 

La  hauteur  &',  corrigée  et  multipliée  par  le  facteur 

T  — r 
*T  55^q'>  V^  <*®»*  **»•  employée  dans  la  fer- 

mule  (6) ,  devient 

A'  =  0B,60138. 

M 

En  négligeant  la  fraction  —  dans  cette  formule  , 

r 
on  trouve 

M  =  a077«,«8, 

pour  la  première  valeur  approchée  de  a  ;  et  en 
substituant  cette  valeur  daua  la  même  formule, 

6m  b 

prenant  1  +  *-  au  lieu  de  1  +  ^,  oommeU  moi 

8r  r 

d'être  dit ,  et  observant  qu'on  a 


on  obtient 


r  =  6366108», 
s  s  3081»,06^ 


»•  = 


gr» 


{r  +  sy 


et ,  à  cause  de  la  petitesse  de  la  fonction  —,  on 

r 
trouvera  qu'en  faisant  usage  de  cette  pesanteur 

a 
5',  la  quantité  1+-*,  eontenuedans  la  formule  (6), 

T 

devra  être  remplacée  par  14- . 

8r 
Pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  cette  for- 
mule ,  ainsi  modifiée,  je  prends  celui  qui  est  cité 
dans  r^innuotra  du  Bureau  des  Longitudes,  et  qui 
se  rapportai  la  hauteur  de  Guanaxuato  au-dessus 
du  niveau  de  la  mer. 


pour  la  hauteur  demandée,  laquelle  est  moindre 
que  celle  de  r^nfiiiasrf  ^  d'à  peu  près  3  mètrea 
et  demi. 

631.  Lorsque  la  hauteur  m  n'est  pas  très  consîdé- 

rable,  on  peut  négliger  la  fraction  —  dana  la  for- 

r 
mule  (6) ,  et  remplacer  en  même  temps  le  nombre 
18337",46,  par  un  coefficient  plus  grand.  Cehii 
qui  résulte  d'observations  nombreuses  que  Ramond 
a  faites  dans  le  midi  de  la  France,  est  18393  mè- 
tres. La  latitude  correspondante  est  k  peu  prèa 
4 = 46o  ;  et ,  cela  éUnt ,  l'équation  (6)  se  réduit  è 


s  =  18303m 


L       ^000  j^v' 


ce  qui  est  la  formule  barométrique  dont  on  fait  le 
plus  communément  usage. 

Dans  un  même  vase,  et  sous  la  même  pression 
atmosphérique,  rébullilion  de  Tcau  distillée  com- 
mence toujours  à  une  même  température,  et  cette 
température  s'abaisse  à  mesure  que  la  presaion 
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ntérienre  diminue.  Si  donc  on  ivatt  forme  ,  par 
rexpérience ,  une  table  des  températures  ou  Vtàu 
commence  à  bouillir,  sous  des  pressions  décrois- 
santes par  des  différences  très  petites,  etqn^on 
portât  un  Tase  contenant  de  Veau ,  à  différentes 
bauteurs  au-dessus  de  la  terre ,  les  températures 
on  cette  eau  commencerait  à  bouillir,  feraient 
connaître ,  au  moyen  de  la  table  que  nous  suppo- 
sons, les  bauteurs  barométriques  correspondantes, 
que  Ton  pourrait  employer  dans  la  formule  précé- 
dente. Cest  de  cette  manière  qu'on  a  proposé  de 
déterminer  les  différences  de  bauteur  au-dessus 
delà  terre,  par  TobserTation  de  Fébullition  de 
l'eau ,  et  sans  recourir  explicitement  aux  mesures 
du  baromètre. 

632.  Je  terminerai  ce  cbapitre  par  quelques  re- 
marques relatiyes  au  poids  et  à  la  force  élastique 
des  Tapeurs,  laquelle  fotce  est  aussi  ce  qu'on 
appelle  la  Umiw  de  ces  fluides. 

Si  un  Tase  fermé  renferme  un  liquide  en  quan- 
tité suffisante  pour  fournir  toute  la  Tapeur  qui  peut 
a'y  former,  ciÂle  qui  s'élèTe  de  ce  liquide  atteint^ 
plus  ou  moins  Tite ,  un  maximum  qui  ne  dépend 
que  de  la  température ,  et  qui  est  le  même  quand 
le  Tase  est  Tide  d*air ,  ou  quand  il  contient  de  l'air 
ou  un  gas  quelconque ,  condensé  ou  dilaté.  Soit 
que  cette  quantité  de  Tapeur  ait  atteint  son  maxi- 
mrnmj  ou  qu'elle  soit  encore  au-dessous,  sa  tension 
s'ajoute  i  la  force  élastique  du  gaz  sec,  et  la  somme 
forme  la  force  élastique  du  mélange.  A  la  même  tem- 
pérature, la  tension  masima  est  différente  pour  les 
différentes  Tapeurs  ;  et  la  loi  qu'elle  suit,  pour  une 
même  Tapeur,  n'est  pas  encore  connue  en  fonction 
de  b  température.  RelatiTement  à  la  Tapeur  d'eau, 
les  expériences  les  plus  étendues  qu'on  a  faites. 
Jusqu'à  présent ,  sont  celles  des  commissaires  de 
rAoadémJe  des  Sciences ,  dont  il  est  rendu  compte 
dans  les  tomes  X  et  XI  de  ses  Mémoires. 

La  force  élastique  masima  de  la  Tapeur  d'eau , 
formée  dans  le  Tide,  à  la  température  de  18^,76, 
par  exemple,  est  mesurée  par  une  bauteur  baro- 
métrique de  0™,016.  Quand  elle  se  produit  dans 
Tair  sec ,  à  cette  température  et  sous  la  pression 
ordinaire  Ony76,  sa  force  élastique  s'ajoute  à  cette 
pression  ,  et  l'expérience  donne  effectiTcment 
<^9770  pour  la  pression  exercée  par  le  mélange. 

Si  Ton  pouTait,  sans  liquéfier  la  Tapeur  isolée, 
élerer  st  tension  de  0»,010  à  0«,70,  sa  densité , 
d'après  la  détermination  de  H.  Gay-Lussao ,  serait 
à  celle  de  l'air  sec ,  sous  la  même  pression  et  à  la 
même  température ,  dans  le  rapport  de  10  à  10. 
lo  Tertu  de  la  loi  de  Hariotte  ,  la  densité  de  la 
▼apeur  que  nous  prenons  pour  exemple  est  donc 

^0    0,016 

'~'  Trr-  ;  celle  de  l'air,  à  la  température  de  18»76 

et  sous  lu  pression  de  0<»,76,  étant  prise  pour  unité. 
Piir  conséquent ,  si  l'on  appelle  P  le  poids  d'un 
litre  de  cet  air,  et  F  celui  d'un  litre  de  la  Tapeur 


d'eau,  on  aura 


P 

?*  =  — . 
76 


A  la  température  séro ,  P  serait  égal  à  1000  gram- 
mes, diTisé  par  760,4  (n«>6l);  pour  obtenir  sa 
Taleuràla  température  de  18*',76,  il  fautdiTÎser 
ce  quotient  par  l-|-(  18,76)  (0,00376),  d'après  la 
loi  de  la  densité  de  l'air  ;  il  en  résulte 


lir,81483, 


et  l'on  en  déduit 


P'  =  0s^0l607. 

Le  poids  d'un  litre  de  Tapeur,  à  la  température 
de  l8o,76,  et  à  son  maximum  de  densité,  doit  aussi 
être  celui  de  la  plus  grande  quantité  de  Tapeur 
que  peut  contenir  un  litre  d'air  à  cette  tempéra- 
ture ,  et  quelle  que  soit  sa  densité.  Or ,  par  une 
expérience  directe,  Saussure  a  trouvé  10  grains 
pour  le  plus  grand  poids  de  la  Tapeur  d'eau  qui 
peut  se  former  dans  un  pied  cube  d'air,  sous  la 
pression  ordinaire  et  h  la  température  donnée; 
d'où  il  résulte  (0,01546)  grammes  pour  le  décimè- 
tre cube  ;  ce  qui  diffère  peu  du  résultat  précé- 
dent. 

Généralement ,  sous  une  pression  barométrique 
ft ,  et  è  une  température  quelconque ,  si  Ton  ap- 
pelle A  la  densité  de  l'air  sec.  A*  celle  de  l'air 
mouillé,  étala  tension  de  l'air  qu'il  renferme, 
on  aura 

A   /  10    . 

A'  =  -  (*-.a+-a); 
à    >^  16   / 

car  un  Tolume  quelconque  A  d'air  mouillé  se  com- 
posera d'un  pareil  Tolume  d'air  sec ,  dont  la  force 
élastique  serait  réduite  à  A  —  a ,  et  la  densité  à 

A 

—  (A — a) ,  joint  à  un  égal  Tolume  de  Tapeur  qui 

10  a 
aurait A  pour  densité;  par  conséquent ,  la 

16  A 
somme  de  ces  deux  densités ,  multipliées  par  A , 
exprimera  la  masse  AA'  du  mélange  ;  et  en  sup- 
primant le  facteur  commun  A ,  on  aura  l'équation 
précédente.  Cette  équation  serTira  à  déterminer 
le  poids  d'un  Tolume  donné  d'air  mouillé,  d'après 
le  poids  de  ce  Tolnme  d'air  sec  à  la  même  tempé- 
rature ,  et  la  tension  de  la  Tapeur  contenue  dans 
l'air  mouillé.  Bu  y  faisant  A=iOn,76,  supposant 
que  la  température  soit  séro ,  et  obserTant  qu'à 
cette  température  la  tension  maxima  de  la  Tapeur 
d'eau  est  0«,00608 ,  ou  en  déduira  la  Tsleur  de  t 
du  n»  626. 

633.  Sil'atmospbère  qui  nous  enTeloppe  n'exis 
tait  pas ,  elle  serait  remplacée  par  une  autre  atmo- 
sphère formée  de  la  Tapeur  d'eau  qui  s'élèTerait  de 
la  mer.  La  loi  des  densités  de  ses  couches  et  sa 
hauteur  totale  dépendraient  de  la  loi  de  la  tempe- 
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ntnre,  qui  auimit  lien  dam  eott«  •iouMpbère  de 
▼•peur  aquensa ,  et  que  nooi  ne  pooTom  aucune- 
ment connaître;  mats,  quelle  qu'elle  toit,  le  poids 
total  d'une  colonne  Tcrtioale  cylindrique  de  cette 
Tapeur,  ayant  pour  base  Tunitë  de  surface,  sera 
toujours  ^al  à  sa  force  élastique  qui  répond  à  son 
point  le  plus  bas  (n»  627)  ;  et  quand  sa  densité  en 
ce  point  aura  atteint  son  majrtniini^  cette  force  ne 
dépendra  plus  que  de  la  température  correspon- 
dante. A  la  vérité,  nous  ignorons  aussi  quelle  pour- 
rait être  cette  température  ;  et  il  y  a  lieu  de  croire 
qu'elle  serait  beaucoup  inférieure  à  celle  qui  a  lieu 
maintenant  à  la  surface  de  la  terre ,  parce  que  le 
fluide  qui  se  trouTerait  en  contact  avec  cette  sur- 
face ,  aurait  une  densité  beaucoup  moindre  que 
celle  de  Tair  ordinaire.  Pour  fixer  les  idées ,  sup- 
posons que  la  température  dont  il  s'agit  soit  en- 
eore  l8o,76.  Le  poids,  de  la  colonne  d'atmosphère 
aqueuse  ayant  pour  base  un  décimètre  carré,  ne 
pourra  pas  excéder  celui  d'un  prisme  de  mercure 
qui  aurait  la  même  base,  et  0B,0i9  pour  hauteur, 


e'est4-diie,  le  poids  de  16  œntièmes  d*ini  litre  de 
mercure ,  ou  à  peu  près  8S00  grammes.  Le  poids 
de  toute  le  vapeur  d'eau  qui  peut  être  contenue 
dans  une  colonne  d'air  de  notre  atmosphère ,  dé- 
pend de  la  loi  de  décrotssement  de  la  température 
dans  le  sens  vertical ,  et  ne  saurait  être  calculé  ; 
mais  si  b  base  de  la  colonne  est  un  décimètre  carré, 
et  la  température  inférieure  18»,76 ,  on  s'assurera 
aisément  que  ce  poids  doit  surpasser  8300  gram- 
mes, en  observant  que,  dans  toute  la  partie  de  cette 
colonne  dont  la  température  différera  peu  de  18b,76, 
et  Jusqu'à  la  hauteur  où  la  pression  ne  sera  pas  ré- 
duite à  0>»,016,  chaque  litre  d'air  peut  renfermer 
environ  16  milligrammes  de  vapeur. 

Ainsi,  l'atmosphère  qui  presse  sur  la  surface  de 
la  terre,  n'est  pas,  comme  on  le  disait  autrefois,  la 
cause  qui  empêche  les  liquides  de  se  vaporiser  et 
de  se  disperser  dans  l'espace  ;  au  contraire,  sa  pré- 
sence permet  aux  vapeurs  de  se  maintenir,  au-des- 
sus de  la  terre,  en  plus  grande  quantité  que  si  l'at- 
mosphère n'existait  pas. 


CHAPITRE  VL 
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6S4.  La  loi  de  Hariotte  suppose,  comme  nous 
l'avons  dit  (no  638),  qu'on  a  laissé  au  fluide  dilaté 
ou  condensé,  le  temps  de  revenir  à  sa  température 
primitive.  Si  l'on  ne  prend  pas  cette  précaution,  la 
teoqiératnre  augmente  ou  diminue  en  même  temps 
que  la  densité ,  et  la  force  élastique  croissant  ou 
décroissant  ainsi,  à  raison  de  la  densité  et  à  raison 
de  la  température ,  on  conçoit  qu'elle  doit  varier , 
pour  un  même  fluide ,  dans  un  plus  grand  rapport 
que  sa  densité.  Lorsque  le  fluide  est  contenu  dans 
un  vase  dont  les  parois  sont  imperméables  à  la  cha- 
leur, il  conserve  tout  son  calorique,  en  se  conden- 
sant on  en  se  dilatant,  et  sa  température  augmente 
ou  diminue  en  conséquence.  Il  en  est  de  même 
toutes  les  fois  que  ses  variations  de  densité  sont  as- 
sei  rapides  pour  que  sa  chaleur  propre  n'oit  pas  le 
temps,  dans  le  cas  de  la  condensation,  de  s'échap- 
per sous  forme  rayonnante,  ou  de  se  communiquer, 
par  le  contact,  aux  corps  voisins,  et  pour  que,  dans 


le  cas  do  la  dilatation,  ces  corps  ne  puissent  com- 
muniquer au  fluide,  par  le  rayonnement  ou  par  1« 
contact,  une  quantité  sensible  de  calorique.  (Test 
ce  qu'on  suppose,  par  exemple,  comme  on  l'expli- 
quera par  la  suite ,  relativement  aux  variations  du 
densité  qui  ont  lieu  dans  les  ondes  sonores,  et  dont 
la  dorée  n'est  que  de  quelques  millièmes  de  se- 
conde. Dans  cette  question,  et  dans  beaucoup  d'an* 
très ,  il  serait  important  de  connaître  l'expression 
de  la  force  élastique  d'un  gas ,  en  fonction  de  lu 
densité,  et  l'élévation  ou  l'abaissement  correspond 
dant  de  la  température,  lorsque  la  quantité  de  cha- 
leur de  la  masse  fluide  demeure  Invariable,  liais 
nous  manquons ,  dans  l'état  actuel  de  la  science , 
des  données  nécessaires  pour  la  solution  compléta 
de  ce  problème  ;  et  je  vais  exposer ,  dans  ce  cha<- 
pitre,  ce  que  le  calcul  et  Texpi^ience  nous  ont  ap- 
pris, jusqu'à  présent,  sur  cette  matière. 
636.  Soient  p  la  densité  d'un  gas,  •  sa  tempéra- 
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tare  en  degr^  du  thennomètra  centigrade,  et  p  la 
preMÎon  qn'il  exerce  sur  chtqae  uoité  de  lurface, 
en  la  meture  de  ta  force  élastique  ;  on  aura  (n»  02d] 

|,  =  *p  (!+••);        (l) 

atik  étant  denx.coefficieni  indépendant  de  f  et  1, 
dont  le  premier  est  le  même  pour  tous  les  gax  et 
égal  à  0,00376,  et  dont  le  second  doit  être  donné 
pour  chaque  gai  en  particulier. 

La  quantité  totale  de  chaleur  contenue  dans  un 
poids  donné  d*un  corps,  dans  un  gramme,  par  exem« 
pie,  ne  saurait  être  calculée  ;  on  la  regarde  comme 
inépuisable,  et  comme  extrêmement  grande  par 
rspport  aux  quantités  dont  elle  Tarie  quand  ce 
corps  change  de  densité  on  de  température  ;  et  ce 
sont  ces  quantités  additives  ou  soustractites  que 
Ton  compare  entre  elles,  et  que  Ton  soumet  au  cal- 
cul. Ainsi,  nous  désignerons  par  q  Texcès  de  la 
quantité  de  chaleur  contenue  dans  un  gramme  du 
gas  que  nous  considérons,  sur  celle  que  ce  gramme 
renferme,  lorsque  le  gaz  a  une  température  et  une 
densité  choisies  arbitrairement ,  qui  seront,  pour 
fixer  les  idés,  la  température  xéro  et  la  densité  cor- 
respondante à  la  pression  ordinaire  de  0™,70.  Cette 
quantité  q  sera  une  fonction  de  p,  f ,  6,  ou  simple- 
ment de  p  et  p,  puisque  ces  trois  fariables  sont 
liées  entre  elles  par  Téquation  précédente.  On  aura 
donc 

^indiquant  une  fonction  dont  il  s*agira  de  détermi- 
ner la  forme. 

La  chaleur  spécifique  de  ce  gramme  de  fluide  est 
la  quantité  de  chaleur  quUl  faudrait  lui  communi- 
quer pour  élever  sa  température  d'un  degré,  ou, 
pour  ainsi  dire,  la  Titesse  de  Taocroissement  de  q 

par  rapporta  I,  dont Texpression  sera  — .  Hais  on 

pourra  la  considérer  sous  deux  points  de  vue  diffé- 
rons :  en  supposant  la  pression  p  constante,  et  lais- 
sant au  gas  la  liberté  de  se  dilater ,  ou  bien  en  le 
tenant  sous  un  Tolume  constant,  et  supposant  quo 
In  pression  p  augmente  avec  la,  température.  En 
Tertu  de  Téquation  (1),  on  a 

t_ ^ 

a         !  +  •»' 


qnand  on  regarde  p  comme  une  constante ,  et 

^P  _       ap 

lorsqu'on  suppose  f  invariable.  Si  donc  on  appelle  o 
la  chaleur  spécifique  du  gax  à  pression  constante , 
et  e^  sa  chaleur  spécifique  à  volume  constant ,  de 
sorte  qu^on  oit 

dq  df  dq  dp 

"*"  df  dl  '    ^'^  dp  de' 


il  en  résultera 

dq      «p 


df   l  +  «»' 


_dq      »p 


dp  1  +  «6  ' 


w. 


etj  par  conséquent,. 


dq  dq. 

df  dp 


W 


en  désignant  par  y  le  rappport  des  deux  chaleun. 
spécifiques,  c'est-à-dire,  en  faisant. 

c 
>  =  — 

Il  est  évident,  à  priori,  que  ce  rapport  y  doiti 
surpasser  Tunité;  car  il  faut  plus  de  chaleur  pour 
augmenter  la  température  d'un  gax,  et  le  dilater  en 
même  temps ,  que  pour  augmenter  sa  température 
d'une  même  quantité,  sans  écarter  ses  molécules. 
Mais  l'expérience  peut  seule  foire  connaître  la  va- 
leur de  y  pour  les  différons  gax,  et  comment  cette 
valeur  dépend  de  la  pression  et  de  la  densité.  Cette 
valeur  se  déduit,  comme  on  le  verra  tout  à  l'heure, 
de  l'accroissement  de  la  température  correspondant 
k  une  petite  condensation  du  gax,  sans  aucune 

perte  de  chaleur. 

636.  Beprésentons  toujours  par  9  la  température 
du  gax;  et  soit  •  +  •  ce  qu'elle  devient  après  que 
la  densité  du  fluide  a  été  augmentée  par  une  com- 
pression très  rapide ,  dans  le  rapport  de  1  +  l'  à 
l'unité  ;  X  étant  une  très  petite  fraction.  Si  la  perte 
de  chaleur,  pendant  la  durée  de  cette  compression, 
«  été  insensible ,  l'accroissement  de  température  m 
correspondant  à  la  très  petite  condensation  1^,  est 
la  quantité  qu^'il  s'agira  d'abord  de  déterminer  par 
Texpérience  suivante. 

Pour  cela,  supposons  que  le  gax  soit  de  l'air  at- 
mosphérique contenu  dans  un  vaisseau  fermé ,  et 
dont  la  pression,  la  densité  et  la  température  soient 
les  mêmes  qu'à  l'extérieur,  où  nous  supposerons 
qu'elles  sont  représentées  par  p,  p,  6,  pendant  toute 
la  durée  de  l'observation.  On  enlève  une  petite 
portion  de  l'air  intérieur;  et,  après  que  l'air  res- 
tant a  repris  sa  température  primitive,  on  désigne 
par  p'  et  p'  sa  pression  et  sa  densité.  On  rétablit  en- 
suite la  communication  avec  Tair  extérieur;  la 
pression,  la  densité  et  la  température  augmentent 
en  même  temps  ;  en  sorte  qu'après  un  temps  }rèa 
court  >  la  pression  intérieure  est  égale  à  la  pression 
qui  a  lieu  au  dehon.  A  cet  instant ,  on  interrompt 
la  communication,  et  l'on  désigne  par  p"  et  t  •)-  * 
la  densité  et  la  température  intérieures.  Enfin,  cet 
accroissement  •  de  la  température  se  dissipe;  et, 
sans  que  la  densité  p"  varie ,  la  pression  intérieure 
diminue ,  et  devient  p". 

La  densité  de  l'air  intérieur  ayant  passé  très  ra- 
pidement de  p'  à  p",  si  Ton  prend , 


1  = 


f"  - 


406 


T&AITi  DE  HtCAniQVI. 


ti  qu'on  fuM  abftnetioo  de  U  petite  qotntité  de 
chaleur  qui  a  pu  être  «biorbëe  par  le  Taee,  pendant 
le  temps  de  ce  passage,  raccroîssement  de  tempé- 
nature  m  sera  celui  qui  répond  à  la  condensation  l, 
et  dont  on  cberche  la  Taleur.  L^indicatîon  d'un 
thermomètre  plongé  dans  l'air  intérieur,  serait  trop 
lente  pour  faire  connaître  cette  augmentation  de 
température,  qui  ne  subsiste  que  pendant  un  temps 
très  court  ;  mais  on  peut  conclure  la  valeur  de  « , 
des  trois  pressions  p,  ff^  ff\  ou  des  trois  hauteurs 
barométriques  correspondantes,  que  Ton  a  le  temps 
d^observer. 

En  effet,  il  y  a  deux  époques,  dans  l'expérience 
qu'on  vient  de  décrire ,  où  la  même  température  % 
répond  à  des  densités  différentes  f'  et  f'\  et  aux 
pressions  données  p'  et  ff*.  Diaprés  la  loi  de  Ha- 
riotte,  on  a  donc 


j» 


j 


." 


f         P 
et ,  conféquemment ,     * 

ce  qui  fait  connaître  la  condensation  t.  De  plus,  il 
y  a  aussi  deux  époques  où  la  même  densité  p"  a  lieu 
pour  les  températures  9  -f  *  ^^  ^  sous  les  pressions 
p  et  jf\  Diaprés  la  loi  des  forces  élastiques  à  égale 
densité,  on  aura  donc  aussi 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  «  correspondante  à  U 
condensation  l. 

Dans  une  expérience  faite  par  MU.  Desormes  et 
Clément ,  où  le  passage  de  la  densité  p'  à  la  den- 
sité f"  s'est  effectué  en  moins  d'une  demi-seconde, 
on  a  eu 

p=0m,7695,    lï*  =  0«»,7fi27,    ;>"  =  0«»,7ft8«  ; 

ce  qui  donne 

1  =  0,0133. 

On  avait  aussi  1=130,6^  et,  à  cause  de  «:=0,0  0376, 
on  déduit  de  l'équation  (4) 

•  =  lo,3173; 

d'où  il  résulte  que  pour  une  condensation  de 
0,0133,  sans  perte  de  chaleur,  la  température  de 
Tair  augmenterait  de  lo,3173,  ou  d'à  peu  près  un 
degré  pour  une  condensation 

0,01331 

Cet  accroissement  de  température  peut  aussi  ae 
déduire  de  la  vitesse  du  son;  et  de  cette  manière 
j'avais  trouvé,  autrefois,  un  accroissement  d'un  de- 

l 
gré  pour  une  condensation  —  ,  sans  perte  decha- 
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\ms  \  féeultat  dent  Pexpérience  que  neaa  citons  ne 
s'écarte  pas  beaucoup. 

•37»  Haîntenant ,  je  dit  que  la  rapport  y  du 
no  635  a  pour  expression 


>  =  t  + 


(») 


(i  +  .1)  * 

Supposons ,  en  effet ,  que  la  force  élastique  et  la 
tempéroture  d^un  gos  étant ,  comme  précédem- 
ment, /»  et  6,  la  condensation  ^soit  équivalente  à 
celle  que  le  fluide  éprouve ,  lorsqu^on  diminue  un 
tant  soit  peu  sa  température,  sans  changer  la  pres- 
sion. En  désignant  par  %  cette  petite  variation  de 
température,  on  aura 


f  =  1  + 


«1 


1  +  •* 


Appelons  X  la  quantité  de  chaleur  qu'il  faudrait 
communiquer  à  un  gramme  du  gax  que  l'on  consi- 
dère, pour  élever  sa  température,  de  6  —  •  à  I,  sans 
changer  la  pression  j>;  la  chaleur  spécifique! à  pres- 
sion constante,  étant  o,  on  aura  aussi 

r  =  Ci.  ' 

Après  cette  communicotion  de  chaleur,  supposons 
que  l'on  comprime  subitement  ce  fluide,  de  ma- 
nière à  le  ramener  à  son  volume  primitif;  il  éprou- 
vera alors  la  condensation  l\  et  s'il  n'a  perdu  au- 
cune quantité  de  chaleur,  sa  température  anin 
augmenté  de  « ,  et  sera  devenue  I  -^  «>.  Dans  oe% 
état,  la  pression  du  fluide  sera  devenue  plus  grande 
que  p  \  mais,  sans  changer  le  volume,  si oo  laisse 
la  température  s'abaisser  jusqu'à  1* — «,  cette  pres^ 
sion  diminuera  aussi ,  et  redeviendra  égale  4  p. 
Pendant  cet  abaissement,  le  gax  perdra  une  quan- 
tité de  chaleur  proportionnelle  à  la  petite  dimi- 
nution de  température  t  -f-  a,  et  exprimée  par 
e^(i  -^  «],  puisque  Oj  est  sa  chaleur  spécifique  à 
volume  constant.  Le  volume ,  la  température  et  la 
pression  étant  les  mêmes,  après  cette  perte  de  dia- 
leur ,  qu'ils  étaient  avant  que  la  quantité  de  cha- 
leur r  eût  été  communiquée  au  fluide,  il  est  néces* 
saire  que  la  perte  c^(«  -^  m)  de  chaleur  soit  égale 
à  r  ;  on  a  donc 


Ofl 


=  «I  (•  +  •); 


d'où  Ton  tire 


y   =  _   =   t    +_ 


I 


et,  en  ayant  égard  à  la  valeur  précédente  de  ^,  celte 
valeur  de  y  coïncide  avec  la  formule  (6). 

638.  Si  nous  mettons,  dans  cette  formule  — — * 

au  lieu  de  1",  et  pour  «  sa  valeur  tirée  de  Téqua- 
tion  (4),  nous  aurons 

y  =   1  +  ty  -y")^  ; 
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ce  qui  Tera  conoatirQ  1«  iralenr  dt >,  d*«prét  If» 
pressions  1»,  y,  j»",  ou  les  hauteurs  barométriques 
correspondantes  p  qui  résultera  de  rezpérience  et" 
dessus  décrite. 

Su  faisant  usage  des  valeurs  Buanériquas  de^, 
f^>  f'\  préoédemment  citées,  on  trouve 

y  =  1,348», 

pour  la  valeur  du  rapport  des  deux  chaleurs  spé- 
cifiques c  et  e^,  dans  le  cas  de  Tair  atmosphérique. 
U.  Gay*Lu8saG  et  Welter  ont  obtenu ,  par  un 
procédé  analogue ,  une  valeur  de  ce  rapport  un 
peu  différente,  savoir  : 

y  ==  1,3748; 

et  Us  se  sont  assuréa  que  cette  quantité  est  indé- 
pendante de  la  température  et  de  la  pression  de 
Tair;  en  sorte  que  dans  Téquation  (3),  appliquée 
à  ce  fluide ,  on  pourra  considérer  y  comme  une 
qoantité  constante.  Par  un  procédé  différent,  M.  Su- 
long  a  trouvé,  pour  l'air  parfaitement  sec  *f 

y  =  1,421  , 

et  une  valeur  sensiblement  égale  à  celle-ci  pour  le 
gaa  ozigène  et  pour  le  gax  hydrogène.  Hais  pour 
d^'autres  fluides,  tels  que  Pacide  carbonique  et  le 
gaa  oléfiant,  ce  procédé,  que  noua  indiquerons  par 
la  suite,  a  donné  dea  valeurs  très  inégales  de  y,  et 
moindres  que  la  précédente  ;  de  manière  que  ce 
rapport  dépend,  en  général,  de  la  nature  du  gaa 
aoquel  il  répond. 

039.  En  regardant  y  comme  une  quantité  con- 
stante ,  Tintégrale  de  Téquation  (3)«ux  différences 
pertielles  eat 

/     1 


9  =  /* 


v7 


^désignant  la  fonction  arbitraire.  On  aura  récipro- 
quement 

et,  à  cause  de  Téquation  (1), 

•  =  -p>-^^ i 

mk  m, 

f  étant  une  fonction  inverse  de  f. 

La  quantité  q  restant  la  même,  siji,  f,  0,  devien- 
nent p*,  f',  9',  on  aura  de  même 

p'  =  p'>  ,g,       e'  =-  p'>-^  pq . 


On  a  —  =  266,07  ;  et  pour  que  I  et  6'  soient  des 

degrés  centigrades ,  il  faudra  que  ce  facteur  de 
leurs  eipressions  exprime  de  aembbbles  degrés. 


En  éliminant,  en  outre,  fq  entre  ces  demiéi^s  équa- 
tions et  les  précédentes,  il  en  résultera 


■■ = '(7)' 


V  =  (2«6o,e7  + 


f-NV-ï 


"(7)- 


w 


266o,67 


Ces  équations  (6]  contiennent  les  lois  de  la  force 
élastique  et  de  la  température  des  gas,  comprimés 
ou  dilatés  sans  aucune  variation  dans  leur  quantité 
de  chaleur;  elles  sont  fondées  sur  la  seule  hypo- 
thèse que  le  rapport  y  des  deux  chaleurs  apécifi- 
qaea  ne  varie  pas ,  pour  un  même  fluide,  avee  la 
pression  et  la  température  ;  hypothèse  qui  a  été  vé» 
rifiée,  quant  à  Tair  atmosphérique,  par  les  expé- 
riences citées  dans  le  numéro  précédent. 

640.  U  faut  faire  une  seconde  supposition  pour 
déterminer  la  fonction  arbitraire  /  que  renferme  la 
valeur  de  q»  La  plus  simple  est  d'admettre  que, 
sous  une  pression  constante ,  un  gax  se  dilate  uni- 
formément pour  des  augmentations  égales  de  quan- 
tité de  chaleur;  ce  qui  revient  à  dire  que  la  chaleur 
spécifique  c  est  constante,  lorsque  raccroissement 
d'un  degré  de  température  auquel  elle  répond 
(no  630)  est  mesuré  par  un  thermomètre  à  air.  Dans 
cette  hypothèse,  q  devra  être  une  fonction  linéaire 
de  I  ;  or,  si  Ton  substitue,  dans  la  fonction  /",  la  va- 
leur de  f  tirée  de  l'équation  (1),  en  a 


=  ^[a,>'(l+.)J, 


on  aura  donc 


9  =  Â  +  E  (2660,67  +  î)p^        ; 

A  et  B  étant  des  quantités  indépendantes  de  p  et  0, 
et  relatives  à  la  nature  du  gax  que  l'on  considère. 
D'après  les  équations  (2),  on  aura 


e  =  Bp^        ,    c,  =  —  o^ 


B 1 

y 


et  pour  connaître  la  chaleur  spécifique  d'un  gax,  à 
pression  constante  ou  à  densité  constante ,  sous 
toutes  les  pressions ,  il  suffira  qu'elle  soit  connue 
sous  une  pression  déterminée.  Selon  MH.  Laroche 
et  Bérard ,  on  a ,  par  exemple ,  e  =:  0,2669  pour 
l'air  sec ,  sous  la  pression  de  0»*  ,76  ;  la  chaleur 
spécifique  de  l'eau  étant  prise  pour  unité.  En  appe- 
lant m  la  pression  correspondtnte  à  cette  hauteur 
barométrique ,  on  aura  donc 

1 
1 

0,2669  =  B«>       ; 

et  si  l'on  appelle  aussi  h  la  hauteur  du  baromètre, 
exprimée  en  mètres ,  et  qui  répond  à  la  pression 
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queloonqua  p,  de  sorte  qb^on  sii— 


réf  altéra 


=  M-.  (î?)' 


0,76 
1 

y 


>,  il  en 


d*oà  ron  dédnira  le  Teleor  de  «i,  en  ditiMni  par  la 

«onstante  y.  Gomme  œlte  constante  est   plus 

grande  qne  Tanité ,  ce  qui  rend  positif  Texposant 

1 
1  .^m0^  on  voit  que  la  chalenr  spécifique  d^un 

gramme  d^air  diminuera ,  quand  sa  force  élastique 
on  la  bauteur  à  augmentera. 

Si  Ton  désigne  par  m  la  quantité  de  chaleur  per- 
due par  un  gramme  d*air,  quand  sa  température 
8*abaissera  de  n  degrés,  sans  que  la  force  élastique 

Tarie,  on  aura 

1 

m  =  11(0,8669)  ^Ç^      >  ; 

A  Tolume  égal ,  et  pour  une  même  température 
primitive ,  le  poids  de  cet  air  sera  augmenté  dans 
le  rapport  de  V  à  h,  sous  une  pression  mesurée  par 
une  autre  hauteur  V  du  baromètre.  En  appelant  m' 
la  quantité  de  chaleur  perdue  par  ce  même  Toinme 
sous  cette  autre  pression ,  et  pour  rabaissement  n 
de  température,  nous  aurons  donc 


4*où  Ton  déduit 


1 


m=(7)^' 


povr  le  rapport  des  quantités  de  chaleur  perdue 
par  un  même  Tolume  d*air,  sous  des  pressions  dif- 
férentes. 
Dans  un  cas  où  Ton  avait 

h'  =  lm,0068 ,      k  =  0«,7406, 


[ 


D.  Laroche  et  Bérard  ont  trouvé 

as' 

m 

en  prenant  la  moyenne  de  deux  observations.  9Mr 

ees  valeurs  de  k  et  V,  et  en  faisant  ^  s=s  1^421,  Is 

formule  donne 

m' 

^  =5  1,8405)* 

m 

ce  qui  ne  diffère  paseensiblement  du  tétultat  de 
1  expérience* 

641.  Si  l'on  Tout  appliquer  la  fomale  (7)  k  la 
vapeur  d*eau,  il  faudra  supposer  : 

1*  Que  quand  un  gramme  de  vapeur  est  formé, 
et  qu'il  ne  s'en  précipite  aucune  partie,  ni  ne  s'ea 
ajoute  de  nouvelle ,  le  rapport  représenté  par  y,  de 
sa  chaleur  spécifique  à  pression  constante,  à  st 
chaleur  spécifique  sous  un  volume  constant,  es 
varie  pas  avec  la  température  et  la  densité; 

2»  Que  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
élever  la  température  de  ce  gramme  de  Tapeur, 
d'un  nombre  quelconque  de  degrés,  soit  sous  une 
pression  constante,  soit  sous  un  volume  invariable, 
est  proportionnelle  k  ce  nombre,  la  tanpâratere 
étant  marquée  par  un  thermomètre  à  air. 

Gela  posé ,  si  l'on  appelle  G  la  quantité  de  cha- 
leur nécessaire  pour  convertir  en  vapeur ,  sous  la 
pression  barométrique  de  0"^,76 ,  et  à  une  tempé- 
rature de  lOOo,  un  gramme  d'eau  dont  la  temp^ 
ture  primitive  était  xéro  \  que  l'on  désigne  par  f  la 
quantité  de  chalenr  qu'il  faudrait  employer  pour 
vaporiser  ce  même  gramme  d'eau,  et  donner. à  la 
vapeur  une  température  6  sous  la  pression  quel- 
conque p  ;  enfin,  que  l'on  désigne  par  c  la  chaleur 
spécifique  de  la  vapeur  d'eau  sous  la  pression 
constante  de  (^,76 ,  et  que  l'on  remplace  dans 
l'équation  (7) ,  la  pression  p  par  la  hauteur  baro- 
métrique qui  lui  sert  de  mesure ,  et  que  nous  r^ 
présenterons  par  h ,  il  faudra  que  cette  formule 
donne9=:C,  quand  A=:0«,76  et  •=100*,  et 

dq 

— =0,  lorsque  A=0>n,76.  Or,  en  déterminant, 

de 

d'après  ces  conditions ,  les  deux  constantes  arbi- 
traires A  et  B  qu'elle  renferme,  elle  devient  ensuite 


—  l 


q=:C  +  c  î  (2660,07  -|-  6) 

Il  serait  à  désirer  que  le  degré  d'exactitude  de 
cette  formule  fût  vérifié  par  Texpérience ,  et  que 
les  trois  constantes  G  ,  c  ,  ^ ,  qu'elle  renferme, 
fussent  déterminées  avec  précision.  Si  l'on  prend 
pour  unité  la  chaleur  spécifique  d*un  gramme  d'eau 
à  la  température  xéro ,  on  a 

G  =  660, 

en  adoptant  pour  G  la  moyenne  des  valeurs  de 
cette  quantité  ,  que  différens  physiciens  ont  obte- 


—  3660,67 


] 


(8) 


nues.  En  même  temps,  on  aurik 

c  =  0,847, 


concluante,  et 

ità  lo  valeur 

toat-à*fait 


d'après  une  expérience  ossex  p 
qui  mériterait  d^ètre  répétée.   Q 
de^*,  elle  nous  est,  jusqu'à  pré 
inconnue. 

642.  Soit  que  la  densité  f  de  la  ^peur  d'eau 
rorrespondantc  à  la  pression  p  et  à  la  température  t, 
oit  atteint  son  maximum^  ou  qu'elle  sS^  au-des- 


HTDEOSTATIQUB. 


409 


soos ,  l'équAtion  (I) ,  qui  oonvient  aux  ▼•peurs  et 
•uz  gaz  permanena,  fera  toujours  connaître  la 
▼aleur  de  f,  quand  celles  de  p  et  9  seront  données. 
Eu  appelant  D  la  densité  à  la  température  de  100* 
et  sous  la  pression  ordinaire  de  0>",70,  et  désignant, 
eomnie  précédemment ,  par  h  la  hauteur  baromé- 
trique qui  répond  à  p,  on  déduira  de  cette  équa- 
ttoo  (a) 

D>        3660,67 

'  ""  0«,76  266o,67  +  6  ^ 

Le  poids  d*un  titre  d*air  sec ,  à  la  température 
«éro  et  sous  la  pression  du  0a>,76,  étant  lsr,21433 

ls',21433 

(no  632) ,  il  détiendra  — ' ,  ou  0  %883 ,  à  la 

1,375 

température  de  100»;  et  le  poids  d*un  litre  de 

Tapeur  d^eau ,  à  la  même  température  et  sous  la 

même  pression,  sera ^ (Or ,883),  ou 01^,65;  par 

lo 

conséquent,  on  aura 

ef  ^^         201r,6e 

-.(0«r,6«)=:^,,^,^,.-^— -_^-^, 

pour  le  poids  d^un  volume  v  de  vapeur ,  à  la  tem- 
pérature I  et  sous  la  pression  quelconque  K  Donc, 
en  appelant  Y  la  quantité  de  chaleur  nécessaire 
pour  former  ce  poids  de  vapeur,  Teau  étant  primi- 
tivetnent  à  la  température  aéro ,  Y  sera  le  produit 
de  ce  nombre  de  grammes  et  de  la  quantité  g 
donnée  par  la  formule  (8);  en  sorte  que  nous 
aniona 

__    ^^        201    ,68 
^  Om,  76  '  266,67  + 1  ' 

Tunité  à  laquelle  cette  quantité  Y  se  trouve  rap- 
portée ,  est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
élever ,  de  téro  à  un  degré,  la  température  d'un 
gramme  d'eau  ;  et  cette  unité  est ,  comme  on  sait , 
égale  k  soixante-qninxe  fois  la  quantité  de  chaleur 
qu^il  faut  employer  pour  liquéfier  un  gramme  de 
glace  à  la  température  séro,  sans  élever  cette  tem- 
pérature. 

Diverses  observations  ont  porté  plusieurs  phy- 
siciens à  penser  que  quand  la  vapeur  d'eau 
a  atteint  le  maMÙnitm  de  densité ,  correspondant  à 
sa  température ,  la  quantité  de  chaleur  que  nous 
avons  désignée  par  q  ne  varie  plus  avec  cette  tem- 
pérature. C'est  à  cet  état  que  l'on  emploie  ce 
fluide  dans  les  machines  à  vapeur  :  le  rapport  de 
la  quantité  de  chaleur  produite  Y  à  sa  tension  h , 
serait  donc  alors ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales , 
en  raison  inverse  de  266o,67  -|-  ^  ;  par  conséquent, 
le  rapport  de  la  dépense  de  chaleur  à  Teffort  exercé 
sur  le  piston,  qui  a  A  pour  mesure,  diminuerait 
quand  la  température  deviendrait  plus  grande,  et 
ee  rapport  serait  le  moindre  dans  les  machines  à 
haute  pression.  Hais  l'économie  de  combustible 
qui  en  résulterait  en  leur  faveur  serait  loin  de 
répondre  à  celle  que  l'expérience  parait  indiquer; 


et  e*est  sans  doute  à  d'autres  ctrconstances  que 
ces  machines  doivent  leur  avantage  relatif. 

643.  Concevons  que  la  partie  du  cylindre  verti* 
cal  ABCD  (fig.  138),  qui  est  comprise  entra  la 
surface  £F  de  l'eau  et  la  base  GH  d'un  piston,  soit 
remplie  par  de  la  vapeur  d'eau  au  modrlaitMi  de 
densité,  correspondant  à  la  température  I  de  cette 
vapeur ,  de  l'eau  inférieure ,  du  cylindre  et  do 
piston.  Dans  cet  état,  supposons  que  la  force  élas- 
tique de  la  vapeur  fasse  équilibre  au  poids  du 
pbton,  de  sorte  qu'en  appelant  p  cette  force,  P  ott 
poids,  y  compris  la  pression  extérieure  que  le 
piston  supporte,  et  x  l'aire  de  sa  base  horisontalOf 
on  ait 

P  =  Xp. 

Si  l'on  augmente  le  poids  P,  et  qu*îl  devienne 
P-|-II,  le  piston  descendra,  et  l'espace  occupé  par 
la  vapeur  diminuera  ;  mats  comme  on  l'a  supposé 
à  son  masimun  de  densité ,  une  partie  se  liqn^ 
fiera  ;  et  si  la  température  I  est  invariable,  la  pres- 
sion p  le  sera  aussi.  A  la  vérité,  dans  le  premier 
moment  de  la  compression ,  la  température  I  aug- 
mentera ,  de  telle  sorte  que  la  liquéfaction  pourra 
n'avoir  pas  lieu  d'abord ,  et  la  pression  p  pourra 
augmenter.  Hais  si  le  mouvement  du  piston  n'est 
pas  extrêmement  rapide ,  cette  augmentation  de 
température  disparaîtra  avant  que  le  déplacement 
de  ce  mobile  soit  appréciable ,  et  l'on  devra  consi» 
dérer  t  et  p  comme  constantes  pendant  tout  son 
mouvement.  Il  faut  aussi  remarquer  que  la  con- 
densation du  fluide ,  qui  le  réduit  en  eau ,  et  qui 
est  produite  immédiatement  à  la  partie  supérieure 
GH  en  contact  avec  le  piston,  se  transmet  jusqu'en 
£F ,  dans  un  temps  extrêmement  court ,  pendant 
lequel  le  déplacement  du  piston  est  insensible; 
d'où  il  suit  que  la  densité  du  fluide  est  sensible- 
ment la  même  dans  toute  sa  hauteur ,  pendant  la 
chute  du  piston.  Cela  étant,  la  force  motrice  de  ce 
corps  sera  constante  et  égale  à  l'excès  de  P  -f-  ^ 
sur  xp,  ou  à  II;  abstraction  faite  du  frottement 
contre  les  parois  du  cylindre ,  son  mouvement  sera 
donc  uniformément* accéléré {  et  si  l'on  fait  aussi 
abstraction  du  mouvement  communiqué  à  la 
vapeur,  c'est^b-d ire,  si  l'on  néglige  sa  masse  par 
rapport  à  celle  do  poids  II ,  la  force  accélératrice 
de  ce  mouvement  sera  la  pesanteur  diminuée  dans 
le  rapport  de  II  à  P-)-^*  Par  conséquent ,  si  l'on 
appelle  l  la  hauteur  de  GH  au-dessus  de  SF,la 
force  vive  produite  par  la  chute  totale  du  piston , 
aura  2  II  /  pour  valeur. 

Le  piston  étant  d'abord  arrêté  en  GH,  supposons 
que  la  température  de  l*eau  inférieure  soit  subite- 
ment abaissée  et  devienne  6',  moindre  que  t.  La 
couche  de  vapeur  en  contact  avec  £F  se  liquéfiera 
par  le  froid  ;  elle  sera  remplacée  par  une  autre  qui 
se  liquéfiera  de  même;  et,  si  la  masse  d'eau  est 
asses  grande  pour  que  ces  couches  successives  de 
vapeur  ne  fassent  pas  varier  sensiblement  sa  tem 
pératnre,  les  liquéfactions  continueront  jusqu'à  ce 
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qne  la  mtMe  entière  de  U  vipeiir  ail  la  force  élat* 
ti«{iie  f)',  qui  répond  à  la  teinpératnre  f  et  à  son 
mggjmmm  de  dena ité  relatif  à  cette  température. 
Cependant,  la  température  de  la  colonne  de  Ta- 
peur ne  sera  pas  la  même,  non  plus  que  la  densité, 
dans  toute  «a  hauteur;  et  ce  aérait  un  problème 
curieux  que  de  déterminer  les  lois  de  sa  tempéra- 
ture et  de  sa  densité  d'après  les  températures  I  et 
V,  qui  ont  lien  constamment  à  ses  deux  extrémités, 
et  en  regardant  la  densité  de  chaque  couche  comme 
vue  fonction  de  sa  température ,  telle  qne  la  force 
élastique  soit  constante  et  égale  à  fr*.  Cette  con- 
stance de  la  preasion  dans  toute  la  hauteur  de  la 
colonne  de  vapeur  est  évidemment  la  condition 
d'équilibre  de  aea  couches  euccessives  ;  et  quand 
Téquilibre  s*est  établi,  il  est  également  évident 
que  la  valeur  de  la  pression  constante  ne  peut  pas 
excéder  celle  qui  répond  a  la  plus  petite  des  deux 
températurerl  et  I',  tandis  qu'elle  pent  être  moin- 
dre que  la  force  élastique  correspondante  à  la  plus 
grande.  L'eipérience  montre,  au  reste,  que  la  va- 
peur parvient,  dans  un  temps  extrêmement  court, 
k  Tétat  d'équilibre  dont  il  s'agit  ;  en  sorte  que  si 
une  vapeur  d'eau,  à  soneMuràmim  de  densité  et 
de  pression ,  est  contenue  dans  un  espace  fermé 
dont  les  parois  aient  partout  sa  propre  tempéra- 
ture, et  qu'on  vienne  à  abaisser  inégalement  la 
température  d'une  partie  de  ces  parois,  une  partie 
de  la  vapeur  se  liqué6era  ,  et  la  partie  restante 
prendra  dans  tonte  son  étendue,  avec  une  très 
grande  rapidité,  la  force  élastique  miwwia  qui 
répond  à  la  moindre  température. 

Cela  posé,  lorsque  le  piston  ne  sera  plus  retenu, 
il  descendra ,  et  l'on  verra ,  comme  dans  le  cas 
précédent,  que  son  mouvement  sera  uniformément 
accéléré ,  sa  force  motrice  égale  à  P  —  xp'  ou 
X  (p — !>') ,  sa  force  accélératrice  égale  à  la  pesan- 

teur  multipliée  par  le  rapport  <£- — £--,  et  enfin,  la 

P 

force  vive  produite  par  la  chute  totale ,  égale  à 
2x  (p— f'}  /.  Quand  le  piston  est  parvenu  en  EF , 
si  l'on  élève  la  température  de  l'eau  inférieure,  et 
que  ce  liquide  produise  une  vapeur  dont  la  pres- 
sion constante  sur  la  base  du  piston  soit  plus 
grande  que  le  poids  de  ce  corps,  il  remontera  d'un 
mouvement  uniformément  accéléré ,  et  la  force 
vive  produite ,  quand  il  aura  parcouru  une  lon- 
gueur Pj  sera  égale  au  double  de  f  multiplié  par 
l'eicès  de  cette  pression  sur  ce  poids ,  en  faisant 
toujours  abstraction  du  frottement. 

C^est  d'après  ces  considérations  que  l'on  calcule 
la  force  vive  due  à  la  chute  ou  à  l'ascension  du 
piston  dans  les  machines  à  vapeur  ;  laquelle  force 
se  distribue  ensuite  dans  le  système  auquel  la  ma- 
chine est  appliquée,  et  s'y  trouve  en  partie  détruite 
par  les  frottemens,  et  en  partie  employée  à  pro- 
duire un  eflfet  utile.  Le  calcul  serait  différent,  si  la 
densité  de  la  vapeur  contenue  dans  le  corps  de 
pompe  n'était  pas  au  maximum;  ce  qui  arrive,  en 


effet,  pendant  ce  qu'on  appelle  la  dltiHUàBh 
vapeur ,  c*est-à-direy  pendant  qu'on  interrompt  la 
communication  de  ce  fluide  avec  la  chaudière,  et 
que  la  vapeur  se  dilate ,  sans  qu'il  s'en  ajoete  de 
nouvelle  :  le  mouvement  du  piston  est  alors  celai 
que  nous  avons  considéré  dans  le  n^  S68;«t  d'a- 
près ce  que  nous  avons  vu  dans  le  nnoadro  suivant, 
la  force  vive  produite  pendant  qu'il  parcoortane 

longueur  qneleonqoe,  a  pour  valeur  8pe  log  — ,  en 

P 

désignant  par  v  le  volume  primitif  du  Jlnide,  et 

par  p  tiff  ses  forces  élastiques  au  commence- 
ment et  à  la  fin  du  mouvement. 

644.  Il  nous  reste  maintenant  à  considérer  les 
forces  élastiques  et  les  quantités  de  chaleur  des 
mélanges  de  plnsieura  gas  ,  comparées  k  celles  de 
ces  fluides. 

Supposons  qu'on  ait  deux  gas  différons ,  &  la 
mémo  température  I  et  sous  la  même  pressionp, 
dont  les  volumes  soient  a  et  a'.  Si  on  les  superpose 
dans  un  vase  fermé,  dont  la  capacité  soit  a  «{-a',  il 
est  évident  qu'ils  pourront  s'y  tenir  en  équilibra , 
puisqu'ils  ont  la  même  température,  et  qu'ils  exer- 
ceront l'un  contre  l'autre  la  même  pression  ;  maie 
l'expérience  prouve  que  cet  équilibre  n'est  pas 
stable  :  elle  fait  voir  que  ces  deux  fluides  se  pénè* 
trent  graduellement  jusqu'à  ce  qu'ils  soient  par- 
faitement mêlés;  et  elle  montre  anssi  que,  dans 
cette  opération ,  il  n'y  a  aucune  variation  de  tem- 
pérature ,  ni  aucune  perte  ou  absorption  de  cha- 
leur  ;  en  sorte  qu'après  un  certain  temps,  différant 
pour  les  différons  fluides ,  on  a  un  mélange  homo- 
gène dans  lequel  la  proportion  des  deux  gai  est 
partout  la  même,  et  dont  la  température  et  la  force 
élastique  sont  toujoura  t  et  p.  De  ces  faits,  coa- 
slatés  par  Tobservation,  on  peut  conclure  un  attire 
résultat  qne  l'expérience  vérifie  également. 

Si  Ton  a  deux  gai  mêlés  ensemble  et  rempliesanl 
un  volume  e,  k  la  température  9,  et  si  Ton  désigna 
par  p  et  p*  les  pressions  rapportées  à  runité  do 
surface ,  que  ces  deux  gai  supportent  séparément 
à  la  même  température  et  sous  ce  volume  v ,  In 
force  élastique  du  mélange  sera  p-f-p'*  ^^  effet, 
supposons  d'abord  que  les  deux  gas  soient  aépnrésY 
et  qu'on  ait  p*  >  p.  Si  l'on  dilate  le  gax  sottoiie  à 
la  pression  p',  sans  changer  sa  température ,  et  do 
manière  que  sa  force  élastique  se  réduise  if»  tno 

ep* 
volume  sera  alors  — ,  d'après  la  loi  de  Mnrîotte. 

F 
Supposons  ensuite  qu'on  superpose  les  deux  gni 

dans  un  vase  fermé ,  dont  la  capacité  aoit  e  -f-  —  « 

P 

ou  —  (p+p')  i  ^^  fit"^^  '®  mêleront  sans  varintion 

P 
de  températnre ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire  ;  et 

il  en  résultera  un  mélange  homogène  à  la  tempéra** 

turc  6  et  sous  la  pression  p.  Or ,  la  loi  de 
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■^appK«{iiant  aux  mélanges  des  gai,  aussi  bien 
qii^anx  gas  simples ,  si  l^on  comprime  ce  mélange 
sans  changement  de  température,  jusqu^àceque 

« 
sonToInme  — (p+f')  soit  réduit  à  «,  sa  force 

V 
âasiique  p  deTiendra  i^'\'^  \  ee  qu'il  s'agissait  de 

démontrer.  Le  même  principe  aura  également  lieu 
pour  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  gas ,  et 
pour  un  mélange  de  gas  et  de  vapeurs  :  la  pression 
du  mélange  sera  toujours  la  somme  des  pressions 
que  ces  fluides  supporteraient  isolément,  à  la 
même  température  et  sous  le  même  volume  que  le 
mélange. 

946.  Soient  actuellement  %  et  n'  les  nombres  de 
grammes  de  deux  gai,  mêlés  ensemble  et  remplis- 
saniun  volume  «,  à  la  température  I  et  sons  la 
pression  f  \  désignons  par  o  et  o'  les  chaleurs  spé- 
cifiques d'un  gramme  de  ces  gax ,  sous  une  pres- 
sion constante  et  égale  à  p ,  et  par  c"  la  chaleur 
spécifique  d'un  gramme  du  mélange  sous  la  même 
pression  |  on  aura 

(«  +  «')  o"  =  iM  +  nV.        (9) 

Eo  effet ,  Je  suppose  que  les  deux  gas ,  an  lieu- 
d'être  parfaitement  mêlés,  ne  soient  que  superpo- 
sés, de  sorte  qu'ils  occupent  des  portions  séparées 
a  et  a'  du  volume  e;  d'après  ce  qu'on  a  dit  tout  à 
l'heure ,  la  quantité  de  chaleur  sera  la  même  dans 
les  deux  gai  séparés  et  dans  le  mélange  de  ces 
deux  gas;  et  cette  égalité  de  chaleur  subsistera 
encore,  si  l^on  augmente  d'un  degré  la  tempéra- 
ture tdes  deux  gai  et  du  mélange.  Or ,  pour  cette 
augmentation,  il  faudra  communiquer,  la  pression 
p restant  la  même,  une  quantité  (n-f-M')^'  de 
dialeor  au  mélange,  et  des  quantités  «m  et  nV  aux 
deux  gai.  Lk  première  quantité  devra  donc  être 
égale  à  la  somme  des  deux  autres  ;  ce  qui  donne 
l'équation  (8) ,  que  l'on  étendra  sans  peine  à  un 
nombre  quelconque  de  fluides  élastiques.  Elle 
donnera  la  chaleur  spécifique  d'un  mélange,  lors- 
que celles  de  tous  les  gai  ou  vapeurs  qui  le  com- 
posent, et  les  proportions  de  cesfltiides,  seront 
connues;  réciproquement,  on  pourra  s'en  servir 
pour  déterminer  la  chaleur  spécifique  de  l'un  des 
eompoaans ,  d'après  celles  de  tous  les  autres  et  du 
mélange  ;  et  l'on  peut  remarquer  qu'elles  ne  sup- 
|M>sent  pas  que  les  chaleurs  spécifiques  des  gai 


mélangés  soient  Indépendantes  de  leur  eommnne 
température. 

Au  lieu  de  considérer  les  chaleurs  spécifiques  o, 
c',  é\  des  gai  et  du  mélange  sous  une  pression 
constante ,  on  aurait  pu  considérer,  de  la  même 
manière,  leurs  chaleurs  spécifiques  à  volume  con- 
stant; et  en  les  désignant  par  o^,  o/,  o/',  on  serait 
parvenu  à  une  équation  semblable  &  la  précédente, 
savoir  : 

(n+nV;'  =  nc,  +  fiV.         (10) 

Or,  si  l'on  fait 

o  c'  o" 


on  tirera  des  équations  (9)  et  (10) 


^    ^     lic.  +  ii'c/    ' 


(") 


équation  qui  fera  connaître  le  rapport  7^"  relatif  au 
mélange ,  quand  les  quantités  semblables  y  et  y, 
et  les  valeurs  de  e^  et  0/,  seront  connues  pour  les 
deux  gai  mélangés.  Soit  qu'on  prenne  y  =  1,875 
ou  7^  =  1,421  (n®  638)  pour  la  valeur  de  y  relative 
à  l'air  sec,  et  quelle  que  soit  la  valeur  inconnue 
de  y  qui  répond  à  la  vapeur  d'eau,  la  valeur  de  y 
relative  à  l'air  ordinaire  différera  peu  de  y,  à  causa 
de  la  petite  proportion  de  vapeur  que  cet  air  ren- 
ferme. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n»  640,  si  les  rap- 
ports y  et  y  sont  indépendans  de  la  pression  p, 
mais  différons  pour  les  deux  gai ,  les  quantités  c^ 
et  e/  seront  exprimées  par  des  puissances  inégales 
dep;  d'où  il  résultera,  en  vertu  de  l'équation  (11), 
que  le  rapport  y^^  relatif  au  mélange  ne  pourra  pas 
être  aussi  indépendant  de  la  pression.  L'hypothèse 
de  l'invariabilité  du  rapport  de  la  chaleur  spécifi- 
que d'un  même  fluide  sous  une  pression  constante, 
à  sa  chaleur  spécifique  sous  un  même  volume ,  et 
les  formules  que  nous  en  avons  déduites ,  ne  peu- 
vent donc  convenir  en  même  temps  aux  gai  sim- 
ples,  pour  lesquels  ce  rapport  n'est  pas  le  même, 
et  à  leurs  mélanges  en  proportion  quelconque  ;  et 
si  ce  rapport  a  paru  constant  dans  les  expériences 
faites  sur  l'air  à  différentes  pressions  (no  638),  c'est 
parce  qu'il  est  sensiblement  le  même  pour  l'air  et 
l'oxygène,  et,  par  conséquent  aussi  pour  l'oxygène 
et  l'aiote  dont  l'air  est  composé. 
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EQUATIONS   GBirBRALBS   DU   MOCVBMBNT    DES  FLDIDBS. 


640.  Las  écpiatioiiB  de  Téquilibra  des  fluides  que 
nous  «TODt  trouTëes  dans  le  n»  683 ,  sont  fondées 
sur  la  propriété  caractéristique  commune  aux  li- 
quides et  aux  fluides  aériformes  )  do  transmettre 
également  en  tous  sens  les  pressions  appliquées  à 
leur  surface ,  et  d^exercer  autour  de  chaque  point 
de  leur  masse,  en  vertu  de  l'action  moléculaire» 
des  pressions  égales  suivant  toutes  les  directions. 
Cette  propriété,  comme  nous  Tâtons  dit  précédem- 
ment (no  677),  tient  à  ce  que  les  molécules  d^un 
fluide  qu'on  a  comprimé  ou  dilaté  retiennent  très 
promptement  à  une  disposition  semblable  à  celle 
qui  avait  lieu  primitivement  autour  d'un  point 
quelconque,  de  telle  sorte  qu'après  sa  compression 
ou  sa  dilatation,  un  fluide  est  un  système  de  points 
matériels  semblable  à  ce  qu'il  était  auparavant,  et 
seulement  construit  sur  une  plus  petite  ou  une 
plus  grande  échelle.  Le  temps  de  ce  retour  à  un 
état  semblable  n'influe  pas  sur  les  lois  de  l'équili- 
bre ,  que  l'on  n'observe  jamais  qu'après  qu'il  est 
écoulé;  mais,  quelque  petit  qu'il  soit,  on  com- 
prend qu'il  peut  influer  sur  les  lois  de  leur  mouve- 
ment, surtout  dans  le  cas  où  les  vibrations  des 
molécules  fluides  s'exécutent  avec  une  grande  ra- 
pidité; de  manière  que  le  principe  de  l'égalité  de 
pression  en  tous  sens  peut  convenir  h  l'Hydrostati- 
que, et  n'être  pas  toujours  applicable  &  l'JJydrocJy- 
namiquê,  c'est-à-dire ,  à  la  partie  de  la  Mécanique 
qui  traite  du  mouvement  des  fluides. 

Une  diff'érence  analogue  entre  l'état  d'équilibre 


et  l'état  de  mouvement,  •  déjà  été  remarquée  par 
Laplace,  relativement  à  U  loi  de  Hariotte.  Cette  loi 
exige  que  la  température  du  fluide  soit  redevenne 
la  même ,  après  la  compression ,  qu'elle  était  au- 
paravant ;  et  le  principe  de  l'égalité  de  pression  en 
tous  sens  suppose,  de  même,  que  les  molécules 
du  fluide  ont  eu  le  temps  de  revenir  à  une  disposi- 
tion respective  semblable  à  leur  disposition  pre- 
mière. Elle  n'a  plus  lieu ,  ou  doit  être  modifiée, 
dans  les  vibrations  très  rapides  des  gas ,  où  la 
température  primitive  n'a  pas  le  temps  de  se  réta- 
blir ;  et ,  de  même ,  le  principe  de  l'égalité  de  pres- 
sion en  tous  sens  n'est  pas  rigoureusement  et  tou- 
jours applicable  aux  mouvemens  des  liquides  et 
des  fluides  aériformes.  On  a  reconnu  dans  la  vitesse 
de  propagation  du  son,  l'influence  de  cette  modifi- 
cation de  la  loi  de  Hariotte  ;  et  il  y  a  sans  doute 
aussi  des  phénomènes  du  mouvement  des  fluides , 
en  général ,  qui  dépendent  de  la  non-égalité  par- 
faite de  pression  en  tous  sens,  résultant  de  la  cause 
que  nous  indiquons.  Cette  circonstance  introduit 
dans  les  équations  générales  du  mouvement  des 
fluides ,  des  termes  qui  ne  peuvent  se  déduire  de 
leurs  équations  d'équilibre  ;  j'y  ai  eu  égard  dans  le 
Mémoire  déjà  cité  (n»  677),  et  je  me  propose  de 
revenir,  par  la  suite ,  sur  cette  importante  consi- 
dération. Mais  dans  ce  Traité,  je  supposerai,  sui- 
vant la  méthode  qu*on  suit  ordinairement,  la 
propriété  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens,  com- 
mune à  Tétat  d'équilibre  et  à  l'état  de  mouvement  ; 
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•I ,  dans  cette  hypotbèie ,  les  ë^uationt  de  THy- 
drostatique,  fondées  sur  cette  propriété ,  s'éten- 
dront immédiatement  à  PHydrodynamique ,  au 
moyen  du  principe  de  D'Alembert ,  qui  est  appli- 
cable à  tous  les  systèmes  de  points  matériels. 

647.  Considérons  de  nouTeau  la  masse  fluide 
ABCD  (fig.  12  l),dont  nous  a? ons  déterminé  les  équa- 
tions d^équilibre;  supposons  maintenant  qu'elle 
soit  en  moutement ,  et  que  toutes  les  notations  du 
n9  682  répondent  à  la  fin  du  temps  quelconque  t, 
compté  depuis  Torigine  de  ce  mou? ement.  Ainsi,  la 
nasse  flnide  est  bomogéne  ou  bétérogéne,  liquide 
ou  aériforme  ;  « ,  y,  js,  sont ,  au  bout  du  temps  < , 
les  coordonnées  d*un  élément  quelconque  dm  de 
cette  masse;  f  représente  la  densité  du  fluide  qui  a 
lien  en  ce  point  et  à  cet  instant  ;  etX<i«i,  Tdm,  Zdmj 
sont  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  x , 
y,  #1  de  la  force  motrice  de  dm  à  ce  même  instant. 
Les  quantités  X ,  T,  Z ,  seront  des  fonctions  don- 
nées de  s,  y,  a,  quand  elles  protiendront  d'attrac- 
tions ou  de  répulsions  qui  émanent  de  centres  fixes  ; 
ces  fonctions  données  renfermeront  le  temps  ex- 
plicitement ,  quand  les  centres  des  forces  seront 
en  montement.  Lorsque  ces  points  seront  ceux  du 
fluide ,  X,  T,  Z ,  seront  des  fonctions  de  s,  y,  a,  #, 
dépendantea  de  sa  figure  à  chaque  instant ,  et  de 
la  loi  des  densités  dans  son  intérieur. 

Les  coordonnées  «,y,  a,  ▼arierontatec  le  temps; 
elles  Tarieront  aussi  d'un  point  à  un  autre  du  fluide  ; 
et  si  l'on  désigne  par  sr',  y',  a',  leurs  valeurs  initia- 
lea,  c'est-à-dire ,  les  coordonnées  du  point  de  l'es- 
pace qu'occupait  l'élément  dai  à  l'origine  du  mou« 
Temeni ,  les  coordonnées  s ,  y ,  a ,  de  ce  même 
élément  au  bout  du  temps  #,  seront  des  fonctions 
inconnues  de  m',  y',  m\  t  :  la.  solution  complète  du 
problème  consisterait  à  déterminer  ces  trois  fonc» 
tiens  de  quatre  Tariables  indépendantes. 

Si  l'on  appelle  Uj  e,  te,  les  composantes  parallè- 
les aux  axes  Os ,  Oy,  Os ,  de  la  Titesse  dont  l'élé- 
ment dm  est  animé  au  bout  du  temps  I ,  on  aora 

dM  djf  dM 

«  =  — ,     »  =  — ,     w  =  — s      (1) 
di  di  dt 

on  pourra  regarder  « ,  e ,  ti^ ,  comme  des  fonctions 
inconnues ,  soit  de  i^  s'y  j^,  a',  soit  de  I,  s ,  y,  a  ; 
c'est  sous  ce  second  point  de  vue  que  nous  consi- 
dérerons ces  trois  quantités  ;  et  alors ,  pour  avoir 
leura  accroissemens  dans  l'instant  df,  il  faudra  les 
différentier  par  rapport  &  I  et  par  rapport  aux  coor- 
données jr,  y,  a.  Or,  si  l'on  désigne  par  q  une  fonc- 
tion quelconque  de  I ,  s ,  y,  a,  et  par  ^di  sa  diffé- 
rentielle prise  par  rapport  à  <  et  aux  tariablea  s , 
y,  a ,  considérées  comme  des  fonctions  de  I ,  on 
aura ,  par  la  règle  connue  de  la  différentiation  dea 


fonctions  de  fonctions, 

dq        dq  ds        dq  dy        dq  ds 

«'=-  + + + , 

dt        dx  di        dy  dt        ds  dt 

ou  bien ,  en  ayant  égard  aux  équations  {\\ 

dq  dq  dq  dq 

dt  ds  djf  ds 

En  désignant  les  accroissemens  de  «,  e,  «p,  par 
u'dl,  e'df,  w^dt^  nous  aurons  donc 

dm  dit  du  du 

u'  =—  +  u l-r—  -t-fo  — , 

di  ds  djf  ds 

dv  do  dv  do 

»'=  —  +  « J.r  —  +  v  —  , 

di  ds  dy  ds 

duf  dw  dw  dw 

dt  ds  djf  ds 

et ,  de  cette  manière,  les  composantes  de  la  Titesse 
d'un  même  élément  dm ,  dans  les  deux  positions 
qu'il  occupe  successiTcment ,  seront  « ,  e ,  w ,  et 
u  +  tfdtf  V  +  v^dif  w  +  w'di. 

Quant  à  la  densité  p,  ce  sera  une  constante  don- 
née, si  le  fluide  est  homogène  et  considéré  comme 
incompressible  ;  s'il  s'agit  d'un  liquide  hétérogène, 
la  densité  f,  qui  répond  à  un  élément  déterminé  dlas, 
sera  une  fonction  donnée  de  ses  trois  coordonnées 
initiales  «',  y',  s';  enfin ,  si  le  fluide  est  compressi* 
ble,  cette  densité  p  sera  une  fonction  inconnue  de  <, 
s',  y',  s\  dont  la  valeur  initiole  sera  seulement 
donnée.  Excepté  le  cas  où  p  est  une  constante,  cette 
densité ,  rapportée  à  la  position  de  dm  au  bout  du 
temps  I,  devra  toujours  être  considérée  comme  une 
fonction  inconnue  de  s,  y,  s,  i.  Si  l'on  désigne  alora 
par  ffdt^  son  accroissement  pendant  l'instant  df  j  on 
aura,  d'après  la  formule  (2), 

dp  dp  dp  dp 

p'  = J.«—  +  c  —  +IP  —  ; 

dt  ds  djf  ds 

et  dans  le  cas  d'un  fluide  incompressible ,  homo- 
gène ou  hétérogène ,  cette  valeur  de  ^  devra  se  ré- 
duire à  zéro. 

648.  Les  composantes  de  U  force  perdue  par  l'é- 
lément dm  pendant  rinstant  d/,  seront 

(X— «i')dm,    Çï^t^)dmy    {Z^tt/)dmg 

en  substituant  donc  X  —  «',  T  —  e',  Z  —  ti/,  à  la 
place  de  X,  Y,  Z,  dans  les  équations  (2)  du  n»  688, 
il  en  résultera  ces  trois  équations  de  son  mouve- 
ment t 


dp  dp  dp 

-=,(X-«'),      -  =  ,(T-i^),      _  =  ,(!-•'); 
i»  if  ia 
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p  étant  la  presiion  rapportée  h  rnnité  de  soif  ace , 
qoi  a  lieu  ao  bout  du  temps  t ,  au  point  qui  répond 
ani  coordonnées  «,  y,  s,  et  qu*on  suppose  la  même 
•ttÎTaot  toutes  les  directions. 

Si  ee  point  appartient  à  nne  paroi  Bxe^p  expri* 
men  la  pression  normale  que  cette  surface  aura  à 
supporter,  et  qui  devra  être  détruite  par  sa  résis- 
tance. Si  ce  point  appartient  à  la  surface  libre  d^un 
liquide,  il  faudra  qu*on  ait  p  =  0,  ou  plus  géné- 
ralement ,  d^  =  0  ;  en  sorte  que  Téquation  dilTé- 
nsntielle  de  la  surface  libre  du  liquide  en  mouTe- 
•  ment,  sera 

(X  — lO  A»  +  (T—  9f)  d^+  (Z  —  |f.'jds=:  0. 

Diaprés  la  remarque  du  no  (S86,  il  faudra  que  la 
valeur  dep,  quand  on  Taora  déterminée,  soit  con- 
stamment positive  dans  Tintérieur  de  ce  liquide,  si 
Ton  Tout  que  sa  masse  ne  se  divise  pas  pendant  le 
mouvement  :  quand  elle  sera  négative  en  un  point 
d*one  paroi ,  ce  qui  ne  pourra  avoir  lieu  que  pour 
un  liquide,  cette  surface  cessera  d'être  pressée  de 
dehors  en  dedans,  et  te  liquide  s'en  détachera. 

An  moyen  des  valeurs  de  «',  o',  w',  les  équations 
précédentes  deviennent 


1  dp 


du 


du 


du 


=  X 


f  ds 
1  dp 


di 

dv 


P  «'y 

1  dp 


di 

dw 


f  dM 


di 


ds 

dv 

u  — 
dM 

dw 

u  — 
dg 


d9 

dv 


dy 

V  — 


Comme  la  quantité  ji  qu^elIe  renferme  est,  ainsi  que 
chacane  des  vitesses  «,  v,  w^  une  fonction  incon- 
nue de  «,  y,  a,  <,  il  y  faudra  joindre  une  quatrième 
équation,  lorsque  la  quantité  p  sera  une  constante 
donnée,  et  deux  autres  équations,  dans  le  cas  gé- 
néral où  cette  quantité  est  aussi  une  fonction  in- 
connue de  s,  y,  s,  I.  Ces  équations  s'obtiendront 
de  la  manière  suivante. 

640.  Chacun  des  élémens  dm  de  la  masse  fluide 
changera  de  forme  pendant  l'instant  if,  et  il  chan- 
gera même  de  volume,  si  le  fluide  est  compressible; 
mais  comme  sa  masse  devra  toujours  rester  la 
même,  il  s'ensuit  que  le  produit  de  son  volume  au 


wa  = 


"^ 


eu  extrayant  la  racine  carrée  et  négligeant  les  infi- 
niment petita  du  troisième  ordre,  on  aura  donc 

rC  =zd»  +  ^dz  du 

dM 


bout  do  temps  i  -^  iN,*  et  de  sa  densité  p  +  f*dê  qn; 
répond  au  même  instant,  devra  être  le  même  qn'ao 
bout  du  temps  t^  par  conséquent,  la  vaiiation  de 
ee  produit  dans  l'instant  di  sera  égale  à  lére  \  co 
qui  fournira  une  nouvelle  équation  générale  dia 
mouvement* 

Pour  la  former ,  considérons  le  parallélipipède 
rectangle  dont  le  volume  était  dx  dy  de,  à  la  fin  du 
temps  ly  et  cherchons  la  forme  que  prendra  cet  élé- 
ment du  fluide  à  la  fin  du  temps  l-f- J<.  Soit 
M  (fig.  138}  le  sommet  de  ce  parallélipipède  qui 
répond  aux  coordonnées  «,  y,  a  ;  soient  aussi  HA, 
HB ,  MC ,  les  trois  côtés  adjacens  à  oe  sommet  et 
respectivement  parallèles- aux  axes  0«,  Oy^  Os;  en 
sorte  qu*on  ait 

MA  =  <la,      HB  =  dy,      HC    s:  dta; 

supposons  que  D,  S,  F,  G,  sont  les  quatre  autres 
sommets,  et  que  pendant  finstantiU,  les  hait  pointa 
H,  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  soient  transportés  en  V, 
M  y  B',  0,  D',  £',  F',  G's  je  dis  que  le  polyèdre  dont 
ces  derniers  pointa  sont  les  sommeta,  sera  un  paral- 
lélipipède obliquanglej  et  pour  le  prouver,  je  vais 
déterminer  et  comparer  entre  elles  les  longueurs 
de  ses  douse  côtés  M'A',  H'B^,  etc. 

Les  coordonnées  x,  y,  a,  du  point  H  deviennent 

s  +  mdt,      y  +  vdt,      m  +  ufdi^ 

au  bout  de  l'instant  di  ;  ces  quantités  sont  donc  les 
coordonnées  du  point  H'  j  on  en  déduira  celles  do 
tout  autre  sommet ,  en  y  remplaçant  s,  y,  s,  par 
les  coordonnées  primitives  de  ce  sommet  ;  ainsi, 
l'on  aura  les  coordonnées  de  C,  en  y  conservants 
et  y,  et  mettant  a-{-ia  à  la  place  de  a,  parce  que  «, 
3^  s  -}>  ds  sont  les  coordonnées  de  C.  De  cette  ma-^ 
nière,  les  coordonnées  de  C  seront 

du 
X  +  udi  +  -^  dM  di, 
dx 

dp 

y  +  eitt  -I dM  di^ 

dB 

dw 

M  +  ds  +  wdi  ^ dM  di; 

dx 

et,  en  les  comparant  à  celles  de  H',  on  en  conelura 


Les  coordonnées  de  D'  se  déduiront  de  celles  de 
H',  et  les  coordonnées  de  G'  de  celles  de  C  en  y 
mettant  x  +  dxeiy  +  dykU  place  de  «  et  y  ;  par 
conséquent,  la  longueur  du  côté  D^G'  se  déduira  do 
même  de  celle  du  côté  WC  ;  ce  qui  donne 


D'G'  =  «.  +  ^  ^.é,  +  _  ,,4,ai  +  LL  i,^, 
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9onc  en  négligeant  les  deux  Bcniiers  termes ,  qui 
sont  du  troisième  ordre,  la  Tileur  de  IVC  sera  la 
même  que  celle  de  M'C.  On  trouvera  de  la  même 
manière ,  que  les  cMés  A'£'  et  BT  sont  .égaux  an 
côté  M'C,  aux  quantités  près  du  troisième  ordre  ; 
en  sorte  que  Ton  aura 

Wa  =  A'£'  =  B'F  =  jy&. 

Si  Ton  change  s  en  y,  et  w  en  e,  dans  la  taleur  de 
M'C,  elle  deviendra  celle  de  M'B',  ssToir  : 

dv 
WV  =,dff  +  ^  dydt; 
dy 

en  changeant  de  même  js  en  s  et  u;  en  «i,  on  aura  la 
taleur  de  M'A',  qui  sera 

du 

M'A'  =z  dx  -i dxit; 

dx 

et  Ton  trouvera  aussi 

M'B'  =  A'D'  =  C'F'  =  E'G' , 
M'A'  =  B'D'  =  QZ^  =  F'G'.      * 

lions  voyons  donc  que  les  côtés  égaux  entre  eux 
dans  le  parallélipipède  primitif,  sont  encore  restés 
égaux  après  son  changement  de  forme  :  le  parallé- 
lisme de  ses  côtés  est  une  conséquence  de  leur  éga- 
lité j  par  conséquent,  l'élément  de  Tolume  que  nous 
considérons  conserte,  &  la  fin  de  dt^  la  forme  d'un 
parallélipipède ,  mais  qui  n'est  pas  rectangle , 
comme  au  commencement  de  cet  instant. 

Ou  aura  le  Tolume  de  ce  parallélipipède  obli- 
qnangle  en  multipliant  Tune  de  ces  faces,  par  exem- 
ple, la  face  M'A'D'B',  par  la  perpendiculaire  C'P', 
abaissée  du  point  C  sur  cette  face  \  Taire  du  paral- 
lélogramme M'A'D'B'  est  égale  au  produit  de  ses 
deux  côtés  M'A'  et  M'B',  multiplié  par  le  sinus  de 
Tangle  A'M'B'  ;  et  la  perpendiculaire  CP*  se  déduit 
du  côté  CM' ,  en  le  multipliant  par  sin  C'M'P'  j  par 
conséquent,  le  Tolume  du  nonteau  parallélipipède 
aura  pour  valeur 

M'A' .  M'B' .  M'C .  sin  A'M'B'  .sin  CM'P'. 

Or,  les  angles  A'M'B'  et  CM'?*  éUient  droits  dans  le 
parallélipipède  primitif;  chacun  d^eux  ne  peut  donc 
maintenant  différer  d'un  angle  droit,  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  ;  le  sinus  de  chacun  de 
ces  angles  ne  différera  donc  de  l'unité,  que  d'un 
infiniment  petit  du  second  ordre  ;  par  conséquent, 
si  Ton  néglige  les  infiniment  petits  du  cinquième 
ordre,  il  faudra  faire  sin  A'M'B'=l  et  sin  CM'P'=1, 
dans  le  produit  précédent;  ce  qui  le  réduit  & 

M'A'.  M'B'.  M'C. 

Donc,  en  mettant  pour  chacun  des  facteurs  sa  va- 
lenr  précédente,  effectuant  la  multiplication,  et 
négligeant  toujours  les  infiniment  petits  du  cin- 
quième ordre,  ce  produit  sera 

(du  dv  dto       % 

1  ^^di-^'^dt+'-dt]  dsdyds. 
dg  dy  d%      / 


Tel  est  donc,  k  la'fin  dn  temps  #  -f-  <fl,  le  Tolmne 
de  l'élément  qui  était  dadyda^  &  la  fin  du  temps  t» 
En  même  temps  la  densité  p  est  détenue  p  -f-  f'di^ 
en  multipliant  donc  ce  tolome  par  p  -f*  f'dt^  et  re- 
tranchant du  produit  la  masse  primitite  fdtt  dy  du^ 
on  aura  la  tariation  de  cette  masse  pendant  l'in- 
stant dt\  et  cette  variation  devant -être  nnlle,  il  en 
résultera  l'équation 

.du        dv        dv>^ 

f'  +  f  (-  +  -  +  -)  =  0, 

^ds        dy        d%  ^ 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  cinquième 
ordre,  et  supprimant  ensuite  le  t^citufdidmdydi^ 
commun  à  tous  les  termes.  Par  conséquent,  d'après 
la  valeur  de  p'  du  numéro  précédent,  la  quatrième 
équation  du  mouvement  qu'il  s'agissait  de  formeri 
sera 


|+^+^+'-=^=»-  '«' 


ds 


650.  Cette  équation  appartiendra  aux  liquides  el 
aux  fluides  aériformes  ;  mais  la  quantité  f  étant 
nulle,  dans  le  cas  des  liquides  regardés  comme  in- 
compressibles, cette  équation  se  partagera  en  deux 
autres,  savoir  : 


df  df  df  df 

dt  dx  dy  d» 

du         dp         dur 

-  +  -  +  -  =  0. 

dx        dy        ds 


(S) 


En  les  joignant  aux  trois  équations  (3),  on  aura  un 
nombre  d'équations  égal  à  celui  des  cinq  inconnues 
Pi  Pi  tt,  V,  V,  qu'elles  doivent  servir  è  déterminer 
en  fonction  de  «,  y,  s,  f.  Quand  le  liquide  est  ho- 
mogène, la  densité  p  est  une  constante  donnée  ;  ce 
qui  réduit  les  inconnues  à  quatre,  et  fait  en  même 
temps  disparaître  la  première  équation  (5). 

Relativement  aux  fluides  élastiques,  on  n'a  aussi 
que  quatre  équations,  savoir,  les  équations  (3) 
et  (4);  mais  alors  la  densité  est  liée  à  la  pression; 
ce  qui  réduit  à  une  seule  les  deux  inconnues  p  et  p. 
Si  l'on  suppose  que  la  température  soit  la  même 
dans  toute  la  masse'du  fluide  &  l'état  de  repos,  les 
dilatations  ou  compressions  des  élémens  de  ce 
fluide ,  qui  auront  lieu  pendant  son  mouvement , 
feront  vorier  cette  température,  et  la  pression  p  ne 
sera  plus  proportionnelle  à  la  densité  p,  dans  l'état 
de  mouvement,  comme  elle  Test  dans  l'état  d'équi- 
libre. On  verra ,  dans  la  suite ,  comment  on  peut 
avoir  égard  h  cette  circonstance,  dans  le  cas  d'un 
mouvement  très  rapide.  Maintenant  je  supposerai 
qu'il  s'agisse  d'un  mouvement  asseï  lent  pour 
qu'elle  n'ait  aucune  influence  sensible;  en  sorte 
que  l'expression  dep  en  fonction  de  p,  soit  celle  qui 
convient  à  Télat  d'équilibre,  savoir  (n»  626), 

pz=kf[l  +••);         (6) 
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I  4éMgQant  U  terapërttore  commune  à  toai  les 
poînti  dtt  fluide,  «  te  coefficient  0,00376  de  U  diU^ 
tetion  dei  gat,  et  h  une  consUnte  reUiite  k  la  ma- 
tière du  fluide  que  Ton  coniidère. 

Lonque  les  valeurs  de  f,  p,  «,  9,  iir,  auront  été 
déterminées,  soit  au  moyen  des  cinq  équations  (3) 
et  (6),  soit  diaprés  les  cinq  équations  (3),  (4),  (6), 
on  en  déduira  les  valeurs  des  «,  3f,  a,  en  fonctions 
de  I,  et  de  leurs  valeurs  initiales  s',  y*,  js',  au  moyen 
des  équations  (1).  Les  intégrales  de  toutes  ces  équa- 
tions aux  dtff'érences  partielles  renfermeront  des 
fonctions  arbitraires,  qui  resteront  encore  à  déter- 
miner, d*aprés  Tétat  initial  du  fluide,  et  au  moyen 
de  certaines  conditions  relatives  à  sa  surface  dont 
il  sera  question  plus  bas. 

Ofil.  Quand  la  température  n'est  pas  la  même 
dane  toute  la  masse  fluide  à  Torigine  du  mouve- 
ment, elle  varie  ensuite  d^un  point  &  un  autre,  et, 
pour  un  même  point,  d*un  instant  à  Tautre;  en  sorte 
que  si  Ton  désigne,  au  bout  du  temps  f ,  par  I,  la 
température  qui  répond  aui  points  dont  «,  y,  js, 
sont  les  coordonnées,  cette  quantité  I  est  une  fonc- 
tion inconnue  de  I,  «,  y,  a,  et  pour  la  déterminer 
il  faut  joindre  une  nouvelle  équation  aux  précéden- 
tes.  Cette  équation  sera  différente  dans  les  deux  cas 
d*un  liquide  et  d'un  fluide  aériforme,  que  nous  al- 
lons successivement  considérer. 

lo  Supposons  qu*il  s'agisse  d'un  liquide  bomo- 
gène,  tel  que  Teau,  pour  fixer  les  idées.  La  tempé- 
rature I  variant  d*un  point  k  un  autre,  la  densité  p 
variera  de  même,  et  sera  une  fonction  déterminée 
de  I,  que  je  représenterai  par  /l  ^.  La  quantité  p'  ne 
sera  plus  nulle,  et  l'équation  (4)  ne  se  décomposera 
plus  dans  les  deux  équations  (6).  La  cbaleur  spéci- 
fique du  liquide  et  la  mesure  de  sa  conductibilité 
seront  aussi  des  fonctions  déterminées  de  6  ;  mais 
si  l'on  suppose  que  la  communication  de  la  chaleur 
dans  Tintérieur  de  Teau,  ait  lieu  comme  dans  un 
corps  solide,  par  un  rayonnement  à  dislance  insen- 
sible, l'équation  relative  au  mouvement  de  la  cha- 
leur dans  un  corps  hétérogène,  que  j'ai  trouvée 
autrefois ,  s'appliquera  à  la  masse  d'eau  que  nous 
considérons  ;  car  elle  fait  connaître  l'accroissement 
instantané  de  température  qui  a  lieu  en  un  point 
quelconque  d'un  corps,  dans  lequel  la  chaleur  spé- 
cifique et  la  conductibilité  varient  arbitrairement 
d'un  point  k  un  autre  ;  et  d'après  la  manière  dont 
elle  a  été  formée,  elle  ne  dépend  pas  du  mouvement 
du  point  matériel  que  Ton  considère,  non  plus  que 
du  mouvement  des  points  circonvoisins.  Ainsi,  en 
appelant  é^dt  l'accroissement  de  I  pendant  l'instant 
dtf  on  aura  *^ 


i/S  d^ 

d.h-~       d./i  — 

j. ^, ^ 

dx  dy 


+ 


dh 
d.h  — 
cU 

da 


(7) 


*  Pour  la  forme  de  eeUe  fonctleo,  re/js  la  Tra'^t  d»  Phyêd^ua  de 
M.  Biot.  tome  1",  chapitra  XI. 
"  Jtmntmt  dt  l'Écth  P^/ffaeinif iw,  19*  cahier,  page  87. 


équation  dans  laquelle  on  fera^  d'aprèa  la  for- 
mule (2) , 

dl  4^1  dl  dl 

••=-.-1.11-  +r-  +  fû-, 
di  dm  dy  ds 

et  où  y  et  à  sont  des  fonctions  de  I ,  qui  représcn* 
tent  la  chaleur  spécifique  rapportée  k  l'unité  de 
masse ,  et  la  mesure  de  la  conductibilité.  Chacune 
de  ces  fonctions  est  censée  connue,  ainsi  que  /l,  de 
manière  que  les  équations  (3) ,  (4) ,  (7)  ,  seront  en 
nombre  égal  k  celui  des  inconnues  I ,  p,  «,  v,  tif , 
qu'elles  renferment.  Dans  le  cas  d'un  liquide  hé- 
térogène, les  trois  quantités  p ,  y ,  à,  relatives  an 
point  de  sa  masse  dont  les  coordonnées  sont  jr,  y,  s, 
dépendraient  de  la  température  I  et  de  la  matière 
du  fluide  en  ce  point ,  et  seraient,  par  conséquent 
des  fonctions  données  de  I  et  des  coordonnées  ini- 
tiales k\  y',  %\  de  ce  même  point. 

2<»  Si  le  fluide  que  l'on  considère  est  une  masse 
d'air  ou  d'un  gas  quelconque,  dont  la  température 
4  varie  d'un  point  à  un  autre,  et  que  dans  l'état  de 
mouvement,  la  pression  soit  toujours  supposée 
proportionnelle  k  la  densité,  comme  dans  le  n»  pré- 
cédent, l'équation  (6)  aura  toujours  lieu;  mais 
l'équation  (7)  ne  subsistera  plusj  car  elle  est  fondée 
sur  l'hypothèse  que  la  communication  de  la  cha- 
leur dans  l'intérieur  du  corps  se  fait  par  un  rayon- 
nement à  distance  insensible;  et,  au  contraire, la 
chaleur  rayonnante  traverse  les  fluides  aériformes, 
dans  de  très  grandes  épaisseurs  ;  en  sorte  qu'il  y  a 
échange  de  chaleur  entre  des  molécules  très  éloi- 
gnées l'une  de  l'autre.  Cette  équation  devra  donc 
être  remplacée  par  une  autre,  que  l'on  joindra  aux 
équations  (3] ,  (4) ,  (6] ,  afin  d'en  avoir  un  nombre 
égal  k  celui  des  inconnues  p,  p,  I,  ti,  v,  ii;.  Dans  le 
problème  des  vents  alises,  par  exemple,  qui  sont 
produits  par  les  difiérences  de  température  dee 
couches  atmosphériques,  on  formera  cette  sixième 
équation  de  la  manière  suivante,  qu'il  nous  suffira 
maintenant  d'indiquer. 

La  quantité  de  chaleur  reçue  pendant  l'instant 
df,  par  l'élément  quelconque  dm  de  la  masse  fluide, 
et  qu'on  peut  supposer  proportionnelle  k  dmdt ,  se 
compose  de  la  chaleur  solaire  absorbée  par  dm 
pendant  cet  instant  dt ,  à  laquelle  il  faut  d'abord 
ajouter  la  chaleur  rayonnante  que  cet  élément  re- 
çoit ,  dans  ce  même  instant ,  d'une  partie  de  la 
surface  de  la  terre  et  de  la  partie  de  l'atmosphère 
dont  la  communication  avec  dm  n'est  point  inter- 
rompue par  cette  surface ,  et ,  en  outre  ,  la  portion 
de  chaleur  qui  peut  être  communiquée  à  dm  par 
les  élémens  circonvoisins,  comme  dans  les  corps 
solides.  En  retranchant  de  cette  somme  la  quantité 
de  uhaleur  émise  au  dehors  par  l'élément  de»,  pen- 
dant l'instant  dl,  soit  par  communication,  soit  par 
rayonnement  k  grande  distance,  on  aura  l'augmen- 
tation instantanée  de  la  chaleur  de  dm ,  que  l'on 
peut  représenter  par  ^dmdt  ;  A  étant  un  coeffi- 
cient dont  je  me  borne  k  indiquer  l'origine.  D'un 
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antre  cdCë,  cette  augmentation  de  chaleur  est  égale 
kg^'dtdm^  en  désignant  toujours  par  ^  et  d'i^i  la 
chaleur  spécifique  rapportée  à  Tunité  de  masse  y  et 
l'accroissement  instantané  de  température  ;  on 
aura  donc  hdmdi=:gVd9iuUf  ou  A  =^C,  pour  IV- 
quation  demandée,  qu^on  de^ra  substituer  à  Téqua* 
tion  (7). 

663.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  y  a  une  remarque 
importante 4  faire  relatirement  à  Téquation  (4). 

Diaprés  la  manière  dont  elle  a  été  formée ,  elle 
exprime  que  la  masse  de  Télémcnt  différentiel  dm 
du  fluide  ne  varie  pas  pendant  Tinstant  d^;  mais 
c'est  pour  abréger  que  Ton  a  considéré  le  volume 
de  cette  partie  du  fluide  comme  infiniment  petit  ; 
et  ai  l'on  divise  le  volume  total  en  parties  de  gran- 
deur finie,  mais  insensible,  dont  chacune  renferme 
néanmoins  un  nombre  eitrèmement  grand  de  mo- 
lécules, Téquation  (4)  exprime  réellement  que 
chacune  de  ces  parties  renferme  toujours  les 
mêmes  molécules ,  et  que ,  par  conséquent,  sa 
masse  est  invariable.  Cest  pour  cela  qu'elle  est 
désignée  sous  la  dénomination  à'équatiom  de  la 
^omimuiti  du  fluide.  Or,  il  existe  des  mouvemens 
dans  lesquels  cette  continuité  n'a  pas  lieu ,  et  où 
l'on  ne  doit  plus  faire  usage  de  l'équation  qui  s'y 
rappoKe. 

Supposons,  par  exemple ,  que  de  l'eau  soit  con- 
tenue dans  un  cylindre  vertical,  ouvert  à  sa  partie 
•upérieure.  Si  Ton  échauffe  le  liquide  par  en  haut, 
la  température  sera  croissante,  et  la  densité  dé- 
croissante, en  allant  du  fond  à  la  surface*,  la  masse 
fluide  s'allongera ,  les  couches   horizontales  se 
remplaceront  successivement ,  et  l'équation  de  la 
continuité  s'appliquera  à  ce  mouvement.  Hais  si 
le  liquide  est  échauffé  par  en  bas  ,  la  densité  sera 
croissante ,  et  la  température  décroissante  de  bos 
en  haut  :  à  la  rigueur,  les  couches  horizontales 
pourront  encore  se  remplacer  successivement^ 
mais  un  pareil  mouvement  ne  serait  pas  stable  ;  et 
Tobservation  montre  que  les  molécules  d'eau  s'é- 
lèvent du  fond  vers  la  surface ,  en  traversant  les 
couches  supérieures.  Toutes  les  parties  très  petites 
du  liquide  ne  sont  pas  constamment  formées  des 
mêmes  molécules  ;  l'équation  (4)  n'a  donc  pas  lieu 
dans  ce  genre  de  mouvement  ;  et  il  est  mémo 
douteux  que  les  équations  (3) ,  fondées  sur  le 
principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens,  puis- 
sent s'y  appliquer;  en  sorte  que,  dans  Tétat  ac- 
tuel de  la  science ,  nous  n'avons  aucun  moyen  de 
déterminer  le  mouvement  d'un  liquide  dont  les 
couches  se  traversent  mutuellement ,  les  unes  en 
montant,  les  autres  en  descendant.  La  même  re- 
marque s'applique  aux  mouvemens  verticaux  qui 
peuvent  exister  dans  chaque  colonne  atmosphé- 
rique, dont  les  couches  inférieures,  échauffées  par 
le  contact  avec  la  terre ,  et  devenues  plus  légères , 
s'élèvent  en  traversant  les  couches  supérieures. 
la  détermination  de  ces  mouvemens ,  d'un  genre 
différent  de  ceux  qu'on  a  considérés  jusqu'à  pré- 
sent, et  leur  influence  sur  les  variations  diurnes 


du  baromètre ,  sont  des  questions  sur  lesqueUes  il 
importe  d'appeler  l'attention  des  géomètres. 

663.  Dans  les  mouvemens  des  fluides  que  l'on 
soumet  au  calcul ,  on  a  coutume  de  supposer  que 
les  points  qui  se  trouvent ,  à  une  époque  déter- 
minée, sur  une  paroi  fixe  ou  mobile ,  ou  qui  ap- 
partiennent k  la  surfsce  libre  d'un  liquide ,  de- 
meureront sur  cette  paroi ,  ou  appartiendront  k 
cette  surface,  pendant  toute  la  durée  du  mouv»> 
ment;  en  sorte  que  l'on  exclut  les  mouvemens 
très  compliqués  dans  lesquels  des  points  d'un 
fluide,  après  avoir  appartenu  à  sa  superficie ,  rea- 
treraient  dans  l'intérieur  de  la  masse ,  ou  récipro- 
quement; et  l'on  exclut  même  les  cas  où  des 
points  d'un  liquide  passeraient  alternativement  de 
la  surface  libre  k  la  surface  en  contact  avec  une 
paroi  fllxe  ou  mobile.  Oea  conditions  particulières 
auxquelles  on  assujettit  les  mouvemens  que  l'on 
considère,  s'expriment  par  les  équations  suivantes» 

Soient  toujours  c  ,  y  ,  s ,  les  coordonnées  varia- 
bles d'un  point  du  fluide ,  et 

/(A  *,  yi  «)  =  0, 

l'équation  d'une  surface  fixe  ou  mobile  qui  passe 
par  ce  point  au  bout  du  temps  I,  et  que  nous  ap- 
pellerons S ,  pour  abréger.  Désignons  aussi  par 
c\  y',  js',  les  coordonnées  initiales  du  même  point; 
de  sorte  que  « ,  y ,  js ,  soient  des  fonctions  de  4 ,  s\ 
y',  s'.  Si  l'on  substitue  leurs  valeurs  dans  l'équa- 
tion donnée ,  elle  se  changera  en 

et  tous  les  points  du  fluide  dont  les  coordonnées 
initiales  satisferont  k  cette  équation ,  seront  ceux 
qui  appartiennent,  au  bout  du  temps  <,  à  la  sur- 
faces ;  par  conséquent,  pour  que  ces  points  soient 
constamment  les  mêmes,  il  faudra  que  la  fonction  F 
ne  renferme  pas  la  variable  i.  Si  donc  S  est  la  sur- 
face libre ,  ou  celle  d'une  paroi  fixe  ou  mobile ,  il 
faudra  que  la  fonction /"(<,  « ,  y ,  s)  soit  indépen- 
dante de  f ,  en  y  regardant  x ,  y ,  s ,  comme  des 
fonctions  de  ces  variables;  sa  différentielle  com- 
plète par  rapport  k  t  devra  donc  être  nulle;  et 
d'après  la  formule  (2) ,  on  aura 

df  df  df  df 

—  +  11— .  +  ©—  +w—  =  0,      (8) 

dt  ds  dy  dz 

pour  exprimer  la  condition  ci-dessus  énoncée. 

Dans  le  cas  d^une  paroi  fixe ,  la  fonction  f  ne 
renfermera  pas  explicitement  le  temps  <  ;  en  la  re- 
présentant par  L ,  de  sorte  que  L  =  0  soit  l'équa- 
tion donnée  par  la  paroi ,  Téquation  (8)  deviendra 


dl  dl  dl 

u  —  +  ©  —  +  u/ —  =  0. 
dx  dy  dm 


m 


Si  Ton  désigne  par  i  la  résultante  des  vitesses 
II,  e,  «7,  et  par  « ,  C ,  >,  les  angles  qu'elle  fait  avec 
les  directions  des  s,y,  js;sironappeUeaussi  a,è,c, 
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le$  9u%\m  q«e  fait  la  normale  k  la  paroi  aveo 
les  mêmei  direotiona ,  et  qii*ofi  fane 


on  aura  ,  on  mémo  tempa, 


=  < 


OOi 


^  P   COSC,       «  =  (008-^, 


dL  dl  dL 

—  =  iieoia,— 'sKoosty    —  =  xcotc; 

dm  d9  dm 

et,  en  ânbsiitnant  cet  valeurs  dans  Téquation  (0) , 
et  anpprimant  ensuite  le  factenr  commnn  {x ,  elle 
deviendra 

eea  •  eosn  -f-  eot  C  eos  A  4"  ^^' >  ^^  o  =0. 

Cette  équation  (0)  signifie  donc  que  la  vitesse  de 
chaque  point  de  fluide  adjacent  à  une  paroi  fixe , 
est  normale  à  cette  surface  ;  et ,  en  effet ,  c^est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce 
point  ne  se  détache  pas  de  la  paroi ,  et  ne  fasse  que 
glisser  sur  sa  surface. 

A  la  surface  libre  d^un  liquide ,  la  pression  p  est, 
en  général,  une  quantité  constante;  mais  elle 
pourrait  dépendre  de  i  et  être  seulement  indépen- 
dante de  c ,  y ,  s ,  si  la  pression  extérieure ,  com- 
mune à  tous  les  points  de  cette  surface ,  variait 
avec  le  temps  ;  en  la  désignant  par  T ,  Téquation 
de  la  surface  libre  sera  donc  p — T=0;  et  en 
mettant  p-—  T  à  la  place  de  f  dans  Téquation  (8) , 
on  aura 

dp  th  dp  dp        dï 

_  +  ^^  +  „_+.»-  =  -,      (10) 

di  dm  dy  dâ        di 

pour  Téquation  qui  aura  lieu  en  même  temps  que 
|i  ^  T=0,  ou  en  même  temps  que  Téquation  diffé- 
rentielle de  la  surface  libre,  qui  a  été  donnée  dans 
le  n«  648. 

Houe  ferons  remarquer  que  les  équations  (8), 
(0) ,  (10)  auront  encore  lieu ,  sans  erreur  sensible , 
lorsque  les  points  du  fluide  ne  s*écarteront  de  sa 
aupCTfioie ,  que  de  quantités  insensibles.  Par  con- 
séquent, si  Ton  considère ,  comme  dons  le  numéro 
précédent ,  une  portion  du  fluide  dont  les  dimen- 
sions soient  de  grandeur  finie ,  mais  insensibles,  et 
qui  contienne  néanmoins  un  nombre  immense  de 
molécules ,  et  si  Ton  suppose  qu^une  partie  de  sa 
aurface  appartienne  k  celle  du  fluide,  k  une  époque 
déterminée,  ces  équations  exprimeront,  en  réalité, 
que  cela  aura  lieu  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
▼ement.  Cette  partie  commune  aux  deux  surfaces, 
pourra ,  d^ailleurs ,  varier  en  étendue  dans  des 
rapports  quelconques  ;   et  la  petite  portion  de 
fluide  dont  il  s'agit,  en  se  déplaçant  à  la  superficie 
du  fluide ,  pourra  s'étendre  ou  se  rétrécir  sans  que 
son  toluroe  change  dans  le  cas  d'un  liquide ,  ou  sa 
masse  dans  le  cas  d'un  fluide  quelconque.  Ainsi, 
par  exemple,  lorsqu'un  liquide  pesant  oseille  dans 


an  vase  ouvert  à  sa  partie  supérieure,  Tétendoe  de 
sa  surface  libre  0t  eelie  de  sa  surface  de  eontact 
avec  les  parois  du  vase  varient  pendant  le  monte- 
ment ,  de  sorte  qve  le  nombre  des  points  matériels 
du  liquide ,  qui  Sont  sHuét  i  Tune  ou  Tantre  de 
ces  deux  surfaces,  n'est  pas  coostamment  le  même  ; 
mais  les  équations  (9)  et  (10)  .peuvent  avoir  lien 
néanmoins,  si  Ton  considère  qu'elles  ne  répondent 
pas  seulement  à  des  points  isolés  ,•  msia  qu'elles  ee 
rapportent  à  de  petites  portions  du  liqmde,de 
grandeur  insensible  et  de  forme  variable. 

Ces  équations  particnliires  que  Lagrange  a  in- 
troduites dans  la  théorie  des  fluides,  coneourront, 
dans  chaque  cas ,  avec  l'état  initial  du  système ,  A 
déterminer  les  fonetions  arbitraires  qui  seront  ooa» 
tenues  dana  lea  équations  du  meavement. 

604.  Dana  un  oaa  très  étendu ,  on  peut  réduire 
les  trois  équations  (9)  k  nne  équation  aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  ordre,  et  faire  dépen- 
dre d'une  seule  quantité ,  les  trois  inconnnes  v ,  v , 
•D.  Ce  cas  a  lieu ,  lorsque  la  formule  wdm  -f-  9if  -^ 
wdM  est  une  différentielle  exacte  d'une  fonction 
de  s ,  y ,  a ,  regardéea  comme  des  variables  Indé- 
pendantes, et  que  le  fluide  dont  en  s'oocttpe  est 
homogène  et  partout  à  la  même  température,  dans 
sou  état  d'équilibre. 

Soit  alors 

uds  +  mdjf  +  wdM  =r  df  j 

p  désignant  une  fonction  inconnue  des  quatre  va- 
riables f ,  s ,  y ,  a,  mais  la  différentielle  dp  ébnt 
prise  seulement  par  rapport  à  * ,  y,  a,  de  sorte 
qu'on  ait 

dp  dp  dp 

ti  =  — ,     0  =  —,     »=:— .        («) 
dm  dy  d% 

D'après  la  nature  des  forces  X ,  T ,  Z ,  qni  provien- 
nent toujours  d'attractions  ou  de  répulsions ,  dont 
les  centres  sont  des  points  fixes  ou  mobiles,  on  les 
points  mêmes  du  fluide ,  on  a  aussi 

Tidm  -f.  Tdy  -|-  Zda  =  dV, 

et,  par  conséquent , 

dV  rfV  rfV 

X=-,       T==~,      Z  =  -; 

dm  dff  dm 

V  étant  une  fonction  de  #,  x,  y,  a ,  qui  n'est  dif- 
férenliée  que  par  rapport  à  dP ,  y ,  a.  Dans  le  ces 
d'un  fluide  élastique  dont  la  densité  est  constante 

à  l'état  de  repos,  l'intégrale  /  —s'exprimera  par 

un  logarithme,  si  l'on  suppose  que  la  loi  delà- 
riotte  ait  encore  lieu  à  l'état  de  mouvement  ;  si 
l'on  tient  compte  dea  variations  de  températore 
qni  accompagnent  celle  de  la  densité  pendant  le 
mouvement,  eette  intégrale  sers  une  antre  foac* 
tion  de  f  ;  et  dans  le  cas  d'nn  liquide  homogène , 
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ail»  M  réduira  ^  —  j» ,  •bstracliofi  f«iie  de  U  oon- . 

P 
sUnle  arbitraire.  Pour  comprendre  tous  cea  cas  en 

la-aeul  ,Je  ferai 

J  -^^' 


û  eo  réaolUra 

1   dp       d? 
f  ds        ds 

1*- 

p  ày 

dP 

1   dp       dP 
f    df        d» 

et  au  moyen  de  ces  Taleurs  et  des  précédentes ,  les 
équations  (3)  deviendront 


dP 

dx 
dP 

dP 


dV 

17 
dv 


dxdi 

d*  p 


dp    d*  f  dp    d»p         dp    d*  p 


dx     dx* 

dp    d*  p 


dy    dxdy        dz    dxdz 


dp    d*  p 


dp    d*  p 
dz  dydz* 


dydt         dx    dydx         dy      dy* 
dV  d>  9         df     d*  f         df     dt  a  dp    d*  p 


^        dz  dzdt        dx    dzds        dy   dzdy 

Xe  les  ajoute  après  les  «voir  multipliées  par  dr ,  <^,  ds  ;  U  vient 


da    dz* 


d? 


="-*.^K©"^0^(Ê)]^ 


•tteuelestemeadecetto  équation  étant  des  différentielles  exactes  à  trois  variables  s,  y,  e,  on  «n 
déduit  immédiatement 


-'=^•fô)■^(0-Q■] 


(*) 


ta  constante  arbitraire  qu'on  devrait  ajouter  dans 
cette  intégration ,  peut  être  censée  contenue  dans 
la  quantité  inconnue  p ,  et  Ton  peut  regarder  les 
intégrales  V  et  P  comme  des  quantités  entièrement 
déterminées. 

Cette  équation,  qui  remplacera  les  trois  équa- 
tions (8),  fera  connaître  la  valeur  de  p,  quand 
celle  de  p  sera  déterminée  ;  les  équations  (a)  dé- 
termineront aussi  les  trois  iaconnues  «j  v ,  10  ;  et 
quant  à  la  valeur  de  p ,  elle  se  déduira  de  Téqua* 
tion  (4) ,  qui  devient 


■H 


rf.  f  —      rf.  f  — 


^-3r-=«-  w 


Dans  le  cas  d'un  fluide  incompressible,  cette  équa* 
tion  se  réduira  à 

dx*  dy*    ^  dz*  ' 

dans  le  caa  d^un  fluide  aériforme ,  on  y  mettra 
pour  p  sa  valeur  en  fonction  de  p ,  et  pour  p  sa 
valeur  tirée  de  Péquation  (6). 

065.  Pour  que  la  formule  udM  -f-  vdy  -f-  ^dz  soit 
une  différentielle  naoie  pendant  touia  la  durée 
d«  mouvement ,  il  faut  qu'elle  le  soit  à  Torigine, 
«I  que  les  valeurs  initiales  de  ti ,  o ,  w  ,  qui  sont 
données  arbitnÛMmenl  en  fonctions  de  v ,  y ,  a  t 
satisfassent  aux  cooditiens  dHniégrabilité 


proquement ,  on  admet  quMl  suffit  que  cette  for- 
mole  soit  une  différentielle  exacte  relativement  k 
une  valeur  déterminée  de  I,  pour  quelle  le  soit 
aussi  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  quantité; 
maia  cette  proposition  n'a  pas  toute  la  généralité 
qu'on  lui  suppose.  Voici  comment  on  la  démontre. 
Soit  i,  une  valeur  particulière  de  i  ;  supposons 
que  pour  cette  valeur  on  ait 

uds  +  vdy  +  wdz  =  dp,  ; 

f ,  étant  une  fonction  de  « ,  f ,  m.  Si  Ton  désigne 
par  fl  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit ,  et 
que  le  temps  <  devienne  </+•,  les  quantités  «,«, 
w.,  varieront  aussi;  et  en  supposant^que  leure  ex- 
pressions en  fonctions  de  t  soient  développâmes , 
suivant  les  puissances  de  • ,  on  ai>ra 

»  =  — +  «»iï 

et ,  par  conséquent , 

«d^  -f  vdy  -f  wdM =dp^+ i(ii^dr  +  v,dy  +  w/is), 

en  désignant  par  h„  v„  v^,  des  fonctions  de  s,  y,  s. 
Pour  avoir  les  valeun  des  différences  partielles 

dm    dv    dw 

—  ,  —,  ^ ,  qui  entrent  dans  les  équations  (3),  il 
di     di     di 

faudra  différentier  ces  valeurs  de  « ,  e,  W|  par  rap- 
port à  «;  ce  qui  donne 

du  do  duf 


ds 


«»=  — +  ••»/» 
dz 


dt 


I  » 


di 


'Il 


di 


4M 
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En  les  tttbstitiMnt  ateo  ooUm  de  «,9,19,  et  de  1  ces  équetiom,  et  sapprinwot enioite  les  termes 
leun  différences  partielles  rdatives  k  s,  y,  e,  dans  j  multipliés  psr  1 1  il  vient 


1  dp 

f  dx 

1  dp 

f  ^ 

l  dp 


df ,  d^  p,        dp,    *  h   ^t    ^  % 


—  =  T  -  ».  - 


dy    dxd^        d»   dxdë 


d%  d*  %        df,    d«  9,        dPf    d»  », 


ds  dyds       djf     dff*  dM     djfd» 


—  =  I  -  w. 


dp,  d»  ♦,        dp,    d«  »^ 


ds  dtdx        djf    didjf 


ds     dj>    ' 


d^on  l'on  tire,  d'après  les  notations  précédentes , 

u,d»  +  pfy  +  W,d3 


=  "  -  *  -  T  '  fô)"  +  G)  +  0)']  • 


et  d'où  il  résulte  que  la  quantité  {u,dx  +  v^dy  -f- 
V|dj)f ,  dont  s'accroît  la  formule  uds  +  vdy  -j»  ^^* 
pendant  le  temps  t ,  sera  une  différentielle  exacte. 
Par  conséquent ,  cette  formule  sera  une  différen- 
tielle exacte  au  bout  du  temps  ^1  -t"  *  >  puisqu^on 
suppose  qu'elle  Test  au  bout  du  temps  ^^  ;  elle  le 
sera  au  bout  du  temps  f^  -f-  2c ,  puisqu'elle  Test  au 
bout  du  temps  i,'\»%\ti  ainsi  de  suite.  Et  comme 
on  peut  prendre  •  positif  ou  négatif,  on  en  conclut 
que  cette  formule  uds  -{-  ed|y  -f*  ^''^  ®>^  u°0  ^^'' 
férentielle  exacte  pour  toutes  les  râleurs  de  1,  si 
l'on  s'est  assuré  qu'elle  le  soit  pour  telle  valeur 
qu'on  Toudra  de  cette  variable. 

Hais  cette  démonstration  suppose  que  les  valeurs 
de  « ,  e,  w,  qui  répondent  à  <  -^  • ,  peuvent  se  dé- 
velopper suivant  les  puissances  de  1 ,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même,  elle  suppose  que  les  expressions 
de  II ,  V  y  w,  en  fonctions  de  #,  satisfont  aux  équa- 
tions du  problème  et  k  toutes  celles  qui  s'en  dé- 
duisent par  des  différentiations  relatives  à  t.  Or, 
cela  n'a  pas  toujours  lieu  à  Tégard  des  expressions 
de  11 ,  e,  w,  en  séries  d'exponentielles  et  de  sinus 
ou  cosinus ,  dont  les  exposans  et  les  arcs  sont  pro- 
portionnels à  f  ;  et  la  démonstration  étant  en  dé- 
faut ,  la  proposition  peut  aussi  être ,  et  elle  est  ef- 
fectivement en  défaut  dans  certains  cas  dont  j^ai 
rencontré  des  exemples.  Dans  chaque  problème , 
les  expressions  de  ti,  n,  w,  dont  il  s^agit,  satisfont 
aux  équations  relatives  à  la  masse  et  à  la  surface 
du  fluide  en  mouvement  ;  en  y  déterminant  conve- 
nablement les  coefliciens  des  exponentielles  et  des 
sinus  ou  cosinus,  elles  représentent  Tétat  initial  et 
donné  de  tous  les  points  du  fluide  ;  et  si  les  séries 
qui  ei^ésultent  sont  d'ailleurs  convergentes ,  cela 
suflit  pour  qu^elles  renferment  la  solution  de  la 
question,  quoiqu'un  de  leurs  caractères  particu- 
liers soit  de  ne  pas  toujours  satisfaire  aux  équations 
qui  se  déduisent  de  celles  du  mouvement ,  par  de 
nouvelles  différentiations.  ^ 


/ 


6fi6.  La  condition  d'intégrabillté  de  la  formule 
«d*  -{-  vdy  -f-  lods  n'a  pas  lieu  dans  le  mouvement 
d'un  fluide  qui  tourne ,  sans  changer  de  forme,  an* 
tour  d'un  axe  fixe.  Su  effet ,  les  composantes  de 
la  vitesse  d'un  point  quelconque  sont  alors  les 
mêmes  que  dans  le  cas  d'un  corps  solide  ;  en  pre- 
nant donc  Taxe  fixe  pour  celui  des  s ,  et  désignant 
par  «  la  vitesse  angulaire  de  rotation ,  on  aura 
(no  388] 

ti= — ffm,     e^«»,     ip  =  0; 

d'où  il  résulte 

«djr  -f>  vdff  -|-  wdc  =  «  (jrdy  —  ydjr)  j 

quantité  qui  n'est  point  une  différentielle  exacte , 
puisque  le  facteur  m  est  indépendant  des  coordon- 
nées s  et  y. 

Il  en  résulte  que  pour  déterminer  la  pression  p 
en  un  point  quelconque ,  il  faudra  recourir,  dans 
cet  exemple,  aux  équations  (3).  Or,  en  y  mettant 
les  valeurs  de  u,  e,  w,  et  considérant  •  comme  nne 
quantité  constante  par  rapport  à  i ,  aussi  bien  que 
par  rapport  à  «,  y,  s,  il  vient 

1  c^  1  d^  1  dp 

---=X+«.», =Y+>.y, ==Z; 

r  dx  p  dy  p  ds 

d'où  l'on  tire 


—  dp  =  Xdjr  +  Tdy  +  Zd*+é.«  (jrd* -j- ydy)  j 
f 

équation  qui  coïncide  avec  celle  qu*on  a  trouvée 
dans  le  n>  590 ,  par  la  considération  do  l'équilibre 
des  forces  données  qui  agissent  sur  tous  les  points 
du  fluide ,  et  de  leurs  forces  centrifuges  résultant 
de  son  mouvement  de  rotation. 


se 
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CHAPITRE  n. 


BB    LA.   PBOPAGATION    DU    SON. 


657.  n  n'entre  pas  dani  le^pltn  de  cet  ouvrage  ^ 
de  faire  connaitre  les  résultats  nombreui  qui  ont 
été  déduits  des  équations  générales  du  mouvement 
des  fluides  qu'on  vient  de  donner  ;  je  me  contente- 
rai d'indiquer  les  ouvrages  dans  lesquels  on  peut 
les  trouver.  Dans  le  chapitre  suivant^  je  déterminc- 
ni  le  mouvement  d'un  fluide  qui  s'écoule  dans  un 
vase,  d'après  une  hypothèse  particulière  et  approxi- 
mative ,  généralement  suffisante  pour  la  pratique  ; 
et  y  dans  celui-ci ,  je  prendrai  pour  exemples  de 
l'application  des  équations  générales  ^  les  cas  les 
plus  simples  de  la  théorie  du  son. 

1»  On  trouvera ,  dans  les  tomes  II  et  Y  de  la  Mi" 
etmiqmê  célêêU,  tout  ce  qui  est  connu  jusqu'à  pré- 
sent sur  les  oscillations  de  la  mer  et  de  l'atmo- 
sphère, produites  par  les  attractions  de  la  lune  et 
du  soleil. 

2»  Le  tome  II  de  la  Mèeamque  analytique  ren- 
Cerme  la  détermination ,  par  le  moyen  de  séries 
convergentes ,  du  mouvement  d'un  liquide  pesant, 
soit  dans  un  canal  très  étroit ,  soit  dans  un  vase 
très  profond. 

8o  Relativement  aux  oscillations  de  ce  liquide 
dans  un  vase  d'une  profondeur  quelconque,  je 
renverrai  au  Mémoire  que  j'ai  inséré ,  sur  ce  sujet , 
dans  le  tome  XIX  du  Journal  de  H.  Gergoone. 

4*  Pour  le  problème  de  la  propagation  des  ondes 
è  la  surface  et  dans  l'intérieur  d'une  eau  stagnante, 
je  renverrai  de  même  à  mon  Hémoire  inséré  dans 
le  tome  I^  de  PAcadémie  des  Sciences. 

fio  Sur  l'écoulement  des  fluides  élastiques  dans 
les  vases  et  dans  les  tuyaux ,  on  pourra  consulter 
le  Mémoire  de  M.  Navier,  qui  fait  partie  du  tome  IX 
de  cette  Académie. 

Oo  Enfin,  pour  tout  ce  qui  concerne  la  théorie  du 
son,  et,  généralement,  la  propogation du  mouve- 
ment dans  un  milieu  élastique  ou  dons  plusieurs 
milieux  superposés,  j^indiquerai  les  Mémoires  que 
j'ai  écrits  sur  ce  sujet,  et  qui  font  partie  du  14«  ca- 
hier du  Journal  de  PÉcoiê  Polytechnique ,  et  des 
tomes  n  et  X  de  l'Académie  des  Sciences. 

068.  Pour  donner  une  application  des  équations 
générales ,  considérons  un  fluide*  élastique  homo- 
gènOi  dont  la  température  et  la  densité  soient  par- 
tout les  mêmes  dans  son  état  d'équilibre ,  et  qu'on 


ait  écarté  un  tant  soit  peu  de  cet  état ,  de  sorte  que 
pendant  tout  le  mouvement  qui  en  résultera ,  les 
vitesses  de  ses  différons  points  soient  très  petites , 
et  les  condensations  on  dilatations  dont  elles  se- 
ront accompagnées  soient  aussi  de  très  petites  frac- 
tions, lions  négligerons,  en  conséquence,  les  car- 
rés et  les  prodoits  de  ces  quantités  ;  ce  qui  réduira 
les  équations  du  mouvementé  la  forme  linéaire,  et 
permettra  d'en  obtenir  les  intégrales  sons  forme 
finie.  Nous  ferons  aussi  les  forces  X ,  T,  Z ,  égales 
k  séro ,  afin  que  la  densité  du  fluide ,  dans  l'état 
d'équilibre ,  soit  constante ,  comme  nous  le  sup- 
posons. 

Soit  D  cette  densité  ;  f  étant  celle  qui  a  lieu  dans 
l'état  de  mouvement ,  au  bout  du  temps  i  et  an 
point  dont  les  coordonnées  sont  « ,  jf,  s,  on  aura 

,  =  D  (l  +  ,), 

en  désignant  par  #  une  fraction  positive  ou  néga- 
tive ,  qu'on  suppose  très  petite.  Soient  aussi  h  et 
ymh  la  hauteur  et  la  pression  barométriques  qui 
répondent  à  la  densité  D  \  g  représentant  la  gravité 
et  m  la  densité  du  mercure.  Dans  l'état  de  mouve- 
ment ,  la  pression  p,  qui  répond  à  la  densité  p,  se- 
rait gmh  (l  -f-  «),  d'après  la  loi  de  Mariette ,  si  la 
température  du  fluide  était  invariable;  mais,  k 
raison  de  la  condensation  positive  ou  négative  « , 
la  température  augmente  ou  diminue  ;  et  si  le  mou- 
vement est  assez  rapide  pour  que  le  fluide  n'ait  pas 
le  temps  de  revenir  à  sa  température  primitive,  la 
pression  variera  dans  un  plus  grand  ropport  que  la 
densité.  Nous  supposerons  donc  qu'on  ait,  en  gé- 
néral , 

p  zrz  ymh  {\  +  ê  +  <r)', 

9  désignant  une  quantité  de  même  signe  que  #,  et 
qui  en  est  une  certaine  fonction.  A  cause  de  la  pe- 
titesse de  «,  on  peut  supposer  cette  quantité  v  pro- 
portionnelle à  «,  et  faire 

^=  C#; 

C  étant  un  coefficient  positif  et  indépendant  de  s. 
Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  aura 

dp  =  ^fc  (l  -(-  C)  ds; 
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et  il  en  rë$aUera 


/ 


P 


a  log(l  +  s), 


en  suppoiant  que  rintégrale  t^éTanoniste  oec  #, 
et  faisant ,  pour  abréger, 


9^h  (1  +  C) 
D 


=  a«  . 


Si  Ton  néglige  le  carré  de  #  ^t  qu'on  prenne  cette 
intégrale  pour  la  valeur  de  la  quantité  P  comprise 
dans  Féquation  (6)  du  n»  654,  on  aura 

P  =  a*  #{ 

dp  df  df 
en  négligeant  aussi  les  carrés  des  vitesses  — , — ,  — , 

dx  dtf  dM 

et  snpprimant  le  terme  V  qui  provient  des  forces 

X ,  T,  Z,  cette  équation  (i)  deTÎendra 

1     dr 
a>    di 

et  en  la  Joignant  aoi  équations  (a),  savoir, 

df  dp  dp 

tt  =  — ,      »  =  — ,      *P  =  — ,       (2) 
ds  du  di 


dente, 


ees  quatre  équations  feront  connaître  la  condensa- 
tion ^  la  grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  du 
fluide ,  au  bout  du  temps  i  et  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  4?,  y,  s,  lorsque  la  fonction  e 
aura  été  déterminée  en  fonction  des  « ,  y,  js  ,  <. 

Si  les  déplacemens  des  points  du  fluide  sont  aussi 
supposés  très  petits ,  c^est-à-dire ,  si  les  points  du 
fluide  ne  fout  que  de  très  petites  oscillations ,  et 
n'ont  pas  un  mouvement  commun  de  translation 
ou  de  rotation ,  les  variables  « ,  y,  s ,  différeront 
très  peu  des  coordonnées  initiales  «',  y',  V,  du 
point  auquel  elles  répondent;  on  pourra  les  regar- 
der comme  égales  à  «',  y',  s',  en  intégrant  les  va- 
leurs de  udt ,  vdi ,  wdt ,  pour  en  déduire ,  à  un  in- 
stant quelconque,  les  déplacemens  de  ce  point 
suivant  les  trois  axes  des  coordonnées;  et  alors, 
on  aura 

«  —  jr*  =^fudt ,    y  —  y'  =:fvdi ,     s  —  *'  =:fwdt; 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles  s'é- 
vanouissent quand  t  =  0. 

Quant  à  la  quantité  f ,  pour  obtenir  l'équation 
dont  elle  dépend ,  je  mets  D(l  -f-  ')  ^  ''^  place  de  p 
dans  Téquation  (c)  du  numéro  cité  \  et  en  négli- 

dp    dp    dp 
géant  les  produits  de  «  et  de  — ,  — ,  — ,  il  vient 

dr    dy    dm 

—  4.  in  4-  iLio.  jîn  — 

rfl         d*»    "*"  dy»    "*"  dz*    ■"■  *^  * 
ou  bien ,  en  substituant  pour  «  sa  valeur  précé- 


d»  >  /( 

dt*   *""  *'  \( 


i  +  iny 

«    ^  ds*  ) 


(3) 


Ces  équations  (1),  (2),  (8),  sont  celles  de  la  théo- 
rie du  son  dans  un  air  dont  la  température  et  la 
densité  sont  constantes.  Elles  supposent  que  la 
formule  «dsr  -{-  edy  J^  wds  soit  une  diflérentielle 
eiacte;  ce  qui  a  lieu,  effectivement,  dans  les 
deux  cas  particuliers  auxquels  nous  allons  les  ap- 
pliquer. 

669.  Supposons ,  d'abord ,  que  l'air  soit  contenu 
dans  un  tuyau  cylindrique ,  et  que  ses  points  se 
meuvent  parallèlement  à  l'axe,  qui  sera  horixontal, 
afin  que  la  pesanteur  ne  fasse  pas  varier  la  den- 
sité. En  prenant  l'axe  des  g  dans  cette  direction  , 
on  aura  o  =  0  et  tr  r=  0;  la  quantité  f  ne  sera 
fonction  que  de  s  et  <  ;  et  l'équation  (  3)  se  ré- 
duira à 

d«  f  d»  f 

d?"  ^  *   ds» 

■  On  en  déduira  les  mêmes  conséquencee  que  de 
l'équation  (l)  du  ti9  496,  relative  aux  vibrations 
longitudinales  d'une  verge  élastique.  Quand  le 
tuyau  se  prolongera  infiniment ,  a  sera  la  vitesse 
de  la  propagation  du  son  suivant  sa  longueur; 
quand  il  sera  terminé ,  et  d^uue  longueur  I,  le  nom- 
bre des  vibrations  du  fluide,  dans  l'unité  de  tempe, 
correspondant  au  son  le  plus  grave,  sera  en  raison 
inverse  de  I;  quand  le  ton  s'élèvera,  ce  nombre 
croîtra  dans  le  même  ropport  que  celui  des  nœuds 
de  vibrations  ;  et  en  désignant  par  x  la  distance 
comprise  entre  deux  nœuds  consécutifs ,  et  par  n 
le  nombre  correspondant  des  vibrations,  on  aura 

a 

n  =  — . 
Sx 

En  OM  points,  la  vitesse  dee  moléeules  d^air  eii 
nulle ,  et  la  condensation  #  ne  l'est  pas  ;  il  y  a ,  an 
contraire,  d'autres  points  où  cette  condensation 
est  léro ,  et  où  le  fluide  est  en  mouvement.  !•«• 
distances  qui  séparent  ces  autres  points  sent  Ina 
mêmes  que  pour  les  premiers ,  comme  on  peut  le 
voir  par  les  formules  du  n»  496.  Us  jottiastnl  d'une 
propriété  qui  sert  à  les  déterminer  par  l'expérienoa, 
et  qui  n'appartient  qu'à  eux.  Si  l'on  fait  une  ou- 
verture à  la  paroi  du  tuyau  en  l'un  de  ees  points 
où  la  condensation  est  nulle ,  et  qu'on  établisse  la 
communication  avec  l'air  extérieur,  le  mouvemeoft 
du  fluide  intérieur  n'est  aucunement  changé,  mhs 
plus  que  le  ton  qu'il  fait  entendre.  En  prenant 
pour  X  la  distance  de  deux  de  ces  points  oonséco^ 
tifs ,  et  pour  n  le  nombre  correspondant  au  ton 
observé,  Téquation  précédente  fera  connaître  U 
valeur  de  a,  et  par  suite  celle  de  la  quantité  C  oon- 
tenue  dans  l'expression  de  cette  vitesse.  L'uiage , 
pour  cet  objet ,  du  ton  élevé  qui  répond  k  ana  par- 
tie aliquote  de  1,  est  préférable  k  celai  d«  ton 
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fondamental,  qui  peut  être  influencé  par  le  mode 
d'insufflation  du  tuyau  et  par  les  circonstances  re- 
latives à  Terobouchure.  Cest  de  cette  manière  que 
I.  Dulong  a  déterminé,  pour  Tair  et  différens  gai, 
les  valeurs  de  la  quantité  >  du  n«  638;  laquelle 
quantité  est  égale  à  1  +  C,  comme  on  le  verra  tout 

à  l'heure. 

6d0.  Pour  second  exemple ,  je  supposerai  que  la 

masse  d'air  s'étende  indéfiniment  en  tous  sens,  et 

'  qu'elle  soit  ébranlée  semblablement,  suivant  toutes 

•les  directions,  autour  d'un  point  fixe  que  je  pren- 

•  drai  pour  origine  des  coordonnées.  Si  Ton  appelle  r, 

au  bout  du  temps  1,  le  rayon  vecteur  du  point  qui 

répond  à  s  ,^,  m  ,  ot:{  sa  vitesse ,  elle  sera  dirigée 

suivant  ce  rayon ,  et  sa  grandeur  sera  une  fonction 

de  r  et'l|  ainsi  que  la  condensation  « }  car  il  est 

évident  que  tout  doit  être  symétrique  autour  de 

l'origine  des  coordonnées,  pendant'toute  la  durée 

>dn  mouvement.  On  aura 


Son  intégrale  complète  est  (np  489) 

/*  et  F  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  Si 
dono  on  fait 


^=r..  ^' 


de 


d% 


=  f'., 


I 


ty 


<•  =  — I     »  =  — ï 


r 


^et  i  cause  de 

,g%  .f.  yi  ^  ^a  =  fs  j   s^  -(-  ydy  +  zdë  =  tdr^ 

il  en  résultera 

uds  -f-  tdy  +  wd»  =.  idrj 

en  sorte  que  cette  formule  sera  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  de  r  et  i.  Cette  fonction  étant 
la  quantités,  déterminée  par  l'équation  (3),  on 

aura 

d* 

t  =  — , 
dr 

pour  la  résultante  des  vitesses  « ,  o ,  w. 

En  la  différentiant  par  rapport  à  s,  y,  s,  on  aura 
aussi 

^        d^   M        df        d9   y        d^        df   m 
ds        dr  r^      dy        dr   r       d£        dr   r 
co  différentiant  une  seconde  fois,  il  vient 


d»$ 
ds* 

tu 


dr*      r*         dr 


y»+  M* 


d«f    y» 
dr*      rt 


d^     s»  +  d?» 
■*■  d^        r^ 


*'*♦  _  <^*  »    **  d»    *'  +  y* 

ifjs  dr*      r»  dr         r* 

et ,  d'après  ces  valeurs ,  l'équation  (3)  devient 

<*'♦  (d*^        2    d^\ 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


d»  .  ff  d*  .rf 

=  a* 


dt* 


dr* 


(4) 


pour  une  variable  quelconques,  on  déduira  de  celte 
intégrale 

i=^-'[r{r  +  ùt)+r(r^^t)\ 
•r 

[/•(r  +  ol)  +  F(r-o«)],J(d) 

r* 

.#=-  [F'  (r  -  o#)  —  f  (r  +  ai)]  ; 

ar 

et  ces  formules  feront  connaître  la  vitesse  et  la  cou- 
densation  en  un  point  et  à  un  insUnt  quelconques, 
après  qu'on  aura  déterminé  les  fonctions/ et  f  pour 
toutes  les  valeurs  de  r  +  ai,  qui  est  une  variable 
positive,  et  les  fonctions  F  et  F'  pour  toutes  les  va- 
leurs positives  ou  négatives  de  r  —  ai, 

661.  Tout  étant  semblable,  par  hypothèse,  autour 
I  de  l'origine  des  coordonnées,  il  faut  que  le  centre 
de  l'ébranlement  du  fluide  demeure  immobile  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement  ;  il  est  donc  né- 
cessaire que  la  première  formule  (6)  s'évanouisse 
avec  f  j  ce  qui  exige  que ,  quand  ce  rayon  est  infi- 
niment petit,  on  ait 

fir  +  at)  +  ¥{r^ai)=:Tr, 
r{r  +  flO  +  F'(r  -  at)  =  T} 

T  désignant  une  fonction  inconnue  de  t.  En  faisant 
le  rayon  r  tout-à-fait  nul  dans  la  première  de  ces 
équations  et  dans  sa  différentielle  par  rapport  k  at^ 

savoir, 

r    dT 

^(r  +  ai)-F'(r-.a«)=-  -, 

a    ai 


et  mettant  s  au  lieu  de  aif  on  aura  donc 
/•s+F(-s)  =  0,     /^U-F'(-s)  =  0,    (6) 

mais  seulement  pour  les  valeurs  positives  de  m.  Ces 
équations  feront  connaître  les  valeurs  de  F  (  —  s) 
ei  F'  (— «),  d'après  celle  de  /»  et  /^a;  en  sorte  qu'il 
ne  restera  plus  qu'à  déterminer  les  valeurs  de  /ji, 
/"'s,  Fs,  F's,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  s. 

Pour  cela,  soient  >  et  —  ir  les  valeurs  initiales 

a 
de  i  et  #,  de  sorte  que  4r  et  irr  désignent  des  fonc- 
tions données  depuis  r  =  0  jusqu'à  r  =  oo ,  dont  la 
première  devra  être  nulle  pour  r  =  0,  et  qui  sont 
toutes  deux  de  certaines  vitesses.  En  faisant  1  =  0, 
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dau  tes  équations  (6),  nous  auront 

l  l 

d.^fr        d.^tr 

+r=— 1— + 


dr 

_  cffr        éfr 
dr        "S^ 


dr 


d^où  Ton  tire 


1  l 

r  r 

Fr— /r  =  +,  r  +  c; 


(7) 


en  roprësentont  par  ^  et  o  deux  constantes  arbitrai- 
res, et  faisant 

firdr  =  4,  r,'    /r*rrfr  =  irx  r: 

on  pourra  supposer  que  ces  deux  intégrales  s'éva- 
nouissent pour  telle  yalenr  qu'on  voudra  de  r;  nous 
prendrons  tout  k  Theure  r  =  ao  pour  cette  valeur. 
Si  Ton  a  seulement  égard  aux  constantes  5  et  e, 
les  équations  précédentes  donneront 

Fr  =  -  6f  +  -  c ,     F'r  =  i  c  ; 

on  en  conclut 

/•(r  +  o«)=^i(f  +  o«)-  ie, 

/*(••  +  ««)=  f»i 
pour  r  >  al,  on  aura  aussi 

F(r-a0=f4(r_a0+  i-e, 
F'(f-a«)=ij5 


pour  r  <  ai,  on  aura 

f[at-f)=^6{at 


-r)- 


I 

— c 


et  en  vertu  des  équations  (6]  il  en  résultera 
F(r-««)=l4(r-o*)+  i-e, 

F'(r-o«)=f4, 

comme  dans  le  cas  de  r  >  al.  Or ,  en  substituant 
ces  différentes  valeurs  dans  les  formules  (6} ,  on 
trouvera  qu'elles  se  réduisent  à  zéro  ;  de  sorte  que 
les  deux  constantes  arbitraires  &  et  c  disparaissent 
des  expressions  de  i  et  #. 

En  en  faisant  donc  abstraction ,  et  mettant  s  ou 
lieu  de  r  dans  les  équations  (7)  et  dans  leurs  diffé- 


rentielles, il  vient 


Fjs 
F'* 


74»'+  7'(4«  +  **), 


(8) 


pour  les  valeurs  qui  restaient  i  trouver. 

Les  formules  («)  ne  contiendront  plus  rien  d'hi- 
connu,  et  renfermeront,  par  conséquent,  la  solu- 
tion complète  du  problème.  On  peut  remarquer  que 
rien,  dans  la  question,  ne  pourrait  servir  à  déter- 
miner les  valeurs  de  /*(—  x),  dont  les  fonnnles  {«) 
n'exigent  pas  la  connaissance. 

663.  Voici  maintenant  les  conséquences  rdati- 
vos  k  la  théorie  du  son,  qui  se  déduisent  de  ces  for^ 
mules. 

Soit  4  le  rayon  de  l'ébranlement  primitif,  en  sorte 
que  4r  et  *r  aient  des  valeurs  données  arbitraire- 
ment depuis  r  =  0  jusqu'à  r  =  t,  et  soient  séro 
depuis  r  s=  t  jusqu'à  r:z=  ao .  Les  intégrales  4i  r  et 
iri  r  seront  des  quantités  constantes  pour  toutes  les 
valeurs  de  m  qui  surpassent  •;  et  comme  on  les  sup- 
pose nulles  pour  r  =  ao ,  elles  le  seront  aussi  de- 
puis r  =  i  jusqu'à  r  =  ao  . 

Cela  posé,  si  Ton  considère  d'abord  un  point  du 
fluide  compris  dons  l'étendue  de  l'ébranlement  pri- 
mitif,  on  aura  r  <  i .  Tant  que  i  sera  moindre  qee 

•  —  r 

-^,  les  valeurs  de^(r+«i)  etf  (r+d)  neseront 

pas  nulles,  et  on  les  déduira  des  équations  (8);  il  en 
sera  de  même  à  l'égard  des  valeurs  de  F  (r  ^  al)  et 

r 
F'  {r^^tU)^  tant  qu'on  aura  #  <  —  ;  quand  I  sur- 

o 

r 

passera — ,  celles-ci  se  déduiront  de  celles  de  f\ai^r) 
a 

et  f  (ai'—r)^  au  moyen  des  équations  (6)j  enfin , 
quand  le  temps  t  sera  devenu  plus  grand  que 


tous  les  termes  des  formules  (6)  seront  nuls,  et  tous 
les  points  contenus  dans  retendue  de  l'ébranlement 
primitif  seront  revenus  à  Télat  de  repos.  Ainsi, 
pour  .tous  les  points  compris  dans  la  sphère  dont  le 
rayon  est  t,  la  durée  du  mouvement  décroftra,  du 

•        2t 

centre  à  la  surface,  entre  les  limites  —  et  <^. 

a       a 
En  dehors  de  l'ébranlement  primitif,  on  aura 
'•  +  fli  >  •  ;  ce  qui  fera  disparaître  f  {r^ai)  et 
/^  (r  +  01)  des  formules  (6),  et  les  réduira  à 

1  1 

i=  —F'(r  — al) F(r  — a/), 


ê  =--r  (r^ai), 
ar 
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quand  on  a  r  >  «1,  ou  bien,  en  Yertn  des  équa- 
tions (6),  à 

1  l 

e  =  -f  (a*  -  r)+  -.f(a«-r), 
r  r» 

1 

ar 

lorsqu'on  a  ai  >-r.  Les  Tsleurs  des  quantités  coon 
prises  dans  ces  expressions  de  ^  et  s  seront  données 
par  les  formules  (8)  ;  elles  seront  nulles  Unt  qu'on 
aura  r  >  al  -f-t,  et  le  rederiendront  dès  qu'on  aura 
f^ai—"*'^  d'où  l'on  conclut  que  le  son  se  pro- 
pagera à  l'air  libre  atec  la  même  vitesse  a  que 
dans  rinlérieur  dSin  tuyau  cylindrique;  que  le 
mouvement  de  chaque  molécule  d'air  subsistera 

2« 
pendant  un  interralle  de  temps  égal  à  —,  et  que  la 

a 

largeur  de  l'onde  sonore  sera  égale  au  diamètre  2f 
de  l'ébranlement  primitif. 

A  une  grande  distance  du  centre  de  cet  ébranle- 
ment, on  pourra  négliger  les  seconds  termes  des 
valeurs  de  e,  qn»  »ont  dif isés  par  f»  ,  par  rapport 
aux  premiers  qui  ne  le  sont  que  par  r  ;  on  aura 
alors,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 

«  =  — , 

a 

comme  dans  le  n»  498,  où  «  représentait  la  dilata- 
tion an  Ueu  de  la  condensation.  La  vitesse  propre 
des  molécules  d'air  décroîtra  alors  en  raison  inverse 
der.  On  suppose  l'intensité  du  son  proportionnelle 
au  carré  de  cette  vitesse  ;  en  sorte  qu*à  une  grande 
distance  du  lieu  de  l'ébranlement  primitif,  eUe  dé- 
croîtra en  raison  inverse  du  carré  de  cette  distance; 
ce  qui  parait  conforme  k  l'expérience. 

Ces  résultats  ont  encore  lieu,  lorsque  l'Aranle- 
ment  n'est  pas  le  même  en  tous  sens.  A  une  dis- 
tance considérable  par  rapport  à  son  diamètre,  la 
vitesse  du  son  est  uniforme  et  égale  à  la  constante  a, 
les  ondes  ont  une  forme  à  peu  près  sphérique,  et, 
suivant  la  direction  de  chaque  rayon,  l'intensité  du 
son  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
quelle  que  soit,  d'ailleurs,  sa  variation  en  passant 
d'un  rayon  à  un  autre.  Cette  intensité  décroît  aussi 
aveola  densité  du  milieu  où  le  son  est  produit;  en 
sorte  que,  par  exemple,  elle  diminueà  mesure  qu'on 
approche  du  sommet  d'une  haute  montagne.  En 
considérant  la  propagation  du  son  dans  un  air  com- 
posé de  couches  de  différentes  densités,  on  trouve 
qu'à  distance  égale,  son  intensité  ne  dépend  que 
de  la  densité  au  lieu  de  l'ébranlement  primitif; 
d'où  il  résulte  qu'une  personne  placée  dans  un 
ballon ,  doit  entendre  le  bruit  qu'on  fait  i  la  sur- 
lace de  la  terre,  comme  si  elle  éUit  k  cette  surface; 
tandis  que  le  bruit  qu'elle  ferait  serait  entendu ,  à 
ceUe  surface,  comme  si  l'on  éUit  dans  la  couche 
atmosphérique  où  se  trouve  l'aérostat. 


Si  l'intensité  du  son  dépend  de  la  grandemr  des 
vitesses  des  molécules  d'air  qui  frappent  l'organe 
de  l'ouïe,  si  l'élévation  du  ton  est  réglée  sur  le  nom- 
bre de  ces  coups  dans  un  même  temps,  c'est4i*dire, 
sur  la  répétition  plus  ou  moins  fréquente  des  vibra- 
tions de  l'sir,  on  peut  se  demander  ce  qui  fait  la 
différence  d'une  syllabe  à  une  autre ,  chantées  avec 
une  même  force  et  sur  un  mémo  ton.  Selon  Suler, 
cette  différence  doit  être  attribuée  à  la  forme  de  la 
fonction  qui  exprime  la  loi  des  vitesses  successives 
deTair  pendant  chaque  vibration  ;  de  manière  que 
l'organe  de  la  voix  aurait  la  faculté  de  donner  à 
cette  fondtion  la  forme  convenitble,  et  l'organe  de 
l'ouie,  la  faculté  d'en  apprécier  les  formes  diverses. 

<MI3.  Sans  que  la  forme  de  l'équation  (4)  soit 
changée,  on  peut  transporter  l'origine  des  coor- 
données en  d'autres  points  du  fluide.  D'après  cela, 
si  l'on  désigne  .par  r^,  rjj,  r^^„  etc.,  les  rayons  vec- 
teurs d'un  même  point,  comptés  de  ces  diverses 
origines,  et  si  l'on  suppose  successivement  que  p 
soit  fonction  de  i  et  de  chacun  de  ces  rayons,  on  sa- 
tisfera k  réquation  (4)  au  moyen  de  la  valeur  de  p 
du  no  600,  et  des  valeurs  qui  s'en  déduisent,  en  y 
mettant  ff,  r^^^  r^^^^  etc.,  ou  lieu  de  r,  et  changeant 
à  chaque  fois  les  fonctions  arbitraires.  A  cause  de 
la  forme  linéaire  de  cette  équation,  on  y  satnfera 
donc  aussi  en  prenant  pour  f  la  somme  de  toutes  ces 
valeurs  particulières ,  ce  qui  donne 

1 

♦  =  -.[/-(r +a<)+F(r-fl<)] 

r 

1 
+  -{fAr,  +  at)  +  t,{r,-ai)]      ^  ^^^ 

-|-etc. 

Or,  on  conclura  de  cette  formule,  que  si  l'air  est 
ébranlé  simultanément  autour  de  chacune  des  ori- 

gines  de  r,  r^,  r„,  etc.^  la  condensation  —  en  un 

dt 
point  et  à  un  instant  quelconques,  qui  sera  toujours 
donnée  par  l'équation  (1),  aura  pour  valeur  la 
somme  des  condensations  qui  suraient  lieu  en  vertu 
de  tous  ces  ébranlemens  isolés.  De  plus,  en  vertu 
des  équations  (2),  les  composantes  de  la  vitesse  au 
bout  du  temps  t,  et  en  un  point  M ,  dont  « ,  y ,  s , 
sont  les  coordonnées  par  rapport  à  l'origine  de  r, 
auront  pour  expressions 

dp        dp  dr        dp  dr^      dp   dr^ 

«  =  —  = ^ 1 • h  etc., 

dx        dr  dx      dr^  ds      dr^  dx 

dp        dp  dr        dp  dr,       dp  dr,, 

»  =  —  = ^ 1 h  etc., 

dy        dr  dff       dr,  dy      dr„  dy 

dp        dp  dr        dp  dr,       dp  dr„ 

«;=  —  = H 1 1-  etc.  ; 

d%        dr  d%       dr,  d»      dr^,  d% 

54 
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IM  diflRérence*  paviiellet— ,  —,  —,  elc. ,  étaal  pri- 

ér  dr,  dr,f 

aat  «n  regardant  r,  r,^  f,„  etc.,  comme  des  tariablei 
îndépeadantet.  laia  si  Ten  appelle  s^,  y„  Mf^  les 
ooordonnéef  de  M  rapportées  k  rorigine  de  r^  et  k 
des  aies  parallèles  k  ceui  des  c*,  y,  s,  ces  coordon- 
nées 4f„  y,,  *„  ne  différeront  de  »,  y,  »,  que  d'une 
qnantîté  oonstante  i  de  sorte  qne  Ton  aura 

*"'__*'_*'  *'-.*'_^'  *''—*'—*'. 
de     rf*,       r,      dy      d^f,     r^     d»      d«,      r, 


on  aura  de  même 


dlr 


u 


H 


dr 


II 


y» 


n 


ds 


•Il 


<i 


en  désignant  par  r„,  y,|,  «„,  les  coordonnées  du 
même  point,  dont  Torigine  est  celle  de  r^^  ;  et  ainsi 
de  suite.  Les  formules  précédentes  defiendront 
donc 


df  c         df  »i 

= + + 

ir  r         dr^  r^ 

dr,  r, 

df    Mf 


*    * 


e  = 


df  y 
êr  r 


«0±= 


d^  s  aw    ». 

+  -   -  + 

dr  r        dr^   r,        dr,,r„ 


^—  —  +  etc. , 

*•«  *'ii 

+  etc.  j 


d'où  l'on  conclut  que  la  résultante  de  «,  e,  v, 

(f^  ^  1^ 

sera  la  même  que  celle  des  vitesses — ,—- , — ,  etc., 

dr  dr^  dr,, 

dirigées  suivant  les  rayons  vecteurs  r,  r,,  r,j,  etc., 

et,  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (0),  la 

même,  en  grandeur  et  en  direction,  que  si  tous  les 

ébranlemens  autour  des  centres  de  ces  rayons 

avaient  lieu  isolément;  ce  qui  s'accorde  avec  le 

principe  de  la  superposition  des  petits  mouvemens. 

664.  Cette  formule  (9)  servira  aussi  k  déterminer 
la  réflexion  du  son  sur  un  plan  fiie. 

Pour  cela,  supposons  que  la  masse  d'air  soit  ter- 
minée par  un  plan  fixe  AB  (fig.  140),  et  que  l'ébran- 
lement primitif  ait  lieu  autour  du  point  C,  origine 
du  rayon  vecteur  r,  et  ne  se  soit  pas  étendu  jus- 
qu'au plan  AB.  De  ce  point,  abaissons  la  perpendi- 
culaire CD  sur  ce  plan  ;  prolongeons-la  d'une  quan- 
tité DC|,  égale  à  CD:  supposons  que  C^  soit  l'origine 
de  r,;  et  prenons  la  droite  CDC,  pour  axe  des  s  et  »,, 
En  appelant  h  la  longueur  de  CD,  on  aura  s  =  A  et 
»j  s=  —  A,  pour  tous  les  points  du  pisn  AB  ;  pour 
ces  valeurs  de  «  et  »^,  il  faudra  donc  que  la  vitesse  ti, 
perpendiculaire  k  ce  plan,  soit  constamment 
nulle  (no  663).  Or,  on  satisfera  k  cette  condition  et 
à  l'état  initial  du  fluide^  en  prenant  pour  e  la  for- 


nnile  (9)  rédnila  è  se»  d#oi  pnmiers  ieroses,  sa- 
voir: 

*  =  -\nr  +  ai)  +  f(r-  .1)] 

r 

et  déterminant  oonvendbleBient  les  fonctions  nhi" 
traîres/,P,/'pP,. 

Su  effet,  on  déterminera  les  dem  première», 
comme  précédemment,  d'après  l'état  initial  dn 
fluide  autour  du  point  C;  les  points  qui  répondeal 
è  r,  <  A,  n'appartenant  pas  au  fluide ,  on  pourra 
donner  telle  valeur  qu'on  voudra  à  chacune  des 
fonetiotts^^r,  et  F^r,  sans  altérer  cet  étatnilial;  oa 
pourra  donc  prendre  pour  les  fonctions  indiquées 
par/),  et  F,  les  mêmes  fonctions  qu'on  aura  tiwi- 
vées  pour  celles  dont  les  indices  sont  f  et  F;  la  for- 
mule précédente  deviendra  alors 


♦  =-[/'(r+<«)  +  f  (r-ol)l 

r 

r. 


(10) 


et  ne  renfermera  plus  rien  d'inconnu.  De  plu», 
pour  tons  les  points  du  plan  AB ,  on  a  r,  =r;  on 

dr      df 
aura  doue—  =-— ;  et  comme  on  a  aussi  pour  oe» 

dr  dr, 
mêmes  points  sr  =  A  et  «|  =  —  A ,  il  en  résultera 
«  =  0  ;  en  sorte  que  la  formule  (10)  représentera 
l'état  initial  du  fluide ,  et  remplira  la  condition  re- 
lative aux  points  odjacens  au  plan  AB;  oe  qu'il  s'a- 
gissait d'obtenir. 

Soit  M  le  point  du  flnide  dont  les  rayons  vecteurs 
Cl  et  C|M  sont  r  et  r,  ;  en  vertu  des  deux  parties  de 
la  formule  (10),  ce  point  sera  d'abord  ébranlé  au 

r —  • 
bout  d'un  temps  égal  à ,  et  ensuite  an  bout 


d'un  temps  égal  à  J ,  en  désignant  toujours 


par  «  le  rayon  de  l'ébranlement  primitif.  Le  pi 
mouvement  produira  le  son  direct,  et  in  seoend  le 
son  réfléchi.  Celui-ci  sera  le  même  que  silo  plan  AB 
n'existait  pas ,  et  qu'on  second  ébranlement  iden- 
tique avec  celui  qui  a  lieu  autour  du  point  G,  ail  en 
lieu  simultanément  autour  du  point  Cf.  Il  se  pro- 
pagera avec  la  même  vitesse  a  que  le  son  direct,  et 
aura  Tintensité  correspondante  à  la  distance  CfÊ., 
ou  &  la  ligne  brisée  CEH ,  en  supposant  que  B  soit 
le  point  où  le  rayon  C^M  coupe  le  plan  AB.  BnfinEF 
étant  la  normale  à  ce  plan ,  les  deux  parties  CB  et 
flE  du  rayon  sonore  qui  se  réfléchit  au  point  K,  fe- 
ront l'angle  d'incidence  CKF  égal  k  l'angle  de  ré- 
flexion HEF.  Ainsi,  il  résulte  de  la  formule  (tO) 


ITIiaODTliÀlIIQDK. 
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q«e  let  loii  de  la  léfleiion  dv  son  tur  un  pUn  fixe 
teei  exactement  le«  mêmet  q«e  oeUea  de  U  la- 
nière. 

665.  Comparons  maintenant  la  TÎtesse  a,  donnée 
par  la  théorie,  à  celle  qui  a  été  déterminée  parTex* 
périence;  et  pour  cela,  Toyoos  d'abord  ce  que  si- 
gnifie la  quantité  C  contenue  dans  son  expression. 

D'après  les  Taleurs  de  p,  p,  r,  du  no  658,  on  a 

gmkf{\+s  +  C») 
^  D(l+#)         ' 


ou  plus  simplement 

gmk 


P  = 


D 


pCi  +  €'), 


(«) 


•P  négli^esnt  le  cenné  de  #.  Supposons  que  «  aoit 
l'engnentation  de  température  qui  répond  i  cette 
oondeBselion  #  j  de  sorte  que  la  température ,  qui 
était  I  dans  Tétat  d'équilibre ,  doTienne  I  ^  «  ou 
boot  do  temps  #,  dans  Tétat  de  mouvement.  A  cet 
inatant,  la  pression  p,  la  densité  f  et  la  tempéra - 
tare  I  -f*  1 1  euront  lien  simultanément  {  d'aprèt 
réqaatioD(l)  du  no625,  on  aura  dono 

p  =  *p  [l  +  •  (p  +  ,)], 

en  désignant  par  A  un  coefficient  indépendant  de  la 
densité  et  de  la  température,  et  par  a  le  coefficient 
0,00676  de  la  dilatation  des  gai.  Dans  TéUt  d'équi- 
libre,  on  a 

p  =z  gmh,       p  =  D,       1  =  0; 

appliquée  à  eet  état,  l'équation  précédente  sesa 
dose 

par  conséquent ,  on  aura ,  dans  Tétat  de  mouve- 
ment, 


'  =  T' 


( 


1      + 


1    + 


Te)' 


et»  en  comparant  cette  Taleur  de/»  à  la  formule  (a),  > 
ilenrésnltfln 


C  = 


(1  +  ••> 


Or,  si  l'on  soppose  les  Tîbrations  de  l'air  ânes  ra* 
pidea  pour  qae  la  condensation  ê  ait  lieu  sana  aa- 
cone  perte  de  chaleur,  on  pourra  mettre  «  et  a  à  la 
^aoe  de  f  et  •  dans  Téquation  (6)  du  n9  637  ^  ce 
qai  donne 

»  +  <  =  >; 

y  étant  le  rapport  de  la  chaleur  spécifique  de  l'air 
sons  une  pression  constante ,  à  sa  chaleur  spécifi- 
que sous  un  volume  constant. 

La  valeur  de  a*  du  n®  668  deviendra ,  de  cette 
manière, 

gmhy 


o>  = 


D 


Si  Ton  appelle  à  la  densité  de  l'air  sous  la  pression 
gmk  et  k  la  température  lére ,  en  aura  (a»  626) 


D  = 


1  +  •»' 
et  par  conséquent , 


••)•     (») 


Puisque  la  quantité  y  est  regardée  comme  indé*. 
pendante  de  la  température  et  de  la  pression(no  668), 
on  voit,  1*  que  la  vitesse  a  croUra  avec  la  tempé- 
rature t  dans  le  rapport  de  {/"l  -f*«*  ^  l'unité; 
2^  qu'elle  ne  variera  pas  avec  les  hauteurs  baromé- 
triques ,  puisque  k  et  A  croissent  en  même  temps 
et  dans  le  même  rapport.  Les  académiciens  fran- 
çais envoyés  au  Pérou ,  pour  la  mesure  d'un  arc  du 
méridien ,  ont,  en  effet ,  trouvé  i  peu  près  la  même 
vitesse  du  son  à  Quito ,  où  la  pression  barométri- 
que n'était  pas  tout-à-fait  de  0™  ,55,  qu'à  Paris,  où 
elle  s'élève  k  0»,76.  L'état  hygrométrique  de  l'ait 
doit  influer  un  peu  sur  la  valeur  de  a  :  la  densité 
diminuant ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  à  me- 
sure que  l'air  contient  une  plus  grande  quantité 
de  vapeur,  la  vitesse  a  augmentera  avec  le  degré 
d'humidité;  mais  d'après  les  données  du  n®  632,  k 
la  température  de  18o,75,  par  exemple,  la  densité 

de  l'air  sec  excède  à  peine  de  -L,  celle  de  l'air 
chargé  du  wuunmum  de  vapeur  ;  ce  qui  ne  fait 
qu'une  variation  de  •—  pour  la  vitesse  du  son  dans 

ces  denx  états  extrêmes  de  l'hygromètre. 

Dans  l'expérience  la  plus  récente  que  l'on  a  faite 
sur  la  vitesse  du  son ,  les  commissaires  du  Bureau 
des  Longitudes  ont  trouvé 

a  =  840«,80 , 

en  prenant  la  seconde  pour  unité,  et  la  tempéra- 
ture de  l'air  étant  15o,9  du  thermomètre  centigrade. 
Or,  si  l'on  fait  dans  la  formule  (6) 

m 
g  =  0n,806e6  ,    h  ss  0«',76  ,      ^  =  10,466 , 

A 
•  =   0,00375 ,      i  =3  15o,0  ,      y  =  1,3748  , 

on  en  déduit 

a  as  S37'u,07  ; 

ce  qui  diffère  peu  du  résultat  de  l'observation.  En 
prenant  (no  6tô), 

y  =  1,461  , 

et  conservant  toutes  les  autres  données ,  on  trouve 

a  =:  342»,60, 

dont  la  différence  avec  l'observation  est  en  sens 
contraire  de  la  précédente,  et  toujours  très  petite. 
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Si  Ton  te  sert  de  la  f  itesie  observée ,  pour  déter- 
miner là  valeur  de  y  eu  moyen  de  la  formule 


>  = 


«>  A 


^■ifc(l  +  .«)' 


on  obtient,  d^aprif  les  données  précédentes , 

y  =  1,4061. 

660.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue ,  en  comparant 
cette  dernière  valeur  de  ^  i  celle  qui  la  précède , 
qu'elles  supposent  Tune  et  fautre  la  dilatation  ou 
k  condensation  de  l'air  asset  rapide  pour  que  la 
quantité  de  chaleur  du  fluide  n'ait  pas  le  temps  de 
varier  sensiblement.  Or,  dans  la  propagation  du  son 
k  Tair  libre,  d*on  Ton  a  déduit  la  va  leur  ^=1,4061, 
U  est  possible  que  la  chaleur  s'échappe  ou  revienne 
plus  facilement  sous  forme  rayonnante ,  que  dans 
le  son  produit  par  l'air  renfermé  dans  un  tube , 
dont  la  considération  a  donné  l'autre  valeur  y  = 
1^421 ,  et  où  la  quantité  de  chaleur  de  chaque  cou- 
che d'air  ne  peut  guère  varier  que  par  le  contact 
avec  les  parois  du  tube.  Cette  remarque  pourrait 
eipliquer  la  diiférence  des  deux  résultats  ,  et  por- 
terait à  penser  que  la  plus  grande  valeur  de  y  est 
la  plus  exacte. 

En  n'ayant  point  égard  à  cette  quantité,  la  vi- 


tesse du  son,  réduite  à 


est  celle  que 


Newton  a  donnée.  Elle  est  trop  petite  de  plus  d'un 
sixième.  Pour  qu'elle  s'accordAt  avec  l'oxpérienoe, 
Lagrange  avait  remarqué  qu'il  faudrait  supposer 
que  la  pression  variât  dans  un  plus  grand  rapport 
que  la  densité ,  et  fût  proportionnelle  à  peu  près 

è  U  puissance  i;  et,  en  effet,  en  négligeant  le 

carré  de  #,  la  valeur  do  p,  dont  noua  avons  fait 
usage,  est 

p  =  ^«i*(l  +,)»  +  «, 

pour  U  densité  D  (1 4.  a).  Hais  il  n'a  assigné  au- 
cune cause  de  cette  variation  plus  rapide  de  la  force 
élastique  de  l'air  ;  et  c'est  Lsplace  qui  l'a  attribuée, 
le  premier,  à  la  variation  de  température  dont  les 
condensations  et  les  dilatations  alternatives  de 
l'air  sont  accompagnées  dans  le  phénomène  du  son. 
Cest  à  cette  même  cause  qu'est  due  la  propaga- 
tion du  son  dons  la  vapeur  d'eau  au  «uurimttm  de 
densité.  Si  l'on  fait  vibrer  un  corps  sonore  dans  un 
vaissesu  fermé,  qui  contienne  cette  vapeur  non 
mélangée  d'air,  l'expérience  prouve  que  le  son  se 
produit  dans  cette  vspeur  et  s'entend  an  dehors. 
Or,  si  la  température  de  la  couche  de  vapeur  adja- 
cente à  ce  corps  sonore  n'était  pas  augmentée, 
quand  elle  est  condensée  par  les  vibrations  de  ce 
corps,  elle  se  réduirait  en  eau  et  se  précipiterait 
sur  ce  corps,  puisqu'on  la  suppose  au  fluurMiiiei  de 
densité  relatif  à  la  température  de  l'espace  ou  elle 
se  trouve;  nuis  sa  température  augmentant  par  la 
compression ,  la  couche  adjacente  au  corps  sonore  | 


peut  se  maintenir  è  Tétat  de  vapmir  :  elle  condense 
ensuite  la  concbe  suivante,  celle-ci ,  la  oondie  qui 
vient  après ,  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  le  son 
se  propage,  comme  dans  un  gss  permanent ,  Jus- 
qu'à la  paroi  intérieure  du  vase.  Les  dilatations  des 
couches  de  vapenr,  qui  suivent  leurs  condensa- 
tions, sont  aocompagnées  d'une  diminution  de 
température ,  qui  ne  les  réduit  pas  non  pins  en 
eau,  puisque  leur  densité  diminue  en  même  temps, 
et  descend  au-dessous  du  mastenmi  relatif  à  la 
température  de  l'espace  où  se  passe  le  phénomène. 

607.  En  considérant  l'eau  comme  un  flnide  un 
peu  compressible  et  parfaitement  élastique ,  le  son 
s'y  propagera  suivant  les  mêmes  lois  que  dana  une 
masse  d'air.  Parvenu  à  la  surface  de  l'eau ,  le  son 
sera  en  partie  transmis  dans  l'air  extérieur,  et  en 
partie  réfléchi  dans  l'eau;  dans  oe  partage,  la 
direction  des  ondes  sonores,  transmise  et  réflé- 
chie ,  se  déterminera  suivant  les  lois  de  la  réfrac- 
tion et  de  la  réflexion  de  la  lumière.  La  vitease  dn 
son  réfléchi  sera  la  même  que  celle  du  son  direct, 
et  les  rapports  des  intensités  du  son  transmis  et  dn 
son  réfléchi  entre  elles  et  avec  l'intensité  dn  son 
direct ,  dépendront  du  rspport  des  vitesses  de  la 
propagation  du  son  dans  les  deux  milieux  super- 
posés ,  c'est-à-dire,  dans  l'air  et  dans  l*ean.  C'est 
ce  qu'on  peut  voir  dans  les  mémoires  cités  an  com- 
mencement de  ce  chapitre  ;  ici ,  noua  nous  borne- 
rons à  calcvler  la  valeur  numérique  de  la  ^vitesse 
du  son  dans  une  masse  d'eau. 

D'après  ce  qu'on  a  vn,  dans  le  cas  d'un  flnide 
élastique ,  cette  vitesse  sera  la  même  que  si  l'eau 
était  contenue  dans  un  tube  très  étroit  et  d'une 
largeur  constante  ;  et ,  dans  ce  cas ,  cette  vitesse 
est  aussi  la  même  que  celle  de  la  propagation  du 
moufement,  suivant  la  longueur  d'une  verge  élas- 
tique de  la  même  matière  que  l'eau.  Or,  supposons 
qu'une  colonne  d'eau  oontenue  dans  un  cylindre 
vertical,  soit  chargée  d'un  poids  A  à  sa  partie  su- 
périeure s  soient  l  sa  longueur  naturelle ,  et  I— -  Jif , 
ce  qu'elle  devient  par  l'effet  de  cette  pression;  do 
sorte  que  ^soit  une  fraction  très  petite,  qui  exprime 
la  condensation  du  liquide;  soient  aussi  p  son  poids, 
et  jrla  gravité;  si  l'on  fiait,  comme  dans  lan«  4M, 

A 


—  =  «» 


9k 
P 


=  a* 


a  sera  la  vitesse  demandée ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans 
le  no  408. 

Appelons  h  la  section  horisontale  de  la  colonne 
d'eau  ;  supposons  que  la  charge  A  soit  égale  an 
poids  d'une  colonne  de  mercure  qui  aurait  b  pour 
base,  et  dont  la  hauteur  serait  représentée  par  b; 
désignons  aussi  par  m  la  densité  du  mercure,  et 
par  f  celle  de  l'eau  ;  nous  aurons 

A  =  gmhb ,      p  =  gfib  ; 
et  il  en  résultera 

$tnh 


hyorodthaiiquh. 
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en  êùiiê  qvUI  tufllra  pour  calculer  U  Talpur  de  a , 
de  connilire  la  fraction  ^relative  à  unebauteur 
donnée  k. 

k  la  température  de  10  degré*  centigrades ,  le 
physicien  anglais  Canton  a  trouvé 

^=  0,000046, 

tous  une  charge  équivalente  k  It  pression  ordinaire 
de  Tatmosphàre.  Ce  résultat  a  été  confinné,  comme 
on  Ta  dit  précédemment  (n»  576),  par  les  eipé- 
'  riences  récentes  qu'on  a  faites  sous  des  pressions 
plus  considérsbles ,  et  qui  ont  donné  une  conden- 
sation proportionnelle  à  la  pression  et  égale  à  la 
valeur  précédente  de  1,  pour  chaque  pression  at- 
mosphérique. Qe  plus ,  ces  expétiences^  quelque 


grande  qu^ait  été  la  pression,  n'ont  Indiqué  an- 
cune  augmentation  sensible  de  température  ;  en 
sorte  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  croire  que  la  propaga- 
tion du  son  dans  l'eau ,  soit  accompagnée ,  comme 
dans  l'air,  d'une  variation  de  température  qui  puisse 
influer  sur  sa  vitesse.  Cela  étant ,  si  Ton  substitue 
cette  valeur  de  /  dans  la  formule  précédente,  9% 
qu'on  y  fasse 

m 
Sf=0«»,80806,    k  =  0«,76,      —  =  13,(»75, 

f 

on  en  déduit; 

a  ==  1484»; 

de  manière  que  la  vitesse  du  son  dans  l'eau  surpasse 
le  quadruple  de  ia  vitf^ssedans  l'air. 


CHAPITRE  Ur. 


DQ    MOUVEMjBMT    DES    ?LI]ID£S,    DANS    UNE    BTPOTHESE    PARTICUUERE. 


668.  La  supposition  qoe  nous  admettons  dans  ce 
èbapitre  est  connue  sons  la  dénomination  d'àyjie- 
thêêê  duparattiNimê  de*  ironehês.  Elle  consiste  k 
supposer  que  quand  un  fluide  pesant,  de  l'eau,  par 
exemple,  s'écoule  dans  un  vase,  et  sort  par  un  ori-r 
fioe  horisontal  pratiqué  au  fond  du  vase,  leatran* 
cbes  horisontales  et  infiniment  minces  se  rempla- 
cent successivement ,  en  demeurant  parallèles  à 
elles-mêmes.  Cela  revient  à  négliger  les  différences 
des  vitesses  verticales  des  points  qui  appartien- 
nent à  une  même  tranche  horiionlale,  et  à  regarder 
chaque  tranche  comme  composée  des  mêmes  points 
du  fluide  pendant  toute  la  durée  du  mouvement 
On  néglige  aussi  les  vitesses  horisontales ,  qu'on 
suppose  très  petites  par  rapport  aux  vitesses  ver- 
ticales ,  et  qui  influent  peu  sur  la  vitesse  verticale 
commune  à  tous  les  points  d'une  même  tranche. 
Ces  suppositions  sont  d'autant  plus  conformes  à 
l'observation ,  que  les  dimensions  horizontales  du 
vase  varient  moins,  et  que  leurs  différences,  d'une 
tranche  à  une  autre,  sont  plus  petites ,  eu  égard  h 
la  hauteur  du  liquide  au-dessus  de  l'orifice.  Quand 
ces  conditions  sont  remplies ,  on  observe,  en  effet, 
que  des  parcelles  d'une  poussière  légère,  jetées 
dans  le  liquide  et  entraînées  par  son  mouvement, 


sa  meuvent ,  à  peu.  près  verticalement ,  avec  une 
vitesse  à  peu  près  égale  pour  toutes  les  parcelles 
qui  se  trouvent  dans  une  même  tranche  horison- 
tale.  Elles  conservent  ces  directious  tant  qu'elles 
ne  sont  pas  très  rapprochées  de  l'orifice  ;  quand 
elles  en  sont  à  de  petites  disUnces ,  et  que  l'éten- 
due de  l'orifice  diffère  notablement  de  celle  des 
sections  inférieures  du  vase ,  elles  prennent  des 
directions  obliques,  qui  montrent  qu'alors  le  paral- 
lélisme des  tranches  cesse  d'être  admissible  ;  car 
il  y  a  lieu  de  croire  que  ces  légères  particules  s'at- 
tachent au  liquide,  et  prennent  exactement  le 
mouvement  des  points  auxquels  elles  répondent. 

Dans  l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches , 
telle  que  nous  l'expliquons ,  on  aura  donc  seule- 
ment deux  inconnues  à  déterminer ,  en  fonctions 
de  deux  variables,  savoir  :  la  vitesse  d'une  tranche 
quelconque  et  la  pression  qu'elle  éprouve,  en 
fonctions  de  la  distance  à  un  plan  horisontal  et  du 
temps.  La  question  sera  ainsi  réduite  à  sa  plus 
grande  simplicité ,  et  susceptible ,  comme  on  va  le 
voir,  d'une  solution  complète,  dans  le  cas  d'un 
fluide  homogène  et  incompressil»le. 

660.  Soient  ABCD  (fig.  141)  le  vase,  AB  l'orifice 
horixonUl ,  Ef  le  niveau  du  liquide ,  Os  un  axe 
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TCrtietl,  tnr  lequel  on  eomptelet  distances  des 
tMnelies  horiionUles  k  un  point  fiie  0,  on  an  plan 
boriiontal  mené  par  ee  point.  Soit  anssi  WM^' 
une  tranche  quelconque,  comprise  entre  deux 
sections  horisontales  Mil  et  Mil'  du  fase ,  dont  la 
distance  au  point  0  est  •  au  bout  du  temps  t  quel- 
oonque,  et  dont  Tëpaisseur  est  ds.  Appelons  v  sa 
vitesse  an  même  instant,  et  p  la  pression  rapportée 
k  Tunitë  de  surface,  qui  a  lien  sur  la  base  supé- 
rieure MN,  et  est  transmise,  parle  fluide,  sur  la 
base  inférienre  H'II'  et  sur  les  parois  MM'  et  RU'  du 
▼ase.  Désignons  par  f  Taire  de  la  section  MN  du 
vase,  qui  sera  donnée ,  dans  chaque  eiemple ,  en 
fonction  de  «.  Enfin,  soient^  la  gravité  et  p  la  den- 
sité constante  du  fluide  ;  la  question  consistera , 
comme  on  fient  de  le  dire ,  à  déterminer  les  va- 
leurs de  V  et  j»  en  fonctions  de  I  et  s. 

La  masse  de  la  tranche  que  nous  considérons 
sera  le  produit  fyd»  de  la  densité  fk  et  de  son  volume 
fdm.  8i  elle  était  libre ,  sa  vitesse  augmenterait  de 
gdi  pendant  Tinstant  di;  elle  augmente  réellement 
de  éo-,  la  vitesse  perdue  est  donc  gdt '^  ébf  ; 
et  Ton  a 

pour  la  force  perdue ,  c^est-k-dire  ,  pour  la  partie 
du  poids  gfjfds  détruite  par  la  pression  des  autres 
tranches.  D'après  le  principe  de  D'Alembert ,  il  y 
aura  donc  équilibre  dans  le  fluide ,  si  l'on  suppose 
toutes  sea  tranches  sollicitées  par  de  semblables 
focees  ;  dans  cet  état ,  la  pression  |»y  qui  a  lieu  sur 
la  base  supérieure  MR  de  la  tranche  fydk,  se  trans- 
mettra, en  raison  des  surfaces  (no  678),  sur  la  base 
inférieure  M'N',  et  deviendra,  conséquemment,  py', 
«•désignant  par  y  Taire  de  M'R';  par  conséquent 
•i  Ten  i^oute  k  cette  prassion  transmise ,  la  force 
motrice  précédente,  on  aura  la  pression  totale 
eiercée  sur  M'if';  en  en  représentant  par  p*  cette 
pression,  rapportée  k  Tunité  de  surface,  il  en 
tésuiten 

P'y'  =  fV'  +  (^9 )  ffi». 

Or ,  les  quantités  p'  et  y*  sont  ce  que  deviennent  p 
et  y,  qnand  on  y  met  m+dsên  lieu  de  s  ;  en  né« 
gligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  ,  on 
aura  donc 

dp  djf 

l»'=l»  +  — *i»     ^  —  y  +  -^  dx, 
dsB  ds 


et,  conséquemment, 


dp 


Cp'  —  p)  y*  =  —  y<^  î 

ds 
ce  qui  réduit  Téquation  précédente  k  celle-ci  : 


dp  f  dVy^ 

—  =  f  {9 )  , 

dM         N        dty 


(0 


que  Ton  obtient  aossl  eo  œtleiilf .—  -i-  k  la  place 

di 
de  X  dans  la  troisième  éqoatîea  d^éqailibre  du 
no  688. 

070.  La  seconde  équation  nécessaire  pour  déter- 
miner les  deux  inconnues  p  et  e ,  sera  fournie  par 
la  considération  de  rinoompressibtlité  du  fluide. 
Il  en  résolte  que  le  volume  du  floide  qui  pesse, 
pendant  Tinstant  di ,  par  chaque  section  borison- 
tale  du  vase ,  doit  être  le  même  pour  toutes  les 
sections;  par  conséquent,  les  vitesses  du  fluide  qui 
répondent ,  en  même  temps ,  k  deui  sections  difl'é* 
rentes  du  vase ,  doivent  être  réciproquement  pro- 
portionnelles aux  aires  de  ces  sections.  Si  donc  on 
appelle  n,  au  bout  du  temps  I,  la  vitesse  qui  a  lieu 
k  Torifice  horisontal  AB  ;  que  Ton  représente  par  « 
Taire  de  cet  orifice ,  et  que  Ton  compare  cette  vi- 
tesse k  celle  qui  répond  k  la  section  quelconque 
MR,  on  aura 


d^où  Toa  tire 


y; 


•  =  -.      (a) 

y 


Dans  cette  valeur  de  e ,  n  est  une  fonction  de  I, 
et  y  une  fonction  des  ;  on  peut  donc  en  prendre  la 
différentielle  par  rapport  k  Tune  ou  k  l'autre  de  ces 
deux  variables  :  la  différentielle  relative  k  s  ex- 
primerait la  différence  entre  les  vitesses  de  deux 
tranches  consécutives,  qui  ont  lieu  au  même  in- 
stant; en  différentiant  par  rapport  k  A,  on  aurait 
la  différence  entre  les  vitesses  de  deux  tranches 
du  fluide  ,  qui  répondent  successivement  k  la 
mémo  section  du  vase;  mais  pour  avoir  ladiflé- 
ronce  entre  les  vitesses  successives  d'une  mèaae 
tranche  |  qui  se  déplace  pendent  rinstani  A,  il 
faut  différentier  k  la  fois  la  valeur  de  o  par  reppeit 
aux  deux  variables  A  et  s,  en  considérant  la  aeoonde 
comme  une  fonction  de  la  première;  ce  qui  donne 

dv         m   du        mu  dji  ds 

^■^  ^^»  "^^  ^^  ^^"  "^  — ^—  "— ^  * 
dr  y    dl        y*  dff  di 

dm 

On  a  d'aiUeun— sse;  etea  ayant dgardè Té- 

di 

qnation  (d),  il  en  résulte 


de 
Cest  cette  valeur  de — qu'il  faut  employer  dans 

di 

Téquation  (1),  qui  devient,  en  conséquence, 
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ie  multiplie  i et  deux  membres  par  da  ;  j*intègre 
eninita  par  rapport  k  #  ;  et  en  obserrant  qu'alors 

du 
les  quantités  fi  et  — doivent  être  regardées  comme 

des  constantes,  il  fient 


du 


dx 


dtJ   y        V 

I  étant  la  constante  arbitraire  qui  peut  être  une 
fonction  do  t.  Pour  la  déterminer,  je  représente 
par  «la  pression  atmosphérique,  et  je  suppose  que 
ce  soit  celle  qui  a  Heu  à  la  surface  supérieure  £F  du 
liquide.  Avant  que  le  mouvement  commence,  cette 
surface  est  horisontalo;  et  comme  on  admet  que 
chaque  tranche  horiiontalo  se  -compose  constam- 


ment des  mêmes  points  dn  flaide,  il  s'ensoU  que 
la  surface  £F  demeurera  horisootale  pendant 
toute  la  durée  dn  mouvement.  Au  bout  du  temps  y, 
je  désigne  par  •  la  distance  de  EF  au  point  0,  et 
par  m  Taire  de  cette  section  variable  du  vase,  de 
sorte  que  m  soit  la  même  fonction  de  •  que  y  est  de 
sr|  on  aura  à  la  fois 


P  = 


y  =  •; 


*  =  •, 

et  si  ron'suppose  que  Tintégrale  / — -  commence 
à  sr  =  6 ,  Téquation  précédente  donnera 

••  fU* 


=  •  + 


2»a 


^  9f^y 


an  moyen  de  quoi ,  cette  équation  deviendra 


du    pdx        fM«   y  ««        ««  ^ 

p  =  •  +  ^p  (ar  —  •)  —  .p  --   / ( ). 

*      y        *w    y*      •••  ^ 


(3) 


Les  équations  (2)  et  (3)  feront  connattre  immé- 
diatement les  valeurs  des  deux  inconnues  e  etp, 
lorsqu'on  aura  déterminé  la  valeur  de  «. 

671.  Pour  cela ,  j'observe  que  la  pression  qui  a 
lieu  à  Torifice  AB  sera  donnée  :  si  le  liquide  s'é- 
coule dans  l'air  libre,  elle  sera  la  pression  atmo- 
sphérique, comme  à  son  niveau  EF;  s'il  s'écoule 
dans  le  vide ,  elle  sera  séro  ;  pour  plus  de  généra- 
lité, je  supposerai  que  l'écoulement  a  lieu  dans  un 
air  dont  la  force  élastique  est  égale  à  la  pression  «r, 
diminuée  de  lo  pression  ^pe  correspondante  &  une 
hauteur  donnée  c  dn  liquide  \  en  sorte  qu'en  ap- 
pelant l  la  distance  de  l'orifice  AB  au  point  0 ,  on 
aura  constamment 

P  =  «  —  S\9^ 

pour  ip=/.  J'appelle  aussi  A  la  hauteur  du  niveau 

BF  du  liquide  au-dessus  de  cet  orifice,  ou  la  diifé- 

1 
renoe  l —  t,  et  Je  représente  par — la  valeur  de  Fin- 

X 

Pda 
tégrale   /.—^.étendue  au  volume  entier  du  H- 

^  y 

quîde  ;  de  manière  que  k  soit  une  ligne ,  dont  la 
longueur  sera  une  fonction  de  A,  dépendante  de  la 
figure  du  vase ,  et  donnée  dans  chaque  exemple. 
A  l'orifice,  on  aura  donc,  en  même  temps,  la  valeur 
précédente  de  p ,  et 


y  =  «,     «=l=0+fc, 


y. 


%'\'\  ds 


|>ar  conséquent,  l'équation  (3),  appliquée  à  cette 
section  du  vose,  deviendra 


»(*  +  <>) 


•   du 
X    ék 


3 


Ci|i«=0,     (4) 


en  faisant ,  pour  abréger , 

l  -  -  =  <\. 

On  peut  remarquer  que  cette  quantité  numé» 
rique  C«  sera  toujours  une  quontité  positive  et 
moindre  que  l'unité  \  car ,  pour  qu'elle  devînt  né* 
gative ,  il  faudrait  que  l'aire  de  la  plus  petite  sec- 
tion dn  vase  surpassât  celle  de  l'orifice,  et  le 
liquide  se  détacherait  du  vase  k  l'endroit  de  cette 
section  Mrâ^ma,  qui  deviendrait  le  véritable  ori- 
fice par  lequel  l'écoulement  aurait  lieu. 

Lorsque  le  niveau  du  liquide  sera  entretenu  k 
une  hauteur  constante  au-dessus  de  l'orifice ,  lee 
trois  quantités  A,  6 ,  x ,  seront  des  constantes  don- 
nées ,  et  l'équation  (4)  suffira  pour  déterminer  la 
valeur  de  «  en  fonction  de  U  Quand  le  niveau  KF 
s'abaissera  pendant  l'écoulement  du  liquide,  A 
sera  une  variable  qu'il  faudra  anssi  déterminer  en 
fonction  de  I.  Or ,  k  ce  niveau ,  on  o  y  =  «  et 

e  =  — ;  et  k  cause  que  la  somme  %J^'he»i  une 
dl 

d^  dh 

constante  I ,  on  a  aussi  —  =  ..— ;  en  vertu  de 

du  di 

l'équation  (3)  on  aura  donc 


d\        m,u 

-  +  ~  =  0; 

di        m 


(«) 


et  les  valeurs  de  ti  et  ft  dépendront  des  deux  équa- 
tions différentielles  (4)  et  (0) ,  qui  sont  dn  premier 
ordre.  On  déterminera  les  deux  constantes  arbitrai* 
res  que  leurs  intégrales  contiendront,  au  moyen  de 
la  hauteur  initiale  du  liquide,  et  en  observant  qu'on 
a  Nr=0,  k  l'origine  du  mouvement. 

Soit  que  le  niveau  s'abaisse  ou  qu'il  ne  varie  pas, 
si  l'on  appelle  q  le  tolume  du  liquide  sorti  du  vase 
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au  bout  du  temps  t ,  ta  dîfférentieUe  tara  égale  au 
Tolume  Mudi  de  la  tranche  qui  traverse  l'orifiee  AB 
pendant  Tinstant  di  ;  on  aura  dono 

dq  =  mudif      q  =  afudt; 

rintëgrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'é?a- 
nonisse  quand  #=0. 

Noos  allons  appliquer  suecessifoment  ces  diffé- 
rentes formules  aux  deux  cas  du  niveau  constant 
et  du  niteau  Tariable. 

672.  Dans  le  premier  cas ,  Téquation  (4)  donne 


ju2l  = 


2»du 


Zg(h  +  o)  —  C»  «• 


d*oû  ron  tire ,  en  mettant  h  au  lieu  de  ik  -f-  o ,  et 


intégrant 


xl  = 


log 


[/2gh  +  Cm 


C  l/2gh  1/2^  —  C«* 


on  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire,  parce 
qu'on  doit  avoir  «=0  ,  quand  <=0.  On  pourra, 
sans  changer  cette  formule,  regarder,  à  volonté, 

C  et  \/^2ghj  comme  des  quantités  positives  ou  né- 
gatives; nous  les  supposons  positives.  L'on  aura 
réciproquement , 


l/z^^Cu  =  (i/2pi+  Cil)  a 


(«) 


on  désignant ,  comme  à  l'ordinaire,  par  a  la  base 
des  logarithmes  népériens.  A  mesure  que  i  aug- 
mentera, le  second  membre  de  cette  •équation 
diminuera  ;  au  bout  d'un  certain  temps ,  il  sera 
sensiblement  nul ,  et  à  partir  de  cette  époque ,  la 
vitesse  ti  aura  une  valeur  à  peu  prés  constante , 
•avoir  : 


C 

En  chaque  point  du  vase,  la  pression  p  et  la  vi- 
tesse V  varieront  avec  la  vitesse  u ,  et  deviendront 
sensiblement  constantes  en  même  temps  que  n. 

du 
Si  Ton  fait  — =09  dans  la  formule  (3),  et  qu'on  y 

dt 

mette  pour  «sa  valeur  précédente,  on  aura 


•     ^  «,1  ««  / 


pour  la  valeur  finale  de  p ,  relative  au  point  quel- 
conque M. 

Duns  l'état  d'équilibre ,  la  pression  en  ce  point 
serait  m+gf{s  —  t)  ;  elle  est  donc  augmentée  00 
diminuée  par  le  mouvement  du  liquide ,  selon  que 
le  dernier  terme  de  cette  formule  est  positif  ou  né- 
gatif, c'est-à-dire,  selon  que  la  section  horizontale 
UN  00  y ,  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  la 
section  £F  ou  «. 


Céquatimi  (•)  donne 

^   Ckt[/2fh 

]/^     •      ^ 


Cki 


l/z^\ 


—  a 


Zm, 


tkty/Zgh        _  Cx#|/2^ 

S.  a  +a 


Za 


k  cause  de  9  =  •fi'di^  et  de  9  =  0  quand  i  =  0, 
on  aura  dono 


Ckî  l/SJÎ  Cxi  i/zgk 


2« 


+  • 


2a 


) 


pour  le  volume  de  liquide  sorti  du  Taae  pendant  le 
temps  I.  Au  bout  d'un  certain  temps,  on  pourra-né- 
gliger  la  seconde  exponentielle ,  par  rapport  à  la 
première,  et  l'on  aura  simplement 

Le  premier  terme  est  le  volume  correspondant  !  la 

vitesse  constante  -^[/2gk  de  l'écoulement;  le 

volume  total  est  plus  petit ,  parce  qu'au  commen- 
cement la  valeur  variable  de  «  est  moindre  que 
cette  vitesse  finale. 

673.  Dans  le  cas  du  niveau  variable,  je  considère 
M  comme  une  fonction  de  & ,  et  j'élimine  di  entre 
les  équations  (4)  et  (6)  ;  ce  qui  donne 

«■  Mdu 

gk+—-. C«l|.=:0, 

Xmdh  2 

en  comprenant  toujours  la  constante  e  dans  fc. 
J'appelle  s  la  hauteur  due  k  la  vitesse  «,  de  sorte 
qu'on  ait 

N>  =  2g^»  .      udu  =  gds. 

L'équation  précédente  se  change  en  une  équation 
linéaire ,  savoir  : 


d9 

dh 


«+--  =  0,  (7) 


dont  l'intégrale  s'obtiendra,  comme  on  sait,  sons 
forme  finie. 

Connaissant  s  et  n  en  fonctions  de  ft ,  l'équa- 
tion (6)  donnera  t  en  fonction  de  h ,  par  une  in- 
tégration immédiate  ;  en  sorte  que  Ton  connaîtra 
le  temps  écoulé,  quand  le  niveau  du  liquide  sera  à 
une  hauteur  h  au-dessus  de  l'orifice ,  et ,  récipro- 
quement ,  la  hauteur  h  du  niveau  £F  au  bout  d'un 
temps  quelconque  t.  On  aura  le  temps  entier  de 
l'écoulement  de  tout  le  liquide ,  en  intégrant  k 
valeur  de  di  depuis  la  valeur  initiale  de  h  jusqu'à 
A  =  0.  Quant  au  volume  q  du  fluide  écoulé ,  il 
sera ,  h  chaque  instant ,  égal  an  volume  du  vase 
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compris  «ntre  le  nîfeaa  tariable  et  le  nWeao  ini- 
Ual. 

674.  Sappoflont ,  ptr  exemple ,  que  le  Taie  soit 
un  cylindre  vertical ,  terminé  par  on  segment  de 
ioiface  dont  la  flèche  est  très  petite  et  dans  lequel 
est  percé  Torifice  hori«ontal  AB.  Soient  a  l'aire  con- 
stante delà  section  horitontale  du  cylindre,  et ii 
le  rapport  de  a  k  •,  do  sorte  qu'on  ait 

•  =  — ,     C«  =  -. 

n  *• 

En  faisant  abstraction  du  segment  inférieur  du 
T8se  qu'on  suppose  très  petit ,  on  pourra  prendre 

1  h 

•  =  o,      3f  =  o,      —  =  — , 

X  a 

dans  IMquation  (7]|  qui  détiendra  alors 

i —i-  +  «•  =  0. 

dh  * 

Son  intégrale  complète  est 

•„.  -_  1        ««  fc 
«  =  Ca  —  - 


2  — n»   ' 


en  désignant  par  C  la  constante  arbitraire.  Si  on 
appelle  H  la  ▼eleur  initiale  de  A  ,  il  faudra  que  s 
s*éTanouisse  pour  A  =  H  ;  ce  qui  exige  qn^on  ait 

d^où  il  résultera ,  à  un  instont  quelconque , 


2  —  «« 


On  aura ,  en  même  temps , 


h«-"'a"*-^-i 


2  — n» 
et ,  en  vertu  de  l'équation  (6), 

dh    .y  2  — n» 

^^~\/ï^      -2-«..-- 


.    (8) 


H»—  *"■ 


«ZT*  ^"^ 


C'est  donc  cette  formule  qu'il  faudra  intégrer 
pour  obtenir  i  en  fonction  de  A.  Dans  le  cas  de 
R  =  1 ,  on  aura 

dh 


di  =r  — 


1/25  J/H- A* 


d'où  l'on  tire 


«=|/     —  J/H  — A, 


et,  par  conséquent, 

H  -  A  =   1  y|.  , 


comme  cela  doit  être ,  puisque  l'orifice  étant  alors 
égal  &  la  base  du  cylindre,  le  mouvement  du  fluide 
doit  être  le  même  que  celui  d'un  corps  solide  pe- 
sant qui  tombe  dans  le  vide.  Lo  formule  (0)  s'intè- 
gre encore  sous  forme  finie,  lorsqu'on  o  fi*  =3;  et 
cela  n'a  lieu  que  pour  cette  ▼aleur  et  pour  n*  =:  1, 
Mais  son  intégrale  définie,  prise  depuis  A  =H  jus* 
qu'à  A  =  0,  qui  exprime  le  temps  de  l'écoulement 
entier  du  liquide ,  pourra  toujours  se  réduire  à  des 
transcendantes  que  M.  Legendre  a  nommées  inU- 
grakê  BMr%mm9ê  de  la  seconde  espèce,  et  dont  il 
a  donné  des  tables  numériques.  J'ai  effectué  ail* 
leurs  cette  réduction  *\  ici  je  me  bornerai  à  appli- 
quer la  formule  (0)  au  cas  de  fi*  =  2,  où  elle  se 

présente  sous  la  forme  ^ . 

D'après  la  règle  ordinaire,  oa  féritable  Taleur 
est 

dh      .        "\-JL 


(tt  =  — 


1/2,» 


Or,  si  Ton  fait 


A  =  He""  **"  '    ttt  =  ^  4H«*"^'' 


xdx\ 


il  en  résultera 
dt 


=  a|/!!.- 


*• 


ds. 


Les  limites  relatives  à  sr ,  qui  répondent  à  A  =  H 
et  A  =  0 ,  seront  r  =  0  et  «  =  ao  ;  si  donc  on 
appelle  T  le  temps  de  Téconlement  total ,  on  aura 

gj  o  g 

en  obserfsnt  que  'i  otcgrole  /^ 


•  -***'  est  U 


-.    ds 


moitié  de  /        ê"'    *" ,  qui  a  J/7"  pour  valeur , 

comme  on  l'a  tu  dans  le  no  613.  U  s'ensuit  que  le 
temps  T  est  celui  des  petites  oscillations  d'un  peu- 

2 
dule  simple ,  doot  la  longueur  serait  —  H. 

«• 
676.  Lorsque  l'orifice  AB  est  très  petit  por  rap- 
port aux  sections  horitontales  du  vase,  on  peut 
négliger  le  terme  multiplié  par  «  dans  réquation(4), 

du 
k  moins  que  le  facteur  —  ne  soit  très  grand  \  ce 

dt 
quia  lieu,  en  effet,  au  commencement  du  mou- 
vement, où  la  vitesse  «  varie  avec  une  grande  ra- 
pidité. On  peut  aussi  y  mettre  l'unhé  à  la  place 
de  C;  et  alors,  soit  que  le  niveau  EF  s'obaisse  ou 
qu  il  ne  varie  pss ,  Téquation  (4)  se  réduit  à 

^(A  +  c)—  1  «»=  0; 
d*où  l'on  tire 


I»  =  \/2g  \h  +  o). 

'CorrttpomUmn  utr  l'BetU  potjUàÊÛ^v .  tome  Tll,  pig«  284. 
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Il  en  rëaoUe  c«  théorème  :  que  I»  fiietf e  d^un  U« 
qutde  qui  sort  d'un  tosc  par  un  très  petit  orifice , 
ett  égale  à  celle  qu'un  corps  pesant  acquerrait  en 
tombant  dans  le  ^ide,  d'une  hauteur  égale  à  celle 
dn  niveau  du  liquide  au-deuus  de  cet  orifice, 
quand  les  pressions  supérieure  et  inférieure  sont 
égales ,  ou ,  plus  généralement,  de  la  hauteur  du 
nîfeau,  augmentée  de  la  constante  c,  quand  ces 
deux  pressions  sont  inégales. 

Dans  le  cas  du  nitean  constant,  ce  théorème  ré* 
aalte  de  la  valeur  finale  de  «,  troofée  dans  !• 
no  672,  en  y  foisant<  s=  1.  U  résnlCe  aussi  de  la 
formule  (8),  appliquée  au  cas  oùii  est  un  très  grand 
nombre ,  afin  que  Torifice  •  soit  une  très  petite 
partie  de  la  section  horitontale  a  du  cylindre.  On 
peut  alors  mettre  n*  à  la  place  de  fi*  —  2;  ce  qui 
ohange  d'abord  la  formule  (8)  en  celle-ci  : 


Or ,  dès  que  h  sera  notablement  moindre  qoe  H , 

h 
la  puissance  n*  dn  rapport  —  sert  une  très  petite 

H 

fraction,  et  cette  Taleur  de  u  se  réduira,  à  très  peu 

près,ày=(/2^ 

L^orifice  AB  étant  très  petit,  si  la  section  Hlf 
n'est  pss  très  iroisine  de  cette  outerture ,  le  rap- 

port  — ,  qui  entre  dans  la  formule  (8] ,  sera  très 

petit;   le  rapport  — l'est  également  j  on  pourra 

donc  supprimer  le  dernier  terme  de  cette  formule; 
et  si  l'on  néglige  aussi  le  terme  multiplié  par  » , 
elle  se  réduira  à 

f  =  •  +  W  ('  -  •)  i 

d'où  Ton  conclut  que ,  dans  le  cas  d'un  très  petit 
orifice,  la  pression  en  tous  les  points  du  tase  éloi- 
gnés de  cette  outerture,  est  sensiblement  la  même 
pendant  le  mouvement  que  dans  l'état  d'équilibre. 
676,  L'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches 
exige,  en  général,  que  l'orifice  soit  horisoutal  ; 
mais,  dans  le  cas  d'un  très  petit  orifice,  on  l'admet 
encore  lorsque  le  liquide  s'écoule  par  une  ouver- 
ture latérale ,  dont  le  plan  a  une  inclinaison  quel- 
conque, et  peut  même  être  vertical.  L'observation 
fait  voir  qu'alors  le  liquide  situé  à  peu  de  distance 
au-dessous  de  cette  petite  ouverture,  demeure 
stagnant ,  et  que  les  tranches  horisontales  situées 
à  une  pareille  distance  au-dessus  de  cette  même 
ouverture,  descendent  parallèlement  k  elles- 
mêmes  ;  en  sorte  que  le  parallélisme  des  tranches 
n'est  troublé ,  comme  dans  le  cas  d'un  petit  orifice 
horizontal,  que  pour  la  partie  du  liquide  très 
voisine  de  l'orifice.  On  pourra  donc  prendre 
l/2g  (A  -f-  c) ,  pour  la  vitesse  d'un  liquide  qui 
s'écoule  por  une  très  petite  ouverture ,  quelle  que 


aoit  rtacUntÎMMi  de  mi  orifice  ;  h  étont  U  bant«w 
variable  ou  constante  du  niveau  du  lic|uide  en- 
dessus  du  centre  de  l'orifice,  et  e  U  constante 
provenant  de  U  différence  des  pressions  extérieu- 
res qui  répondent  à  œ  niveau  et  à  cette  ouvcrtore. 
Si  le  vase  est  placé  dans  le  vide ,  de  sorte  que  les 
deux  pressions  et  cette  constante  soient  nulles,  las 
molécules  du  liquide  auront,  en  sortaat  du  vate, 
la  vitesse  \/S$i  due  à  la  hauteur  h ,  qui  est  eoaei 
la  vitesse  nécessaire  pour  s'élever ,  dans  le  vide ,  k 
cette  hauteur  (n*  130).  Par  conséquent ,  si  Ton 
donne  au  fluide,  an  moyen  d'un  tuyau,  une  direc- 
tion verticale,  il  remontera ,  au  dehors,  à  la  hau- 
teur de  son  niveau  intérieur;  ce  qui  est ,  en  effet, 
conforme irexpérience.  Généralement,  les  molé- 
cules du  fluide  décriront  dans  le  vide ,  après  un 
très  court  interveUe  de  temps ,  des  paraboles  dont 
la  tangente  à  leur  point  de  départ  dépendra  de  la 
direction  dn  jet,  et  le  paramètre,  de  la  hauteur  k 
onh+  0,  si  la  constante  c  n'est  pas  nulle. 

La  pression  p  sera  sensiblement  la  même  que 
dans  l'état  d'équilibre,  excepté  à  l'orifice  ,  où  elfe 
sera  égale  k  •m—  gfc^  au  lieu  de  «+ ^f^-  ^^  i  ■•  •**• 
était  aussi  égale  à  ^+gfh  sur  cette  pertie  du 
vase,  les  pressions  horitonlales  se  détruiraient, 
les  pressions  verticales  se  réduiraient  au  poids  dn 
liquide,  augmenté  de  la  pression  «•  qui  a  lien 
sur  la  surface  du  niveau;  d'où  l'on  peut  conclure 
que ,  dans  l'état  de  mouvement ,  la  charge  totale 
que  le  vase  aura  à  supporter  se  composera  de  la 
pression  verticale  <{ui  aurait  lieu  dans  l'état  d'équi- 
libre, et  d'une  force  normale  au  plan  de  l'orifice, 
dirigée  de  dehors  en  dedans  du  vase ,  et  égale  à 
l'excès  de  la  pression  («  -(-  gfh]  «  sur  la  pression 
(«  —  gfo)  « ,  ou  à  9f  (Jk  -{-  c)  « ,  en  désignant  ton- 
jours  par  «  l'aire  très  petite  de  cet  orifice. 

677.  Dans  le  cas  d'un  niveau  constant  et  d'un 
orifice  très  petit ,  horixontal  ou  incliné ,  la  dipem» 
pendant  le  temps  <,  c'est-à-dire,  le  volume  9  dn 

liquide  qui  sort  du  vase  avec  la  vitesse  \/2^f 
sera  

ce  qui  résulte  aussi  de  I0  valeur  finale  de  ^trouvée 
dans  le  n*  672,  en  y  négligeant  le  carré  de  *.  Mais 
on  ne  doit  pas  oublier  que  l'hypothèse  du  pareil^ 
lisme  des  tranches ,  sur  laquelle  cette  valeur  def 
est  fondée,  n'est  qu'une  approximation  dont  le 
degré  d'exactitude  ne  peut  pas  être  évalué  àpriori, 
et  dont  les  résultats  ne  doivent  pas  être  employés 
sans  restriction.  Or,  l'expérience  ne  s'accorde  pas 
toujours  avec  cette  valeur  théorique  de  la  dépense. 
Si  la  paroi  du  vase  n'est  pas  très  mince ,  etqne 
l'ouverture  pratiquée  dans  son  épaisseur  soit  éva- 
sée intérieurement ,  de  telle  sorte  que  le  fluide 
qui  s'écoule  hors  du  vase  soit  un  cylindre  vertical, 
ou  un  cylindre  recourbé  dont  les  sections  normales 
soient  constantes  et  égales  à  Taire  «  de  l'orifice, 
prise  sur  la  surface  extérieure  du  vase;  dans  ce 
cas  ,  disons-nous ,  la  dépense  observée  s'accorde 


htdrootnauique. 


4W 


iToe  la  ^letir  préeédente  de  q,  lais  dans  le  cas 
d'oD  orifice  en  «mioa  paret ,  la  dépente  observée 
est  toujours  proportionnelle  à  Taire  de  Forifiee , 
et  à  la  racine  carrée  de  TéléYation  du  niveau, 
comme  dans  la  formule  théorique;  mais  elle  s'é- 
carte de  celte  formule  dans  sa  valeur  absolue ,  qui 
ea  diffère  par  un  facteur  à  peu  près  constant  et 
moindre  que  Tunité.  D'après  les  expériences  qui 
méritent  le  plus  de  confiance,  ce  facteur  est  0,62  ; 
en  sorte  que  la  valeur  de  9,  dont  on  Csit  usage  dans 
la  pratique,  est 

q  =  (0,62)  «I  l/âjif, 

pour  un  très  petit  orifice  en  mince  paroi ,  et  une 
bauteur  do  niveau  asses  grande  par  rapport  aux 
dimensions  de  cette  ouverture,  boritootale  ou  in- 
clinée. 

On  attribue  cette  différence  aux  directions  incU- 
néea  que  prennent  les  molécules  du  liquide  en  ap- 
prochant de  Porifice,  que  je  suppose  horizontal, 
pour  fixer  les  idées;  directions  qu^elles  conservent 
après  avoir  traversé  la  mince  paroi  du  vase.  Il  en 
résulte  que  la  veine  fluide  extérieure  so  rétrécit , 
jusqu'à  une  petite  distance  du  vase ,  où  la  section 
transversale  est  à  son  aiMMurat,  pour  devenir 
ensuite  constante.  Ce  phénomène  est  ce  qu*oii 
appelle  Im  eotUraction  de  la  vein§  fluide»  L'écoule- 
ment du  fluide  est  le  même  que  si  Torifice  était  la 
section  de  la  veine  à  Tendroit  de  sa  plus  grande 
contraction  ,  de  manière  que  si  l'on  désigne  par  »' 
Taire  de  cette  section ,  et  par  V  sa  distance  con- 
stante au  niveau  do  liquide,  la  dépense  sera  expri- 
mée par  •'  i  [/Sgh',  ou  ,   à  très   peu   près  ,  par 

•!  i  l^2gh ,  à  cause  du  peu  de  différence  de  h'  et 
k\  or,  en  effet,  par  des  mesures  directes  de  la 
section  •'  comparée  à  l'orifice  • ,  on  trouve  que 
cea  deux  quantités  sont  dans  on  rapport  &  peu  près 
indépendant  de  h^  et  que  l'on  a  constamment 
•'  =  (0,62)  *, 

Si  l'on  adapte  à  l'orifice  en  mince  paroi,  un 
aptiagê  cylindrique  en  dehors  do  vase,  perpendi- 
culaire au  plan  de  l'orifice ,  et  par  lequel  l'écoule- 
ment aura  lieu ,  l'expérience  montre  que  la  dé- 
pense est  augmentée,  et  peut  s'élever  aux  quatre 
cinquièmes  du  résultat  de  la  théorie.  Si  cet  ajutage 
est  enfoncé  dans  l'intérieur  du  vase ,  la  dépense 
est,  au  contraire ,  diminuée,  et  réduite  k  moitié  de 
la  dépense  théorique  ;  en  sorte  que ,  dans  la  valeur 
précédente  de  9,  le  facteur  0,62  doit  être  remplacé 
par  0,80  dans  le  premier  cas ,  et  par  0,60  dans  le 
second.  Je  me  borne  à  citer  succinctement  ces 
résultats  de  robservation ,  qui  n'ont  été  ramenés, 
jusqu*à  présent,  à  aucune  théorie. 

678.  On  admet  aussi  l'hypothèse  du  parallélisme 
des  tranches  daus  le  mouvement  d'un  fluide  élas- 
tique qui  sort  d'un  vase  par  un  orifice  quelconque  ; 
et  elle  s'écarte  peu  do  la  vérité ,  quand  les  sections 
du  vase,  parallèles  au  plan  de  l'orifice ,  ne  diffèrent 
pas  beaucoup  l'une  de  l'autre ,  et  que  la  longueur 


du  vase  est  asâei  grande  par  rapport  à  leuiB  di* 
meosions. 

Dans  ce  cas ,  on  peut  faire  abstraction  de  la  pe*- 
senteur ,  et  supposer  que  le  mouvement  soit  uni* 
quement  dû  à  la  force  élastique  du  fluide ,  plus 
grande  00  plus  petite  à  l'intérieur  du  vase  qu'en 
dehors.  On  supprimera  donc  le  terme  dépendant 
de  g  dans  Téquation  (l) ,  qui  convient  aux  liquides 
et  aux  fluides  élastiques.  De  plus ,  la  différentielle 
de  V ,  qu'elle  renferme,  devant  être  prise  psr  rap- 
port à  f  et  à  la  variable  a  considérée  comme  fono» 
tiondef,  onaura 

dv  do  dx 

dv  =1  —  dt  ■\ dt, 

dt  dx  dt 

dx 

et  comme,  on  a  aussi  -^=e  ,  cette  équation  dé- 
lit 

viendra 


dp  dû  dv 

dx  dt  dx 


(«) 


Le  fluide  étant  compressible,  il  n'en  paskera 
plus  un  même  volume,  à  chaque  instant,  par 
toutes  les  sections  du  vase,  et  l'équation  (2)  n'aura 
pas  lieu.  La  niasse  de  fluide  qui  passe  pendant  l'in- 
stant dt  par  la  section  JKN ,  sera  égale  à  fyvdt  ;  ce 
sera  cette  même  masse  qui  passera ,  l'instant 
d'après ,  en  changeant  de  volume ,  par  la  section 
M'N'  ;  et  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  sa 
grandeur  ne  voriera  pas.  La  différentielle  du  pro- 
duit fjfv ,  prise  par  rapport  à  #  et  è  la  variable  # 
considérée  comme  une  fonction  de  #|  sera  donc 
nulle j  et  à  cause  que  y  n'est  fonction  que  de  s, 

dx 
et  qu'on  a  — =e ,  on  en  conclura 

dt 


^y  d,fv  d,p9 

P»*  —  +  f  --J-  +  yp  -_.  =  0. 

d» 


dt 


dx 


w 


Enfin  ,  si  l'on  suppose  que  la  température  de- 
meure constante  pendant  le  mouvement,  dans 
toute  la  masse  du  fluide ,  on  aura 

1»  =  f*i 
k  étant  un  coefficient  constant  et  donné. 

P 

Cela  posé ,  en  mettant  —  au  lieu  de  f  dans  les 

équations  (a)  et  (6) ,  on  aura  deux  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre ,  pour  déter- 
miner, en  fonctions  de  s  et  <,  les  deux  inconnues  v 
etpdu  problème.  EUes  ne  sont  pas  intégrables 
sous  forme  finie,  et  les  valeurs  de  e  et  p  ne  pour- 
ront s'obtenir  que  par  approximation.  Ces  valeurs 
renfermeront  deux  fonctions  arbitraires ,  que  l'ou 
déterminera  d'après  deux  conditions  particulières  j 
pour  cela,  je  supposerai,  d'une  part ,  que  l'écoule- 
ment ait  lieu  à  l'air  libre  ,  en  sorte  qu'en  désignant 
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put  m  lâpreMioB  aimotpliériqae,  rapportée  à  Tu- 
nitë  de  surface,  on  ait  constamment  p=«,à 
TorificeAB.  D*nn  antre  oAté,  je  supposerai  aussi 
que  le  Tase  soit  en  communication  a^ec  un  gaio* 
mètre  d^nno  grande  capacité ,  an  moyen  duquel  on 
entretienne  une  pression  constante  et  donnéoi  sur 
une  section  £F  du  fluide ,  parallèle  à  AB  et  de  po- 
sition fiie,  de  manière  qu'en  désignant  par  V  cette 
pression  rapportée  à  Tunité  de  surface,  on  ait 
aussi  !'=«',  en  cet  endroit  du  vase,  pendant 
toute  la  durée  du  moufement.  Si  donc  on  compte 
la  distance  s  à  partir  du  plan  £F ,  et  qu'on  appelle 
lia  distance  comprise  entre  AB  et  EF,  on  aura, 
quelque  soit<,  p=Vpours=:0,  et|i=«pour 
s=|  ;  ce  qui  serfira  à  déterminer  les  deux  fonc- 
tions arbitraires,  et  à  compléter  la  solution  du 
problème.  Hais  cette  solution  est  trop  compliquée 
pour  qu'on  en  puisse  déduire  aucun  résultat  utile  ; 
et,  dans  la  pratique,  il  sufiit  de  connaître  la  vitesse 
constante  de  récoolement  du  fluide  par  l'orifice 
AB ,  lonque  la  pression  ji  et  la  vitesse  v  sont  deve- 
nues constantes  en  cbaque  point  du  vase  y  ce  qui 
arrive ,  en  général ,  après  un  très  court  intervalle 
de  temps. 

do  dp 

679.  Faisons  donc  —  =  0  et — =0  ,  dans  les 

dt  di 

équations  (a)  et  (è)  ;  elles  se  réduiront  à  denx 
équations  différentielles,  savoir  : 

à  dp         dv  d^         d,pv 

—  7-+«^--=0,     pv^  +  y =0,    (a) 

p  as         dx  dx  dx 

k  cause  de  p=:Af. 
l'intégrale  de  U  seconde  de  ces  équations  est 

e  étant  la  constante  arbitraire.  En  désignant  tou- 
joura  par  •  l'orifice  AB ,  et  par  «la  vitesse  du 
fluide  à  cet  orifice,  de  sorte  qu'on  ait  à  la  fois 
y=«^o=N,p=«,  et,  par  conséquent,  «  =  ««ic, 
il  en  résultera ,  en  un  point  quelconque  du  vase 


W 


yp 


En  substituant  cette  valeur  de  v  dans  la  première 
équation  (a} ,  il  vient 

1 

*    4P     .     «««>«•       py 

+ r^  =  Oi 

p   dx  py  àx 

d'où  l'on  tire ,  en  intégrant  et  désignant  par  c'  la 
constante  arbitraire , 


*  log  p  + 


«t  «»  M» 

^P^  y« 


c . 


Je  désigne  par  a  l'aire  de  la  section  El ,  de  sorte 
qu'on  ait,  en  même  temps,  y=:o  et  ji=V;  on 
aura  donc 


«a  «>  tc> 


et,  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente, 

P        *  /    1  1    \ 

*l0g  — +  —  ••  «tM>  ( . — J  =  o.  M 


Les  équations  (d)  et  (a)  feront  connaître  la  vi- 
tesse et  la  pression  en  un  point  quelconque  du 
vase ,  dès  que  l'on  connaîtra  la  vitesse  «  relative  à 
rorifice.  Or,  en  disant  p=«  et  y=:  «,  dans 
l'équation  (a),  on  en  conclut 


«M 


*-;r?r)  =  «»'o8-i  if) 


d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  «.  On  fera ,  dans  cette 
formule, 

en  appelant  y  la  gravité ,  et  f  le  rapport  de  la  den- 
sité du  mercure  à  celle  du  fluide  intérieur,  sons 
une  pression  barométrique  dont  la  hauteur  est  A , 
le  volume  du  fluide  qui  sortira  du  vase  pendant  le 
temps  i  aura  pour  valeur  ««1. 

Quand  l'orifice  aéra  très  petit,  on  remarquera , 
comme  dans  le  n»  676 ,  qu'il  ne  sera  plus  nécet» 
saire  qu'il  soit  parallèle  k  la  section  EF,  c'est-à- 
dire  ,  qu'il  pourra  être  pratiqué  à  la  partie  latérale 
du  vase ,  et  avoir  une  inclinaison  quelconque  sur 
le  plan  de  cette  section.  On  pourra  alors  négliger 

le  terme  dépendant  de — ,  dans  le  premier  membie 

o* 
de  l'équation  {fj  qui  deviendra 

^*  =  2grh  .  log  —  ; 

par  conséquent,  la  vitesse  de  l'écoulement  du 
fluide  par  un  très  petit  orifice,  sera  celle  qui  aérait 
due  à  une  hauteur  rA,  multipliée  par  le  logarithme 

népérien  du  rapport  — .  La  supposition   qu^on  a 

faite  d'une  température  invariable  pendant  toute 
la  dorée  du  mouvement  exige  que  la  vitesse  u  ne 
soit  pas  très  considérable,  sans  quoi  la  température 
varierait  comme  dans  la  propagation  du  son. 
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RELATIVE    A    L  USAGE    DU    PRINCIPE    DES     FORCES    VIVES,    DANS    LE    CALCUL 

DES    MACHINES   EN    HOUVEMENT. 


680.  te  principe  des  TÎtestes  TÎrtuelles  donne 
immédiatement  les  conditions  d'équilibre  des  for- 
ces appliquées  aux  machines;  celui  des  forces 
tifes  renferme  de  même  la  théorie  de  leur  mouve- 
ment, et  fournit  le  moyen  le  plus  direct  de  calcu- 
ler les  effets  des  forces  qui  leur  sont  appliquées. 
Cet  usage  du  principe  des  forces  viyes  forme,  pour 
ainsi  dire ,  le  point  de  jonction  de  la  fflécanique 
rationnelle  et  de  la  Mécanique  industrielle.  C'est 
pourquoi  j'ai  cru  devoir  donner  succinctement, 
dans  cette  addùion,  les  notions  les  plus  générales 
sur  cette  matière.  Pour  de  plus  grands  développe- 
mens,  jMndiquerai  les  leçons  de  M.  Xavier,  k 
rÉcole  des  Ponts  et  chaussées,  et  de  M.  Poncelet, 
à  rÉcole  de  TArtillcrie  et  du  Génie,  qui  ont  été 
seulement  lithographiées ,  mais  auxquelles  ces 
savans  professeurs  donneront  sons  doute  plus  do 
publicité. 

681.  Les  machinée  sont  des  instrumens  ou  des 
systèmes  de  corps  solides,  propres  à  transporter 
Faction  des  forces,  d'une  partie  à  une  autre  de  ces 
assemblages. 

Quand  une  machine  est  en  mouvement,  certains 
points  sont  donc  soumis  à  des  forces  données ,  et 
d'autres  parties  exercent  des  pressions  sur  les 
corps  extérieurs,  ou  sont  pressées  réciproque- 
ment par  ces  corps  que  la  machine  est  destinée  à 
déplacer  ou  à  déformer.  Les  premières  forces  s'ap- 
pellent/brc«#  mouvantes  f  leurs  points  d'applica- 
tion se  meuvent  suivant  leurs  directions,  ou, 
plus  généralement ,  les  directions  des  mouvemens 
de  ces  points  font  des  angles  aigus  avec  celles  de 
ces  forces.  Par  opposition,  on  nomme  forcée  résis- 
tanies,  les  pressions  exercées  par  les  corps  exté- 
rieurs f  et  les  directions  des  mouvemens  de  leurs 
points  d'application  sont  contraires  à  celles  de  ces 
forces,  ou,  du  moins,  elles  font  avec  celles-ci  des 
angles  obtus. 

La  liaison  des  parties  d'une  machine  est  telle , 
qu'elle  ne  peut  prendre ,  en  général ,  que  deux 


mouvemens  directement  opposées  l'un  à  l'autre  ; 
il  s'ensuit  donc  que,  quand  le  sens  du  mouvement 
qu'elle  prend  effectivement  est  connu,  il  suffit 
d'une  seule  équation  pour  déterminer  ce  mouve- 
ment d'une  manière  complète.  Cette  équation  est 
celle  que  l'on  obtient  en  intégrant  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  (a)  du  n»  666 ,  savoir  : 

1  d .  2mr»  =  2m  ÇUds  +  \dy  +lde).     (o) 

Au  bout  d'un  temps  quelconque  f ,  compté  depuis 
l'origine  du  mouvement,  v  représente  la  vitesse 
du  point  dont  x  ^  y ,  s ,  sont  les  trois  coordonnées 
rapportées  &  des  axes  fixes  et  rectangulaires;  m  est 
la  masse  de  ce  point;  dx  ^dy^di  ^  sont  les  projec- 
tions, sur  ces  axes,  de  l'espace  qu'il  parcourt  pen- 
dant l'instant  dt  ;  on  désigne  par  mX,  mY ,  ml ,  le» 
composontes  de  sa  force  motrice  parallèles  à  ces 
mêmes  axes,  et  les  sommes  2  s'étendent  à  tous  les 
points  m  du  système. 

682.  Avant  d'aller  plus  loin ,  il  importe  de  dis- 
tinguer ,  dons  le  second  membre  de  l'équation  (a), 
les  termes  qui  proviennent  des  forces  mouvantes 
et  ceux  qui  résultent  des  forces  résistantes ,  et  de 
leur  donner  une  autre  forme. 

Pour  cela,  soient  P  une  des  forces  mouvantes,  et 
•,  C,  ^,  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  des  pa- 
rallèles aux  axes  des  sr,  y,  s;  relativement  à  cette 
force,  on  aura 

mX=:Pcosa,      mY  =  PcosC,     mZ  =  Pcosy. 

Soient  aussi  ds  l'espace  décrit  p»r  son  point  d'ap- 
plication pendant  l'instant  di^  et  x,  ft,  r,  les  angles 
que  fait  la  direction  de  de  avec  ses  projections  dx , 
dy^  dif  de  sorte  qu'on  oit 

dx^=:ds  cos  x ,      dyr=ds  cos  ju ,      ds^^de  cos  v. 

Désignons  enfin  par  dp  la  projection  de  de  sur  la 
direction  de  la  force  P ,  et  par  tr  l'angle  compris 
entre  dpeide\  nous  aurons 


dp  :=z  de  cos  0*, 


cos  0*  =  cos  •  cos 


X   -(-   cos   C   cos  fà  -J- 


cos 


cos  ' 
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et,  de  ces  dit ertei  équatioiu ,  on  dédoiim 
mÇKds  +  Id^  +  Ids)  =r  Vâp, 

pour  le  terme  du  second  membre  de  Téquation  (o), 
qui  répond  à  la  force  P. 

En  délignant  par  Q  une  des  forcea  résistàntei , 
et  par  dq  la  projection  sur  le  prolongement  de  ta 
direction  ,  de  Tespace  parcouru  pendant  Tinstant 
dt  par  son  point  d^application ,  on  trouTora  de 
même  —  Qdg  pour  le  terme  de  ce  second  memlvo 
qui  provient  de  la  force  Q.  De  eette  manière ,  Té* 
quation  (a)  prendra  la  forme 

1  d.  2mei  =r  SPtfp  —  2Q<ij;        (ô) 

Tune  des  sommes  2  contenues  dans  son  second 
membre  s*étendant  &  toutes  les  forces  mouvantes 
de  la  machine ,  et  Tautre  à  toutes  les  forces  résis- 
tantes. Diaprés  les  hypothèses  qu^on  a  faites  sur 
les  directions  de  ces  deux  sortes  do  forces,  eu  égard 
au  aens  des  mouvemens  des  points  où  elles  agissent, 
les  quantités  dp  tidq  sont  positives ,  ainsi  que  F 
et  Q,  et  conséquemment ,  les  sommes  2  ne  se 
composent  que  de  lermes  positifs. 

683.  En  désignant  psr  k  l.i  vitesse  initiale  du 
point  quelconque  m ,  ou  la  valeur  de  v  qui  répond 
k  #=0  ,  et  intégrant  les  deui  membres  de  féqua- 
tion  (6) ,  on  aura 

1  Zme»  —  ^  2m*«  =  f^Pdp  —  fli^dq  ;    (c) 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles 
s'évanouissent  à  l'origine  du  mouvement. 

Cest  sous  cette  forme  qu'on  emploie  l'équation 
des  forces  vives ,  pour  calculer  les  effets  des  ma- 
ohines  en  mouvement;  elle  coïncide  avec  l'équa- 
tion [b)  du  no  665 ,  lorsqu'on  peut  effectuer  les 
intégrations  indiquées  dans  son  second  membre. 

Les  produits  P^  et  Qdp ,  dont  les  sommes  sont 
soumises  à  ces  intégrations  ,  ont  reçu  différentes 
dénominations  :  on  les  appelle  quimiitiê  faction  , 
Mom#fM  tPaeiwiié ,  effets  dffnawtiquêê ^  des  forces  P 
et  Q.  Il  serait  à  désirer  qu'on  les  désignât  toujours 
par  un  même  nom.  H.  Coriolis  a  proposé  de  les 
nommer  qutmiUés  de  irapaii  éUmêniairêj  nous 
adopterons  cette  dénomination.  Les  sommes  SPdjp 
et  ZQdg  seront  donc  les  quantités  de  travail  élé- 
mentaire, produites  pendant  un  même  instant  par 
toutes  les  forces,  mouvantes  et  toutes  les  forces 
résistantes  ;  et  leurs  intégrales  fXPdp  et  flQdq 
exprimeront  le  travail  moteur  et  le  travail  résiê- 
tant  qui  ont  eu  lieu  dans  la  machine ,  depuis  l'ori- 
gine du  mouvement  jusqu'à  l'instant  que  l'on 
considère. 

Ainsi,  l'équation  (c)  signifiera  que,  dans  une  ma* 
chine  en  mouvement,  l'accroissement,  pendant  un 
temps  quelconque,  de  la  demi-somme  des  forces 
vives  de  toutes  ses  parties,  est  toujours  égal  à  l'ei- 
cès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant  pen- 
dant le  même  temps. 

684.  Si  la  force  mouvante  P ,  ou  la  force  résis- 


tante Q,  est  an  poids  n,  qoi  descende,  dans  le  pi 
roier  cas,  d'une  hauteur  Terticale  A,  ou  qui  monle, 
dans  le  second  cas,  à  la  même  hauteur,  le  travail 
moteur  ou  résistant  qui  en  résultera,  aura  pour  va- 
leur le  produit  Ph ,  quel  que  soit  le  chemin  par- 
couru par  ce  poids,  de  manière  que  h  soit  toujours 
la  projection  verticale  de  la  ligne  droite  on  courba 
que  son  centre  de  gravité  a  suivie.  Si  eette  ligne  est 
fermée  ou  présente  des  sinuosités,  il  y  aura  eu  al- 
ternativement travail  moteur  et  travail  résistant; 
et  A  étant  la  différence  de  niveau  du  point  de  dé- 
part et  du  point  d'arrivée,  IIA  sera  l'excès  du  pre- 
mier travail  sur  le  second.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a 
pas  d'alternatives,  la  quantité  de  travail  correspon- 
dante à  un  poids  II  élevé  à  une  hanteufv  A  équivaut 
à  la  quantité  de  travail  qui  répond  à  un  antre  poids 

HA 
H'  élevé  k  une  hauteur  &',  telle  que  l'on  ait  V=  — . 

n' 

Quelle  que  soit  la  force  P  ou  Q,  l'intégrale/Pilp  ou 
Jt^dq  est  toujours  équivalente  au  produit  d'un  poids 
n  et  d'une  hauteur  h\  et  pour  comparer  entre  eux  et 
exprimer  en  nombres  des  travaux  de  différente 
nature,  on  peut  ainsi  les  assimiler  à  des  poids  don- 
nés, élevés  à  des  hauteurs  données.  On  prend  alors 
pour  unité  de  travail,  que  Ton  appelle  communé- 
ment unité  d^fnamiquêg  le  travail  correspondant  à 
un  poids  de  1000  kilogrammes ,  qu'on  élève  à  la 
hauteur  d*un  mètre,  ou  qui  descend  d'un  mètre  de 
hauteur  verticale.  Cela  étant,  si  l'on  calcule  les  Ta» 
leurs  numériques  des  intégrales /P(i^  tijt^dq,  en 
prenant  lUOO  kilogrammes  pour  unité  de  force,  et 
le  mètre  pour  unité  linéaire,  les  nombres  que  Ton 
obtiendra  de  cette  manière  exprimeront  en  unités 
dynamiques,  les  quantités  de  travail  représentées 
par  ces  intégrales.  Une  somme  quelconque  de  force 

vive,  telle  que  «-Seiv*  ,  par  exemple ,  pourra  aussi 

être  exprimée  en  unités  dynamiques  ;  car  si  Ton 
appelle  I  la  hauteur  due  à  la  vitesse  e,  ^  la  gravité, 
et  p  le  poids  de  m,  on  aura 

p»  =z=  2^1,      p  =  jffli,       i  Sme*  =  tpl  ; 

et  cette  somme  est  de  la  même  nature  que  les  inii' 
grales/Pcfpet/Qdg,  ou  que  le  produit  IIA. 

686.  Lorsque  la  machine  part  du  repos,  l'équa- 
tion (c)  se  réduit  à 

1  Ziiip>  =  flVdp  —  fiqdq,        (d) 

Son  premier  membre  étant  une  quantité  essentiel- 
lement positive,  il  faut  que  dans  les  premiers  mo- 
mens  le  travail  moteur  l'emporte  sur  le  travail 
résistant.  Hais  les  vitesses  des  points  de  la  machine 
ne  pouvant  pas  croître  indéfiniment,  ce  premier 
membre  atteint  son  maximum  au  bout  d'un  certain 
temps,  qui  est  généralement  peu  considérable.  Par 
un  moyen  qui  sera  indiqué  tout-à-l'heure,  on  fait 
en  sorte  qu'à  partir  de  cet  instant  du  maximum,  la 

demi-somme  «^XiRe*  des  forces  vives  demeure  con* 
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stootc,  on  n^ëprouve  plus  que  de  très  petites  Taria- 
tîoiis;  et  Ton  dit  alors  que  la  machine  est  parreoue 
k  son  étal  permançpt.  Dans  cet  état  constaut ,  on 
S|  eo  différeutiaot  Téquation  précédente, 

de  manière  que  la  machine  n^a  plus  d^autre  effet 
que  de  changer,  k  chaque  instant,  le  tra-rail  moteur 
élémentaire  en  une  quantité  égale  de  travail  résis- 
tant. Mais  il  importe  d*obserfer  que  la  quantité 
fa^âq  de  travail  résistant  dans  lequel  se  change  le 
traTail  moteur /SPc^l»,  penihmt  un  temps  quelcon- 
que, ne  comprend  pas  seulement  le  travail  qu'on 
-veut  exécuter,  au  moyen  de  cet  instrument  ;  Pinté^ 
graley^Qdg  comprend  aussi  le  travail  résistant  qui 
provient  du  frottement  des  parties  de  la  machine, 
-entre  elles  ou  contre  des  corps  étrangers,  et  de  la 
■résistance  du  milieu  dans  lequel  la  machine  est  en 
mouvement. 

Pour  avoir  égard,  par  exemple ,  aux  Trottemens, 
il4aut,  d*après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n«  669,  ajou- 
ter à  Tintégrale/SQdlg,  provenant  du  travail  résis- 
tant proprement  dit,  une  autre  intégrale /S/Nib, 
dans  laquelle /"est  le  coefficient  du  frottement,  IV  la 
pression  mutuelle  des  parties  frottantes,  et  ds  l'é- 
lément de  la  courbe  décrite  par  leur  point  de  con- 
tact. Cette  addition  changera  l'équation  (d)  en 
'Oellc-ci  : 

II  suit  de  là  que  quand  une  machine  a  atteint  son 
^tat  permanent,  la  quantité  de  travail  JlVdp^  pro- 
duite pendant  un  temps  donné,  par  les  forces  mou- 
vantes, n'est  pas  représentée  en  totalité  por  la  par- 
tie utileySQd^  du  travail  résistant,  laquelle  partie 
est  toujours  moindre  que  le  travail  moteur  y2P<^, 
de  toute  la  quantité  de  travail  correspondante  aux 
frottemens  et  aux  autres  résistances.  Une  machine 
est  d^autant  meilleure  que  le  travail  utile  flQdq 
approche  davantage  d'être  égal  au  travail  moteur 
f'S.^dp  ;  mais  la  première  intégrale  ne  peut,  quelle 
que  soit  la  combinaison  des  parties  de  la  machine, 
être  égale  à  la  seconde ,  ni ,  à  plus  forte  raison,  la 
surpasser.  Parmi  les  machines  imparfaites ,  où  le 
travail  utile  n'était  qu'une  très  petite  fraction  du 
travail  moteur,  et  où  la  plus  grande  partie  de  celui- 
ci  se  trouvait  absorbée  par  les  frottemens,  on  peut 
citer,  pour  exemple,  l'ancienne  machine  de  Harly  : 
le  travail  moteur  consistait  en  une  chute  d'une  par- 
tie considérable  des  eaux  de  la  Seine,  et  le  travail 
utile  était  Télévation  d'une  quantité  d'eau  à  une 
hauteur  qui  était  bien  loin  de  compenser  Texiguité 
de  son  volume. 

686.  Les  quantités  qui  constituent  essentielle- 
ment une  machine  sont  la  partie  à  laquelle  sont  ap- 
pliquées les  forces  mouvantes,  celle  qui  est  en  con- 
tact avec  le  corps  que  Ton  a  pour  objet  de  mouvoir 
ou  de  déformer,  et  la  partie  intermédiaire  qui 
transmet  l'action  des  forces  mouvantes.  Quand  on 


a  satisfait  anx  conditions  de  k  splidité,  il  importe 
pour  l'économie  des  frais  de  construction  et  pour 
la  diminution  des  frottemens,  que  la  masse  totale 
de  la  machine  soit  la  plus  petite  possible  ;  mais  il 
y  a  une  antre  considération,  qui  exige  que  l'on  ang» 
mente  cette  masse,  et  qu'on  ajoute  aux  trois  parties 
essentielles  dont  elle  se  compose,  une  autre  pièce 
qu'on  appelle  un  wihni,  et  qui  consiste,  en  géné- 
ral, en  un  corps  solide  tournant  autour  d'un  axe 
fixeliorisontal. 

liOs  mouvemens  des  trois  premières  parties  d'une 
machine  étant  alternatifs  ou  révolutifs,  la  demi- 

somme  •^^«iv*  des  forces  vives  qui  s'y  rapportent, 

après  qu'elle  a  atteint  son  ma^Mitim^  devient  une 
quantité  périodique  ;  il  en  est  de  même,  par  consé- 
quent, à  l'égard  du  second  membre  de  l'équation(e); 
en  sorte  que  si  la  machine  était  réduite  à  ses  trois 
parties  essentielles,  le  travail  moteur  et  le  travail 
résistant,  en  comprenant  dans  celui-ci  les  effets  dea 
frottemens,  l'emporteraient  alternativement  l'un 
sur  l'autre;  et  si  les  variations  alternatives  dn  tra- 
vail moteur /ZP(^,  et  de  la  partie/^/Hcb  du  tra- 
vail résistant,  n'étaient  pas  réglées  exactement  sur 
les  périodes  de  la  machine,  la  quantité  y^Q(2g  de 
travail  utile  varierait  continuellement.  Or,  pour  la 
bonne  exécution  des  ouvrages  que  l'on  veut  effec- 
tuer au  moyen  d'une  machine,  il  est  indispensable, 
le  plus  souvent,  que  le  travail  utile  approche,  au- 
tant que  possible,  de  runiforroitéj  et  c'est  à  remplir 
cette  condition  que  le  volant  est  destiné. 

En  effet ,  soient  dm  un  élément  de  la  masse  du 
volant,  et  r  sa  distance  à  Taxe  de  rotation  ;  appe- 
lons »  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe,  com- 
mune à  tous  les  élémens  (im,  et  qui  peut  varier  d'ua 
instant  à  un  autre  ;  rw  sera  la  vitesse  absolue  de  dim\ 
par  conséquent,  la  somme  des  forces  vives  de 
toute  la  masse  du  volant  aura  pour  valeur/r^n'diRt, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le  produit  /»«>  ,  en 
désignant  par  ^  le  moment  d'inertie  du  volant  par 
rapport  à  son  axe,  c'est-à-dire,  l'intégrale  Jr*  dm 
étendue  à  sa  masse  entière.  Si  donc  on  ajoute 

i^ft»*  au  premier  membre  de  l'équation  (a),  et  si 

Ton  suppose  que  la  demi-somme  «-Zme*  se  rap- 
porte aux  trois  autres  partiea  de  la  machine,  on 
aura 

d'où  Ton  tire 

/ÏQ«J,  =  K  -  i.  ^. , 

en  faisant,  pour  abréger, 

R  =  flVdp  —  flfJidê  —   ^  ïaie»  . 

Or,  on  conçoit  que  les  variations  de  u  peuvent  être 
réglées  sur  celles  de  cette  quantité  R ,  de  manière 

que  la  variation  totale  de  R—  ^#i«*  aoit réduite 
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à  de  très  petite!  ampUtadei,  et  que,  par  consé- 
quent, le  trayail  résistant  soit  à  peu  près  ioTariable 
dans  Tétat  permanent  de  la  machine  :  on  conçoit 
aussi  que,  toutes  choses  d^aillenrs  égales,  les  Taria- 
lions  de  la  vitesse  u  du  Tolant  seront  d^autant 
moindres ,  que  son  moment  dUnertie  ^  sera  plus 
grand. 

687.  Par  Taddition  d*un  Tolant ,  la  dépense  de 
travail  moteur  nécessaire  pour  mettre  la  machine 
en  mouvement  et  pour  accroître  la  force  Tife 
totale  jusqu^à  ce  qu^elle  soit  parvenue  au  masd^ 
uMiRty  se  trouve  augmentée;  mais  quand  la  ma- 
chine est  arrivée  à  son  état  permanent ,  les  masses 
de  SCS  différentes  parties  n^ont  plus  dUnfluence  sur 
son  travail ,  si  ce  n*est  celle  de  leur  poids  sur  les 
frottemcns. 

Pendant  le  mouvement  de  la  machine,  sMl  sur- 
vient un  choc  de  ses  parties  entre  elles  ou  contre 
des  corps  étrangers ,  et  quVprés  le  choc  les  points 
de  contact  aient  une  vitesse  commune  dans  le 
sens  normal  aux  surfaces ,  il  y  aura  diminution  de 
force  vive  dans  le  système  ;  si  les  parties  qui  se  sont 
choquées  se  séparent,  en  vertu  de  leur  élasticité,  il 
y  aura  encore  perte  de  force  vive,  quand  ces  par- 
ties ne  seront  pas  parfaitement  élastiques;  et 
quand  elles  le  seront ,  il  y  aura  perte  de  force  vive 
dans  la  première  partie  du  choc,  puis  une  augmen- 
tation précisément  égale  à  cette  perte  dans  la 
seconde  partie  (n»  673).  Par  conséquent ,  pour  ra- 
mener la  machine  à  son  état  permanent ,  sans  qu*il 
y  ait  diminution  dans  la  quantité  de  travail  résis- 
tant ,  il  faudra  que  les  forces  mouvantes  fassent 
une  nouvelle  dépense  de  travail  moteur,  semblable 
à  celle  qui  a  eu  lieu  à  Torigine  du  mouvement ,  et 
égale  à  la  moitié  de  la  force  vive  perdue  dans  le 
choc.  C'est  pourquoi ,  indépendamment  du  dom- 
mage que  les  chocs  produisent  dans  les  machines , 
il  est  encore  nécessaire  de  les  éviter,  pourTécono- 
mie  des  forces  mouvantes. 

688.  En  général,  le  travail  résistant  qui  provient 
des  frottemcns  et  de  Taction  du  milieu ,  est  une 
quantité  continuellement  croissante  ;  pour  qu'il  y 
ait  un  travail  utile ,  ou ,  seulement ,  pour  que  le 
mouvement  de  la  machine  soit  entretenu ,  il  est 
donc  nécessaire  que  la  quantité  de  travail  moteur 
croisse  également  avec  le  temps,  dans  un  rapport 
au  moins  égsl  à  celui  de  raccroissement  du  travail 
résistant.  Si  cela  n*a  pas  lieu ,  le  travail  résistant 
finira  par  être  égal  au  travail  moteur  :  à  cet 
instant ,  la  demi'Somme  des  forces  vives  de  tous 
les  points  du  système  sera  nulle  ;  les  vitesses  de 
tous  ces  points  seront  séro ,  et  la  machine  s'arrê- 
tera et  se  trouvera  réduite  au  repos. 

Aux  frottemcns  et  aux  résistances  des  milieux 
qui  produisent  cet  épuisement  graduel  de  la  force 
vive,  on  peut  encore  ajouter  la  communication 
d'une  partie  du  mouvement  de  la  machine  à  ses 
supports,  laquelle  partie  va  ensuite  se  perdre  dans 
le  sol  sur  lequel  la,  machine  est  établie.  Cette 
communicotion  ne  provient  pas  seulement  du  dé- 


faut de  solidité  des  supports  ;  elle  a  aussi  lieu  en 
vertu  de  leur  élasticité,  <iui  permet  au  mouvement 
de  s'y  propager  de  la  même  manière  que  le  son; 
et  il  peut  résulter  de  cette  propagation  une  dimimt- 
tion  de  vitesse  des  parties  de  la  machine ,  sembla- 
ble à  celle  qui  serait  produite  par  la  résistanee 
d*un  milieu.  J'ai  donné  un  exemple  de  cet  effet 
singulier,  dans  le  mouvement  d'un  pendule  an»- 
pendu  à  l'extrémité  d'une  verge  élastique  et  korî- 
sontale,  d'une  longueur  indéfinie  "^^ 

Quand  on  supprime  l'action  dea  forces  Mou- 
vantes, et  que  le  travail  utile  de  la  machinée  auaai 
cessé ,  l'équation  des  forces  vives  se  change  en 
celle-ei  : 

^  2iiir«  =  1  Sflift*  —  /X/'HA  ; 

'Smk^  étant  la  somme  des  forces  vives  de  tm»  les 
points  du  système  à  cet  instant,  Zme*  cette  somme 
à  une  époque  subséquente,  et /2/Ildf  comprenant 
le  travail  qui  provient  des  frottemcns ,  de  la  résis- 
tance du  milieu  et  de  la  perte  du  mouvement  par 
les  supports.  Or,  ce  dernier  terme  sera  bientôt 

égal  à  ~  Imk*  ;  la  force  vive  de  la  machine  se 

trouvera  complètement  épuisée,  et  la  machine  ces- 
sera de  se  mouvoir ,  comme  on  l'a  déjà  dit  dans 
le  no  569. 

689.  Quand  un  homme  transporte  son  propre 
poids,  que  j'appellerai  n^  à  une  hauteur  verticale  A 
au-dessus  de  son  point  de  départ ,  la  quantité  de 
travail  produite  est  exprimée  par  IIA ,  d'après  la 
règle  du  n»  684  ;  mais  cette  quantité  donnerait  une 
idée  très  imparfaite  des  efforts  musculaires  qui 
ont  été  faits ,  et  de  la  force  totale  que  cet  homme 
a  développée.  Il  serait  difficile  d'en  obtenir  une 
mesure  exacte  ;  on  peut  seulement  faire  voir 
qu'elle  doit  surpasser,  souvent  de  beaucoup, la 
quantité  précédente,  qui  serait  nulle  si  la  hauteur  A 
était  léro,  quoique,  certainement,  il  y  ait  une 
quantité  de  travail  mécanique  correspondante  à 
la  marche  d'un  homme  sur  un  plan  faorisontal. 

Dans  cette  marche ,  je  suppose  que  l'homme  ait 
d'abord  le  pied  gauche  en  avant  du  pied  droit;  son 
centre  de  gravité  est  alors  abaissé ,  au-dessous  de 
sa  position  naturelle ,  d'une  quantité  que  je  dé- 
signerai par  f.  En  s' appuyant  sur  son  pied  gauche, 
et  s'aidant  du  frottement  de  ce  pied  contre  le  sol , 
l'homme  ramène  son  pied  droit  au  niveau  du 
pied  gauche ,  puis  le  pied  droit  devance  le  pied 
gauche,  et  va  se  poser  sur  le  sol  ;  ce  qui  fait  un  pas 
entier,  composé  de  deux  parties.  Or,  dans  la  pre- 
mière partie ,  l'homme  soulève  sou  centre  de  gra- 
vité de  la  hauteur  i,  et  produit  par  là  une  quantité 
de  travail  égale  à  ITi  ;  il  imprime,  au  même  instant, 
à  ce  point  une  vitesse  horiiontale ,  que  je  désigne- 
rai par  a ,  à  la  fin  du  premier  demi-pas  ;  ce  qui 


*  AMiilont  h  la  Connamanc*  ie%  Ttmpt  pour  ratitié«  183S  , 
par  26. 


àDDinon. 
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répond  à  ose  totre  quantité  de  trtvail  éqniva- 

1  Ua* 
knie  à  la  denii*force  fife  — -  — - ,  en  désignant 

S    9 
par  9  la  grafîté.  On  derraît   encore  ajouter*  à 

•»  — «—  ,  la  partie  de  la  demi-tomme  des  forces 
8     9 

ny€9  provenant  des  vitesses  relatÏTes  de  tous  les 
antres  points  dn  corps  (n»  670);  mais  fen  ferai 
abstraction  dans  cette  éYslnation ,  qui- ne  peut  être 
qn^on  aperçu.  Je  supposerai  aussi  que  le  second 
demi«-pas  a  lieu  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  à  la 
finda  premier ,  et  du  poids  du  corps  qui  retombe 
sur  le  sol ,  de  manière  que ,  pendant  le  second 
demi*  pas ,  l'homme  n'exerce  plus  aucun  effort ,  et 
qne  les  viteases  verticale  et  boriiontale ,  dont  son 
eeiitre  de  gravité  se  trouve  encore  animé  à  la  fin 
dupas  entier,  soient  détruites  par  le  choc  et  le 
frottement  de  son  pied  droit  contre  le  sol.  Dans 
cette  hypothèse,  la  quantité  de  travail  de  Thomme 

1  Ha* 
peodabt  le  pas  entier,  sera  la  somme  n«  -4-  -r-  -— — 

y 

oull  (c-f»4i),  en  appelant  «  la  hauteur  due  à  la 
vitesse  a,  de  sorte  qu'on  ait  a*  =  2gm, 

n  suit  de  là  que  dans  un  nombre  n  de  pas  égaux 
et  semblables ,  la  quantité  de  travail  d'un  homme 
ou  d'un  animal,  portant  un  fardeau  et  marchant 
sur  une  route  faoritontale,  aura  pour  valeur 
«K  (•  4"  *)»  ^'^  désignant  par  R  son  poids  U  lug. 
mente  de  celui  du  fardeau.  Si  le  poids  total  a  été 
élevé  verticalement  à  une  hauteur  h  au-dessus  du 
point  de  départ ,  il  faudra  ajouter  KA  à  la  quantité 
■K.  (1  -^  «)  ;  et  si  le  fardeau  est  trainé  sur  une 
route,  on  il  éprouve  un  frottement  qui  soit  repré- 
senté par  une  partie  F  de  son  poids,  il  en  résultera 
nne  antre  augmentation  de  travail  égale  à  Fi,  en 
appelant  i  la  longueur  du  trajet. 

000.  Dans  le  calcul  des  effets  des  machines  en 
mouvement,  il  est  souvent  utile  de  distinguer  les 
vitesses  communes  et  les  vitesses  relatives  de 
leurs  différons  points.  Pour  cela ,  soient  toujours 
s ,  jf ,  s ,  an  bout  du  temps  #,  les  coordonnées  du 
point  quelconque  dont  la  masse  est  m;  à  cet  in- 
stant, les  composantes  de  sa  vitesse  absolue  seront 

ds    dy    da 

— ,  — ,  ^;et,  au  bout  dn  temps  #-(-d<,  les  coor- 

tU     di    di 

données  de  ce  même  point  deviendront  s-\~dMf 
y  -^  (fy ,  M  '{'  ds.  Or  j  on  peut  décomposer  le  mou- 
vement dn  système,  pendant  l'instant  d^,  en  un 
mouvement  de  translation  et  de  rotation  commun 
i  tons  ses  points,  dans  lequel  leurs  distances 
loient  invariables ,  et  en  des  mouvemens  particu- 
liers où  ces  distances  varient  convenablement, 
rappellerai  «f  « ,  d'y ,  d*! ,  les  accroissemens  de  s , 
y ,  s ,  qui  proviennent  du  mouvement  commun ,  et 
d^^dj^^dfM  ,  ceux  qui  résultent  du  mouvement 
relatif  de  m,  de  sorte  qu'on  ait 

ds=:if#^d^,  dy  =  ^y'^d;jff  dz=éPM -{^d^M, 


Pour  ee  point  m  ,  j'appellerai  aussi n',  o',  lo',  les 
trois  composantes  de  la  vitesse  commune  qu'on 
regardera  comme  des  fonctions  données  de  t,  s; , 
y,  s,  et  qui  seront 

dfs  d'y  été 

di  di  dt 

d,«    dff 
colles  de^sa  viteise  relative  seroitt  aussi  —  ,  — , 

di     di 


di 


on  aura 


dx  djt      dff  d.y      ds  d.% 

di  di       di  di      di  di 

pour  les  composantes  de  sa  vitesse  absolue  ;  et  en 
différentiant ,  il  en  résultera 

d*  * *•'    ,    ^,* 


da  y         de' 

—  =  —-  + 


di* 

d«  s 
dt» 


di 

dw' 
di 


ddsi 


(f) 


dd.s 


pour  les  forces  accélératrices  de  ce  point  m ,  sui- 
vant les  axes  des  coordonnées }  les  différentielles 
relatives  à  <qui  sont  indiquées,  étant  prises  par 
rapport  à  cette  variable  et  aux  coordonnées  s,  y,  s, 
regardées  comme  des  fonctions  de  i. 

Si  ce  point  ai  est  astreint  à  se  mouvoir  sur  une 
surface  qui  peut  être  fixe  ou  mobile ,  mais  dont  la 
forme  est  invariable ,  il  devra  demeurer  constam- 
ment sur  cette  surface,  en  vertu  de  sa  vitesse  ab- 
solue ,  et  l'on  pourra  aussi  supposer  qu'il  y  reste- 
rait constamment,  en  vertu  du  moutement  commun 
du  système.  En  représentant  par  L=0 ,  l'équation 
de  la  surface,  L  sera  une  fonction  donnée  des  coor- 
données de  m,  rapportées  à  des  axes  mobiles  qui 
participent  an  mouvement  commun,  et  cette  quan- 
tité pourra  être  changée  en  une  fonction  du  temps 
et  des  coordonnées  de  m  rapportées  à  des  axes 
fixes ,  c'est-à-dire,  en  une  fonction  de  f ,  jr,  y ,  s. 
L'équation  L=0  devra  subsister,  lorsqu'on  y 
remplacera  ces  quatre  variables ,  soit  par  #-f-  ^« 
x-f-ds,  y  +  ^yi  '4"^)  <l*ns  le  mouvement 
absolu  de  m ,  soit  par  <  -^  d/,  #  -f- ''  >  Sf  +  ^y  ? 
s  -f-  d'à,  dans  le  mouvement  commun  du  système. 
En  négligeant  les  infiniment  petits  dn  second 
ordre ,  on  aura  donc  simultanément 

dl        dL 

-+  -(d-s  +  d^x) 
di         dx 

dL  dL 

+  _  (d'y  -f  d.y) -h  -  (d'à  -fd..)  =  0, 
dy  di 

dL        dL  dL  dL 

1 d'jP  +  — d'y-J-— d-asrO, 

di         dx  dy  d% 
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et ,  par  coni  éqneiit , 

la  dl  dl 

—  rf,*  +  — d,y  +  -d^  =  0.         (y) 

dx  d^  dM 

Cela  posé ,  noua  allona  chercher  la  fomme  des 
forces  fifea  daea  aux  'vitesseï  relatîtea  de  tout  lea 
pointa  do  ayftème ,  et  la  comparer  à  la  somme  des 
forces  TÎtes  qui  résultent  de  leurs  vitesses  absolues. 

691.  Reprenons,  pour  cela,  la  formule  générale 
du  n*  632 ,  de  laquelle  on  a  déduit  Téquation  (a) 
du  n»  681 ,  et  formons  successivement  les  termes 
de  cette  formule ,  relatifs  ansdîfllérentes  sortes  de 
forces  qui  peuvent  agir  sur  le  système  que  Ton 
considère. 

Désignons  d*abord  par  P  une  des  forces  exté- 
rieures et  données  ;  Jp  étant  la  projection  du  dé- 
placement de  son  point  d^application,  sur  sa  direc* 
tion ,  et  en  regardant  cette  projection  comme  une 
quantité  positive  ou  négative,  selon  qu^elle  tombe 
sur  la  direction  même  de  P  ou  sur  son  prolonge- 
ment, on  aura ,  comme  dans  le  n^  682 , 

■•(Xl*r  +  Tly  +  Ws)=Pl^, 

pour  la  partie  de  la  formule  citée,  qui  résulte 
de  cette  force  P. 

Soit  aussi  R  Taction  mutuelle  de  deux  points  du 
système  dont  les  masses  sont  m  et  m'  ;  appelons  r  la 
distance  mm',  dont  R  est  une  certaine  fonction  ; 
s,  y,  s,  «',  jff  js',  étant  les  coordonnées  de  m  et  m', 
on  aura 

et  si  Ir  exprime  la  variation  de  r  qui  résulte  de 
leurs aceroissemens  Is^  ly,  l'A,  1»*,  jy',  #s\ on 
aura  aussi 

rJy  =  (»  — <r')(iir  — *»') 

lea  composantes  de  la  force  R  appliquée  au  point 
m,  seront 


«T  =  ±i3Liia5. 


^^j.  ('-'■)», 


et  celles  de  la  même  force  appliquée  au  point  m', 

r 


d^où  l*onoooelat 

m  (Xftr  +  Yly  4-  ZH) 

+  m'  {VlM'  +  Vly'  +  VU')  =  ±  RXr, 

pour  la  partie  de  la  formule  générale ,  provenant 
de  la  force  R  )  le  signe  supérieur  ou  le  signe  infé- 
rieur ayant  lieu,  selon  que  cette  force  est  répulsive 
ou  attractive. 

8i  le  point  m  est  aséreint  à  demeurer  sur  la  sur- 
face dont  on  a  représenté  Téquation  par  L=0, 
dans  le  numéro  précédent ,  et  que  Ton  appelle  m 
TéhSmentde  cette  surface  auquel  le  point  m  répond 
au  bout  du  temps  »,  et  «U  la  résisUnee  qu'il  en 
éprouve,  cette  force  sera  normale  à  la  position 
actuelle  de  «  ;  on  aura  donc  pour  ses  composante 

H  dl  dl 

mX  =  «UV  — ,  wiY  =  «iIIV  — ,  mZ  =  nUY  —, 
d»  dy  «Ta 

en  faisant,  pour  abréger , 


et  si  Ton  fait  aussi 

4t  dt 


dL 


n^V  =  ±  ^iH^ 


\ia  dy  dB      / 

il  en  résultera  uVtu ,  pour  le  terme  de  la  formule 
générale  qui  provient  de  la  résistance  «U.  Le  fac- 
teur tJ  eiprimera  cette  résistance  rapportée  à  Tu-- 
nité  de  surface  ;  tu  sera  la  projection  du  déplace- 
ment de  m  sur  la  normale  à  l'élément  •  ;  elle  aura 
un  signe  ambigu ,  à  cause  du  radical  V,  etToii 
regardera  Hl  comme  une  quantité  positive  on  né- 
gative ,  selon  que  la  projection  du  déplacement  de 
m  tombera  sur  la  direction  même  de  la  réaiitance 
«U ,  ou  sur  son  prolongement. 

Outre  la  résistance  normale  de  la  surface  sur  la- 
quelle le  point  m  est  assujetti  à  se  mouvoir,  il  éprou- 
vera encore  une  résistance  tangentielle  provenant 
du  frottement  contre  cette  surface;  et  si  Ton  dési- 
gne cette  force  par  «V,  et  par  h  la  projection  dn 
déplacement  du  point  matériel  m  sur  sa  trajectoire, 
il  en  résultera  «Tl»,  ponr  le  terme  correspondant  de 
la  formule  du  n»  532. 

D'après  cela,  cette  formule  pourra  s'écrire  ainii  : 


'd*  s 


^     /a*  X        .   d«  V  d*  M     \ 

\dt»         ^  dt*     '  ^  di*       ) 

=  2PJ^  ±  3:Rlr  -h  X#Ulii  —  2i,FJ*  ; 


W 


la  somme  S  du  premier  membre  répondant  è  tons 
les  points  du  système,  et  les  sommes  2  du  second 
membre  s*étendant,  la  première  aux  points  qai  sont 
soumis  à  des  forces  motrices  extérieures,  la  seoonde 
aux  actions  mutuelles  de  tons  les  points  du  système 
pris  deux  à  deux,  la  troisième  et  la  quatrième  à  tous 
les  élémens  des  surfaces  résistantes  et  frottantes. 
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Cela  posé,  si  robUgttion  d'ane  partie  des  poinU  du 
système,  de  demeurer  sur  ces  surfaces,  est  la  seule 
condition  qui  restreigne  les  mouvemensdu  système 
entier,  on  pourra  maintenant  considérer  tous  ces 
points  comme  entièrement  libres,  et  faire  telle  hy- 
pothèse qu'on  voudra  sur  les  variations  ^s,  ly,  ^', 
des  coordonnées  d'un  point  quelconque. 
692.  Je  supposerai  d'abord  qu'on  prenne 

*r  =  ds,      Ijf  =  <*y»       Is  =  d»\ 

de  sorte  que  le  déplacement  du  point  quelconque  m 
soit  celui  qui  a  lieu  effectivement  pendant  l'instant 
Ù.  On  aura,  en  même  temps,  ^'=:rf^;  et  l'on  rem- 
placera fp,  Jte,  I»,  par  dp,  dtf,  ds,  qui  représentent 
les  projections  du  déplacement  réel  du  poiut  m  sur 
les  directions  des  forces  P,  «U,  «¥.  En  appelant  e, 
la  vitesse  d'un  point  quelconque  m,  et  observant 
qu'on  a 


d»  »  d*  y 

df        ^  di*     '^ 


df 


d» 


1 

—  d,v* 
Z 


Téquation  {h)  deviendra 

L  d .  2w©.  =  XPrfp  ±  SRc/r  +  Ï-Udii  —  S»¥d#. 

En  intégrant,  on  aura  donc 

—  2«e«  —  -  Imk*  I  ,  ^ 

=/2Pd^±/2Rdr+/2i.lIdM  —fX^fds,  ) 

k  éunt  la  valeur  initiale  de  o,  et  les  intégrales  com- 
mençant à  l'origine  da  mouvement. 

Le  terme /2Pdjp  comprendra  la  partie  du  travail 
Moteur  qui  répond  au  poids  du  système  ^  et  ai  l'on 
appelle  II  ce  poids,  et  t  la  hauteur  verticale  dont  le 
eeiitr«  de  gravité  sera  tombé  pendant  le  temps  i^ 
cette  partie  sera  égale  à  II(, 

tonqae  les  distances  des  points  da  système  que 
Ton  considère  demeureront  invariables  pendant  le 
moavement,  on  amra  dr=:0,  et  le  terme /2R<ir 
disparaîtra  de  l'équaUen  (s).  S'il  s'agit  d'un  fluide, 
«e  terme  comprendra  les  attractions  ou  répulsions 
motoelles  de  ses  poinU,  qui  s'étendent  à  de  grandes 
distancée  ;  il  comprendra  aussi  les  actions  mutuelles 
ipi'on    appelle    proprement   /ercas    moUemlairêê^ 
(n«>  (M),  qui  ne  s'étendent  qu'à  des  dtsUnces  in- 
aennblea,etqai  produisent  les  pressions  intérieures, . 
auxquelles  on  n'a  point  eu  égard  en  formant  l'équa- 
tion (f).  U  valeur  de  cette  intégrale/ïMr  dépen- 
dra do  changement  de  forme  et  des  condensations 
ou  dilaUtions  du  fluide  pendant  son  mouvement  ; 
et  pour  les  très  petites  variations  de  densité  qui  ont 
lieu  dans  le  liquide,  elle  pourra  varier  dans  de  très 
grands  rapports,  à  raison  des  forces  moléculaires 
ou  des  pressions  intérieures  qui  en  résultent  (n  >577}  • 
Les  sommtf  2«U i»  et  2«F(if  comprises  sous  les 
deux  dernière*  intégrales,  sont  elles-mèmea  des  in- 
tégrales doubles  étendues  à  tons  les  élémcns  •  des 
surfaces  réttsUotea  et  frotuntes.  Si  U  paHie  du 


système  qui  frotte  contre  une  de  cet  surfaoea  est  un 
corps  solide,  la  force  i.Y  sera  indépendante  de  la  vi- 
tesse de  ce  corps,  et  proportionnelle,  pour  chaque 
élément  «,  à  la  pression  correspondante,  laquelle 
est  égale  et  contraire  à  la  résistance  «U.  Si  cette 
partie  frottante  du  système  est  un  fluide,  la  force 
«F  dépendra  de  sa  vitesse  relative,  et  sera  indépen- 
dante de  la  pression  (  n*»  467  ).  Lorsque  la  surface 
dont  L= 0  est  l'équation,  sera  immobile,  la  projeo- 
tion  du  déplacement  de  m  sur  la  normale  à  cette 
surface  sera  nuyp,  puisque  le  point  m  est  assujetti  à 
demeurer  sur  cette  surface  \  on  aura  donc  in  =  0; 
ce  qui  fera  dUparaltrerintégralc/ij»Uclii}  et  si  l'on 
fait,  de  plus,  abstraction  du  frottement,  l'équa- 
Uon  (s)  se  réduira  à  l'équation  ordinaire  des  forcea 

vives. 
003.  Prenons  actuellement 

#*  =  d^,      ly  =  d,y,      *»  =  <*<»  î 

de  manière  que  les  déplacemens  dos  poinU  dn  sys- 
tème que  suppose  l'équation  {h) ,  soient  leurs  dépla- 
cemens relatifs.  Désignons  par  djp,  dfi,  dfi,  les  pro- 
jections des  déplacemens  relatifs  des  poinU  onsont 
appliquées  les  forces  P,  U,  î,  sur  leurs  directions. 
Les  valeurs  de  ^,  lu,  dê^  qui  répondent  à  celle*  de 
*»»  'y»  **i  V^^  ■*®''*  employons,  seront  d^,  d,ii,  d^. 
De  plus,  les  autres  parties  if «,  <fy,  <*'»,  des  diffé- 
rentielles toUlcs  «fa,  dfg,  d«,  n'influant  pas,  par  hy- 
pothèse, sur  les  disUnues  mutuelles  des  poinU  dn 
système,  If  se  changera  dans  la  différentielle  ir , 
comme  dans  le  numéro  précédent.  L'équation  (k) 
deviendra  donc 


=  ^?dfi  ±  2Rdr  +  -imVdfU  —  X#F<I.#« 

Si  ronoppcllc  r,  la  vitesse  relative  du  point», 

d^  d0  d^M. 
dont  les  composante*  sont  —  ,—,--,  on  aura 

di    di    dt 

etf  en  différentiant, 


1  dd^  ddM   ^      .   dd^*  . 

^d.v,*=^d^+'^djf'\r^^,^ 

2 


dt* 


di» 


dt» 


En  vertu  des  équations  (f),  on  aura  donc 


d»  s 
dt* 


d*  y 


d»% 


d» 


l  èié  étf  dmf 

=  -rf.r»  +  -II,*  -I-  -  <r  +  -  <- 

Z        '         dt  di  dt 

D  ailleurs,  si  l'on  met  <*,  djf.  <*.  d4n»  i  eipri 
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sion  de  lu  du  n»  691 ,  pour  avoir  celle  de  d,u ,  on 
tun 


/dL  dL  ai4      ^ 


dL 
\Us  dg  dM 

quantité  nulle,  en  Tortu  de  l'équation  (^).  Au  moyen 


de  cea  faleun,  l^uation  (iQ  prendra  la  fonne 

1  M  de»  dv'       V 

—d.X«v+2»(— <'.«  +  -  <«,y+  -  4») 
S  Vdl  dr  di       ^ 

et,  en  intégrant,  il  en  résultera 


i  2m V  —   I  2ia/  =  /SPdtfi  ±  /SRdr  —  /2»Fd.a 

(du'  dvf  dw'      ^ 

-«'/•.+  -«'*  +  -<',») 
dt  dt  it       ' 


(0 


A;  étant  la  valeur  initiale  de  v'  »  et  les  intégrales 
commençant  à  l'origine  du  mouvement. 

•04.  Cette  équation  (î)  fera  connaître  l'accrois- 
sement, pendant  le  temps  /,  de  la  demi-somme  des 
forces  vives,  dues  ans  vitesses  relatives  de  tous  les 
points  du  système. 

En  faisant  directement  dans  la  formule  générale 
du  no  683|  Thypothèse  qui  nous  a  conduits  à  Téqua- 

—  d .  «r.» 


la  somme  2  du  second  membre  s'étendant  à  toutes 
les  forces  provenant  des  résistances  normales  des 
f urfaces  fixes  ou  mobiles ,  que  les  valeurs  prises 
pour  Ar,  ly,  t%^  ont  la  propriété  défaire  disparaître. 
Or,  si  l'on  appelle  ff  la  force  dont  les  trois  compo- 
santes sont 


dé 


de' 


dw\ 


-(*-*)'  -(^-i;)'  -(^-i)' 

et  d^  la  projection  du  déplacement  relatif  de  son 
point  d'application  sur  sa  direction ,  on  aura 

,  du\  ,         it> 

.(x--).,,  +  .(T--).,y 

selon  que  cette  projection  djA  tombera  sur  la  direc- 
tion même  de  la  force  H,  ou  sur  son  prolongement. 
Donc  en  conservant  H  et  d^k  dans  le  premier  cas, 
et  employant  L  et  d,/  dans  le  second ,  on  en  con- 
clura 

1 2«p^.  -  i  2mik/  =/2Hd,fc  -/SUj/; 


tlon  (Q,  c'est-à-dire,  en  y  mettant  d^,  d^y,  d,a,  au 
lieu  de  Im^  ly^  1%^  on  aura 

OU  bien,  d'après  ce  qui  précède, 


D 


:) 


la  somme  2Hd,A  s'étendant  à  toutes  les  forces  mou- 
vantes du  système ,  et  la  somme  2Ld/  à  toutes  lea 
forces  résistantes. 

Cette  dernière  équation  n'est  autre  cbose  que  l'é- 
quation (/)  présentée  sous  une  forme  différente.  En 
la  comparant  à  l'équation  (d),  on  voit  que  le  prin- 
cipe des  forces  vives  a  encore  lieu  à  iMgard  des  vi- 
tesses relatives  des  points  du  système,  telles  qu'elles 
ont  été  définies  dans  leno(l90,  pourvu  que  l'on  rem- 
place les  forces  données  P  et  Q,  par  d'autres  forces 
H  et  L  qui  dépendent  des  premières  et  du  mouve- 
ment commun  du  système. 

Ce  théorème  est  dû  à  H.  Coriolis.  Il  peut  être  em- 
ployé utilement  dans  beaucoup  de  questions  étran» 
gères  à  ce  traité  de  Mécanique  rationnelle ,  et  pour 
lesquelles  nous  renverrons  au  mémoire  de  Tauteur 
sur  \tprincip9  dês  forcM  9ivêê  dan»  ies  mouvêWÊemê 
relatifs  dêê  machùu»  *. 

096.  Le  termey^Rdr,  qui  provient  des  forces 
moléculaires,  est  le  même  dans  les  deux  équations 
(t)  et  (/)  ;  le  plus  souvent,  le  terme  qui  répond  aux 
frottemens  est  aussi  le  même  dans  le  mouvement 
absolu  et  dans  le  mouvement  relatif  du  système,  et 
ne  change  pas,  par  conséquent ,  en  passant  d'une 
équation  à  l'autre;  alors,  en  retranchant  U  seconde 
de  CCS  équations  de  la  première,  on  aura 


L  Sjh  (  •«  —  e,i  )  —  2»  (ik>  -,*,«)=  /2P  ^dp  —  djt 

+    r-^**  {  —  d,x  +  --  d^y  +  —  d,i)  +fXmVdu, 
■  ^dt  dt  di       / 


(«) 


Si  les  forces  P  se  réduisent  aux  poids  des  différen- 
tes parties  du  système  ;  que  Ton  oppelle  II  le  poids 
total,  et  {*  la  hauteur  verticale  que  décrit  son  cen- 


tre de  gravité  pendant  le  temps  t,  dans  le  nmiive- 
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nMDt^oiiMiraii  à  tous  ses  points,  il  est  aisé  de  voir 
qae  Ton  aura  anssi 

De  plus,  sHl  n'y  a  qu'une  seule  surface  résistante, 
et  que  ce  soit,  par  exemple,  un  plan  qui  se  meut 
parallèlement  à  Ini-mème,  on  pourra  prendre,  pour 
le  mouToment  commun  du  système,  le  mouvement 
donné  de  ce  plan,  car  il  satisfait  aux  deux  conditions 
du  n'600  :  il  ne  changera  pas  les  distances  mutuel- 
les des  points  du  système,  et  il  n'empêchera  pas  les 
points  qui  sont  en  contact  avec  ce  plan  mobile,  de 
demeurer  à  sa  surface.  D'ailleurs,  il  est  évident  que 
ce  mouvement  étant  perpendiculaire  au  plan  mo- 
bile, il  n'influera  aucunement  sur  les  vitesses  rela- 
tives des  points  qui  glissent  sur  ce  plan,  non  plus 
que  sur  les  trajectoires  qu'ils  y  décrivent  ;  d'où  il 
résulte  que  le  travail  résistant. dû  au  frottement 
contre  ce  plan,  sera  le  même  dans  le  mouvement 
absolu  et  dans  le  mouvement  relatif,  comme  le  sup- 
pose l'équation  (m). 

Pour  simplifier  eneore  cette  équation,  je  suppose 
que  le  mouvement  du  plan  résistant  soit  uniforme  ; 
en  sorte  que  tous  ses  points  décrivent  des  perpen- 
diculaires à  sa  position  initiale ,  aveo  une  vitesse 


commune,  qui  sera  rendue,  par  nn  moyen- quelcoo» 
quel  invariable  et  indépendante  de  l'action  du  sys- 
tème sur-ce  plan.  Ses  composantes  u^,  «*,  id'j  seront- 
constantes  ,  et  l'on  aura 


M 


dvf 


dw^ 


/CNi'  av  aw       ^ 

/ïm(~  dfl  -f-  d,y  -1-  .-  rf,«)  =  0. 
^di  di  dt       ^ 

En  désignant  cette  vitesse  par  a,  et  par  «  l'angle 
que  sa  directionfait  aveo  celle  de  la  pesanteur,  on 
aura  aussi 

l[  =  ff<  cos  «. 

Soit-,  en  outre,  Q  la  pression  exercée  au  bout  du 
temps  tf  sur  la  surface  entière  du  plan  donné,  et 
dans  le  sens  de  la  vitesse  a.  lu  travail  résistant  qui 
répond  à  cette  force  prise  en  sens  contraire  de  sa  , 
direction,  c'est-k-dire)  à  la  résistance  du  plan,  sera 
— jXladt^  pendant  la  durée  du  temps  #,'en  suppo- 
sant que  l'intégrale  s'évanouisse  avec  cette  varia- 
ble. En  faisant  passer  le  facteur  n  en  dehors  du 
signe/)  nous  aurons  donc  - 

f-imVdu  =  —  afiidt, . 

pour  la  valeur  du  dernier  terme  de  l'équation  (m}, 
laquelle  deviendra 


1  2m  (  At  —  it/  )  —  i-  2m  (9>  —  e/  )  -f  Hol  cos  •  =  af(ldi.'       («> 


La  vitesse  «i  est  la  résultante  de  e  et  de  la  vitesse 
a  prise  en  sens  contraire  de  sa  direction  ;  si  donc, 
on  représente  par  •,  l'angle  que  fait  la  direction  de 
la  vitesse  v  avec  celle  de  a,  on  aura 

V»  =  n»  —  Za9  cos  •  -f-  a>  ; 

et  si  l'on  désigne  par  ^  la  valeur  initiale  de  •,  on 
aura  de  même 

M^*  :=  k*  —  2àk  cos  ^  -f-  a*  ; 

d'où  il  résulte 

—  1m  [k*  —  k^^  )  =  a  Imk  cos  * —  —  a»  2m, 

—  2m  (  V*  — -  9>j*  )  =  a  2mp  cos  t  —  ^a*  2m  ; 

ce  qui  change  l'équation  {n)  en  celle-ci, 
Imk  cos  ^.—  2me  cos  •  -f-  n<  cos  «  =Jtlii ,    (o) 

après  qu'on  a  supprimé  le  facteur  a  commun  à  tous 
ses  termes. 

Les  sommes  2mit  cos  ^et  2mv  cos  •  expriment, 
au  commencement  et  à  la  fin  du  temps  t,  les  quan- 
tités de  mouvement  de  tous  les  points  du  système , 
dans  le  sens  perpendiculaire  au  plan  donné  ;  le  pro- 
duit Tli  cos  «  est  la  quantité  de  mouvement  pro- 
duite suivant  la  même  direction  par  le  poids  H  du 
système,  pendant  la  durée  du  temps  i  ;  et  l'intégrale 
JX^diesi  la  quantité  de  mouvement  détruite  pendant 
ce  temps  par  la  résistance  du  plan  donné.  Or,  il  est 
évident  que  cette  dernière  quantité  doit  être  égale 
k  l'excès  de  la  première  somme  sur  la  seconde,  aug- 


menté de  la  quantité  n<  cos  «;  en  sorte  que  Téqua- 
tion  précédente,  qui  exprime  cette  égalité  peut' 
être  regardée  comme  une  vérification  de  notre  ana* 
lyse. 

606.  Lorsque  la  vitesse  k  de  chaque  point  du  sys- 
tème se  changera  brusquement  dans  la  vitesse  e, 
l'action  du  système  sur  le  plan  donné  sera  une  per- 
cussion ;  pendant  sa  durée  très  courte ,  on  pourra 
négliger  l'effet  m  cos  «  de  la  pesanteur;  et  la  quan- 
tité de  mouvement  détruite  par  le  plan  sera  l'excès 
de  2mit  cos  t  sur  2mv  cos  t. 

Si  le  système  est  un  corps  solide  situé  au-dessus 
du  plan ,  et  qui  demeure  juxta-posé  k  sa  surface 
après  le  choc,  la  composante  v  cos  i  de  la  vitesse  v 
sera  la  même,  à  cet  instant,  pour  tous  les  points  du 
corps,  et  égale  à  la  constante  a\  en  différentiant 
l'équation  (o)  par  rapport  à  t,  on  aura  donc 

n  cos  «  =  Qi 

et,  en  effet,  la  vitesse  du  plan  étant  invariable,  pas 
hypothèse,  il  faut  que  sa  résistance  détruise  inces- 
samment les  accélérations  de  la  gravité,  qui  au- 
raient lieu  perpendiculairement  à  sa  surface;  il 
faut  donc  que  cette  force  soit  égale  et  contraire  à 
la  composante  du  poids  n  suivant  cette  direction, 
et  que  la  pression  Q  soit  égale  à  cette  composante. 
On  peut  remarquer  que,  quand  l'angle  •  est  ob- 
tus, la  valeur  précédente  dcQ  a  le  signe  — .  Mais  od 
a  supposé  plus  haut  que  la  pression  exercée  sur  ce 
plan  était  dirigée  dans  le  sens  de  la  vitesse  a;  et, 
si  le  contraire  avait  lieu  il  faudrait  changer  le  signe 
de  Q  dans  toutes  les  équations  précédentes.  Oc,  la 
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protstoaQt*ei«roe  effeotWenienl  en  sens  eontnire 
de  la  vitesee  a,  lorsque  Tangle  •  est  obUis;  la  Talenr 
de  Q  est  donc  alors  —  n  eos  •,  on,  autrement  dit, 
cette  valeur  est  toujours  n  cos  •,  abstraetton  faite 
du  signe. 

607.  Inéquation  (o)  éTÎdente  en  elle-même ,  peut 
servir  à  défenniner  la  pression  d'une  Toine  fluide 
en  mouvement  sur  un  plan  AB(ûg.  142],  animé  de 
la  vitesse  a  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  dont  la  di- 
rection fait,  avec  celle  de  la  pesanteur,  un  angle  «. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  liquide 
sorte  d'un  vase  par  un  orifice  boriiontal,  et  qu'il 
forme,  au-dessous  de  la  contraction  de  la  veine 
(n»  077),  un  cylindre  vertical  dont  tons  les  points 
ont  une  vitesse  commune  et  verticale,  que  nous 
désignerons  par  y.  Supposons  aussi  que  le  niveau 
du  liquide  soit  entretenu  à  une  hauteur  constante 
dans  le  vase;  ce  qui  rendra  la  vitesse  y  indépen- 
dante du  temps. 

Jusqu'à  une  section  horisontale  CD,  faite  à  une 
petite  distance  au-dessus  du  plan  AB,  la  veine  con- 
servera sa  forme  cylindrique  et  sa  vitesse^;  elle 
s'éteodra  ensuite  sur  ce  plan,  et  finira  par  le  dé- 
border. Au  bout  d'un  certain  temps,  le  fiuide  par- 
viendra &  un  état  permanent  dans  lequel  la  vitesse 
de  chaque  molécule  ne  dépendra  plus  que  du  lieu 
qu*elle  occupe,  et  où  la  pression  en  un  point  quel- 
conque du  plan  AB  sera  aussi  indépendante  du 
temps.  C'est  dans  cet  état  qu'il  s'agira  de  détermi- 
ner la  pression  totale  Q,  exercée  sur  la  surface  en- 
tière du  plan. 

La  partie  de  cette  pression  due  au  poids  du  li^ 
qoide,  sera  la  composante  de  ce  poids,  perpendicu- 
laire au  plan  AB,  défalcation  faite  de  la  partie  de 
ce  même  poids,  qui  est  soutenue  par  les  paroiadu 
vase  d'où  le  liquide  s'écoule.  Comme  il  sera  tou- 
jours facile  d'y  avoir  égard,  dans  chaque  cas  parti- 
culier, nous  en  ferons  abstraction,. et  nous  ferons, 
en  conséquence,  11=  0,  dans  l'équation  (o).  Il  est 
évident,  qu'on  pourra  aussi,  dans  les  sommes 
2ai^  cos  l  et  2me  cos  • ,  ne  pas  tenir  compte  des 
molécules  du  liquide  situées  au-dessus  de  CD ,  puis- 
qu'elles conservent  toujours  la  même  vitesse,  ce 
qui  fait  disparaître  la  différence  de  ces  deux  som- 
mes. Enfin  si  le  diamètre  de  la  veine  fiuide  est  très 
petit,  l'épaisseur  de  la  couche  liquide  sera  aussi 
très  petite,  à  une  petite  distance  autour  de  l'axe  de 
la  veine.  A  cette  distance,  les  vitesses  relatives  (Ibs 
points  de  la  couche  seront  sensiblement  parallèles 
au  plan  AB,  dans  toute  l'épaisseur  de  la  couche,  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose ,  leurs  composantes  per- 
pendiculaires à  ce  plan  seront  égales  à  a.  De  plus, 
cette  partie  du  fiuide  comprise  entre  AB  et  CD  sera 
beaucoup  plus  considérable  que  la  partie  voisine 
de  l'axe  de  la  veine,  si  la  surface  du  plan  AB  est 
très  grande  par  rapport  à  la  section  CD  ;  on  pourra 
donc  alors  prendre  a,  sans  erreur  sensible,  pour  la 
composante  e  cos  t  de  la  vitesse  e  de  chaque  point 
du  fluide  contenu  entre  AB  et  CD. 
Cela  posé,  soit  CIV  une  autre  section  de  la  veine 


fluide,  faite  an-detsna  de  CD,  et  telle  que  le  voIum 
compris  entre  CD  et  CD*  soit  équivalent  au  voluae 
de  fluide  compris  entre  AB  et  CD.  Appelons  I  le 
temps  que  le  premier  volume  du  liquide  emploie  i 
traverser  la  section  CD  et  à  se  changer  dans  lèse- 
oond  volume.  Supposons  que  les  sommes  SaU  casl 
et  Smn  coa  i,  de  l'équation  (o),  étendues  k  tons  la 
points  du  second  volume ,  se  rapportent  au  eom* 
meneement  et  à  la  fin  du  tempa  I.  Au  comnence- 
ment,  tous  ces  points  étaient  situés  au-dessus  de 
CD,  et  avaient,  conséqnemment,  une  vitesse  >,  fai- 
sant un  angle  «  avec  la  vitesse  n  ;  pour  un  poiat 
quelconque  m,  on  a  donc 

A  =  y,       ^  =  «,       k  cos  l  =:i  y  ces  •. 

A  la  fin  du  tempa  i,  on  a,  comme  on  vient  de  le 
dire, 

9  cos   1  =  0, 

pour  un  point  quelconque  m  du  liquide  conteou 
entre  AB  et  CD.  Si  donc  on  appelle  /&  la  niasse  de  ce 
liquide,  il  en  résultera 

tmk  cos  S  —  tmv  cos  t  =  /«  (y  cos  »  —  a). 

D'ailleurs,  la  pression  Q  étant  constante,  l'iaté- 
%TA\ef(^dt  est  égale  au  produit  Ql,  pour  la  do- 
rée du  temps  I  ;  d'après  l'intégrale  (o},  nous  aurons 
donc 

f*  {y  cos  «  —  a)  =  Ql. 

Soit  n  le  nombre  de  fois  que  le  temps  I  est  con- 
tenu dans  un  temps  t  quelconque  ;  n/A  sera  la  masse 
du  liquide  qui  traversera  la  section  CD  pendant  le 
temps  t»  Hais  cette  masse  sera  aussi  fCyi^  en  appe- 
lant f  la  densité  du  liquide ,  o  l'aire  de  la  section 
CD,  et  observant  que  y  est  la  vitesse  constante  de 
l'écoulement  à  travers  cette  section;  on  aura,  par 
conséquent, 

ni*  =  fcyt  ; 

si  (on  multiplie  l'équation  précédente  par  n,  que 
l'on  y  substitue  cette  valeur  de  n^c,  et  qu'on  sap* 
prime  ensuite  le  facteur  t,  commun  k  tons  ses  ter- 
mes, on  a  finalement 

Q  =  pey  {y  cos  «  —  a), 

pour  la  valeur  de  la  pression  qu'on  se  proposait  de 
déterminer. 

On  devra  se  rappeler  que  cette  formule  snppose 
l'angle  «  aigu;  quand  il  sera  obtus,  il  faudra,  comme 
on  l'a  dit  plus  haut,  changer  le  aigne  de  Q  ;  en  sorte 
que  l'on  aura  alors 

Q  =  fcy  [y  cos  •  -f-  o). 

Ces  deux  expressions  de  Q  supposent  aussi  qne 
le  plan  AB  est  entièrement  recouvert  par  la  veine 
fluide  épanouie  sur  sa  surface  ;  ce  qui  exige  que  a 
ne  soit  pas  un  angle  droit,  et,  qu'en  général,  il  s*^- 
carte  sensiblement  de  OO».  Quand  le  mouvement  do 
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plan  est  tertical,  on  a  «;=  0,  ou  «=  I8û«,«t,  con- 
fé(|BoiiiiBent| 

Q  =  pe>  (y  qp  o)i 

le  tigne  sapérienr  ayant  lieti  lorsque  le  plan  se  meut 

dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  le  signe  inférieur 

•dans  le  cae  contraire.  Si  l'on  »« = 0,  et  qne.^^  soit 


la  vitesse  due  à  la'  hauteur  fc,  et  g  la  grat ité,  on 
aura 

<l  =  29fefc  ; 

en  sorte  que  la  pression  Q  sera,  dans  ce  cas,  le  poids 
d'une  portion  de  la  veine  cylindrique  égale  en  lon- 
gueur à'A. 


FIN. 
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Page  48,  Ir'  colonne ,  ligne  12  en  remontant , 


=zbc  (  \ ) ,  lises  \=z\/bc   (l ) 


Page  292,  formule  (3),  3*  ligne, 

+  (U'/  +  Pfi'  -)  >«"  +  (W  +  p!  *'  -) 


Page  419,  formule  6, 
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